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Den Leser bitte icli, vor der Lektiire dieser
Abhandlung Folgendes zu berichtigen:

|. S 7 30w, e B399 statt 138Y
| S, 0, 4, 18 v. 0. 400 statt 41°

Zur Theorie der Spiegelung des Regenbogens
an einer ruhigen Wasserfldche.

]!jl" interessante und ohne Zweifel schon dfter anfeeworfene Fr: ob sich ein

Regenbogen, welcher eine 1'1i|lf¥:' Wasserfliiche i'1|iq":'.-<l|:m||['_ _'1|-]||.'t]-. im Wasser !-:]ui.{';l'l'[n ]'\'iillilt"!
hat bekanntlich Tyndall in seinen Vorlesungen iiber Optik beriihrt nnd in folgendem Sinne
entschieden.’) »Wenn sich auch die Wolke, auf der sich der Bogen malt, im Wasser spiegeln
kann, so kamnn doeh das Spiegelbild des am Himmel gesehenen Bogens nicht gleichzeitiz mit
demselben gesehen werden.« Nach diesem Ausspruch des britischen Naturforschers wird die
Miglichkeit einer Spiegelung zugegeben:; es wird nur hestritten, dass das Spiegelbild von dem
direkt gesehenen Bogen herrithre, Indessen scheinen erst aus spiiterer Zeit zuverlissige Mit-
teilungen f{iber die wirkliche Beobachtung solcher Spiegelbilder vorzuliegen. So hat Crookes?
im Jahre 1877 einen iiber dem Meere stehenden Regenbogen und eleichzeitic einen von der
Oberfliiche desselben reflektierten Bogen beobaehtet und dabei gefunden, dass die Farben des
direkt sichtbaren Bogens und des Spiegelbildes an den Enden nicht zusammenfielen; vielmehr
hertithrte das Rot des Bildes das Gelb des direkt gesehenen Bogens. Nach Sahine®) lisst
sich die von Crookes beobachtete Erscheinung auch im Kleinen nachahmen, Wenn man
mittelst einer Brause den Strahl einer Gartenspritze zerstinbt, anf diese Weise im Sonnen-
schein Regenbogen erzengt und die reflektierende Wasserfliiche durch einen kiinstlichen Spiegel
ersefzt, so kann man im letzteren die gespiegelten Bogen sehen. Dabei zeigten sich die Durch-

- messer der beiden reflektierten Bogen, entsprechend der von Crookes beobachteten Verschiebung

der Farben, stets kleiner als die der direkt @esehenen. Sabine fiihrt die Differenz aunf den
Umstand zuriick, dass die das Spiegelbild erzeugenden Strahlen von tiefer liegenden Tropfen

herriithren. Hierzn sei schon im voraus bemerkt, dass diese Erkldrung unvollstéindig ist. Auch

der Stand der Sonne kommt in Betracht; derselbe ist in der beriihrten Frage sogar das wesent-
lich Entscheidende. (Vergl den Sehluss von No. II, sowie No. VIIL)

Uber eine zweite Beobachtung, welche im Jahre 1885 von einem Chemiker aus Lyon
gemacht worden ist, referiert Dufour.®) Der Bericht ist besonders dadurch interessant, dass
in diesem Falle das Spiegelbild in scheinbarem Widersprueh mit der Behauptung Tyndall’s

" Tyndall, Das Licht. Dentsch von G. Wiedemann. Braunschweig 1876. S. 20,
) Nature. 1877. V. XVI p. 329
¥} Ebenda p. 361.

Y} Bulletin soc. vaud. se, nat. XX1. p- 93. Siehe auch Naturforscher, .T;J'nl'f__'.'u_ag 1886. 8. 267.
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Zur Theorie der Spiegelung des Regenbogens
an einer ruhigen W asserflidche.

]}i[- interessante und obme ZYweifel schon Ofter anfeeworfene Frage, ob sich ein
Regenbogen, weleher eine rubige Wasserfliiche iberspannt, jemals im Wasser spiegeln konne,
hat bekanntlich Tyndall in seinen Vorlesungen iiber Optik beriihrt und in folgendem Sinne
entschieden.') >Wenn sich aueh die Wolke, auf der sich der Bogen malt, im Wasser spiegeln
kann, o kann doch das Spiegelbild des am Himmel gesehenen Bogens nicht gleichzeitig mit
demselben gesehen werden.« Nach diesem Ausspruch des britischen Naturforschers wird die
Miglichkeit einer Spiegelung zugegeben:; es wird nur bestritten, dass das Spiegelbild von dem
direkt gesehenen Bogen herriihre. Indessen scheinen erst aus spiiterer Zeit zuverlissige Mit-
teilungen iiber die wirkliche Beobachtung soleher Spiegelbilder vorzuliegen. So hat Crookes®)
im Jahre 1877 einen iiber dem Meere stehenden Regenbogen und gleichzeitiz einen von der
Oberfliiche desselben reflektierten Bogen heohachtet und dabei gefunden, dass die Farbhen des
direkt sichtbaren Bogens und des Spiegelbildes an den Enden nicht zusammenfielen; vielmehr
beriihrte das Rot des Bildes das Gelb des direkt gesehenen Bogens. Nach Sahine®) lisst
sich die von Crookes beobachtete Krscheinung anch im Kleinen nachahmen. Wenn man
mittelst einer Brause den Strahl einer Gartenspritze zerstiubt, auf diese Weise im Sonnen-
schein Regenbogen erzeugt und die reflektierende Wasserfliiche durch einen kiinstlichen Spiegel
ersetzt, so kann man im letzteren die gespiegelten Bogen sehen. Dabei zeigten sich die Dureh-
messer der beiden reflektierten |’.1r5_"1_'11_. |']|i.-||1'|‘l'h-:m1 der von Crookes beobachteten \'L'r.«'vhivhunj.’.'
der Farhen, stets kleiner als die der direkt gesehenen. Sabine fiihrt die Differenz aunf den
Umstand zuriiek, dass die das Spiegelbild erzengenden Strahlen von tiefer liegenden Tropfen
herrithren. Hierzu sei schon im voraus bemerkt, dass diese Erklirung unvollstindig ist. Auch
der Stand der Sonne kommt in Betracht: derselbe ist in der heriihrten Frage sogar das wesent-
lich Entscheidende. (Vergl. den Sehluss von No. 11, sowie No. VIIL)

Uber eine zweite Beobachtung, welehe im Jahre 1885 von einem Chemiker ans Lyon
gemacht worden ist, referiert Dufour.!) Der Bericht ist besonders dadurech interessant, dass
in diesem Falle dag Spiegelbild in scheinbarem Widerspruch mit der Behanptung Tyndall’s

Y Pyndall, Das Licht. Deutsch von . Wiedemann. Braunschweig 1876, S. 20.
*} Nature. 1877, V. XVI p. 329
¥} Ebenda p. 361.

) Bulletin so¢. vaud. se, nat. XX1. p. 98. BSiehe anch Naturforscher, Jahrgang 1886, 8. 267.




selbst fiir einen anfmerksamen Beobachter als das Bild des direkt gesehenen Bogens erschien.
Jedoch konnten die Enden des im iibrigen klaren Bildes nicht gesehen werden, weil der Wasser-
gpiegel nicht weit genug reichte, Im Anschluss an diese Mitteilung hat Dufour eine Erklirung
des eigenttimlichen Phiinomens gegeben und auch Bemerkungen iiber die fiir die Wiederholung
desselben notwendigen Bedingungen gekniipft.

Zweek der vorliegenden Arbeit ist. die theoretische Diskussion der die Spiegelung des
Regenhogens betreffenden Verhiilinisse zu vervollstindigen. Dabei ldzst sich nicht vermeiden, dass
das Hauptresnltat der Untersuchung Dufour’s wiederkehrt: indessen diirfte der abweichende
Weg, welcher zu seiner Aunffindung fithrt, selbst das bekannte Ergebnis in nener Beleuchtung
erscheinen lassen.

ln']ll'if__"i'll.t'. scheint Dufour weder von der Beobachtune Crookes' noch von den Ver-
suchen Sabine’s Kenntniz gehabt zu haben. Auch die vorliegende Abhandlung war bereits
im wesentlichen vollendet, als ich in den Beibliittern zu Poggendorf’s Annalen fiir Physik
und Chemie!) ein kurzes Referat von E. Wiedemann iiber die im Jahre 1877 in England
gemachten Erfahrungen fand. Um so grissere Freude empfand ich iiber die somit konstatierte
Thatsache, dass bereits eine interessante Bestiitizung eines der im Nachstehenden enthaltenen
theoretischen Ergebnisse durch die Erfalrung vorlag. Indirekt erhiilt dadurch zugleich die
Descartes-Newton'sche Theorie des Regenbogens, auf welcher die folgende Untersuchung
beruht, eine kriiftige Stiitze, wenn sie iiberhaupt noch einer solechen bedarf.

Noeh bemerke ich, dass ich, da mir die Originalmitteilungen von Crookes und Sabine
nicht mehr rechtzeitiz znr Verfiigung standen, obige Angaben auns der sekunddren Quelle
schipfen musste.

L.

Zufolge der Descartes-Newton'schen Theorie kimnen die aus einem kugelfirmigen
Wassertropien nach erlitfener Brechung und Reflexion austretenden Lichtstrahlen nur dann
einen wirksamen Eindruck auf ein Auge machen, wenn eine hinreichend grosse Menge der
selben parallel oder nahezu parallel den Tropfen verlisst, und dazu ist erforderlich, dass sie
gegen die in den Tropfen eintretenden Sonmenstrahlen um einen fiir jede Farhe hestimmten
Winkel abgelenkt werden. Bezeichnet man den Ablenkungswinkel fiir rotes Licht (Fraun-
hofer’sche Linie B) durch & den fiir violettes (Fraunhofer'sche Linie H) dureh :. so haben &
und ¢, je nachdem eine ein-, zwei- oder dreimalige Reflexion im Inneren des Tropfens statt-
findet, also bez fiir den ersten (Hauptregenbogen), zweiten (Nebenregenhogen) nnd dreitten
Regenbogen die in der folgenden Talelle zusammenzestellten Werte, wobei dic Brechungs-
exponenten fiir die beiden Lichtarten bez. gleich 1,330 und 1,343 angenommen worden sind,®)

g :
1. Regenbogen 1370 3 13872 20°
2. = 2300 6 2330 O
3. = F1T000 3220 54
) Beiblitter 1877, Band L 8. 679.
%) Die Berechnung beruht auf den Formeln w = m = — 2(m + 1)y + 2x und sin x = nsiny, in welchen

w der Ablenkungeswinkel, x und y der Einfalls- resp. Brechungswinkel, m die Anzahl der Reflexjonen im Inneren




Der angefithrte Satz ist fir die Erkldrang aller den Rezenbogen hetreffenden Vorgiinge
von fundamentaler Bedeutung, Dureh ihn findet zundichst die Thatsache ihre Degriindung, dass
die Farbenzonen jedes am Himmel sichtbaren Bogens eine Schar konzentrischer Kreisringe
bilden. deren gemeinsames Centrum in der dureh den Mittelpunkt der Sonne und das Ange
bestimmten (Geraden liegt. Dabei spiclt der dritte Regenbogen, weleher nicht mehr unberiick-
sichtigt bleiben darf, seit durch die Beobachtung Heilermann's®) die Migliehkeit, ihn unter
glinstizen Verhiiltnissen zu sehen, ausser Zweifel gestellt ist, eine besondere Rolle, Sein Centrum
liegt zwischen Sonne und Auge, wiihrend die Centra der beiden ersten Regenbogen in der Ver-
lingerung der Verbindungsstrecke von Sonne und Auge iber letzieres hinaus liegen. Man
kann daher zwar die beiden ersten Regenhogen gleichzeitig sehen, nicht aber den dritten zngleich
mit den heiden andern.

Fiir die scheinbaren Halbmesser des roten und violetten Bogens — sie migen bezw.
durch = und ? bezeichnet werden — liefert die obige Tabelle die folgenden Werte, welche

wenhogen diezelbe 1st,

'.r_t[;:]l-ii,-ir erkennen lassen, dass die Anordnung der Farben im dritten 1
wie im ersten, aber nmgekehrt im Vergleich mit dem zweiten, und dass der dritte breiter ist,

als der zweite und dieser wieder breiter als der erste.

=

I. Regenbogen | 42° 30 119 40°
2. 2 50° 6 Th e L
3. 429 1’ 370 6

Die Konstanz des Ablenkungswinkels ist anch die Quelle, aus welcher der Grund fliesst
fiir die Behauptung, dass jedermann nur seinen eigenen Regenbogen achien kann. ‘aber nichi
1 erZengen,

den des Nachbars, und dass dieselben Tropfen, welehe den direkt gesehenen Bog
nicht zngleich ein fiir denselben Beobachter sichthares Spiegelbild hervorrnfen kiinnen. Dadureh

rg angeeschlogsen.

ist jedoch die Moglichkeit filr die Entstehung eines Spiegelbildes keineswes
Wiihrend es vegnet, befinden sich vertikal unter den Tropfen., welche das Farbenband am
Himmel veranlassen, stets andere, nnd diese besitzen vermdge ihrer tieferen Lage die Fihigkeit,

wirksame Strahlen auf eine zwischen dem Beobachter und der Regenwand liegende Wasser-
fliche zu senden; bei geeigneter Hihe der Tropfen kinnen daber golche Strahlen nach dem
Ange zuriickeeworfen werden.

Fiir die Erirterung der Bedingungen, welche der Erzengung eines Spiegelbildes giinstig
sind, kommt demgemdiss zuniichst in Frage, welche geometrische Anordnung die von der Wasser
unen Strallen haben, und welches der Ort der Punkte

fliiche nach dem Auge reflektierien wirks
ist, in denen die das Bild erzengenden Strahlen vor ihrem Einfritt in das Aunge den Wasser
spiegel treffen. Im Anschluss daran wird dann zu untersuchen sein, wie sich die gegenseitige

des Tropfens und n der Brechungsexponent ist. Man bestimmt zuniichst © so, dass n ein Maximum wird, nmnd
erhiilt fim - 108 5

<In X f N8 w

2 m(m -+ 2 i
Vergl. Hetlermann und Dielkmann Hesen 187279, &, 108 Siehe auch Ginther, Geophyslk.

Band II, Stattgart 1385, S. 146

Y Zeitschrift fiir math. und naturw. Unterricht. 1880, 11, Jahrgang, 8. 72




6

Lage des direkt gesehenen und des gespiegelten Bogens mit dem Standpunkt des Beobachters
und mit der Hohe der Sonne édndert, speciell, welche Entfernung die hichsten Punkte und
welchen Abstand die Enden der heiden Bogen haben, und unter welehen Umstinden die Er-
seheinong unmiglich wird,

Da fiir die Spiegelung des zweiten und dritten Regenbogens durchans Analoges gil,
wie fiir die des ersten, nur dass die Winkel « und 5 andere, aus obiger Tabelle zu entneh-
mende Werte haben, so darf die nachfolgende Untersuchung anf den Hauptregenbogen heschriinkt
bleiben. Dabei wird die Sonne alz punktuell angesehen. Spiter werden dann an geeigneten
Stellen die Modifikationen anzugeben sein, welche die Resultate mit Ricksicht darauf erleiden,
dass die Sonne in Wirklichkeit als lenchiende Scheibe erscheint.

II.

Zuniichst werde der Fall betrachtet, dass die vom Sonnenmittelpunkt ansgehenden
Strahlen in horizontaler Richtung die Regenwolke treffen.

Wenn Strahlen auf eine spiegelnde Ebene E so fallen, dass sie von da naeh einem
festen Punkie B zuriickgeworfen werden, so miissen ihre Anfangsrichtungen zufolge der beiden
Grundeesetze, welehen jede Heflexion unterworfen ist, simtlich nach einem zweiten festen Punkte
B, konvergicren, welcher in Bezug auf die Ebene E symmetriseh zu B liegt. s sei nun
Figur 1) B das Aunge, I die reflektierende Wasseroberfliiche, O der Schnittpunkt der Ebene E
mit der Verbindungsstrecke BB, also BO = h die Hithe des Auges iiber dem Wasser. Ferner
schneide die durch BO und den Sonnenmittelpunkt bestimmte Vertikalebene die Wasserfliiche
in der Geraden OC und die zu OC senkrechte Regenwand d. h. die Ebene des direkt eesehenen
Bogens in der Geraden Or. Alsdann ist die Richtung der unter sich parallelen Sonnenstrahlen
fixiert durch die Gerade OC oder auch durch die zu OC parallele Gerade B, M,. Ein Teil der
Regenwand ist in der Figur durch das Viereek VCr,J dargestellt. Jeder der von den Tropfen
der Regenwand herkommenden wirksamen Strahlen von roter Farbe z B. tP. weleher nach B
reflektiert wird und deshalb nach B, konvergieren muss, bildet mit dem einfallenden Sonnen-
strahl, also auch mit der festen Geraden B, M, einen Winkel 2 von konstanter Grisse, Daher
ist der geometrische Ort aller Strahlen tP von gleicher Brechbarkeit eine Rotationskegelfliche
mit dem Knotenpunkt B, uod der Axe B,M,.

Da die Regenwand zur Axe B, M, des Kegels senkrecht steht. so ist die Grappierung
der das Spiegelbild erzeugenden Tropfen eine kreisformige. Das Centrum dieses Kreises ist M,.
Macht man MO BO. so 1t M der Mittelpunkt des Kreises, welchem der direkt von B ans
gesehene Bogen angehirt. Die Radien der beiden Kreise sind Mr und M,r,. wobei r und r,
die Gipfelpunkte des direkt gesehenen bezw. des reflektierten roten Bogens bedeuten. Wegen
der Gleichheit der Winkel vBM uud r, B, M, sind die beiden Kreise kongruent; iiberdies liegen
ihre Mittelpunkte M und M, symmetriseh in Bezug anf das Nivean des Wassers. Demgemiiss
wird der g.:l’riilil'f_'.'l'|ll‘ i'.li;i'{'ll von dem direkt sichtbaren stets derart nmschlossen, dass die
Schoittpunkte D und E beider (vgl. Figur 1a) in der Oberfliche des Wassers sich befinden
und ihre obersten Punkte r und r, von einander um MM, = 2h entfernt sind. Der reflektierte
Bogen Dr K wird nun aber von dem Auge in die Lage des Bogens Dr'E versetzt, welcher

symmetriseh zn Dr E

liegt (Figur fa), bildet daher zufolge der obigen Auseinandersetzungen
gerade die unter dem Wasser liegende Fortsetznng des direkt sichtbaren Bogens,




Was von den Strahlen roten Lichts gilt, lisst sich ohne weiteres anf die Strahlen jeder
anderen Lichtgattung iibertragen, nur dass dem Winkel « ein anderer, dem Brechungsexponenten
der betrefienden Farbe entsprechender Wert beizulegen ist.

Das Ergebnis der worhergehenden DBetrachtungen lisst sich nun  zusammenfassen,
wie folgt:

Bei horizontaler Richtung der Sonnenstrahlen liegt der Gipfelpunkt des
reflektierten i’-ugt‘.ll.-a nm die doppelte Hihe des Auges iiber dem Wasser tiefer als
der des direkt gesehenen Bogens gleicher Farbe; die gleichartigen Enden beider
Jogen beriihren sich; das Spiegelbild selbst ergiinzt den tiber Wasgser sichtbaren
Bogen zu einem Vollkreise, dessen Centrum abenso hoeh iiber dem Wasser liegt
als das Auge. Schon hiermit findet der Irrtum Sabine's (vgl Einleitung) seine Erledigung:
denn die Sehnen, tiber welchen sich die beiden Bogen spannen, sind gleich, obwohl der ge-
spiegelte Bogen von einer Tropfenzone herrithrt, welche tiefer liegt, als die den direkt sicht
baren Bogen erzeugenden Tropten.

IT1.

[eh wende mich nun zu der Frage, welche Dufour vorzugsweise ins Ange gefasst und
beantwortet hat. unter welehen [Umstiinden es miglich ist, dass das beobachtete Spiegelbild
dem Beschauer als das wirkliche Bild des gleichzeitig am Himmel gesehenen Bogens erscheint:
jedoch will ieh dieselbe von einem verdinderien Standpunkte aus belenchten und im Anschluss
daran einige andere Punkte von Interesse berithiren.

Figur 2 stelle die dureh das Auge B parallel zur Riehtung der Sonnenstrahlen gelegte
Vertikalebene dar, es seien also r und r, die hichsten Punkte des direkt sichtbaren und des
reflektierten roten Bogens, v und v, die entsprechenden Punkte der vieletten Bogen, R und Y
die Incidenzpunkte der von r; bezw, v, kommenden Strahlen. Alsdann ist

Winkel rBM = « = 42° 30
Winkel vBM = B = 400 40

Die Hihe des reflektierten roten Hug(-ns iiber dem Auge B wird durch den Winkel

r, BM 1 gemessen, folglich erscheint der grosste Abstand r, beider Bogen von B aus unter
dem Winkel &« —+. Nun hat man
T Ty M
L d
oder, da Mr = dtge und m, = 2h ist,
2h

d

Hieraus ist ersichtlich: Je kleiner die Hohe h des Auges iibher dem Wasser im Ver-
hiltnig zur Entfernung d von der Regenwand igt, um so geringer fillt der Unterschied
gwischen o und 7 aus, um so eher wird daher der Beobachter geneigt sein, das
Spiegelbild fir das Bild des direkt gesehenen Bogens zu halten.

Um einen deutlicheren Einblick in die Art zu geben, wie mit der Abnahme des Quo-

. 2h A o : i it . :
tienten ] der gespiegelte Bogen dem direkt gesehenen immer niiher riickt, habe ich die
; . . g .

folgende Tabelle nach obiger Formel berechnet.
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[ fiinften Beispiele betriigt der scheinbare Abstand der roten Bogen blos noch etwa
1Y, Vollmondsbreiten. Vergleicht man ferner die Werte von § mit dem von §, 20 findet man,
dass schon vowm vierten ]}I.'i.=-|:i+'|t' an o grisser als J ist. dass also dann die beiden Bogen, der
respiegelte und der direkt sichtbare, jetzt in ilwer ganzen Breite aufgefasst, dergestallt in
ginander lbergreifen, dass dieselbe Tropfenzone zur Evzeugung beider beitrigt, in beiden Fllen
natiirlich verschiedene Farben liefernd. In Wirklichkeit findet sogar dieses Ubergreifen schon
eher statt, als die Rechnung zeigt, da wegen der scheinbaren Griosse der Sonne jeder der
beiden Bogen nm etwa 32 Bogenminuten breiter ist.

Andererseits ist nicht zn ibersehen, dass die scheinbaren Enffernungen der Gipfel-
punkte r, r, und r von der Wasserfliiche durch die Winkel

B g, 1, BU Oy, TR =— &
vemessen werden, Nun ist der Winkel MBC = durch die Gleichung
o h
'8P = 3
bestimmt, folglich hat man
f=a—+u, &) T =", d=a—

T I = [l |
In besonderen Fillem ergeben sich I'U];:','t']llh: Werte.

h d iy G e 2o [ d—d =an—7
5 L) 4820 59" | 390 38.5 5 -1.'5_,.1.' 3 1{],1'
5 500 | 42° 266" | 410556 | 1° 88 00 378
5 | 1000 | 429284 | 429 128" | 0° 344’ 0° 188"

Die Abweichung der entsprechenden Zahlenwerte fiir ¢ und &, sowie fir 6 — 4, und & — &
kann nicht iiberraschen. Wegen der Lage des Aunges iiber dem Wasserspiezel muss der Unter-
schied zwisehen dem Spiegelbild und dem am Himmel sichtbaren Bogen stefs grisser




erscheinen, als die Differenz zwischen dem letzteren und dem reflektierten Bogen, sofern nicht

eine optische Tiuschung unterlinft, welche die Wirkung des wahren Verhiiltnisses der Sehwinkel
modificiert oder ganz authebt.?)

Dagegen sind die Winkel rBv und rByv stets gleich, d. h. der direkt gesehene Boge

erscheint ebenso breit wie das Spiegelbild, Doch ist anch hier eine [rreleitung des Urteils

fiir die oberen Teile nicht ansgeschlossen.®

Es handelt sich nunmehr wm den Ort der Ineidenzpunkie P (Fignr 1), in denen die
das Spiegelbild hervorrufenden Strahlen die Wasserfliiche trefien, Da die Strallen jeder Farbe
anf einer Rotationskegelfliiche liegen, deren Umdrehungsaxe mit der festen Geraden B, M, zn-
sammentiillt und deren Knotenpunkt B, ist, da iiberdies der als eben zu betrachtende Wasser-
spicgel der Rotationsaxe parallel liuft, so ist aus bekannten geometrischen Griinden der Sehmifi
beider Flichen eine Hyperbel, deren Mittelpunkt in O rubi und deren der Kegelaxe B, M,
parallele Hauptaxe in die Gerade OC fiillt. Denmmach sind die Incidenzpunkte I fiir jede Farbe
auf einen Hyperbelbogen beschriinkt, welcher big an die Regenwand heranreicht. Der seheitel
dieses Zweiges ist derjenige Punkt, in welchem der vom Gipfelpunkt des entsprechenden
regpiegelten Bogens kommende Strahl die Wasserfliiche trifft. fiir die rote Farbe also K, fir

die violette V (vergl. Figur 2): und es ist
OR a h ete o«
AY Ay h eig &

Kine einfache geometrische Berechnung lehrt ferner, dass die imaginiire Halbaxe jeder solehen

Hyperbel gleich OB, = h ist. also von dem Brechungsexponenten nicht abhiinet. Dagegen

ieh o, fir

iindert sich der Asymptotenwinkel mit der Farbe; fiir die roten sStrahlen ist er
die violetten 5. Da die Axen aller dieser Hyperbeln in dieselben geraden Linien fallen und
der Asymptotenwinkel (2) der einen grisser als derjemige () der anderen ist, so wird der von
den violetten Strahlen herriihvende Hyperbelzweig von dem konzentrischen, durch die roten
Strahlen erzeugten Ziweige so umschlossen, dass die allen (ibrigen Ifarben entsprechenden
Kurventeile den zwischen den beiden ersten liegenden Teil der Ebene ausfillen. Beginnt daber
die Wasserfliiche erst in grosserer Entfernung vom Auge, als die Scheitel der beiden fiussersten
Hyperbelzweige liegen, so wiirde der obere Teil des gespiegelten Bogens nicht gesehen werden

kimnen. Dagegen wiirden die Enden desselben fehlen, wenn die Wasserfliiche nicht bis an die
lRegenwand heranreichie.

Demgemiiss wird das Areal, welches das Wasser wenigstens decken muss,
wenn das Spiegelbild dem Beobachter vollstindig sichtbar sein =oll, durch zwel

koaxiale Hyvperbelzweige und die Regenwand hegrenszt

+ s die G

“ That wird das Auge beim Anblick des direkt gesehen

syfordert, ans denselben Griin pleche bewirken, dass

Sehwinkels

Gestalt des Himmelsoewdlbes nicht eineg vollkommene Halbkugel sondern abgeplattet ist.  Uber

dieser Abweichung vergl. Giinther, Geophysik Band IL &, 122,

ren Derren bogoens an Jen Enden breiter

Bekanntlich erscheint das Farbenband des am Himmel

F i L = ] ™ : . ¥i . . a T, Y
itls an den hoheren Teilen. Diese mit der vorigen verwandte Erscheinumng iesielbe Ursache suriickszuiiihren,

wie die sch ]l.||'l' \.l-|'_-_|r|'|'|-..-.\-|'|'||t_-_|r |]|_-]' _“-'n|||:1'| dea Mondes and L|-"|' ;":f|=l'1li||_|||-!' nm H-:l_'i}'.l-ll'l. |',.:__-|-'I‘: NETEN

Lo

irnng dieser eigentiimlichen Thuschung hat Stroobant gegeben (Bulletin del

essanten Be

\r zur Erk

rovale de Belgique. Sévie 3, Tome VI p. 719 und Tome X, p. 515 Vergl., ane

1 Nafurtorscher,
150 ond 442) 2
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Y.

Der rein geometrisehen Betrachtung ‘stelle ich einen zweiten, auf die Koordinaten-
methode gegriindeten Weg an die Seite, weleher an sieh ein gewisses Interesse beanspruel.

Zu dem Zwecke bezeichne ich (vergl. Fig. 1) den Neigungswinkel AP’V des ans dem
Tropfen austretenden roten Strabl's tP durch & und den Winkel, welchen OF mif der zu den
sonnenstrahlen parallelen Geraden OC bildet, also POC dureh 7. Alsdann ist Z eine Funktion
von . Um das Gesetz der Abhiingigkeit, welches zwischen  und & besteht, zn finden, werde
durch P die Parallele QP zu OC gezogen, sodass auch Winkel YPQ = 4 ist, und um P eine
Kugel ;—.-|l-_;'t_ Auf der Oberfliiche der letzteren liefern dann die Geraden Pt. PV und P{ die
Ecken eines rechtwinkligen sphiirischen Dreiecks, dessen Hypotenuse FI ist. Da nun

arc ' PK = =« arc LF =%, are KL
ist, so besteht die Helation
1) COR 7] « COB L = (08 x.

Die Bestimmung des Oris fiir die Incidenzpunkte P aller Strahlen gleicher Farbe hat jetat
keing Schwierigkeit. Nimmt man O als Anfangspunkt und OX als Abscissenaxe fiir recht
“'511!*“:’:*' Koordinaten und bezeichnet die Koordinaten des Punktes P durech x und v, 50 enf-

springen folgende Gleichungen:

x? —!— i — 1}'“‘ o iJ:{‘tg' ;‘ﬁ clilt‘]'
5% h=
&) TR e L
b Gt o
sl .\-
| )} % = 1_'.,', Ty

||_:*n|'|| man

anch dadurch, dass man aunf beiden Seiten der Gleichung (2) die Zahl 1 addiert
nnd in dhnlicher Weise die Gleichung (3) behandelt, folzende Gestalt geben kann:

x? - yiig=iht 1
x% L g2 ~ cos &l

\:: waf .\r;_J ’
x? " eosm?’

Multipliciert man die beiden letzten Formeln mit einander, so erhilt man mit Ricksicht auf
die Beziehung (1) die Gleichung des gesuchten Ourts
x¥ 4 y2 L }* 1
s cos o’
welche sich noch auf die Form bringen lisst
};.:
h*etea
Hieraus erkennt man die Ubereinstimmung mit dem obigen Resultat, dass nimlich der Ort
eine Hyperbel mit den Halbaxen a = hetga und b = h ist. Der Parameter der Kurve ist
demmnach gleich 2hte s und ihr ;\H_\'Illlsll|1{:1]\\'ii]l~il!l ot
Auch die Fliche, welche von siimtlichen Strahlen Pt gleicher Farbe erfiillt wird, lisst
gich mit Benutzung der oben gemachten Bemerkung, dass niimlich diese Strahlen siimtlich durch
den festen Punkt B, gehen, dureh analytische Mittel bestimmen (vergl. Figur 1). Dazu ist
nur die Untersuchung eines beliebigen zur Axe OC der Hyperbel senkrechten Schnitts erforder-
lich, Die Regenwand ist eine dieser Bedingung entsprechende Ebene. [Ihr Abstand von O ist
OC = d. Als Abscissenaxe werde die Schuittlinie YC der Regenwand und der Wasserfliche
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eewiillt, und O sei der Anfangspunkt fiir rechtwinklige Koordinaten. t ist ein beliebiger Punkt

der zu bestimmenden Schnittkurve, seine Ordinate tV = y, seine Abscisse VO = x.
Ein Blick auf die Figur gestattet folgende Bezichungen abzulesen:
OV = i , 0P = hetzgs, PV = yeizs,
cos 'r' -
Da nun OV = OP 4 PV = (h -+ y) etg§ ist, so erhiilt man
(1) s = i COB T,
d ¥
Ferner folet aus dem Dreieck VOU:
2) tgy = —
i d

Es kommt jetzt davauf an, & und 7 aus den beiden Gleichungen (1) und (2) mit Hilfe der
oben abgeleiteten Kelation

8 COSY].COBE = COSG
sum Fortfall zu bringen. Dies geschieht auf folgende Weise. Man giebt zuniichst der Gleichnng
(2) die Gestalt " d®

4 (LR i :

; x®-1qd¢®

und kombiniert letztere Formel mit (1), dann wird
sedn s el + h)®
=5 v L ‘l:-’
and hieraus durch eine leicht erkennbare Umformung
x? 4-d?
i o R f.\" —i— |||: e .\__- _|_ [!.‘.
Durch Multiplikation dieser letzten Gleichung mit Formel (4) gelangt man mit Riicksicht anf (3
zu der Gleichung der gesnchten Schnittkurve

d*
CO8 A& . " e 3 oder
y 4+ h)* +— x5 a°

iy +hj*+ x* =d°tga”

d. h. der Schnitt ist ein Kreis. Somif ist ein neuer Beweis fir die Behauptung erbracht, dass
der Ort der Strahlen Pt ein Rotationskegel ist, dessen Axe derjenigen der Hyperbel parallel liuit.

VA

Die Erscheinung der Spiegelung eines Regenbogens 1st hisher unter der besonderen
Voraussetzung erovtert worden, dass die Sonnenstrahlen horizontale Richtung haben, dass sich
also die punktuell gedachte Sonne im Horizont befindet. Es fragt sich jetat, wie sich die Sache
sindert, wenn die Sonne in einer beliebigen Hohe z tiber dem Horizont des Beob
achters steht,

Ein Teil der bisherigen Entwickelungen liisst sich ohne weiteres anf den allgemeinen
Fall iibertragen, Ich werde daher nur auf solche Fragen niiher eingehen, deren Behandlung
neue Gesichtspunkte erfordert. Um Wiederholungen zu vermeiden, bemerke ich im voraus,
dass die Sonne auch im Folgenden als auf ihren Mittelpunkt reduciert gedacht wird. Um den
Finfluss iliver scheinbaren Girosse in Rechnung zu ziehen, hat man nur in allen nachher vor-
kommenden Formeln z dureh z+p zu ersetzen, wobei p den scheinbaren Halbmesser unsercs

Tagesgestirns bedentet.
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Eine der obigen durchaus analoge geometrische Betrachtung (vergl. IT) lehrt, dass auch,
wenn die Strahlen der Sonne unter irgend einem Winkel z gegen die Horizontale geneigt sind,
alle Strahlen tP von gleicher Farbe, welche das Spiegelbild hervorrafen, auf eine Rotfations-
kegelfliche beschrinkt sind, und dass: der Ort der Incidenzpunkte P, in welchen diese Strahlen
den Wasserspiegel treffen, eine Hyperbel ist. Die Axe des Kegels ist jedoch der Wasser-
fliiche nicht parallel, sondern bildet mit ihr einen Winkel, welcher gleich der Hohe z des
Sonnenmittelpunkts ist,

Zur niheren Untersuchung dieses Falles werde dureh das Auge B die den Sonnen-
strahlen parallele Vertikalebene gelegt. Ihre Schnittlinie mit der Wasserfliiche sei OC (Fig. 3).
In ihr liegen die Gipfelpunkie simtlicher verschiedenfarbigen Bogen, der direkt sichtbaren und
der reflektierten, u. a. auch die hiichsten Punkte r und r, der beiden roten Bogen. Dasselbe
gilt yon dem Gegenpunkt B, des Auges B in Bezug auf den Wasserspiegel. Ziehf man noch
BM und B, M, parallel zn dem von der Sonne kommenden Strahl Sr, so stellen diese Linien
angenden

die Axen der beiden ]\-L'I'__'.'I'I[.[i'llt'ilt"ll vor, von denen die eine die direkt nach dem .'\I1;.-'."' ge
roten Strahlen, die andere die Strahlen enthiilt, welche den gespiegelten Bogen gleicher Farbe
dem Auge sichtbar machen. Auf den Kegelaxen ruhen die Mittelpunkte M und M, der

ren Kreise, und es ist Winkel

Sl = 1BM- = ¥B/M; .
Von besonderer Wichtigkeit ist nun die Bemerkung, dass die Ebenen der heiden Bogen hezw.
auf den parallelen Geraden BM und B, M, senkrecht stehen und deshalb parallel sind, im

zigehiri

allgemeineu jedoeh nicht zusammenfallen, da ihr Abstand
MK = hsinz
ist, also nur fir z 0 verschwindet. Ueherdies gewinnt man durch Betrachtung der Figur
leicht die Ueberzengung, dass die Strecke
s MM, BE, 2h und
rr; || MM, 1| BE,
ist.  Offenbar gilt das Gleiche fiir jede andere Farbe. Demgemiiss lautet das erste Evgebnis:
Der Gipfelpunkt und der Mittelpunkt des gespiegelten Bogens liegen nm
die doppelte Hithe des Auges iiber dem Wasser tiefer als die entsprechenden
Punkte des direkt sichtbaren Bogens gleicher Farbe. Die Ebenen beider Bogen
haben parallele Lage und den Abstand hsinz.
Zieht man rF' und BL parallel zu OL; so ist Winkel
SrF = LBM L
I'rB Bl = o — &
Wenn man ferner BL d. 1. die horizontale Entfernung der Punkte ¥ und r, von B durch d
bezeichnet, so besteht zwischen den scheinbaren Hohen der Gipfelpunkte r und r, iiber dem
Auge B, also zwischen den Winkeln
r, BL v ond rBL = o2 — z,
die leicht erkennbare Beziehung:

-"

20
gy = Igle —iZ) — y
= - {l 4

aus welcher hervorleuchtet, dass der Unterschied zwischen ¢ und « — 2 um so geringer wird,

&
. : =T 2h
Jje kleiner der Quotient ist, d. h.:

d



gichtharen
Hihe

Ber konstanter Sonnenhihe

nnd reflektierten Bogens nm

es .-"nll_!.l.ru wwoer em Yy asscl

die hichaten Punkte der I'LH:-_.

Y1I.

Der Punkt R, in welehem der vom Punkte r, kommende Strahl die Wasserfliche trifft,

welcher die Inei

. 1 L
181 der scheite

bevor er in das Ange B

syt
LGHEG]

. A
punkte aller roten Strahlen enthilt die dem Beoh:

Den Mittelpunkt der Hyperbel findet man dureh folgende Konstruktion. Man ziehe von B, aus
den Strahl B, () so, dass Winkel
M, B, Q

ist nnd verlingere CO und B, Q bis zom Durchsehnitt ann 3t N der andere Scheitel

algo der Halbierungspunkt A der Sirecke RN der

telpunkt der Hyperbel.

Auch die Konstanten der Kurve laszgen sich nunmehr duareli
]JE:\I']I\” lli.' ."i:" |I |i\:!"|'i| i (RNEN __r| il'..rJ.I.\.:. :'II r ‘\..:" el I 12T & :.'\"‘:\-l
man ab,
w — % und UNB, v -, dalier

] 1
EL':J 1 Gre o i

Nun ist. die reelle Axe der Hyperbel Za = RN RO ON, fol

hiiriger Reduktion

N 810 Za

& BIN ok = %) [ 811 & Z

Um den Wert der imazini 2h zn finden, ziehe man RGQ und NI ILI.'iJ,'.'I”l- i vE (Fienr 3

Dreiecke NRGQ) und ENI[ die Relationen

alsdann liefern die rechtwi
RQ) 2atgic -+ 2
IN

Da nun RQ und IN it 2b doreh die Gleichung RQ)

&

oling Welteres by a Fiele - 2) tola ¥

oder, wenn man obigen Wert von a substituie

-I..
h sin Y
4] Iy

R S T e :
Vain 2(z+2) 8in 2(—%)

Die beiden Formeln (1) und (2) kénnen dazu dienen, anch den Para

winkel der Hyperbel als Funktionen der Grissen =, » und h darzustellen. Bezeiehnet man den
Parameter durch 2p und den -"\~'_\m||‘|u|x'l|\'-i':'.|{.l'| durch 2w, so findet man
5 It gin e
Ik ||
& COBLo—1=2) COB (ot — Z

i4) tem Vig(a 1z tg (o %

Bei der Betrachtung der Gleichung 1), (2} nnd (3) fallt Aueen, dass die

1kt proportional sind, wihrend

der Kurve ebenso wie ihr Parameter der Hihe h des Augs

der Asymptotenwinkel von h unabhiin ist. Um aueh erkennen zu lassen, in weleher Weise
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indern, wenn die Sonnenhithe z andere Werte annimmt, bringe ich die

tiese Grigsen

(ileichungen aunf folgende Form:

h sin 2z

5
co8 27 — cos 2o
i hsin 20 . 12
]

G;os -I,'}_ |,'L|.‘~-1‘_€

hisin 2

¢Os 27 —:— 08 e

Cos 2% .
Da der ecosinus hei abmehmendem Argnment zunimmt und seinen grissten  ahsoluten
Wert erreicht, wenn das Arcument gleich Null ist, 80 erkennt man, dass ein Wachsen von z

anch eine Vercrisserung von a, b und p zur Folge hat und dass diese Gurissen gleichzeitig

mit # abnehmen, bis sie ihr Minimum fiiv 2 = o erreichen. Im letzieren Falle reducieren sich

die Werte vou a, b, p, wie aus den allgemeinen Formeln hervorgeht., aut folgende:

i I« i h, p hig a.

nt o his O ab, wenn z bis =« wiiehst. und erreieht seinen Maximalwert « fiir z = 0.

werhelzwelges, welehen die violetten Stralilen des

Will man die Konstanten des Hy

reflektierten Bogens auf der Wasserflie

he inducieren, als Funktionen won h und 2 darstellen,
so hat man nur nitig, in obigen Formeln = (= 42 30" durch § 10" 40°) wu ersetzen.
Man eewinnt d:

ant welehem

das Flichenstiick begrenzen,

m leicht die Uberzengung, dass beide Zweige

mtliche Strahlen, die das vollstiindige Farbenband des gespiegelten Bogens dem

autfallen.

itel des einen Zweizes ist R, der des andern sei V. Nun besteht zwischen

der Punkte R und ¥V vom Anee und der Sonnenhithe z der

den hor sntfernunge

Formeln aunsgedriickte Yusammenhang:
RO = hete (o —=
VO = h ctg (]

Wird z griosser, so vergrissern sich auch OR und OV, d. h. die Scheitel der beiden Hyperbeln

dureh di
7l

entfernen sieh in horizontaler Richtung um so0 weiter vom Auge, je hiher die Sonne steht
Fiir =z 0 liegen sie dem Beobachter am nfichsten, Letzterer muss also bei niedrigem Stand
der Sonne dem Ufer des Wassers ndilier treten, als bei htherem, wenu er die hichsten Teile

elten Bogens gehen will

Bildet man die Differenz zwisehen OV und OR, so erhiilt man nach gehiriger Umformung
h sin (z—p
RY = - — :
gin (o — %) sin (f — #)
Hier wird bei zunehmendem z der Divisor des Quotienten kleiner, sodass der Abstand RY der
beiden Scheitel wiichst, wihrend er fiir # = 0 seinen kleinsten Wert hat.

Dureh Zusammenfassung der letzten Ergebnisse kann ich also folgenden Satz aussprechen:

Das Areal, welches das Wasser wenigstens decken muss, wenn der reflek
tierte Bogen dem Beobachter vollstindig siehtbar sein soll, ist von der Regen-
wand und zwei Hyperbelzweigen begrenzt, deren gemeinsame Hauptaxe in der
dureh Auge und Sonne bestimmien Vertikalebene liegt. Die horizontale Entfer-

nung der Scheitel beider Kurvenzweige vom Auge ist ebenso wie der Abstand

I3
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der Scheitel nm so grisser, je hiher die Sonne steht; den kleinsten Wert hat

jede der drei Grissen, wenn gieh die Sonne im Horizont befindet.

Einige der vorstehenden Resuliate kinnen auch ans der Figur aby

il

|
relegen werden,

indessen habe ich den Weg der Rechnung der geometrischen Betrachtung vorgezogen, weil der

erstere alle aufznwerfenden Fragen vollstiindig und mit Sicherheit zu beantworten und iiberdies

jeden Einzelfall numerisch festzuhalten gestattet.

YIIIL.
Bei der Frage nach der segenseitigen Lage der Enden des direkt gesehenen und

her ich mich jetzt wende, tritt in sofern eine

reflektierten Bogzens gleicher Farbe, zu wel

Schwierigkeit anf als die Ebenen der heiden Bogen im allgemeinen nicht zusammenfallen.
Indessen findet auch diese Aufwabe eine cinfache Erledigung. wenn man die beiden Kegel-
flsichen, welehe die Strahlen enthalten, die dem Auge die beiden Bogen sichthar machen, dureh
eine zu den parallelen Axen senkrechte LKbene durchschneidet und zunfichst die Sehnittiigor
studiert. Die Wahl der Ebenc des reflektierten Bogens erweist sich dabei als zweekmissig,
Die Schnitte sind dann zwei Kreise mit den Mittelpnnkten K und M, und den Radien rK
und v, M, (vergl. Figur 3). Der Abstand der hischsten Punkte r, und 1 beider Kreige ist stets
crisser als die Centrale KM, und zwar hesteht zwischen ryr, und KM, die Beziehung
I'E !'.. l\"- COS8 o,
eit man sofort erkennt, wenn man beachtet. dass der Abstand der beiden '!r!?""]-

or Axen BM und B, M, also gleich KM, ist und sich

deren Richt

lelen Geraden B und r, B, gleich dem «

H ‘.:."i:'i"!'lll']ll

reren die Strecke r,r, unter dem Winkel « nei Da
MI, 2h cos %

iet. so Lisst sieh r1. auch direkt als Funktion von h und z darstellen; es ist

8 2h cos o = COS Z.

fixiert. Die in der Wasser

Dadurch ist die cegenseitize Loge der beiden Kreise voll
[

kisnnen im alleemeinen nieht zusammentallen, sondern D, E, muss kleiner als D.E, &

Ipunkte der b

iiche lierenden Sehnen derselben seien DLE, und D) E,. Die
Beides
folgt aus der geometrischen Thatsache, dass die Schnittpunkie zweier Kreise anf der normalen
1l

s, folglich muss dies anch von den Schnitfpunkten der beiden

heide

Halbierungslinie der Centrale liegen miissen. Denn im vorliegenden Falle befinden si

(Centra unterhalb des Wasserspiege

Kreise welten. und darin findet die obige doppelte Behauptung ihve Begriindung.
Nun entsprechen allerdings die Punkte D, und E; nicht genan den Enden D und E,
sondern etwas hioher gelegenen Punkten des direkt gesehenen Bogens. Aber eben deshalb

wilt soear in etwas verstiivkterem Masse die Behauptung:
1 i

Die Beerenzungssehne DL E, des reflektierten Bogens igf und erscheint im
allgemeinen kiirzer als die Sehne DE des direkt zesehenen Bogens eleicher Farbe

Die Wirkung, welche eine Andernng der Hihe h des Auges unter sonst gleichen Um
hat, kann mit Hilfe einer rinm

stiinden fiir die Abstinde der Enden beider B zr I

lichen Betrachtune erkannt werden, fiir welehe die Figur 3 eine geniigende Untferstiitzung bietef,
en sich dareh Parallelversehiebung

T.. 5.
Aunsdruek

Frstens ist ersichtlich., dass die Ebenen der heiden Bo:

niliern oder entfernen, je nachdem b kleiner oder grosser wird, was auch aus dem

I sin z fiir den Abstand beider Ebenen hervorgeht. Zweitens zeigt sich, dass, wenn h Kkleiner




nd unter der gemachten Annahme die Badien
£ iven, konstant und gleieh gross bleiben,
lie andere D, E

von b, In jedem Falle findern sich DE und L E, im

grisser werden:; und umgekehrt stelld

75
mnss e

gich die Sache hei ne

entgegengesetzten Sinne. Das Resultat des Zusammenwirkens beider Umstiinde ist demgemiss
folrendes:

einem hestimmten Stande der Sonne findet eine Anniiherunes

oder Entfernung der gleichfarbigen Enden des direkt gesehenen nnd reflektierten

Bogens statt, je nachdem der Beobachter seinen Standpunkt erniedrigt oder er

hiht, ohne seinen Abstand von der Recenwand zun findern

ieorie liesse sich bei passender Gelezenheit leicht dadurech

Diese Forderung der
verifieieren, dass man die Verschiebnng beobachtet, welche die sich event. beriihrenden Farben

der beiden Bogen bei Veriinderung der Hihe des Auees erfahren.
lierbei ist die Bemerkung von Wichtigkeit, dass dureh Verkleinerung der Hithe h des

erziclt wird, dass jedoch

egetzte Annditherune der eleichfarbizen Find

Aunges zwar eine

hei beliehigem der Sonne eine vollstiindige Koincidenz, welche nur fiir b (O eintreten

kinnte. ans den le ansgeschlossen ist, weil in diesem Falle eine Spiegelung iiberhaupt

notwen

illuzorisch wird, also nur der Bogen am Himmel gzesehen werden kann., Dies ist d

dige E len Aunseinanderse

luss von Nro. I[, dureh welche

riindet habe. dass der Stand der Sonne fiir
und D, E, . welehe den direkt und indirekt

ler wesentlichere Faktor sei. Die Grisse des

the von h abhiin:

I “h $n . Tax | - . ] e 1 1 1
hestimmten von Null verschiedenen Sonnent

die (zleichheit oder Ungleic | dureh die Griisse von # bedingt,

rigen m Bet commenden Grigsen,

nider
1 L : - 1 1

80 n ) S1CH !!iv ||.-:' I|\‘||'_I'I| Logen
) al Fore g

entalls, jedocl Parallelverschiebunge, sondern duorch
o 13 1] P P Z T ERe el [T u

Drehun Beim 1 he Ebenen auf eine vertikale Grenzlage .

slehie sie fiir z Erscheinung einer Spiezelung aufhirt,

ich noch zeizen, wie die letzte Frage an der Hand der

Dazn ist nur nitie, die Sehnen
md D, E, 24,
|

sowie den Abstand ibrer Mittelpunkte GGH zn berechnen. (Figur 3.)

13 - S al crrm AT s iy el  Ea % [ 1) 34
man die Hypi nel, welehe e -'\!I.'III|I'-II ‘.lL"- reflelktierten roten BOSENS aul aet

= 1oan 1 B REar e iy P ; P s Silgaas i .
Wasserlliche hilden, anf ithre Axen, =0 1st &, die zur Abseisge AH t cehirice Ordinate, folgl

Setzt man OH e, 80 18f

I |
N

il

N




' 17

Setzt man ferner 06 . so erhilt man aus der Fizur foleende Beziehungen:
rM BM to e,
BM = f cos z, also

M = ftga cos z;
GM PM tg =z,

‘l PM M B feosy — . algo

sin %

GM f sin z :

m GO8 7

ge rM* — GM?2, folglich

2 3 - hhy®
Sos CO8 %7 ( SHL %
COS 7.

Dureh ein ernentes Studiom der Figur findet man noeh |'r.];-.'-|ui|- teihe von Gleichungen:
HG KM cos %,

KM ='1; ginz
T, 2h cos (o0 — %)
Da iiberdies e [ = GH ist, s0 hat man nur die 4 Gleichungen mit einander zu multiplicieren,
um die dritte ”.'|||1_|[|'||1‘]|H-| zin erhalten:
B i— 2h ginz cos ¥ COR (o z) oder
3 e f = h sin 2z cos (o ' AlE
Die Formeln (1), (2) und (3) sind nun unter der Annahme zu diskutieren, dass e und h

konstant bleiben. Hierzu benutze weh di |i-|::._;'+~ ]';l'lut‘j‘i'\|]||;:_ dass tew oder, was dasselbe 1st,
mit abnehmendem z zonimmt.  Beriieksichtigt man noch, dass unter derselben Voranssetzung
einer Verkleinerung von # auch cte (2 -+ z) wiichst, withrend etg (z — #) abnimmt, so linsser

sich der Gesamteffekt dieser Anderungen darin, dass s, unansgesetzt wiichst, wenn z klemer

wird, und seinen grossten Werl erreicht. wenn z = 0 ist.
Im letzteren Falle (2 = 0) gehen die drei Formeln in die folgenden iiber
g = Vi h?2 s= Ffitex! — h? und e — tf ={,

folelich ist, welehes aneh der Wert von h sein mag,

58 — B

oen gusammenfallen, so heisst das: die

Enden des reflektierten Bozens berithren die des wirklichen.

i-]i Da dann iiberdies die Ebenen der beiden B

Demgemiiss liefern die letzten Untersuchungen folgendes Hesultat:

jl Wenn die sonnenh

nissen die Sehne 28, iiber welcher der ',,"v_x:.u-ii-:'l'h\ Boegen sich Spannt, bis

ihe z abnimmt, so wiichst unter sonst gleichen Verhilt-

threm Maximalwerte, welehen sie fiir z 0 erreieht. Nur im letzteren Falle he-
rithren sich die ';\.-rrl-,-;|1'|-u|Ij¢-r|-n:|:-u Enden des reflektierten und direkt gesehenen
Bogens.

Die obigen Formeln gestatten anch in I:H.‘Iil'lll anderen Falle dic Lage der Enden beider
Bogen zenan zu bestimmen, inghesondere anch durch Emfiithrung der den iibrigen Farben ent

gprechenden Werte des Winkels « festzustellen, ob resp. welehe Parben an den Enden beide

Bogen zusammenliegen.
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Von [nteresse ist noch die Erdrterung der unteren Grenze der Sehme 28, weil sie zur

ichleit der Spie-

Beantwortung der Frage fiihet, bei welchem Wert der Sonnenhihe z die Mog
celung eines Regenbogens aufhirt.  Offenbar tritt der zesuchte Fall dann ein, wenn 25, = 0
ist, nnd dazn ist notwendie, dass

5 h cte (2 Al (1

isl. Nun ist aber damn e die horizontale Entfornung «

es Gipfelpunktes ¢ des direkt gesehenen

Bogens, welche oben durveh d bezeichnet worden ist, also geniigt der verlangte Grenzwert von

% der Gleichung: il hete (2 %).
: i : ;o
Der Quotient i hat eine ecinfache geometrische Bedentung, Setzt man
il
Gig @ h
so stellt = den spitzen Winkel dar, unter welehem BO = b von € ans erscheint (vergl. Figar 3).
Die Grenzbedingung ist daher jeta
4. ' T-
Hieraus folgt:
Ist = =z, wobei = durch die Gleichung ctgz - ‘|: hestimmt ist, so

wird die Entstehung eines Spiegelbildes unmiglich.

Zn demselben Frgebnis gelangt man aveh durch die Uberlegung, dass eine Spiegelung

nicht mehr stattfindet. wenn der Scheitel B des duoreh die roten Strahlen des reflektierten
Bogens erzeugten Hyperbelzweizes vertikal unter v liegt. Da im allecemeinen OR It etg(a—mx)
ist, s0 hat man wieder die Bedingung hetele — z).

Der erhaltene Satz giebt Anlass zn einer interessanten Folgernng, die ich dureh ein

Beispiel illustrieren will.

Je hoher die Sonne steht, desto niedrizger werden beide Bogen sein, der wirkliche wie

der gespiegelte. Wiihrend aber der letztere schon fiir = % « verschwindet, wird die
Erzengung des ersteren erst fir 2 = = unmielich. Ist » B. k om und d 100 m. =0
findet man % — Do Rat

Wenn daber in diesemn Falle die Hithe der Sonne zwischen 4290 307 und 392 38

wiirde der Beobachter zwar direkt einen Regenbogen am Himmel sehen, aber selbst unter

sonst giinstigen Verhéltnissen den Aunblick eines H|]i|_'_-,_'|'{~]||'|||h':-: nicht cenicssen.

leh stehe am  Schlusze meiner theoretisehen Untersuchung und stelle non das Facit

derselben den bis jetzt iiber den Gegenstand bekannt gewordenen Erfalirungen gegeniiber. Lls
handelt sich dabei vorzugsweise um die durech Genanigkeit sich anszeichnenden Mitteilungen
der heiden hervorragenden englischen Plivsiker Crookes und Sabine, welehe mir noeh vor
ilem Abgange des Manuskripts in die Drackerei im Orviginal zu Gesieht gekommen sind.

Die obige theoretische Ertirterung setzte eine rubige, ja sogar vollkommen slatte
Wassertliche vorans.  Indessen ist nach Crookes die Glitte keineswegs im strengsten Sinne

des Wortes erforderlich. Denn die See war zwar rohig, aber ilire Oberfliche iiher und iiber

mit winzigen Wellen bedeckt, und doeh fand eine vollkommene Reflexion eines Hauptregen-

bogens staft; ja es konnte sogar eine schwache Spiegelung eines Nebenhogens entdeckt werden,

L

w
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and aueh der dunkle Raum zwisclien beiden Bogen war deutlich reproduciert. Beiliunfiz sei
bemerkt, dass Crookes gleichzeitig zwei Bogen am Himmel gesehen hat, den Nebenbogen sogar
mit betrdichtlicher Intensitit, Aueh bei Sabine’s Versuchen waren stets vier Bogen sichtbar,
gwei direkt nnd zwei dureh Spiegelung,

Leider fehlt bei Croonkes eine nihere Angabe hinsichtlich der Hohe seines Auges ilber
der Oberfliche des Meeres. Doeh darf man annehmen, dass dieselbe im Verhiiltnis zn der
Entfernung der die Regenbogen erzeugenden Tropfenzonen nicht klein gewesen sei. Denn der
Beobaclhiter befand sich auf cinem Brickenpfeiler, dabei regnete es aber ihm und aut der See

aus etwas zerteilien Wolkenmassen, Demnach miizste das Spiegelbild bedeutend niedviger
erschienen sein als der wirkliche Bogen. Indessen hat Crookes anch diesen Punkt tihergangen,

Vollstiindiger ist der Berieht hinsichtlich der ibrigen Einzelheiten. Das .‘-'}1i:-5_-'|-.|1_|i||1

reichte beinahe bis an den Pfeiler heran; zweifens zeigten die Farben an den Enden beider
die jedoeh verhiltnismiissig gering war. Diese Beobachtungsihat

|I='I|2l'|l :'-Iill.' \1']'.'-L'|Iiﬂ'jlll'-

v Umstande, dass die Erscheinunge bei tiefem Stande der

sachen erkliven sieh simtlich aus de
Somie beobachtet wurde.  Aunch Sabine fand die Durchmesser der beiden reflectierten Bogen
stets merklich kleiner als die der gleichzeitic divekt gesehenen, fligt aber. eine Bemerkung
ither-die Hohe der Sonne und des Anges nicht hinzu. Es muss daher der Zukuntt vorbehalten
bleiben, die Beriihrungspunkte zwischen Theorie und Erfabhrang zu vermehren. lmmerhin dart

ich a1 dass. soweit die Mitteilungen fiir eine sichere Entscheidung hinveichen, die schinste

[hereinstimmung stattfindet.

S0 sehliesse ich deun die vorliezende, aul elementaren Betrachtungen beruhende Studie
it dem Wunsche, dass dieselbe sowoll nach der Seite der physikalischen Ergebnisse als
quel hingichtlich der methodischen Behandlung des Gegenstandes uicht olme Interesse gelesen

werden miee,
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und aueh der dunkle Raum zwisehen beiden Bogen war deutlich veproduciert. Beiliufig sei
bemerkt, dass Crookes | T e eesehen hat, den Nebenbogen sogar
mit betriichtlicher Intens@e
awei direkt und zwei d

Leider fehlt bei
iler Oberfliche des Med
Entfernung der die Reg
Beobachter befand sicli§
aus  efwas zerteilten |1 g Spiegelbild bedeutend niedriger
erschienen sein als dex

Vollstindiger
reichite beinahe his an

waren stets vier Bogen sichthar,

itlich der Hihe seines Auges iiber
s8 dieselbe im Verhéiltnis zu der
icht klein gewesen sei.  Denn der
iete es iiber thm und ant der See

kKes aueh diesen Punkt iibergangen,
gen Einzelheiten.  Das Spiegelbild
die Farben an den Enden bheider
Bogen eine Verschiebn iuz war. Diese Beobachtungsthat-
sachen erkliren sich '8 Erscheimung bei tiefem Stande der
Sonne beobachtet wur
stets merklich kleiner
iiber-die Hohe der Sg
bleiben, die Beriihrung

iszer der beiden reflectierten Bogen
henen, ftiigt abers cine Bemerkung
wiss daher der Yukunft vorbehalten
rung zu vermehren.  Immerhin dart
ich sagen, dass, sowad ' ntscheidung hinrveichen., die schiinste
Ubereinstimmung stat]

B0 sehliesse aren Betrachtungen beruhende Studie
mit dem Wunsche,
auch hinsiehtlieh der

der physikalischen Ergebnisse als
standes unicht olme Interesse _L'.'E,'h‘!-_t{'ll

werden mige.
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