
Fortsetzung
der

Polen zlehve.

SS o r v e r i ch t.

ch habe im Programme 1836 einen Leitfaden der Potenzlehre entworfen, welcher den
Schülern in die Hände gegeben, mir den Unterricht in diesem Zweige erleichtern soll, nnd
zu gleichem Zwecke erfolgt hier die Fortsetzung derselben.

§ 6.

lim auS dem Ausdrucke — ?> « —j/x für alle Fälle zu finden (vergleiche
j 3.), brauchen wir den binomischen Lehrsatz mit positiven ganzen Exponenten:

d 4- b- 4 ».

sn-2) (n-3) ^ „ s w.^ 1.2.3.4 ^ '
B ewei s. Wir fanden (§ 1 Zusatz 6) (s -i- d)' ^ s d, (» -s- b)^

, d -j- , (» -j- b)' — 3 b 3 s d' u. s. w., welche Ausdrücke aus dem
obigen allgemeineren hervorgehe«, wenn wir resp. n^l, n^2, n^-3 u, s, w. setzen. Es
wild nämlich für n —1, b)' »i- j d ^ -i- :e., wo das 3" und

alle solgenden Glieder den Faktor v enthalten nnd folglich wegfallen, und da — I
>5 1. Zus. 3.), so wird (zt')' ^s-j-d; mithin der Lehrsatz richtig für n —l, Ebenso

2.1 2.1.0
erhalten wir für n-^2, (s-s-'o)^ —: 2 s""' ^ 1 2 3 ^ ^

-s- 2 a d -s- ; es ist demnach der Lehrsatz richtig für n^2. Auch gibt die bino.
3.2 s»"« 3.2.1

mi sche Formel für n^3, (s -l- b)' — 3 »2-» d 'i'^ ^
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3.2.l.0 -.6-ib«
^ 12 3 4 Zt.— -s- 3 s* b 3 sb'. Auf diese Weise könnten wir
für jede folgende Potenz die Richtigkeit des Lehrsatzes nachweisen; es würde aber daraus
auf keine Weise die Allgemeinheit dcS Satzes hervorgehen.Um diese Allgemeinheit zu er¬
zielen, wollen wir beweisen, daß der Lehrsatz für jede folgende Potenz richtig sein müsse,
wenn er für die vorhergehende richtig ist. Es sei demnach n^l ein solcher specielle Fall,
für welchen die Formel bereits bewiesen ist, so steht es uns frei (s -j- -j- l^ ^ k

l (l-1) l-2. , . l(l-1) (l-2) l-z . , . l.(l-1)(l-" -3) l-4 .-4- — « d ^-t- s v'-j- —: s b tt.1.2 ^ 1.2.3 ^ 1.2.3.4
zu fetzen. Man multipliicre jetzt beide Seiten mit »-l- K so haben wir

f l-^-1 . . l(l-1) l-i,. . l(l-1)ll-2) l-2,, , 1
l, i, ^ -j- , 2.3 '

-j , l(l—1) l—2., . 1°

l.
-j- » b -j- l, b^->- -—— , ti' -s-ie.

l 1 l—2 l 3
-4-:e. Bringt man——^ gleiche Benennung:

l-1 -i-2^.l^-1 l —2 ^ l —2-^-3 l-i-1 l —3 l—3-^4
Z "'^5" z

l-l-1 . , l-I-1 l-I-t l (l-i- 1) l. 1'^
— —u. f. w. so wird (»-j- b) ^:!» (l-i-1) i» d -j - - '

>.2.3

WaS wir offenbar erhalten, wenn wir in den Ausdruck für -> b)^ anstatt l überall
l-j-t setzen; es ist demnach der Lehrsatz für die (l-j-1)" Potenz richtig, wenn er für die
l" richtig ist. Da er nun für die Ist? (auch zum Ueberfluß für die 2" und 3") bereits
bewiesen ist, so muß er für alle folgenden Potenzen richtig fein w. z. b. w.

Zusatz 1. Setzt man für l>, —K so werden alle geraden Potenzen von b po¬
sitiv und alle ungeraden negativ (j 1, Zusatz 2.), folglich:

r> o ri (n—1) n—2 r>(n — 1)(n—.
(»4-d) —0» ^ - —d- — —- -—- » b' 4. ir.

Zusatz 2, Setzt man 1, so wird (1 s ^ 1 b -t-



-t- ic., eine bloß nach den Potenzen von K fortschrei¬

tende Reibe.

§ 7.

Anwendung dieser Formel zur Berechnung des a im Ausdrucke a—Es sei

zuerst n—2; oder Da 1-— 1, 10-— 100, 100^-10000, 1000-^1000000

u. s. w. so ist umgekehrt ^1 — 1, 1^100—10, ^10000—100, ^ 1000000 — 1000 und

folglich die Quadratwurzel einer ein- und zweiziffrigen Zahl eine einziffrige, die Qua¬

dratwurzel einer 3 oder 4ziffrigen Zahl, eine zweiziffrige, einer Söder kziffrigen Zahl, eine

Aziffrige u. s. w. Wenn man folglich die gegebene Zahl ?, zu welcher die Quadratwur¬

zel gesucht werden soll — die ich der Kürze halber das Quadrat nennen will — von der

Rechten zur Linken in Kolonne» zu zwei Ziffern eintheilt, so enthalt die Quadratwurzel

so diel Ziffern, als x Kolonnen hat, z. B. gibt ^9^90j36j09 vier Ziffern und es kommt

nur darauf an, diese Ziffern mit Sicherheit zu finden.

Auch hier kann man nur stufenweise fortschreitend zu Werke gehen. Es sei ^

Istcns ,in vollständiges Quadrat und eine ganze Zahl (vergl. § 3). Besteht p aus einer

Kolonne, so ist die Quadratwurzel leicht zu finden, denn sie ist diejenige Zahl, welche zum

Quadrat erhoben, p gibt. Besteht sie aus 2 Kolonnen, so kann sie als ein aus 2 Ziffern

entstandenes Quadrat betrachtet werden, dem Zehner — a und dem Einer ---b, und da

(s -s. b)- — s- -j- 2s b -j- ^ so müssen diese 3 Glieder in p enthalten fein.

Man suche zuerst - aus der ersten Kolonne d. h. diejenige Zahl, welche zum Qua¬

drat erhoben der ersten Kolonne am nächsten kommt; so z. B. ist in 1^7 ^84^ die erste

Ziffer —2, oder ihrem Range nach —20; denn 20>— 400, 30" aber würde—900, mit¬

hin zu viel geben. Zieht man — 400 von p—784 ab, so bleibt der Rest 384 —

2 »K -j- d-. Da nun Ii- gegen 2 sd klein ist, so findet man b, wenn man den Rest

— N —2sk folglich b——— ^^sctzt. Hier muß ;edoch b nur ,ogroßan-2s 40 4

genommen werden, daß außer 2->b, auch noch d-abgezogen werden könne; es kann mit¬

hin d nicht —9 fein, weil 2-b-j- (2 s -j- b) d — 49. 9—441, mithin zu viel ge¬

ben würde. Aber d —8 gibt 2 sd-j- b-— (2»-j-b) i, —48. 8 — 384. Man sieht

leicht ein, daß in s- die 2 Nullen weggelassen werden können, wenn ihre Stellen nur leer

bleiben, ebenso in 2s die eine Null, ta 2, ohnehin seinen Rang (als Zehner) wieder er-

hält, wenn die 2te Ziffer b hinzu kommt. Cs muß aber, wenn man in 2 s die Null weg¬

laßt, im Nest von der Rechten zur Linken eine Ziffer abgeschnitten werden, um d zu be¬

stimmen d. h. man nimmt hier-^-anstatt Man rechnet demnach nach folgen-2s 40 4

dem Schema:
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2» 4- d--48

-l-

7
-4

384

84 >---28

, » »

V 53 > 29 7 3
49

143 429

429

Enthalt das Quadrat p 3 Kolonnen, so sucht man zuerst, wie zuvor, aus den

beiden ersten Kolonnen die beiden ersten Ziffern der Wurzel, welche nun als erster Theil

des BinomS angenommen werden, und die 3« Ziffer stellt b vor. Auf ähnliche Weise

verfahrt man bei 4, 5 u. s. w. Kolonnen z. B.

^ 10 i 09 j 14 I 22 ! 89 1—31767

^ 9 j90 j36 109
----- 9

2s-j-b—61 1 90
2gb-l-b-— 61

624^

s k k 1>

314 7;

... ^2936
2sk-s-l>- — 2496

2s-^d-6287 I 44009
2»d-j-t)---- 44009

9

61 i 109
! 61

627 4814

4389

6346 42522

38076

63527 > 444689

> 444689

§ 8.

ES sei 2""6 ^ vollständiges Quadrat, oder nach 5 3 die Quadratwurzel ir¬

rational, so ist « (des Ausdrucks « " —p) oder weder eine ganze Zahl noch ein Bruch,

und wir finden den Naherungswerth der Quadratwurzel, wenn wir an das gegebene Qua¬

drat s> zwei Nullen anhängen, wodurch p 100 Mal und die Quadratwurzel 10 Mal zu

groß wird, und man muß folglich die Quadratwurzel mit 10 dividiren, d. h. von der

Rechten zur Linken eine Ziffer abschneiden. Ebenso kann man ein 2 3^ u, s. w.

Paar Nullen anhängen, und von der Quadratwurzel resp. 2, 3 u. s. w. Ziffern abschnei¬

den, und so die Rechnung bis ins Unendliche fortsetzen.

§ 9.

Es bestehe 3'^ ^ aus einer ganzen Zahl und einem Dezimalbruch,-so denke

man sich das Komma 2, 4, 6 u. s. w. Stellen zur Rechten weiter geschoben, wodurch

das Quadrat p, 100, 10000, 1000000 u. s. w. Mal und die Quadratwurzel, « resp.

10, 100, 1000, u. s. w. Mal zu groß wird, und man erhält den wahren Werth der

Quadratwurzel, wenn man zur Rechten resp. 1, 2, 3 u. s. w. Dezimalen abschneidet.

Man theile folglich die ganzen Ziffern vom Komma ab, von der Rechten zur Linken, und

die Dezimalen von der Linken zur Rechten in Kolonnen zu 2 Ziffern ein, und rechne wie

I
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»-» .

gewöhnlich, schneide aber von der Quadratwurzel zur Rechten so viel Dezimalen ab, als

man Dezimal-Kolonnen genommen hat. Beispiele zum 2"» und Z°°" Fall:

^ 10
9

61

-3,162277...

626

6322

100
61

'3900'
3756

14400

12644

63242

632447

6324547

175600

126484

49116(0

44271W

! 48447100

> 44271829

^3 > 47
1

76 ,i 23 76 134 .. -- 186,483...

28

366

247

224

2376

2196

3724 18023

14896

37288

372963

314776
298304

1447234

1418889

«-< «

Anmerkung. Würde man an das gegebene Quadrat p e!ne Null anhangen,

so müßte man die Quadratwurzel durch ^10 dividiren. Ebenso müßte man, wenn man

3, 5 u. s. w. Nullen anhangen möchte, durch ^ 1000, ^100000, u. s. W., welche eben¬

falls irrational sind, dividiren. Dasselbe gilt, wenn man 1, 3, 5, u. s. w. Dezimalen

zu den Ganzen hinzurechnen würde.

§ 10.

Abgekürztes Verfahren. Da bei irrationalen Wurzeln die Rechnung nie abbricht,

und da überhaupt nur so viel Dezimalen berechnet werden dürfen, als zur genauen Be¬

stimmung der Sache erforderlich sind, und da ferner die Istr >>nd 2" Zjffxx des Quadrats

I> die Ist? Ziffer des « und ebenso die 2'° und 3'^, 3'° und 4'', 5» u. s. w. deS >,

resp. die 2 3", 4 - n. s. w. Ziffer des « genau befliinmen, so hat man von dem Qua¬

drat nur n-5-1 Ziffern in Rechnung zu bringen, wenn «, n Ziffern enthalten soll —> die

Rechnung nach § 8 und 9 Ware folglich eine reine Zeitverschn enduna. — AuS der An¬

zahl der Kolonnen der ganzen Ziffern deS p kennt man nämlich die Anzahl der ganzen

Ziffern des und die Anzahl der zu berechnenden Dezimalen richtet sich entweder nach

dem Werthe der Dinge, oder nach den Rechnung! opi'rationcn, welche fernerhin mit der

Quadratwurzel vorgenommen werden sollen - n an kennt demnach unter allen Umstan¬

den die Anzahl der zu berechnenden Ziffern deS u- . Man i lhme nun die n1 ersten

Ziffern des >1, ohne Rückscht auf das Komma, nach vorhergegangemr Cintheilnng in

Kolonnen, sireiche die übrigen durch, wenn nämlich-x nur n Ziffern enthalten soll, rechne
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solange wie gewöhnlich fort, als die n-j-1 Ziffern ausreichen, und von nun an fängt daS
abgekürzte Verfahren erst an. Fehlt nämlich in der zunächst herunter zulassenden Koloni e
eine Ziffer, so streiche man in 2 » -j- b die letzte Ziffer durch, und nehme in das Pro¬
dukt (2s->- K)d, wenn unter 4, 14, 24, 34, u. s. w. ist, von der durchgestrichnen
Ziffer den Zehner resp. 0, 1, 2, 3, 4, u. s. w. zu dem Produkt der folgenden Ziffer hin.
zu; wenn aber 5, 15, 25, 35, 45 und darüber beträgt, so nimmt man zu der fol¬
genden Ziffer den Zehner resp. 1, 2, 3, 4, 5, u s.w., hinzu. Grhoreu beide Ziffern der zu¬
nächst herunterzulassenden Kolonne zu den durchgestrichnen,so streicht man in 2 i>-j-l>
die beiden letzten Ziffern durch, mid rechnet wie zuvor. Bei der Berechnung der nächst¬
folgenden Ziffer des « darf man nur in dem Divisor 2s-l-b, da alle Ziffern bis auf
tie beiden letzten stets wiederkehren, nur die nächstfolgendeZiffer durchstreichen, und wie
zuvor rechnen und so lange fortfahren bis in 2,-j-b keine Ziffer mehr vorhanden ist.
Es sei z. B. a—p— ^2 j 37 ^ 63 ^ 76 ^ 73, 12 ^34 j 5 bis auf2 Dezimalen zu berechnen,
so muß die Quadratwurzel « 5 ganze Ziffern und 2 Dezimalen, mithin 7 Ziffern
enthalten, und man hat demnach vom gegebenen Quadrat x nur die 8 ersten Ziffern nö>
thig und rechnet wie folgt:

2 j 37 > 63 i 76 i
1

25 ^
137
125

304 1263
1216

3081 4776
3081

30825 , U,957,.
I 15413

3083S ! 1544 ..,.
! 1542

— 5415,50,

Anmerkung, Ist p eine ganze Zahl oder auch ein endlicher Dezimalbruch und
kein vollständigesQuadrat und die Anzahl der Ziffern des p reicht zur Berechnung einer
bestimmtenAnzahl Dezimalennicht hin, so fülle man die fehlenden Stellen mit Nullen
aus. Es sei z. B, ^7938 bis auf 5 Dezimalen zu berechnen, so enthält die Qua¬
dratwurzel 2 ganze Ziffern und 5 Dezimalen, also im Ganzen 7 Ziffern und wir brau-
chen im Quadrat 8 Ziffern, eS müssen demnach noch 4 Nullen angehängt werden. Wenn
«s'er keine ganze Ziffer und hinter dem Komma noch mehrere Nullen enthält, so gibt
je^eS Nullenpaar nur eine Dezimale, und es müssen im ? außer den Nullen, noch n-s- l



Dermalen genommen werden, wenn, außer den Nullen des «, n Dezimalen berechnet

werden sollen. Beispiele für beide Fälle:

^ 7938,0000 j—89,09546.
64

169

17809

1538

1521

170000

160281

17818S ^

178^8

178

9719..
8909

810

713

I 9/

^ 0,00 l 00 j 76 > 35 j 43 j — 0,0087381
64

167

1743

174W

174S8

1235

1169

6643
5229

1414.,.
1397

17

17

-

§ 11.

Berechnung der Kubikwurzel Da 1' 1, 10^ — 1000, 100' — 1000000,

10)0' —1000000000 u. s. w., so gibt jede 1, 2, ode. 3ziffrige Zahl des gegebnen i>,

(deS Ausdrucks « — eine Iziffrige Zahl für die Kubikwurzel «. Ebcn>o gibt jede

4, 5 und 6; 7, 8 und 9; u. s. w. ziffn'ge Zahl des p für « resp. eine 2, 3 u. s. w zif-

frige Zahl. Man theile demnach das p von der Rechten zur Linken, und wenn p Dezi¬

malen enthalt, diese von der Linken zur Rechten, in Kolonnen zu 3 Ziffern. Indem man

nun das f> als aus dem KubuS einer 2theiligen Größe entstanden betrachtet, so hat man

die Kubikwurzel nach der Formel -j- b)' ^ ' -j- 3 d -j- 3 -> -i- b', zu berech¬

nen, wo » und b auf eine dem vorigen Verfahren ganz ahnliche Weife berechnet

werden. Man suche nämlich aus der ersten Kolonne die höchste Ziffer der Kubikwurzel, ziehe

ab, setze den Rest mit der nächst folgenden Kolonne —3 h und folglich k— Die¬

ses d muß jedoch nur so groß genommen werden, daß außer 3s^b auch noch 3s d* -I-

d' abgezogen werden können. Man betrachte nun die beiden ersten Ziffern als s und die

3" Ziffer als d, so ist der Nest mit der heruntergelassenen 3 "'Kolonne wiederum— 3s^k

zu setzen und wie vor das d zu bestimmen. Hier ist zu erwägen, daß ->, seinem Range

nach, ein Zehner ist und folglich 3»^, 2 Nullen am Ende haben sollte. Nimmt man also

diese Nulle» nicht, so ist der Divisor 3»^, 100 Mal zu groß und folglich muß 100

Mal kleiner gemacht werden. Man schneidet demnach von dem 1^ von der Rechten zur

Linken die beiden letzten Ziffern ab, um daß K zu finden, läßt in 3i>^ K die beiden letzten

und in 3-d^ die letzte Stelle offen. Der Kürze halber will ich hier nur das Schema

geben, nach welchem beim nicht abgekürzten Verfahren gerechnet werden kann:



8

akl,
2 > 460 I 375 I -- 1 3 5

2« 1

3^ — 3 > 14,60
3»-d— 9..
3sb- 27.

bZ ^ 27
3»-d-i-3sd--i-KZ 1197

3 s--- 507 > 263375
3s-b-- >2535..

—
3->d- ' 975.

b- — 1S5
3 s- b -i- 3sd- -j- — 263375

§ ^2.
Abgekürztes Verfahren. Auch hier hat man im KubuS p nur höchstens n -l- 2

Ziffern zu nehmen, wenn die Kubikwurzel n Ziffer» enthalten soll (dergl. § 10) und rech¬
net so lange wie gewöhnlich,bis keine Ziffer mehr herunterzulassen ist. Nun aber läßt
man in den Produkten 3»", 3s°°b, 3s K und l>5, so viel Ziffern zur Rechten weg, als
durch daS Nichtberuntcrlassender folgenden Kolonnen vkrnachlaßigt worden sind. Da
jedoch im Divisor 3s^ die beiden letzten Ziffern fehlen und 3 noch mit l> multiplieirt
werden muß, so muß man im 3 s-, 3 weniger vernachläßigen, als durch das Weglassen der
folgenden Kolonnen vernachlaßigtworden sind; die letzte Ziffer des 3 s" wird jedoch durch¬
gestrichen, und im Produkt 3s b nur ihr Zehner zum Produkt der folgenden Ziffer hin-
zugenommen.In 3 s l,- fehlt nur eine Ziffer und eS wird demnach nur eine weniger ver¬
nachlaßigt, als durch das Nichthcruntcrlassenvernachlaßigt worden sind. In wird keine
abgerechnet, weil in KZ keine Stelle leer gelassen wird. Sind z. V. n Ziffern durch daS
Nichtberuntcrlassenneuer Kolonnen vernachlaßigt, so berechnet man 3»' so, daß n—3 Zif¬
fern vernachlaßigt werden, streicht aber die letzte durch, um in 3s' K nur n—2zuvernach-
läßigen. In 3 s vernachlaßigt man n—1 und in d» n Ziffern zut Rechten. Ilm
nun die zu vernachlaßigenden Ziffern nicht unnvthigerweisezu berechnen, um sie nachher weg¬
zulassen, rechnet man wie folgt, man multiplieire 3 s mit indem man mit der höchsten
Ziffer des » zur Linken die Multiplikation beginnt. Hier müßte man bei dollständiger
Multiplikation die Ziffern der 2°"' und jeder folgenden Reiht um eine Stelle zut Rechten
herausrückt!! und diese herausgerücktenZiffern können als die letzten Ziffern, vernachlaßigt
werden. Hat z. V. der Multiplikator s, K Ziffern, so können durch das Nichtherausrük-
ken K—1 Ziffern vernachlaßigt worden; reicht aber die Anzahl der vernachlaßigten Ziffern
noch nicht aus, so werden im Multiplieandus (3 s) noch so viel Ziffern zur Rechten durch¬
gestrichen, als fehlen. Auf gleiche Weise berechnet man 3sl>", indem man 3 s mit d»

< ''



multiplicirt. Da d nie größer als 9Z — 729 sein kann, so wird dZ nur berechnet, wenn

weniger als 3 Ziffern zu vernachläßigen sind und man laßt eine, zwei oder alle drei Zif¬

fern weg, je nachdem durch das Nichtherunterlassen refp. 1, 2,3 und mehr Ziffern vernach-

läßigt worden sind. Ist die höchste der vernachläßigten Ziffer unter 5, so wird sie nicht wei¬

ter berücksichtigt, ist sie aber 5 und darüber, so wird zur folgenden Ziffer, der großen: Ge¬

nauigkeit wegen, eine Einheit hinzngenommen. Da wo das eigentlich abgekürzte Verfahren

erst beginnt, muß man so lange die Produkte 3»^, 3s^d vollständig berechnen, als es die

Anzahl der zu vernachläßigenden Ziffern erfordert, d. h. sollen z. B. in 3 nur die beiden

letzten Ziffern vernachläßigt werden, und -> enthalt 5 Ziffern, so wird bei der Multiplika¬

tion des 3 » mit s bei der 2"" nnd 3"" Ziffer in diesen Reihen noch zurückgerückt und
erst bei der 4"» und 5'^" u. daö Zurückrücken unterlassen. Es versteht sich Von selbst, daß
die Ziffer, die nicht herausgerückt Werden soll, auch nicht berechnet werden muß, was ge¬
schieht, indem man die letzte deS Mulliplieandus 3 - durchstreicht; es wird jedoch ihr
Zehner zur folgenden Ziffer hinzngenommen. Wenn ^ keine ganze Ziffern und hinter dem

Nomina eine oder mehrere Nullen enthält, so gibt jede Kolonne Nullen nur 1 Null im «
und es müssen demnach außer den Nullen deS x> noch n -j- 2 Dezimalen genommen wer¬

den, nenn außer den Nullen, noch n Dezimalen enthalten soll. Folgende Beispiele

N erden die Sache klar machen. ES sei ^144,69546., bis auf5 und ^ 060 l76 ! 23 4

bis auf 7 Dezimalen zu berechnen.

s

?!

5t

I

^ 1U,09546,
2' — 125

-75..! I9u95

3 ^ ..

3sb^— 60'.

^ < 3^ d-j-3» 15608

3^—8lt2.. > 34874/).

3 ü ^ d — ^j!244v . ,

3«t,2— 2496.

l>' — 6.

>.! -j-k' — ^26982....

, li li ll I>

— 5,2426 4
-

zs n: t 5 z s —̂ 16
»HI S

cju-IH7S 3sb-

Zsm t5>6 Z» III l5>6
a m 52 b HI 1K

780 l 5>b
Zl2

Lll2 3u ^ HI 24^0



, AO

3--—82Z73 ! 21764 —^
780» — 4

3-.-b— 16475 Zl44

Zsb-^- 6 629. 321. 6b.

16481 «2Z7Z.

3»^^-8244 j 5283 A, ^ I572S
Z»2 tz— 4946 g 5242

3-'---8244 j 337 786Z.
3,- b" ZZA: Zt5 .

KZ
z

Z»- --: 8244

Z * »

^ 0M0 000 I 176 j 123 i 4.. — 0,0056053 .
L25

3^-—75.. > 51123

Zs-dnn: 450..

3-^--- 54V.

d'— 216

50616i

3»--^ 346S j 5074 .',

3^0^ 4704
3 4

4708

3s?— 94SL j 366

§ 13.

Auf ganz gleiche Weise kann man die 4", 5'« u. s. w. Wurzel berechnen, wenn

man x resp. in Kolonnen zu 4, 5 n. f. w., die ganzen Ziffern von der Rechten zur Lin¬

ken, und die Dezimalen von der Linken zur Rechten eintheilt und nach den Formeln

(» -j- K)^ — z» -j- ^ t, -s- 6 » ^ 4-> l>^ k^, und (s 5 ii^ b -s- 10 s'

-> 10 s' 5 sd^ k' u. s.'w. die Rechnung ausführt. Man hat hier mit den Divisoren

resp. 4 s', 5 s" u. s. w. in den Rest hineinzudividiren, um b zu finden. Auch könnte man

auf eine ganz ähnliche Weift wie bei der Kubik- und Quadratwurzel, abgekürzt rechnen,

wenn man es nicht vorzieht, diese Wurzeln logarithmisch zu berechnen. (Vergs. die Loga-

rithmenlheorie.)



§ 14.

Ganz analog dem vorigen Verfahrenberechnet man die Quadrat-, Kubik- u. s. w.
Wurzel aus algebraischenGrößen. Man ordnet nämlich die Ausdrücke, aus welchen die
Wurzel gezogen werden soll, nach den steigenden oder fallenden Potenzen der Buchstaben
und betrachtet bei der Quadrat-Wurzeldas höchste Glied als ^ dividirt das nächste
Glied durch 2um d zu finden, zieht nun die Produkte 2sb -j- b^, von den entsprechen-
den Gliedern ab, und betrachtet nun die beiden ersten Glieder der Wurzel als ,, dividirt
wieder mit 2 s in das höchste Glied des Nestes und findet so daS Ztc Mied der Wurzel

k, zieht von den entsprechendenGliedern 2 sb-j- ab, und betrachtet die 3 ersten
Glieder der Wurzel als s und rechnet so lange fort, bis keine Glieder mehr vorban.
den sind. z. B.

3x -1- W/4 ^-4x-)

2-—l ! 4-3x
2sd— -^-?x

! -t-^
ö X-

2-"l -1-kx j ^
2 x^ — j x'

2x- 4.'R/Ig x^
d' — V.s x^

2«—I4 6x-^-x- j 2x^4-12x»—x'

2ubnn2x' 12x^ __

u- 4x«
b" ^ -j- 4x-

§ 15.

Auf gleiche Weise kuiin man die 3^, 4" u. f. w. Wurzel aus algebraisckcn Aus¬
drücke!! ausziehen. Bei unvollständigen Quadraten, Kuben tt. s. w. erhält man nnend-
liebr Reihen, u'eläie nach den Potenzen der Größe fortschreiten, nach welchen z, geordnet
ist^ So z. gibt:

2 *

2 l>
— ^ 3x — ^ u- 2xi^.
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V -> 7 -c.

-i- c

c -i-

1ö 12L

2 cj

I c" c'

^6? t>l

2 -j- c-
c-

^ «V

4- — —' ,K

c-

«7 2'«>

2-1-c-
c» <2 >

v» ' «7

c°

»56.

Bei höheren Wurzeln ist die Rechnung, genau genommen, nicht schwieriger, wol aber

weitläufiger.
§ 1^.

Um aus dem Ausdruck a" —p, n zu finden, wenn « und x> gegeben ist. br Al¬

chen wir zunächst den binomischen Lehrfttz mit negativen ganzinC^pruenten. Takir

in (1 4-^-) Verwandeln können, so haben wir blos 1 zur —nre» Potenz zu

erheben, und wenn wir-^-—c setzen, so ist (1 c)^"zu entwickeln. Wir wollen nun be¬

weisen, daß der entwickelte Ausdruck für (1 4- c)""" auö dem Ausdruck (1 -j- c)" hervor¬

gehe, wenn wir für n die Größe —n setzen, oder es bleibt zu beweisen, daß (1 -j-

i,(—n—l) ^ n—1)(—n—2) . I»(—n —>)(—»—2) (-» -Z)—n. c ' — . c' —

. , n(n-s-t) r>(n-^1)(n-^2) nln->-1)(n-^2)
— 1—n c -j — e' -t-

1.2 1.2.2 ^ 1.2.2.

sein müsse.

t . 2 - Z

-l-2) (n-^-Z)
!e. :c.

Beweis. Es ist (1-j-c) ^

1

1 c: (§ 2). Dividirt man mit 1 c in 1 hin¬

ein, so gibt die Division 1-c-j-c*— — :c :e. Die obige binomi^e Formel

gibt für n —1:
1.2 1.2.3 1.2.2.4

(1-i-c) ^-1—l.c-s-^—-^ c
-i-

1.2.2'' 1.2.2.4

— 1 —c -j- -j- — :c. tt. wie vorher.

:e. ic.

* ,



ES ist demnach der binlmische Lehrsatz richtig für die — l'c Potenz. Auf gleiche

Weise konnte mau sie für die—2", —3« 1, s ^ Polen; bereife»; es wird jedoch die

Richtigkeit der Formel für alle negativen Potenzen von selbst ein Nichten, wenn wir bewei¬

sen, daß sie fü- ede nächst hvheie negative Potenz richtig, sein mü se, wenn sie für die

nächst vorhergehende richtig ist, d. h. wenn sie für die —l^« richtig ist, sie auch <ur die

—l—1" richtig sein müsse. Unter dieser Voraussetzung ist:

„ . . , , -(l-l-1 , l(l> I)'l-i-2)(l>D ^

U ^ — l ^ 1 .2 " 1.2.3"^ 1.2.3.4 "

Nun ist (l'l-^ l 1 (§ 2). Enwickcltman (I ' nach der binomi-

schen Formel für positive ganze Expone t n, so erhalten wir eine Reihe, die fortschreitet

nach den Potenzen von und es ist klar, daß, wenn wir mit dieser Reihe in die 1 hin-

eindividiren, wir wiederum eine nach den yotenze i von c fortschreitende Reihe erhalten

müssen. ES steht unS demnach frei ll-^ — 1 -s-^c Lc' -s-Oc.^ u. s. w.

zu setzen, wo die Coefsieienten ü, C, v, ze. no h zu bestimmen snd^ Multiplicirt man

beide Seiten dieser Clei^ung m t 1 -j- c, so erhalten w>r:

> l^s 1 -s- L.- 4- Lc- -j- :e. l

(l -j- ^ c 4- -i- Sc -I- cc« :e. /

oder (1 0)-^—1-j-j) (L-z-^) c^-i- (L-i-L) (O-z-L) :e. :e. Nun

war nach obiger Voraussetzung:

1.2 1.2.3 ^1.2.^.4

wir Hab.'» demnach 2 identische Reihen, die nach den Potenzen einer willkürlichen Größe

c fortschreiten, und wir können sie Glied für Glied einander gleich setze '. Denn eö ist

14- (^4-1)c-4- (L -^)c --l- 1 ^0^ c-—

lil 4-lVl-I-2) 1)ll-s-2)(l4-Z) . r ^ ^
'—:e. !c. Von beiden Seiten 1 abgezogen

1.2.3^ 1.2.3.4 -

und beide Seiten durch c dividirt, gibt: ^1 -f- (L-f-c-s- (<ü-f-L) (O^-L)c'

u. — l-1- ^2" 1.2.3 ^ 1.2.3.4

Da nun diese beiden Seiten der Gleichung für jedes willkürliche c einander gleich

sein müssen, so sind sie es auch für c —0. Setzt man aber c—n, so fallen alle, von

c abhängigen, Glieder weg, und es wird l — — l oder ^ ——l—l. Diesen Werth

hat nun ^ nicht blos für ci--», sondern auch für jeden andern Werth; weil ^ von c:

unabhängig ist. Da nun ^ 1 immer —l, so erhalten wir aus der letzten Gleichung,



wenn wir diese Größen abziehen und durch c dividiren: L (L L)c (O ic.

Ul^-Y lll4-0(l-^2) . M-l-1Xl^-2)(l>3) .
^ ^ It.

^ 1.2 1.2^3 1.2.3. 4

Diese beiden Reihen sind nun wiederum für jedcö willkü liche c, also auch firr c—s ein¬

ander gleich, imd cs muß unter allen d-mstanden L -i- oder IZ

fl-s- 1)—Durch gleiches Raisonnement er-

, '. _ . ^ lcl^-1)(l^-S.) lll4-1)((l-^-2) (l-^l)a-^2)
hallen-w'r: L-r °^er —^ —

fl^-1)(I-^2)^l ^ (l-,-1 (l^-2)'l-s-3> ^ ^ ^^l^1)ll^2)ll^-3)
1.2 ^ 1.2.3 ' ' ' ^ 1.2.3.4^

kl-i-t)(l-!'2)ll-s-3) a-i-1)(I^2Xl^3) ^is^1)(l^2)(l^-3)^l >

od« v^- t.2.3.4 ^ 7^7^3 " ^2^

^ 1 . 2 .3.4 '

Die Rechnung darf hier nicht weiter fortgesetzt werden, weil das Gesetz, nach

welchem diese C^cfficilrftu fmtfchreitcn müssen, einleucktet. Setzt man nun die gefundeneu

Werthe fir l', ll :e, in die Rehe (1 ^ c) — 1-j-^c-s-(Ic'-s-IZc^ ic.

4- ^^ ic., welche Reihe wir offenbar erhalten,wenn wir in die Reihe

für (1-i-anstatt —l überall —l — 1 fetzen. CS ist demnach der Lehrsatz für dir

—l -1«c Polen; richtig, wenn er für die —l» richtig ist. Nun war aber der Lehrsatz

für die — 4"° richtig, so muß er auch für die nächst höhere negative Potenz d. h. für die

—2" richtig fein, und da er für die —2°° richtig ist, so ist er auch für die —3" u. f. w.

richtig: w. ^ b. w.
—n — r> d —Ii —,i

Zusatz. Es war (s-j-d) i 1-j ) ^ » (1^-c) —

—ns n(n-j-l) nlr.4-1) (n-^-2) ^

—N s d risn-j-1) d» nsn-j-t) sn-^-2) d- 1
^ s <! 1—n — ^— ic. >

^ s 1.2 s- 1.2.3 /

—n —n—1 —.11—2 nsn-i-1) (n-i-2> —n—Z

° b- , KS:c.; es gilt



demnach die binomische Formel für (2-j-K) Ebenso wird:

— II —II —II—I —n—2 n (11-s-1)si>^ ,
Hit —d) ---2 -j- ns b-^- —-j- —"7 s

1.2 ' ' 1.2.Z

§ 17.

Beweis der binomischen Formel für positive und negative gebrochene Erprncntcn

d. h, es soll:

('S-f- b ) 'l —!, '1 —. II ^
1

-— t

.b-
'! ' -1

-0)

1 i, cz ^
I . 2.5 le. wr-^- '_t-_d. h. p ^ sein ka,m. i§5. >11.)

Man setze wiederum »->-k—a(1-j--^) — » (1-j-und folglich (s -j- I>)1 —

V V ^

wir haben demrach nur (1 -j-c: ! 1 zu entwickeln. N^n ise (t -j- c)

p—t) ?l?—1) (p—?)

^^—-2-' 'I- ^-.2 u. s. w.) Da jede

Wurzel auS einer Reihe, welche fortschreitet nach den Potenzen von c. wiet erum eine nach

den Potenzen von c fortschreitende Reihe sein muß (§ 15.), so sieht es uns frei

oder (1 c)'1 ^ 1^.c-s-t!c-> :c. zu setzen, und es sind jetzt nur noch die

Cocfsicientcn L, L u. f. w. zu bestimmen. Da c eine willkürliche Größe ist, so können

wir L"X y setzen, und wir habcn (1 -f- X -j- v) 1 "1-j- ^ (x-s-)-) -j- !>(x ->- >) "

-c^ Man erhebest bcideSciten der Gleichung zur lzk-n^otenz, fowird (!-i-x-^- ))^'

— LI -s- ^ (x -j- 7) L (x 4- v)" -j- e (x -s- -I- :c-)^ . Jetzt entwickle man beide Sei.

ten nach dm Potenzen von 7, indem man auf der linken Seite 1 x als den ersten und

v als den zweiten Theil des Binoms betrachtet, und es wird die linke Seite folglich:

1 x) -i-x x) . 7 -i- ^5, wo V alle höhere Potenzen von )'



RS

incl., Vorstellen soll. Auf der rechten Seite entwickle man innerhalb der Parenthese

alle Glieder nach den Potenzen von 7 bis zur Potenz incl., indem man die von >

unabhängigen Glieder voransetzt, die Glieder, welche 7 in der llw> Potenz enthalten, nach,

folgen laßt, und die höhern Potenzen von 7 durch V bezeichnet. Es wird demnach die rechte Seite

' l 4- -c. -s-7 -i-ZRx -j-3Lx2 4-4Ox- 4- -e. 4- V')^.
!Zetzt entwickle man die <1" Potenz dieses Ausdrucks wiederum nach den Potenzen von 7

bis znr Ist'" Potenz ir,c>., indem man alle von y unabhängigen Glieder als den und

alle von x abhangigen Glieder, als den 2"' Theil des Binoms betrachtet, wo unbe¬

achtet bleiben darf, weil es nur höhere Potenzen von y enthalt. Es wird demnach der letz¬
tere Ausdruck:

(1-j-ä.x -^Zx^ -l-Lx'-j- :e.)^-l-q(j-i-^x-l-Lx2 4.Lx'-j- ^ (^-^2 Lx >

3 Ox^-s- 4Lix^ -j- ic.) Setzt man nun diese Reihe der obigen der linken Seite

i> (l gkeich, so haben wir 2 identische Reiben, welche nach den Poten¬

zen der willkürlichen Größe v fortschreiten, und wir können sie Glied für Glied einander

gleich setzen (vergl. § lö): es wird demnach (1 x) ^ (1 -j- ^,x -j- Lx^ -s- LxZ ze.)^

undp(l-i-x)^ — q (14-^x -j-lc.)'^'-(^--i-2L<-i-3Lx^>4vx'-^-ic.>

p ll -4- x)
Da nun, Gleiches mit Gle'ch.m dividirt, Gleiches g'bt, so wird ——

(l -l-x) l'

c, ->-Lx?(^.4-2^x4.36x^^-4 0^ -s-,e.)
— »der

(1 -j- /^x 4- Lx^ -s- ic.)^

p ci(/^-^-2I^x-^Z<I!x^-j»4l)x it.)

1^.,' I. ^'d.p(1-^x -l-IZx2 -i-cx- ^I -^-x 1-i-^x-s-(^-j-:c.

-l-2 Lxvx> -s- ic.). Dividirt man beide Seiten durch y und entwickelt

wiederum dieselben nach den Potenzen von x, so wird:

-.5 r.»-.5 ^°- «i-ix-i z°>5 Ii"! -
I ^ ^Vx U-Lx^ -s- Zt. j

-j-(2l>x -s-(ZL2lZ) x^-j-f4 v ^-3L)x" > ic. Da nun diese beiden identischen

Reihen wiederum fortschreilen nach den Potenzen der willkürlichen Größe x, so kann man

sie Glied für Glied einander gleich setzen, und eS ist folglich

-t-2L,—L —4 O 4- 3Q u. s. w. solalich 2 L
'l ^ ' ci

1-2 ^

^2L ^

-2). ^ (.-0 ...

-3

oder

1 . 2



^^ ; zc--c ^ — z)

^->)(^-2)(^--) '
- ^— °w Z—z '.! : „

1.2.3 1.2.3. 4

Da das Gesetz, nach welchen sich diese und die folgenden Coesficienten gestalten, einleuch¬
tet, so ist die Entwicklung der Coesficienten k, ? u, s. w. übrig. Setzt man nun die
gefundenen Werthe für L, L, v u. s. w. in die Gleichung

^-1 Lc' tt. ein, so wird:

(1 -j- c) ^ —j ^ ^2^. ^1 ^ ^.1 >c. unh ha
? 1.2 1.2.3

^ d) (1->- ^ ^ s ^ (1 -j- c) ^ , so wird (s-s-d) ^

»

^->) i >.

? V ^ t)

2

die Parenthese ausgelost, gibt: (s -j- d) ^ ^ -s- —-j- ——-—-— ^ ^ —

l . 2 . 3 ^ . 2

-^- —— ^^ -j- ze^ w. j. b. w.

K 0 garithZNeWHeVN ! e.
§ Z8.

Es ist in dem Uusdruck weim «und p gegeben ist, n ^u findeN) wo
r, der Legarilhme von p dccjrnigkn C^sicms ist, tcssen Grundzahl (Vergl. § 4.) Eben
so ist in --r, u, — Inx.i- desjenigen Systems, drssen Grundzahl —«. Hieraus folgt

3
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a". — ^>.r oder n-j-IN — loß.p -j-lox .r — lox.p.r.

1. a" odcr^n—IN —lo^.p —I"ss.r — lo^.(pn) — ^8^

3^ (^ " — p'' oder 5.n — s.loA.p -i- IoA. p'.

. ^ r. V ' . n >"?-p , .)4.^/« cr — l v oder — — —^^:Ioe.>/^.S 5
Man findet demnach für jedes beliebige Logarithmensystem:

1>w,s Den Logarithmen eines Produkts, wenn man die Logarithmender einzelnen Fak¬
toren addirt.

2"»s Den Logarithmen eines Quotienten, wenn man den Logarithmen des Divisorö
vom Logarithmen des Dividendus abzieht.

3""5 De» Logarithmen einer Potenz, wenn man den Logarithmen der Grundzahl mit
dem Exponenten der Potenz multiplieirt.

4re»s Den Logarithmen einer Wurzelgröße, wenn man den Logarithmen der Zahl un¬
term Wurzelzeichenmit dem Exponenten der Wurzel dividirt.

Wir wollen jetzt in den folgenden Paragraphen drei populäre Methoden, die Lo¬
garithmen zu berechnen, liefern, die aber, ihrer Weitläufigkeit wegen, der 4"" weit nachstehen.

§ 19.
Erste Methode. Man berechne, wenn «—10 ist, verschiedene Potenzen von 10;

nämlich: 10° —1, 10' —10, W^ —100, 10'— 1000-e., ebenso 10^—^10, 10^

— ^^/10^> 10^ — ^^/10 u. s. w. und setze auS diesen bcnchneten Zahlen durch
Multiplieation neue zusammen, so erhalt man neue Potenzen von 10, zu welchen derLo-

garithme bekannt ist z.V. 10 . 10^. 10^—10^'^^ — 10^ — 10. ^10.^^10.
Es sei dieses Produkt — so ist ^ —IoK-^. Es ist nun die Aufgabe zu zeigen, wie man
zu jeder beliebigen Zahl x> den Logarithmen finden kann.

Man berechne zuerst ^10 —3,1622777, dann 10 — 1,7782794,

1/10 1,3335214 und so fort, bis man auf 1,0000001 kommt, so sind die dazu
gehörigen Logarithmen nez^, ^ — 0,5,^—0,25,^ — 0,125 u. s. w.

Folgende Tabelle enthalt jammtliche Wurzeln und die dazu gehörenden Logarith¬
men bis auf 7 Dezimalen:
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Zahlen. Logarithmen. Zahlen. Logarithmen.

3,1622777 0,5000000 1,0002811 0,0001221

1,7782794 0,2500000 1,0001406 0,0000610

1^335214 0,1250000 1,0000703 0,0000305

1 ,1547820 0,0625000 1,0000351 0,0000153

1,0746078 0,0312500 1,0000176 0,0000076

1,0366329 0,0156250 1,0000088 0,0000038

1,0181517 0,0078125 1,0000044 0,0000019

1 ,0090350 0,0039063 1,0000022 0,0000010

1,0045074 0,0019531 1,0000011 0,0000005

1 ,0022512 0,0009766 1,0000005 0,0000002

1,0011249 0,0004883

0,0002441

1,0000003 0,0000001

1,0005623 1,0000001 0,0000001

Nun Wahle man auS dieser Tabelle diejenigen beiden Zahlen, nehme nötigenfalls

10, IVO u, f. w, da,u, deren Produkt der gegebenen Zahl p am nächsten kommt, jedoch

kleiner als p wird; jetzt multiplicire man dieses Produkt mit derjenigen Zahl, welche ein

dem sich mehr näherndes Produkt gibt, und fahre so lange fort, bis mau entweder auf

die Zahl p selbst, oder ihr sv nabc kommt, daß das letzte Produkt mit p verwechselt wer¬

den kann. Ist z. V. log. 7 zu berechnen, so multiplicire man 3,1622777 mit 1,7732794

auf abgekürztem Wege, und erhält das Produkt 5,6234134. Nun multiplicire man

5,6234134 mit 1,1547820, so erhalt man daS Produkt 6,4938166, dieses wiederum mit

1,0746073 multiplicirt, gibt 6,9783061 und fährt auf diese Weife so lange fort, bis man

auf 6,9999999 kommt; so ist der Inx. 7 — der Summe aller Logarithmen derjenigen Fak¬

toren , welche multiplicirt worden sind: also hier 7 — 0,5 -s- 0,25^- 0,03125 -j- ?c. Diese

Me'hode ist unbequem, weil man nicht immer gleich die Zahl herausfindet, mit welcher

multiplicirt werden muß, um nicht mehr als p zu erhalten. Dagegen ist folgende Methode

etwas bequemer.

§ 20

2" Methode. Man dividire s> durch die nächst kleinere Zahl der vorigen Tabelle und

nötigenfalls durch 10, t00 u. s. w. Dieser Quotient sei^^, nun divioire man ^wieder

durch die Zahl, welcle am nächsten kommt, der Quotient sei ^15. Nun dividire man

wiederum L durch die nächst kleinere Zahl und fahre sc lange fort, bis man 1,0000000

erhält. Da nun diese Divisoren Potenzen dou 10 sind, so will ich sie durch 10", 10^
3 «



10?, u. s. w. vorgestellt wissen und es ist ———L,——lü u. s. w. und folglich
10" 10^ 10?

p — 10". — 10". 10^. Z — 10". 10^. 10?. L u. s. W. bis p — 10?. 10^. 10? .... 1.

-— ^ it. folglich zc. — d. h. die Summe der Lo¬

garithmen sämmtlicher Divisoren — log
§ 21.

3° Methode. Man Wahle unter den bekannten Potenzen von 10, nämlich:

10 —10,10 — 100, 10 — 1000 u. s. w. und den Zahlen der vorigen Tabelle 10'

—3,1622777, 10^ — 1,7782794 u. f. w. diejenigen beiden Potenzen heraus, zwischen wel¬

chen am nächsten liegt, und suche zu denselben daS geometrische Mittel, so ist der Loga-

rithme desselben das arithmetische Mittel beider genommenen Zahlen. Denn es seien diese

beiden Potenzen 10" und 10^ und x das geometrische Mittel, so ist 10": x —x: 10^, folg-

lich x^ — 10". 10^ — 10" ^ ^ und x — 10 - z mithin —^— — IoZ x, und da aus

der arithmetischen Proportion a—7 —y—/?, 2oder x ^ folgt, so ist das

arithmetische Mittel zwischen « und /S — InZ x, wie oben. ES sei 10" —und 10^

— L, so ist x^ —i; und x —Zu diesem x und derjenigen Potenz von 10,

zwischen welchen s> am nächsten liegt, suche man wiederum das geometrische und zu ihren

Logarithmen das arithmetische Mittel und fahre so lange fort bis das geometrische Mittel

dem p so nahe gekommen ist, daß man es mit >1 verwechseln kann, und das arithmetische

Mittel der Logarithmen der beiden letzten Zahlen ist Wg p. Die beste, am kürzesten zum

Ziele führende, Methode ist die durch unendliche Reihen:

§ 22.

4" Methode. Man kann, bei gegebenem «, 1""^ ^ durch eine, nach den Poten¬

zen von n und 2""S umgekehrt n durch eine, nach den Potenzen von p fortschreitende,

Reihe ausdrücken. Um 1""s ^ ^rch eine, nach den Potenzen von n fortschreitende, Reihe

auszudrücken, muß man eine Potenz eineS Binoms finden, in welchem n im 2»» Theile

vorkommt, und der erste Theil von n unabhängig ist. Es sei p — (in-s-K.n)^ wo -u,

K und cz vom Logarithmen n unabhängige Größen vorstellen sollen. Da nun x> u" dem an¬

genommenen Ausdruck (m -s- K. n)^, für jedes willkürliche x> und den dazu gehörenden Lo¬

garithmen n, gleich fein soll, so muß auch, für r> —c>, (»1-s-od. x —<2°

— ^ oder 1-2-in'l, was offenbar der Fall ist, wenn in — 1 ist, ,md es muß, da -n

'7

1
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von x und n unabhängig ist, I« immer ^ 1 sein. Man setze daher j, —

<l-^— — 2)
— 1 -j-cz. k. n. -I '—^-I- . .. ——- k' :c. Um nun X und1.2 1.2.3

cj zu finden, erhebe man beiden Seiten der Gleichung «"^(1-^-K.n) ^ zur l"" Potenz

l s r l. q. (l. >1 — 1 )

. nd es wird (u ) "u i^(1 lc. n)^ 1 -j- l. cz. I?. n -^- ^^

l. (l.s>—i)(l. — 2) ,

^ ^ ^ K'. n' ic. Dasselbe muffen wir aber auch erhalten, wenn wir

in den obigen Ausdruck l. n für «setzen, und eö wird u ^ "^(1-j-K,.l. n/l—>k.l.n

q (n—1) cz.(<z — 1). (<z—2)

^ ^^^ lj'. l'. -^- te. Wir haben nun wiederum

zwei identische Reihen, welche nach den Potenzen der willkürlichen Größe n fortschreiten;

man kann sie daher auch Glied für Glied einander gleich setzen. Die ersten beiden Glieder

1 ^-1, l. <z. k. n — K. I. n führen zu keinem Resultat; aber die 3 Glieder geben

^ ^ ^ l». n- o^r l^—t^(<i—i),l, was offenbar

nur der Fall sein kann, wenn entweder l—1, oder A) (unendlich groß) ist. Nun

stellt l den Exponenten der Potenz vor, zu welcher u" erhoben werden soll, so kann l nicht

— 1 sein; weil der Exporent 1 den Grundsactor nicht verändert und es ist daher <j—cO

zu setzen. Wenn aber so geht in der obigen Reihe ^ — u" — (1 -j-1?. n) ^ m

cz. (q — t) lz. (q — 1)lk^— 2) cz — 1 2

Hi: t -i- -I. lc. n ^ -c., m ^

k, ^ K2.
in u. s. w. über, und es wird p — tt — (1 -5- k. n) I— 1 -s- c^. n -s- —-—

<z^^. n ^
-I-ie. Da x jede endliche Zahl vorstellt, so muß die Summe aller dieser Glieder1.2.3

endlich, und, da <z— LO, K nothwendig unendlich klein und <j.K endlich sein. Man setze

daher ^ d, so wird x> — a'^ i ^ 3 ^ ^e. Die Zahl p ist

sowol vom Logarithmen n, als von der Grundzahl c--abhängig, und da hier;? von n und

l> abhängig ist, so muß l> eine Function von « sein, wie es sich auch später zeigen wird.

Diese Function heißt der Modulus des Logarithmensystems.

Es sei 2'°"6 n durch eine, nach den Potenzen von ? fortschreitende, Reihe aus-
i

<1 'I' b.n

zudrücken. Es war p " (1 -j- K. n) , folglich p ^ — 1 -f- K. n — 1 und folglich



x ^ — 1 —«z.(p ^ t) b.n. Um nun eine nach den Potenzen von p fort?

i i

schreitende Reihe zu haben, sehe man x/l (1 -s- x> — 1) ^ und folglich:

^ ^ — f- l)

—1)^ ^>l)^ ^ 1^.—(x>—1)^

^ (x> — 1)' !t, -- 1 '/
1 . 2 . Z ^

s , -(--l) ^.(^.-t)(^.-2) 1

-- -zs^ (? - y ^ ^ ^ ^ (I--Y' ^ '' '^ 2.3 ^ ^ 1

(1.-,) ^-1)(^! 2)

-^v—'1-l- - (p — 1)--i-lt. Da nun
! . 2 t . 2 . z

1 ^^
s'o ist — " ödet unendlich klein', folglich kann Man —-— -ir -- ^

^ 2

- Vs u. si setzen, oder dn — p— I — (p— t)^ -i- '/z (?-1)'— (l--l)'

^.-2^
3 ^

und n^ioK.pm1 ——1)^ 4- it. )d

(vc^gleicbe § 25.) wo det Logarithme r, durch die Zah^ p und den Modulus b aus¬

gedrückt ist. Man denke sich nun ein solches System, in welchem b —1 ist, welches das

natürliche, hyperbolische, auch logistische System genannt wird, so ist n —laAn^.p

um 9 — 1 — (x>—1) -l- '/z (p — l)^ (p —l)'' -f- :c. Setzt man in der Reihe

dn —1 — —j)-l- '/z(p—1?— (p—1)^-i-te., n'—I, so geht ^

in « —p über, und wir finden l> durch die Reihe d—«—1—4 («—j)» -j-^ (6—1)'

— ?(«—l)^ -i- ik. und es ist folglich d i^IoAli!>t «. ES ist nicht uninteressant die Grund-

zahl (K,sis) deS natürlichen Systems zu kennen. ES war l-j-d.n— -j-

b ^ n ^

-> -t- ^ und da für das natürlich^ System d — 1 ist, so wird:
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1 -j-in -s- ^ 1 ^ V ^ lc.,wo n jeden willkürlichenLogarithmen vor-
1 1 1

1.2 ' 1.2.3 ' 1.2.3.4

stellt. Setzt man mm n— 1, so wird «
Wir wollen dieses « bis auf 7 Dezimalen berechnen:

-4- ic.
1 .2.3^ 1.2.3.4 ^

2
1

1
1.2.Z

t
1.2.3.4

1
1.2.Z.4.S

1
1.2 .3 .4.5.6

1
1.2.3.4.5.0.7

— 2

— 0,5

— 0,1666667

— 0,0416607

— V,0V83ZZ5

— 0,0013889

— 0,0001384

1 .2... . 8
1

1.2.. .9
1

1 .2 . >10
1

1.2..1l

«

richtiger «

— 0,000024?

— 0,0000028

— 0,0001.003

— 0,0000000

— 2,7,82819

Die Reihe — x —

würde hinreichend eonvergiren für < 2 und > 1 und namentlich für ? " ^ , 6/^
u. f. w. Es wird 5. B. log.n,t '/ü( :c.;
eben so >oZ.n->t 4/1^ hj^us fin¬
den wir lox.nrt s/ Iog.nst4/z — lohnst (ö/2 . 4/z ) InL-imt 2. Wir finden
aber ausfolgendem Wege eine bequemere Reihe, die Logarithmen dicscr Brüche zu berech¬
nen. Man setze für x die Große 1 -j-p und nachher 1—p, so wird
lohnst i-s-pni: x— '/2 p" -i- '/z4- '/5P' -c. und
IoA.n-c 1 —^ — p— ^ ^ ^ ^ ^ folglich
wA.nst (1 -j- p) — !oA.nac(t—p) — 2p ^ ^ ^

1 »s-p
loZ.nsc m Z

1—p l
2 1

-i- Setzt man nun 1—p so wird

1 x ^ — 2 ? und x'— — und demnach2-l-i

loA.nst- " 2 ^ '/z ^ '/5 ^ ^ ' welche Reihe weit stärker,
als die vorhergehende, convergirt.
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I — 1

Setzt man 2—?, so wird -^7— ? und folglich logns^7>-7- t

(i -> -i- s (f)^:c.); ebenso loZn,^ —2 ^ (5/ -s- ^(^)' -c.) Nun ist!

5

(t)

0,2

. 0 ,04

(f) ^0,008

0,00032

— 0,0000128

— 0,0000005

(-j-)"— »,0000000

5 — 0,2

^ (f/— 0,0026667

s (^)^— 0,0000640

^ (s/— 0,0000018

z (f/— 0,000N»0I

0,2027326

0,4054652

0,1428571

0,0204082

0,0029156

0,0000595

0,0000012

0,0000000

5 — 0,142857t

7-^)"— 0,0009718

?(^/— 0,0000119

HH 0,0000002

V,14Z8410

0,2876820

folglichlnAn»^—0,4054652, genauer—0,4054651; In^n-! ^"0,2876820, genauer—0,2876821.

Wollte man die 7" Dezimale ganz genau haben, so müßte man auch die 8" berechnen.

Es ist nun ferner (§ 18) InZ nst nsl^-—l„A r>->t2 — 0,6931472; lo^n-t 3 — logn-c^

If>^ri»^.2—1,0986123; Io-nst4—2 Icixnsr 2 —1,3862944; lnun-c 6—Il>gnsc3 > IoA»»c2

— 1,7917595; lohnst 8 — 3 >"Anzl2—2,0794416, genauer 2,07l 34l5;Iognzl 9—2 InAnsc3

— 2,1972246; lo^nar 12 — I>,g,»c4 -j- I«A»zt 3 — 2,4849067 u. s. w. Es ist offenbar,

daß wir auS den Logarithmen der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,

37, 4!, 43, 47, 53, 59, 61 u. s. w. die Logarithmen aller übrigen Zahlen zusammen¬

setzen können: wir haben demnach zunächst IvAnsc 5,I>ßiiAt7, InZnsc II, lohnst 13 u. s. w.

zu berechnen. Diese Logarithmen könnten wir nun gleichfalls durch die Reihe ><,Zn,t -

^ ,c.

Methode führt jedoch rascher zum Ziele.

- —i, ?, 55,-T-e. gescht, finden; folgende

Man set-e x'
-1

§ 23.

(x— 1) (x -j- 1), so Wird I«A. 2 !c,^. x —

IoZ.

Wird

^ >"K.(x-1) 1^. (x-s-1). Seaman nun in die obige Reihe /so

- —1 1 x^ 5 < . " 1 i >' !
7,alsol^x

^ -j- 1 2 x 1

> >c>gn», (x — 1) s- laAnül (x -^- >) »der

x^--"
1 s

2x^—t ^ '>-2x^ — 1^ ^ l) -5 (x-^- ,)).
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Ist nun x eine Primzahl > 3 z. V. 5, 7, 1t lc., so sind x— 1, x1 keine Primzah¬
len d. h. ans kleineren Primzahlendurch MultiplikationzusammensetzbareZahlen und es
wird z-. B.
InAiii-l 5 Vig-l- '/5 C/w)'-i- '/z (»c.-s- '/2(I-,Ar>,r 4
Diese Reihe eondergirt weit starker, als die Reihe laAnsc^ —2 (?-j-lH)'-s-:c.),
und da lnxnat 4, In^nar 6 bereits bekannt sind, so finden wir loZNllt 5 anfkürzerem Wege,
als eo durch die letztere Reihe geschehen würde. Es ist:
^ — 0,0204082

0,0004165.
0,0000085
0,0000000

—0,0204082
— 0,0000028

0,0204110.-
1,5890269
1,6094379 — >oKnst5.

loxv-r 4 ^ 1^Z862944
IvZn»t6 — 1,7917595

3,1780539
1,5890209

Aus IoANüs5 finden wir l>iLinst10 — loZnsd 5 IciAnsd 2 — 1,6094379
0.6931472-^2,3025851; lo^nsl 15—Ia^i>-c5 -l- loZn«t3 — 1,6094379 -t- 1,0986123^:
2,7080502 u. s. W.

Anmerkung. Jc größerx angenommenwird, desto convergirender wird die?ieihe:
1 / 1 V ^ 1 >6

——^ -5'/ Rechnung wird demnach immer kur¬
zer, je größer x ist z. B. für x---7, 9, ll, 13 lt. Da mm fl'lr große Primzahlendie
letztere Methode sehr bequem ist, so ist man darauf bedacht gewesen, eine Methode zu er¬
finden, welche auch für die kleinsten Primzahlen 2, 3, 5 gleiche Rechnungsvortheilegewäh¬
re, und hat zu diesem Behufe folgende Methode in Vorschlag gebracht, welche aber, wch
meiner Meinung, nicht schneller als die des H 22 und 23 zum Ziele sührt.

§ 24.
Gesetztes wäre Ic>An,t 2, 3 und 5 zu berechnen, so suche man zwei aufeinander

folgende möglichst große Zahlen, welche nur die Factoren 2, 3 und 5 enthalten.? Solch«
sind 8 und 9, 9 und 10, 15 und 16, 24 und 25, 80 nnd 81 ic. Man suche

16 25 81 ^ ^ ^
^ " 2, lciA N2t —l>, lngnst — — c, 10 ist nach § 18., wenn wir15 24 8^)

IvAN!»t2 —X, IoAnst3 —)', l»KNZl5 —- setzen:
I. 4x — ^—. 2 — » oder 4x— ? — 1

II. 2^— 3x—/ — b. — 3 x — y 2x—d,
III. — 4x— ^ — c ^»4x -s- 4)'— — c.

1. und III. gibt 8x—5? — c oder24X — I5y—3,—3c 1 f , > -^1, I ,

lind folglich 5? — 8 X — s-j-c— 55a -j- 40b 25o oder 5 — Iis -s- 8b ^ 5c
und nach l. i^-4x —7 — » — 16»-j-12l> -j-7 c.
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t 25.

EL bleibt nun noch zu zeigen, wie mau, aus den bereits berechneten natürliche»

Logarithmen, die eineS jeden andern Systems oder die künstlichen (lng. -rusiUsIe») berech¬

net. Eö sei « die Grundzahl deS natürlichen, a des künstlichen Systems,

und —— I? xder X^-Iognstp» so ist und folglich

x loggst s—n lohnst a und da nst s — 1, so rst xn lohnst « oder i> — —
IvAnsc <«

d. h. tc>Z»rt x — ^ (vergl. § 22. S. 22). Ist tt — 10, die Grundzahl des Vrigg-

schen System», so istlos^.^p — — -^7—!- — 0,4342945.
loxnsc lg 2^>02z8^>l

Es Wird demnach IoZ!>rlLZ 2 — 0,6931472. 0,4342945 — 0,3010300 5

I»ßb>iZA 3—1,0986123. 0,4342945-0,4771212 genauer 0,4771213.

io»b?iAA 5 — 1,6094379. 0,4342945 —0,6989700. u. s. w.

Anmerkung. Da 10° — 1, 10'— 10, 10» — 100, 10'— 1000 u. s. wund

10- —1, 10----0,1, 10-' —0,0t, 10-ö —0,001 u. s. w., so haben alle Zahlen > l

positive Logarithmen von o bis und alle Zahlen < 1 negative Logarithmen von

o bis — V und die Logarithmen der negativen Zahlen können daher weder positiv noch

negativ sein, und sind folglich unmöglich. Dieses gilt nicht nur fürs Brigg »che, sondern

für alle Systeme.

(Fortsetzung folgt.)



EL bleibt nrm l

Logarithmen, die eineö je

net. ES sei e die Grün!

And e^ —1', — p i'dei

x lohnst s n io^nzt a

Io»n»

d. h. iaZ»rl x -—--

schen Systems, so ist lc>

Es wird demnach

Zo- d>

1<?A dri

Anmerkung.

W- —1, lo--- —0,1,

positir? Logarithmen vor

o bis — W und die Z

negativ sein, und sind f

für alle Systeme.

!ö berechneten natürlichen

(lng. -rtificislei) berech-

vystems,

- «" nnd folglich

at« oder n

>c>Ansc «

die Grundzahl des Brigg-

D — Ij,. 0,4342945.

genauer 0,4771213.

n. s. w.

' 1000 >,. si und

haben alle Zahlen > l

Logarithmen oon

weder positiv noch

Briggsche, sondern
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