Studien zur exacten Liogik und Grammatik.

—a o —

E.\Iat’.t.e Logik, exacte Grammatik! Was ist uberhaupt exaete
Wissenschaft? Gewohnlich versteht man darunter sinfach die ange-
wandte Mathematik. Doch eine vage Definition geniigt nicht, wir miissen
tiefer in das Wesen des Begriffes eindringen. Welches sind die specifi-
gchen Merkmale, durch die sich die exacten von den nicht exacten,
rein verbalen Wissenschaften unterscheiden? Der positive Gegensatz zu
sexact®, ,verbal®, ist geeignet die Vorstellung zun erwecken, dass die
exacten Wissenschaften im Gegensatze zu den die gewihnliche Wort-
sprache anwendenden Wissenschaften wohl diejenigen sein mogen, die
sich zur Darstellung ihres Gegenstandes irgendeiner Formelsprache be-
dienen. Doch in dieser Allgemeinheit kann der Satz nicht richtig sein
Das lehrt gleich die traditionelle Logik, die sich ja auch gewisser For-
meln bedient, wie: SalP, SiP etc,, die jedoch in keiner Hinsicht den
Charakter der Exactheit an sich tragen. Ich glaube nun, den Grund fiir
diese Nicht - Exactheit der traditionellen logischen Formeln darin zu
finden, dass sie keine G leichungen sind. Die Gleichungen wiren
demnach das erste, wesentlichste Kennzeichen einer Formelsprache, die
die Bezeichnung ,exact® yerdient, und zwar, wie ich im voraus betonen
will, die Gleichungen im wahren, eigentlichen Sinne des Wortes, (nicht:
Identititen, Subsumtionen, Congruenzen u. a., worauf wir iibrigens spiter
zuriickkommen). Und in der That, die Richtigkeit dieses Satzes ist nicht
schwer einzusehen. Bedenken wir nur, dass jede Wissenschaft nicht ein
einziges Flement, (denn sonst entfiele ja die Veranlassung zum Forschen
und Vergleichen), sondern mehrere u. zw. vergleichbare KElemente zu
ihrem (egenstande haben muss. Diese sind nun entweder gleich oder
verschieden. Sind sie verschieden, so ist diese Verschiedenheit wieder
nur erfassbar und darstellbar durch — Gleichung und (durch Angabe der
Differenz, d. h.) die Zahl; denn ich muss zum Gleichen noch die Differenz
hinzufiigen, um zum zweiten Elemente zu gelangen. In beiden Fillen ist
es also dag Gleiche, welches als unmittelbar evident den forschenden
1
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und erkennenden Geist zu befriedigen vermag. (Nebenbei bemerkt, ist das
,1dentische* nicht voraussetzungsloser und einfacher als das ,Gleiche®).
Im zweiten Falle kommt dazu noch die Zahl u. zw. die Zahl im weite-
gten Sinne des Wortes: ich meine nicht nur die natiirliche Zahlenreihe,
sondern auch die complexen (oder wie ich sie nennen will: die 2-dimen-
sionalen) und — mehrdimensionalen Zahlen. Wir werden spiiter sehen, dass
sich jeder Begriff anf eine mehrdimensionale Zahl zuriickfiihren ldsst, nor
muss er ,vollkommen definiert*, d. h. nach allen benachbarten Gebieten
genau abgegrenzt sein. Die vollkommene Abgrenzung der Begriffe ist
also ein zweites Erfordernis und Kennzeichen der Exactheit. Alle an-
deren Begriffe sind fiiv exact-wissenschaftliche Behandlung ungeeignet;
denn nur so ist es moglich, dass ein Begriff durch eine lingere Abhand-
lung hindurch dieselbe Bedeutung unverdndert beibehélt. Wie ist es aber
mit den durch Worte vermittelten Begriffen bestellt? Wie fliefend und
verschwommen sind nicht ihre Grenzen? Wie viele Seiten ihres Inhaltes
lassen sie ganz unbestimmt! '

[ch erwihne beispielsweise den Begriff ,Wald“. Wie grof darf
der Abstand - der einzelnen Biume voneinander sein, damit dem ganzen
Complexe noch die Bezeichnung ,Wald* zukemme? — Doch es bedarf
keiner weitern Beispiele. Es kann niemandem, der sich nur einigermafien
mit diesem Gegenstande beschiiftigt hat, das Verhdltnis zwischen den
vagen Wortbegriffen und den von der exacten Wissenschaft geforderten
Lvollkommen definierten® Begriffen verborgen geblieben sein. Vorziiglich
illustriert hat dieses Verhiltnis Sehrider (Vorlesungen iiber die Algebra
der Logik) durch den Hinweis auf die Schwierigkeiten, auf die die mo-
derne Gesetzgebung bei der Definierung der verfilschten Lebensmittel
stoft, da sie von der Wortsprache diesbeziiglich vollkommen im Stiche
gelassen wird.

Es ist mir zwar nicht unbekannt, dass gewisse Gelehrte gerade
hierin einen Mangel der exacten Wissenschaften sehen wollen: ihre Kle-
mente seien gar nicht der Wirklichkeit. entnommen, sondern seien vom
denkenden Geiste erst geschaffen. Das ist vorschnell geurtheilt! KEin
Blick auf die grofartigen Erfolge der exacten Methode hitte sie davom
abhalten kinnen, den Samen zu tadeln, aus dem so vortreffliche Friichte
gediehen! Diese Gelehrten verwechseln offenbar das erst mit dem Ver-
stande zu erfassende (die Wirklichkeit) mit den Werkzeugen des Ver-
standes, den ,wohl definierten® Begriffen. Diese Begriffe sind zwar nicht
ein Abbild der Wirklichkeit, damit ist aber nicht gesagt, dass sie ihr
in keinem Falle entsprechen kinnten oder dass sie ihr gar widersprechen
miissten! Sie sind zwar vom menschlichen Geiste geschaffen, aber nicht
willkiirlich, sondern nach dem Dictate der Nothwendigkeit. Gerade in
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ihrer ,genauen Definierung®, ich michte sagen, ,Starrheit® und Einfach-
heit dieser Begriffe liegt ihr Vorzug. Denn man muss vom Hinfachen
zum Complicierteren fortschreiten, nicht umgekebrt; und so ist durch
Heranziehung von einer immer grifBern Anzahl von Factoren und durch
Gestaltung immer complicierterer Ausdriicke und Formeln die Moglichkeit
gegeben. der manigfaltigen Wirklichkeit nither zukommen, um sie endlich
in beliebig enge Grenzen einzuschliefen, Diese Moglichkeit geht den
verbalen Wissenschaften ab und zwar gerade so, wie es unméglich ist,
ginen sich fortwihrend veriindernden Gegenstand (die mannigfaltige,
Jebendige Wirklichkeit) an einem diesem Gegenstande zwar #hnlichen,
ebenfalls fortwihrenden, aber andern, unregelmiifigen Schwingungen und
Verinderungen unterworfenen Messstabe (die Wortbegriffe!) zu messen.
Je starrer der Messstab, desto vorziiglicher. Und wie viel der frucht-
barsten und wichtigsten Begriffe, wie viele der unentbehrlichsten Vehikel
der Wissenschaft sind erst durch die exacte Methode miglich geworden!
Ich weise nur hin auf den Begriff der ,lebendigen Kraft“, ,der Spann-
kraft“, ,der Energie® in der Physik u. a. m.

Mit den specifischen Eigenschaften der exacten Wissenschaften sind

zugleich ihr Wert und ihre Vorziige gegeben. 5Sie lassen sich kurz be-
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zeichnen als: Ubersichtlichkeit, Vollstindigkeit, Allgemeinheit. Sie ge-
wihren eine darch andere Mittel unerreichbare Sicherheit, dass man nicht
den geringsten Theil des von der Formel umfassten Gebietes ausgelassen
oder iibersehen habe, und enthalten die ihnen subsumierten Glieder nicht
unvermittelt, in einem ungeordneten Aggregate, sondern in einer un-
unterbrochenen, geordneten Reihe mit allmédhlichem f_"'luﬁr'g'.m_ge des einen
Gebildes in das andere. Man denke beispielsweise an die geometrischen
Gebilde und ihren analytischen Ausdruck. oder an die groBartigen Re-
sultate der Geometrie des unendlichen und endlichen Raumes, wo die
Formeln der einen in die Formeln der andern einfach durch Umwandlung
giner Constanten k in ki iibergehen und die gewohnliche (euclidische)
Geometrie nur als Ubergangsfall der beiden Geometrien betrachtet werden
muss, indem der Ubergang der Constanten ;- in ;j.' durch Null geschieht!

Auch die Allgemeinheit haben wir einen Vorzug der exacten Wissen-
schaften genannt, genauer: die Moglichkeit des Fortschreitens von weni-
ger allgemeinen zu allgemeinern Ausdriicken.

Je allgemeiner eine Formel, desto grifer ihr Wert. Denn je all-
gemeiner, ein um so grifleres Gebiet umspannt sie. Die allgemeinen
Formeln enthalten aber in einer ganz andern Weise die speciellen Fille,
wie die allgemeinen Sitze der Wortsprache. Dort braucht man nur
Zahlen, die primitivsten, einfachsten, zuginglichsten Begriffe, einzusetzen,
um die Einzelfille in der griften Ordnung und Vollstindigkeit, (da auber-
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halb der Reihe — o= bis -+ @ nichts existiert) zu erhalten. Hier aber
gelangt man zu den Einzelfillen durch Substituierung gewisser Merkmale,
die selbst wieder erst einer genauern Bestimmung (durch Zuriickfihrung
auf die Zahl) bediirfen.

Angesichts dieser Thatsachen kann man sich nicht der Uberzengung
verschliefen, dass nur exacte Methode zum wahren, sichern Wissen fiihre.
Dass bisher die Mathematik fast nur auf Raumverhiltnisse und Ver-
wandtes angewendet worden ist, der Grund dafiir ist nicht in der Un-
moglichkeit ihrer Anwendung auf andere Gebiete (ich meine speciell:
Logik, Grammatik, Psychologie) zu suchen, sondern in der Compliciert-
heit der Probleme dieser letztern Wissenschaften. So leicht allerdings
ist die Sache nicht, aber moglich und erreichbar. Und dabei kann man
immer sicher sein, dass der geringste Schritt nach vorwirts auf dem
kleinsten Gebiete der exacten Wissenschaft unter allen Umstédnden etwas,
wiihrend oft die umfangreichsten Binde einer ,Wissenschaft® nichtexacter
Methode mit ihren nicht selten unfruchtbaren Variationen zweck- und
planlos anfgestellter Begriffe nicht nur nichts bedeuten, sondern geradezu
gin Hemmnis fiir den Fortschritt bilden konnen.

Auf den besprochenen Principien der exacten Methode fuflend will
ich nun im nachstehenden zunichst die logischen Probleme, speciell die
Syllogistik, analytisch zu behamdeln und sodann, soweit es der knappe
Raum zulisst, die Elemente einer exacten Grawmatik darzustellen ver-

suchen.

A. Exacte Logik: Analytik der Euler’schen Diagramme.
Disjunctionen-, Complexionen- und Strecken - Algorithmus.
Die allgemeine Formel der Syllogismen.

Die von Leonhard HEuler zuerst in seinen ,Briefen an eine deut-
sche Prinzessin® angewandten Diagramme sind vollkommen geeignet die
logischen Verhiltnisse zu versinnlichen. Es wird hier unsere Aufgabe
nur sein, diese Diagramme ihnlich wie die geometrischen Figuren in
der Analytik, in Formeln, jedoch nicht von der Art wie SaP, SiF,
SeP. SoP. sondern in solche Formeln zu fassen, die exacte mathematische
Operationen zulassen d. h. in Gleichungen. Von allen bisher bekannten
mathematischen Methoden konnten sich nur die von Sir W. Hamilton
erfundenen Quaternionen dazu eignen, die logischen Verhiiltnisse in For-
meln zn fassen; denn durch sie lassen sich nicht nur Linien in der
Ebene und Linien sowie Flichen im Raume, sondern auch begrenzte
Flichen in der Ebene, sowie Kugeln und andere Korper im Raume dar-
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gtellen. Teh habe eine Zeitlang auch an eine unabhiéingig variable Grife
zwischen — 1 und - 1 gedacht, etwa & was ja gestattet sein muss, da
man durch eine passende Function, etwa sin oder cos, immer die Strecke
yon — o bis -+ o in ein engeres Gebiet, (bei sin zwischen — 1 und
-+ 1) verengen kann. Dann liefe sich der Umfang oder besser gesagt:
das Gebiet des Begriffes x darstellen durch die Kreisfliche: x = a |- r
(Fig. 1.) Die logische Operation der Negierung wiirde dann leicht fol-
gendermaBen ausgedriickt werden: Nicht-x =x;, = a1 l also durch
dieselbe Gleichung mit Ersetzung der unabhiingig Variablen durch ihren
reciproken Wert, Doch hat diese Methode den Fehler, dass ihre Formeln
mehr enthalten, als sie ausdriicken sollen, z. B. die Grifie a, und sich
infolge dessen bei FErweiterungen und Verallgemeinerungen derselben
duberst compliciert gestalten miissten.

Nach reiflicher Erwigung aller Umstéinde, (unter anderm auch der
iinfern Form der Formeln, was sehr wichtig ist!) und bei tieferm Kin-
dringen in das Wesen der Sache erschien mir das folgende Verfahren
am zweckmiiBigsten,

Das zweien Gebieten a und b gemeinsame Gebiet ab (Fig. 2.) fasse
ich als Function einer Funetion auf u. zw.: als das Gebiet (Symbol: )
einer Complexion (Bezeichnungsweise: a .b, — Punkt an der Linie!).
Die vollstiindige Form dieses Ausdruckes ist also: G (a . b); nur in den
Fillen, wo eine Verwechslung mit der Multiplication nicht zu befiirchten
ist, kann man schreiben: G.ab oder noch einfacher: ab. . . . (1)

Ich bezeichne weiters ein Glied oder einen Punkt aus der sich un-
unterbrochen yvon ¢ bis d erstreckenden Reilie, wenn allgemein x’ > x (2)

R T S M ot (SRR R e L e R S SRR S
folgendermafen :

LR e e S e e e T ol Rl (4)
lies: Erstreckung oder Limitation von inclusive ¢ big inclusive d.

2.) ¢ <>d .. . Erstreckung von exclusive ¢ bis inclusive d.

S e R 1 yon inclusive ¢ bis exclusive d.

AN sk ,, yon exclusive ¢ bis exclusive d.
Ferner mag, wemnn ¢ <d <e <f u 8 W, die kleinste dieser Groben
durch min (¢, d, e, f) = ¢, oder einfacher durch (e, d, e, f) = ¢ (5)

und die grofte durch max (e, d, e, f) oder einfach durch [c, d, e, f] = f (6)
wiedergegeben werden. Dann kinnen wir statt der traditionellen For-
meln, (wenn 8 = a, P = b):

1) SaP = alle S sind P (Fig. 2.) schreiben: ab =a; . . (7)
lies: (ebiet ab = Geb. a, und umgekehrt statt: P a S = alle P sind S
R T e A R S s e e R R s e |
lies: Giebist ab = Geb. b,
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9) SeP = kein 8 ist P. (Fig. 4): ab=0 . . . . . . (9
lies: Gebiet ab = Null u. s. f.

3.) SiP = einige S sind P (Fig. 5.): ab= 0" <> (a, b) . (10)

4.) S o P = einige S sind nicht P (Fig. 5): ab =0 <> (a,b), (11
und umgekehrt Po S = eiEi"?g':a‘T sind nicht 8 (Flig. 5): ab =0 <>
nbijh—u(l_}\

Mann kénnte nun fragen, wozu diese Anderungen! Die Folge wird
lehren, dass erst durch Aufstellung dieser Foimeln, die wir logische
Grundgleichungen nennen wollen, die Mglichkeit einer Rechnung
mit logischen Grifen gegeben ist. Denn nur durch Gleichungen
verbundene GriBen lassen Substitutionen und allerhand Operationen und,
wie wir spiiter sehen werden, auch Zuriickfilhrung auf besondere Zahlen
zu. Unsere vornehmste Aufgabe soll aber in erster Linie die Auffindung
der allgemeinen Formel des Syllogismus bilden. Doch bevor wir zu die-
sem Probleme schreiten, sind einige einleitende und elementare Bemer-
kungen und grundsiitzliche Theoreme iiber das Rechnen mit logischen
Grofen vorauszuschicken.

Das ganze Gebiet der Begriffe, also das Gebiet fiir den Begriff
,alles“, ,alle Dinge“, versinnlicht durch eine unbegrenzte (unendliche
oder endliche*) Ebene (im weitesten Sinne des Wortes) driicke ich aus
durch »; das Gebiet des Begriffes A durch a. Dann ist die Quantitit
des Nicht-A jedenfalls (3 — a); wir ktnnen daher kurz durch (3 — a)
i L) e s e e e e e g e e T (18)
das Gebiet des Begriffes Nicht- A ausdriicken. % setzt sich demnach
zusammen aus a und a;; also 1 = a - a; e (14)
Ein dritter Summand ist ausgeschlossen. Eine directe Folge davon ist,
ARSI e pem A R e S s R o T (15)
d. h. Nicht-Nicht-A = A oder: zwei Negationen heben sich auf. Durch
zwei Begriffe a und b kann das All-Gebiet zerfallen in: b = ab - a;b
- ab; + a;b;, (Flig. 5.) . TR I e e G (16)
von denen einige Glieder auch fehlen konnen. Die hochste Zahl, in
welche & durch n Begriffe zerfillt werden kann, ist also 2=

Das Gebiet der Summe zweier Begriffe und seine Grenzbestimmungen.
Lassen wir zwei verschieden grofe Begriffsgebiete a und b nach und nach
verschiedene Lagen einnehmen, dann ist sofort klar, dass das kleinste
Gebiet von beiden dann eingeschlossen wird, wenn das kleinere Begriffs-
gebiet ganz im groBern enthalten, das grioBte Gebiet jedoch dann ein-
genommen wird, wenn sich beide Begriffe ausschliefen. Das einemal ist
G (2 + b) = [Ga, Gb] das anderemal G (a -+ b) = (Ga - Gb) oder,

L)

*# Vgl. Elemente der abeoluten Geometrie von Dr. J. Frigschauf, pag. 105, ff,
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wenn wir das Gebiet Ga einfach durch a, sowie wir Gab durch ab be-
zeichnet haben, und G (2 -+ b) immer durch {a -} b} ausdriicken:

fal bl = (A= (as-h). e i atsuas s e e ()

Die Grife {a b! lisst sich noch anders ausdriicken. Beachten
wir, dass im allgemeinsten Falle, wo sich die Begriffe kreuzen, in Ga
- Gb das gemeinsame Gebiet ab zweimal vorkommt, d.i. Ga~Gb
— @Gab, +2Gab-+ Ga;b, sofindet man allgemein: G (a + b) =
Gat+Gb—Gab oder: {a b} =a-t+b—ab . . . . (18)

Die Richtigkeit der Formel wird man einsehen, wenn man bedenkt,
dass im Falle des Minimums (Fig. 2. oder 5.) a b = (a, b), demnach
{a +b} —a--b—(ab) =[a, b]; denn es ist klar, dass, wenn ich
von einer Summe a -+ b den kleinern Summanden: (a, b) subtrahiere,
der giifere: [a, b] zuriickbleibt. Im Falle des Maximums (Fig. 4.) ist
ab=0, also {a--b} =a--b—ab=a-b; demnach unter allen
Umstéinden: {a - b} = [a, b] <> (a - b).

Das Gehiet der Complexionen (entsprechend der Multiplication in
der Arithmetik). Bei drei Begriffen ist das Maximum der Felder, in die
5 zerfillt, = 23 = 8 u. zw. 1 = abe -+ a;be -+ abje -+ abe; - abyer -+
abe; -+ arbee - aybyey, g 6) . . . . o0 o0 . e (19)
w. 4. bei vier und mehr Elementen, Es wird nun schon zur Geniige
klar sein, dass man sich unter einer Complexion logischer Grifen we-
sentlich dasselbe vorzustellen hat wie in der Combinationslehre, (deren
Verwandschaft mit der Multiplication bekannt ist). Ich bezeichne und
benenne die einzelnen Complexionen folgendermafen: ab oder ab . ..
2-namige Complexion (oder Complexion 2t* Ordnung), abe... 3-namige
Complexion (oder Complexion 3t Ordnung) u. s. w. Demnach ist eine
Complexion 1ter Ordnung ein einzelner Name z. B, a. Und wie Ga =8,
ebenso G ab = ab; daraus G (a.b) = Ga.Gb. =ab. . . . . (20)
Nicht 8o bei der Addition, da ,Summe der Gebiete“ verschieden ist von
,Gebiet der Summe®, denn G (a -; b) ist verschieden von (Ga - Gb).

Grenzhestimmungen einer 2-namigen Complexion. Wie fiir die Summe,
so sind zunéiehst nun anch fiir die Complexion (entsprechend dem Product
in der Arithmetik) die dubersten Grenzen (die man als die ,untere“ und
die ,obere“ oder ,erste* und ,zweite* oder sonstwie benennen kann) zu
bestimmen, Die iiubersten Fiille sind auch hier dieselben wie bei der
Addition: 1.) Die Kreise schliefen sich aus; das gemeinsame Gebiet ab

0; 2.) die Kreise schlieBen sich ein; das gemeinsame Gebiet ist gleich
dem kleinern der beiden Gebiete, also ab = (a, b). Doch ist der erstere
Ansatz nicht so ohneweiters allgemein giltig, Es kann niimlich der Fall
eintreten, dass bei endlichem 1, die Summe der Begriffe a + b > 3 dann
ist offenbar die untere Grenze der Complexion nicht mehr = 0, sondern
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pine positive Grbfe u, zw. der Uberschuss der Summe {ther das All-
Gebiet, also = a - b — %, Andererseits hat aber ein negatives Gebiet
ab keinen Sinn; denn eg ist, gobald sich die Kreise ausschliefen, in
jedem Falle ohne Riicksicht auf ihre Lage ab — 0. Die untere Grenze
von ab ist deshalb = [0,a -+ b | und demnach allgemein:
Y SR e R (e S W S e e ) )
Iech komme nun auf die Formel {a 4 b} = [a, b] <> (a -} b) zu-
riick. Es zeigt sich jetzt, dass diese Formel nur fiir den Fall giltig ist,
dass % = oo oder a -+ b = 1. Teh will diese Formel erst jetzt richtig-
stellen, um zu zeigen, wie in den exacten Wissenschaften alle Formeln
im vollkommenen Binklange miteinander stehen miissen, und jede voll-
kommenere Formel mit Nothwendigkeit daranf fithrt, die weniger voll-
kommenen (in dem Sinne, dass man in ihnen einige seltene Umstiinde
und Einzelfiille unberiicksichtigt gelassen hat) zu rectificieren und schir-
fer zu fassen. Beriicksichtizt man nun auch den Fall, dass zwar {a - b}

nur = 3, aber (a -~ b) auch > 5 sein kann, so ist dann die obere
Grenze von {a -~ b} nicht mehr (a -~ b), sondern (5, a - b) und dem-
nach die rectificierte, absolut giltige Formel von G (a 4 b):

a1+ bl=[ab<>@@at+b). . . . Sabn SR R 1)

in Worten, wenn wir [a, b] das unbestimmte Maximum der HKlemente a
und b, und (a, b) das unbestimmte Minimum der Elemente a und b
nennen: Das Gebiet der Summe zweier Elemente ist gleich einer Er-
streckung (Limitation) von (incl) dem unbestimmten Max. der Elemente
a und b bis (incl) zum unbestimmten Min. der Elemente % und der
Summe (a - b).

Man findet die Formel anch aus der Substitution von (21) in die
Formel (18). Wir erhalten: {a +b} =a-+b—ab=a-b—[0,2a
+b—13<>(@b)=(@}Fb—[0,a-+b—m1])<>(@-+Db—(aDb))
Denn es geht ans dem Begriffa der ,Erstreckung® hervor, dass — worauf
wir spiter zuriickkommen werden — eine Erstreckung zu einer Gribe
addiert oder subtrahiert wird, indem man jede Grenze derselben zu der
GroBe addiert oder subtrahiert. Die erstere Grenze ist nun = (5, & | b);
denn ist in [0, a + b — %] Null das grifere Element, dann bleibf nach
der Subtraction a 4 b — 0 = a -~ b als das kleinere zuriick, ist aber

a-+b — 1 das griBere Element, dann ist a+b—(a4+b— %) =15
das kleinere. Die zweite Grenze ist (a + b — (a, b)) = [a, b] aus dem-
selben Grunde; also {a - b} = (3,8 -} b) <> [a, b] =[a, b] <> (1, a-}- b),
wie oben.

Noch in einer andern Hinsicht kann man den Ausdriicken {a -} b}
und a . b eine allgemeinere Gestalt verleihen. Es kann ndmlich die Be-
dingung dazutreten, dass das Gebiet {a - b} eine [bestimmte Grife p




nicht iiberschreite und ebenso nicht kleiner werde als q. Dann ist zu
setzen: ab=[0,a+b —p|<>(af+-b—q . . . . . . (23)
und {a -} b} = [a, b] <> (p, a- 11) s s Ll S S R S e ()

Wir werden die Bedeutlmg dieser Formeln bei ihrer Anwendung
anf einige ;

FEinzelfille kennen lernen. Dabei muss besonders auf den Um-
stand als eventuelle Quelle grober Fehler aufmerksam gemacht werden,
dass p nicht grober genommen werden darf als die hiochste erreichbare
Grenze des Gebietes {a |- b}. Diese oberste Grenze ist bei verschiedenen
Elementen (bei unbestimmt gelassener Quantitit und Lage) natiirlich p = .
Daher die Formel (22). Anders ist es im nachstehenden besondern Falle:

TR ah o bel=rh o S s SR o I 2 5)
Dies folgt aus der Betrachtung des Diagrammes (l‘ ig. 0.) sowle aus dem
Begriffe des Symbols G; denn sowohl ab als auch be ist in b einge-
schlossen und es kann das Gebiet eines Begriffes nicht grofer sein als
der Begriff; deshalb haben wir auch Ga = a gesetzt. Daraus ist ohne-
weiters klar, dass das Gebiet einer Summe von Complexionen nicht grofer
sein kann, als das Gebiet des griobten gemeinsamen Gliedes (Mafes) der
Summanden. Wir wollen der Deutlickeit halber eine diesbeziigliche Auf-
gabe losen:

{abed + be -} abe - bee} =be . . . . S P )
. 8, W. Auch nut dleaem Satze steht die anwl (24) im Einklange;
denn wir haben, fiir ,a% ,ab* und fiir ,b* ,be* gesetzt, und mit Riick-
gicht auf p = b: {ab -+ be} = [ab, be] <> r\'u\ ab-+be) . . . (27)
denn sowohl [ab, be] als aunch (b, ab < be) = b.

Indem wir zu den Complexionen iitergeben und in der Forme] (23)
an die Stelle der Complexionen erster Ordnung solche zweiter Ordnung
setzen, erhalten wir: ab . be = [0, ab 4 be — b] <> (ab - be — q), und
fiir q, wie in diesem Falle, = [ab, be]:
ab, be = [0, ab 4 be —b] <> (ab,be) . . .« .+ . . . . . (28)

2y abed oy Edhe=ab=Ea =D . . L w29

abed . sadl =ad =, du s w
Defin nach unserer Annahme (1) wird ab sowohl von a als auch von b
eingeschlossen. Allgemein in Worten: Eine Complexion n** Ordnung ist =
als jede beliebige Complexion einer niederern Ordnung derselben Elemente,
Andererseits ist {abed 4 abc} = abe, {abe 4 ab} = ab, {ab--a} = a (30)
i, 8. f d. h. das Gebiet mehrerer Complexionen verschiedener Ordnungen
und derselben*) Elemente kann nicht kleiner sein als der Summand, der
in allen andern Summanden als gemeinsames Maf enthalten ist, Dies

m ”f‘

*) Sind die Complexionen aus verschiedenen Hlemesnten susammengesetzt, dann gilt alg
Remeinsgamer Masz; ‘h, wie weiter nuten aus (34) heryorgeht,
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geht nicht nur aus dem Diagramme, sondern auch aus der Formel (24)

hervor, wenn wir schreiben (wobei natiivlich p a): lab - aj [ab,
a] <> (a,abJ-a)=a<>a a w s f

3.) Aus der Annahme ab = [0, 8 |+ b — ] <> (a, b) folgt noth
wendig die Annahme a =0 <=5, und b=0<>13. . . . . (31)
denn ist ab — a, also a = b, dann folgt aus der Umkehrung der obigen
Gleichung: a entweder 0 oder a=a-+b—1m5 dh b=mn Ist

dagegen ab = b, also b = a, dann ist b entweder 0 oder b = a b — 5,
d. h. a = 1. HEssind also negative Gebiete aus unserm Rechnungssystem
ansgeschlossen, die obere Grenze ergibt sich aus dem Begriffe des .

4) Nun'ist auch a;a=a® =a . . . « « .+ « « . (82)
leicht zu beweisen. Nach (23) und (28) ist a . a [0, a -+ a—a] <>
(a, a) = a < a — a, also allgemein a(™, h®, ¢® = ake, Ebenso leicht
ergibt sich aws a,b=[0,a4+b—p]|<>(a,b)=[0,b4a—p| <>
i R s et La s s e A T S S NS S (a5 )

B.) ma—a . o : A acah e Sl )

Beweis : a muss jedenfalls von 5 eingeschlossen sein; denn es geht aus
dem Begriffe des ® heryor, dass kein Gebiet grifer sein kann als %;
also Gx = 5. Ich mache besonders darauf aufmerksam, dass sich daraus
natiirlich auch ergibt G(a +b) =% . . . . . . . . .
nicht aber (G a -+ G b) = 5. Ist aber von zwei beliebigen Grofen e, d
die eine z. B. ¢ = d und d von ¢ eingeschlossen, dann ist nach (7) und
(8) ed = dem Kkleinern Elemente d; also ist in unserm Falle na = a,
Ubrigens muss sich der Satz auch aus der allgemeinen Formel (21) sofort
ergeben, indem wir setzen: 1 a = [0,5 4 a — 5] <> (b,a) =a <> a
— g. daher auch 5.0 = 0.

fapy
L O}
\

6.) a.a; = o, (das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten) . (36)
Der Beweis flieft aus der Definition des Begriffes Nicht-a . Wir haben
nun Mittel genug, diesen Begriff mit der grofiten Akribie zu definieren, Die
Definition lautet: a -} a; = { a -+ a;} = 5} d. h., die Summe von a und
Nicht-a kann nicht groBer und nicht kleiner sein als », und ist = dem
Gebiete der Summe beider = {a - a;}, Daher sind in der Formel (28)
sowohl p als auch g = % zu setzen. Man bekommt daraus: aa; = [0,
B+ a; —5 <>(a-4a —5) =0, Aber auch aus der Formel (18)
ergibt sich, da (a -+ a;) = {a + a;}, aa; = {a + a;} — (a 4 a;) = 0.
Daher & . 5 = 0. Es ist also »; nicht = Nicht-alles, was soviel be-
deuten wiirde wie ,einiges, sondern = ,Nicht-Gebiet aller Dinge. Bei
andern von einander unabhingigen Begriffen wie: a, b, ist natiirlich
g = [a, b]; dann geht (a -+ b — q) ilver in (a, b) und die Formel (23)
inabme [O,a=D—Dpl<(@D) v s o 0 0+ v w0 o £30)
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7.) Es muss natiirlich gestattet sein, eine Complexion auch nur anzu-
zeigen. Deshalb kann man schreiben fir a.b4-a.¢c—a. (b - ¢) (38)
Fiir ¢ = b, ist dann a (b - b;) = a 5 = a . Demnach bleibt eine Grofe
a unverindert, wenn man mit ihr nacheinander x und x; verbindet und

die Ausdriicke addiert; also a=ax-+tax; . . . . . . . . (39)
(Princip der Elimination). Ebenso {ab - ac} = a {b - ¢}; denn nach
(18) und (32) ist {ab - ac} = ab - ac — B.hf' = a (1 -+ ¢ —he) = a
{b + ¢}. Daraus folgt a;b = (» — a) b = b — - b — ab und
1T TGS T T Y (R I L e S G L

ab; — (5 — 8).(5 — b) — 5.1 — 58 — Tb - (— 8). (— b) =

5 — (& -+ b) -+ (—a).(— b). Andrerseits a;b; = 5 — {a — b}
(Fig. 5.). Nach (18) weiter = % — (a - b) - ab. Also ist
(—a).(—b)=ab . . . SR L )
s bleibt also das Resultat uuwmndmt Wenn man (1a=- Multiplications-
und Complexionszeichen vor und nach der Operation miteinander vertauscht.

8.) Die Negation der Complexion. Die Bedutung des Nicht-ab oder
(ab); folgt aus der Gleichung: » = ab -} a;b -|- aby 4 a;b;. Man findet
daraus fiir ,Nicht-ab“ oder (—ab) sofort: (» — ab) = a;b - ab;
) | RS e o e e (i)
d. h,: Ist der Fu!l daw a 1111:1 h /11”11—'!(]! gelten, Hll‘«“’B‘«(il]OHSEH dann
gilt entweder b und Nicht-a oder a und Nicht-b oder Nicht-a und Nicht-b.
Aus derselben Gleichung folgt fiir a;b = 0; ®» = ab 4 ab; + a;b; =
ab + (a + a;) by = ab | b, ; daraus » — by = b = ab. Also sind die
Ausdriicke a;b = 0 und ab = b identisch. Ebenso ist leicht zu beweisen,
dass ab; — 0 identisch ist mit ab = a.

Dies war nothwendig vorauszuschicken theils, um die Kigenartig-
keit der ganz meuen Rechnungsweise zu zeigen, theils als Vorbedingung
der Syllogistik, zu der wir pun schreiten wollen.

Syllogismus, Nach der Umformung der traditionellen Formeln:
1) SaP, 2) SeP, 3)SiP, 4) SoP (wemn S=a, P =), in die
logischen Grundgleichungen: 1.) ab —a, 2.) ab =0, 3.) ab =0 <>
(a, b), 4) ab — 0 <> (a, b), wobei zu beachten ist, dass nach (29)in 1.)
das GroBenyerhiltnis a = b mit enthalten ist, wird man leicht einsehen,
dass nach Analogie der algebraischen Gleichungen das Problem des Syllo-
gismus einfach auf der Elimination des 2 Gleichungen ab = x und be = y
gemeinsamen Elementes (des Mittelbegriffes) b aus der Complexion x. y
beruht. Schreiben wir nun ganz allgemein die beiden Primissen: ab — x,
be = y; so ist ac = z der Schlusssatz, und es erscheint bei unserer
Rechnungsweise die Eintheilung der Schliisse nach den verschiedenen
Schlussfiguren als ganz iiberfliissig. Schon darin zeigt sich deutlich die
Inferioritit der verbalen gegeniiber der exacten Logik. Wir haben auBer-
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dem die Mittel, dieses Problem ganz allgemein, durch eine einzige,
allgemeine Formel zu ldsen.

Beweisfiihrung. Aus dem Diagramme (Fig. 6.) ersieht man, dass
ac in die beiden Gebiete abe - abye zerfillt. Nach (28) und (32) ist
abe = ab.be = [0, ab | be — b] <> (ab, bc), und abjc = ab;.bec =
[0, ab; -+ bje — by] <> (aby, be). Nunist by = 5 — b, daher nach (40)
ab, — a — ah, ebenso b;¢c = ¢ — be; und wir erhalten die allgemeine
Formel des Syllogismus: ac — ab.be - (a — ab). (¢ — be), d. i

i xy <L (AEX). (C.—F) o e e sl sl e e e el (43)
oder: ac = [0, ab - be — b] <= (ab, be) |- [0, a4 b ¢ — ab — be — 5]
<> (a—abe—he) di:z=[0, x+y— b <> (x,y)+ 1[0, a-+b
e X § =B S (A= X e = F) e e e (44)

Fiir den gewohnlichen Fall, dass 5 = o und &, b, ¢ endliche Gro-

Ben sind, vereinfacht sich die Formel zu: z = [0, x 4+ y — b] <= (%, ¥)
+0<>(@a—x¢—Y) IatEReall T e (45)

Um die Brauchbarkeit und den Nutzen dieser Formel zu erproben,
werden wir die einzelnen in der traditionellen Logik als giltig hezeich-
neten Schliisse einzeln durchgehen und werden dabei sehen, wie oft wir
die Resultate der traditionellen Logik richtigzustellen haben und welche
neuen Perspectiven sich uns dabei erdffnen werden. Es soll in allen fol-
genden Beispielen P — a, M = b, 8 = ¢, ab = x, be = y, ac = Z sein.
Dann ist:

1.) (Schluss Barbara) M aP...ab =x =D, wobel zu beachten
ist, dass nach (29) daraus folgt: b =a; SaM...bec =y = ¢, woraus
ebenfalls folgt ¢ = b. Schlusssatz: ac =z = [0,b 4 ¢ — b] <> (b, ¢}
+[0,a4+b+ec—b—c—13]<>(a —Dbe—c)= [0, ¢] <= (b, ¢)
+ [0,a —13) < (a—b0) =c<>c + 0<>0=c. d: i N ak
Beachte, dass [0, a — 3] in jedem Falle = 0, ob a =5 — grifier kanm
es nicht sein nach (31) — oder a < 5. Ebenso folgt aus den Priimissen :
a—b=0und ¢c =b.

2.) (Celarent). MeP...ab =x=0,

SaM...bc=y=c Nach (29): c=D.
Schlusssatz: ac =z = [0,e — b] <> (0,¢) 4 [0,a+b+4¢c— 0—c— 5]
<>(@a—0,c—c)=0<>0+4[0, a4 b — 5] <> (8, 0) =0<>0
+0<>0=0, d.i. SeP. Zu beachten ist, dass in jedem Falle
[0,a-Fb—m5]=0, denn nach (18) ist a - b = {a + b} +ab = {a +-b};
also nach (35): {a + b} — 5 = 0.
3.) (Cesare). PeM...ab =0
SaM...bec=c, also mit Celarent identisch.
4.) (Camestres). P a M ...ab= a;j daher a =b.
SeM...be=0.
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Schlusssatz: ac = [0, & — b] <> (a,0) +[0,a+b 4 ¢c —a — 5] <>
(0,¢) =0<>0-+[0,b+¢c— 1] <= 0=0, ﬂ i, SeP. Es ist wieder
zu beachten, dass b ¢ = (b4 ¢} +be= {b—4c}; alsob+c—15=0.

Bevor wir in der Besprechung der sppciellen Fiille fortfahren, ist
es angezeigt, den Disjunctionen- und Limitationen - Algorithmus sowie
den Strecken-Calcul einzuschalten. Ich nenne ndmlich den Ausdruck:
a. b, e d... (durch Beistriche getrennte Grifen ohne Klammern) oder
{a, b, c..) in Ermanglung einer bessern Bezeichuung eine Disjunction.
(a, b, ¢, d...) bedeutet dann das Minimum; und [a, b, ¢, d .. .] das Maxi-
mum einer Disjunction. Weiters mige, wie schon oben, p <= q eine Limi-
tation (oder Erstreckung) genannt werden. Sie enthillt zwei Grenzen,
die wir die .untere® und die ,obere* oder besser einfach die ,erste®
und die ,zweite* nennen wollen. Dabei ist jedoch ausdriicklich hervor-
zuheben, dass eine Limitation nicht die ganze Streeke, sondern nur einen
beliebigen Punkt dieser Strecke bezeichnet. Dieser Caleul ist es, durch
den sich meine Darstellung der exacten Logik von allen andern dhnlichen
Versuchen, soweit sie mir bekannt sind, wesentlich unterscheidet, eine
ganz eigenartige Rechnungsart, die auch auf andere Gebiete angewendet
werden konnte. Im nachstehenden stelle ich kurz die wichtigsten Prin-
cipien dieses Algorithmus zusammen, die der Leser selbst wird in Worte
fasgen kinnen :

'|1

Maxima und Minima von Disjunctionen. 1.) (a.b) ¢ = (a -} e, b} c).
Daher: (a,b) — (a+b)=(—a, —Db); (a,b) —a=(0,b—a) u.s w.
Tbengo: [ayb)FEe=[aF e brch . . . . et - (46)

2)¢c— (a,b) =[c—a c— D] und ¢ — [a b] = (¢ —a, ¢ — b).

Daher a + b — (a, b) = [a,b] und a b — [a, b] =(a, b) . . (47)
Bei drei Elementen erhalten wir dementsprechend: 3 -} 4 4 5 — (3, 4)
— (3,5) — (4, 5) + (3, 4 B) = [3, 4, & ': und umgekehrt: 3 -4 + 5 —
[3, 4] — [3, 5] — [4, B] 1 [3, 4, 5] = (3, 4, 5). Ebenso ist bei vier Ele-
menten lelcht- AN he.v.msem dass: a+b+c-+d— (a,b) — (a,¢c) —
(a,d) — (b, ¢) — (b, d) — (e, d) + (:1. b,e) + (a, b,d) |+ (a, e d) 4
(b, ¢, d) — (a, b, ¢, d) = [a, b, ¢, d] und umgekehrt; also allgemein bei
n Elementen: a,, ag, 23, . . . &y, wenn wir die Summe der Minima aller
Combinationen von Disjunctionen rte* Ordnung durch 2 D* (a, a;, . . . a5]
und die Maxima dementsprechend durch 2 DT [ay, ay, . . . ] ausdriicken :

3(D1—D24-D8 - ... (—1)2—1D") (ay, 8, 8y, ... an) = [ay, 8g, 85, . .. &n)
und umgekehrt: 2 (D1 — D2 D3 — .., (1) *—1 D) [&, a5, .. 8] =
(8, 82, .. 8pn) . SR R e e A TR e SN e L R (L )

3.) (a, }—]—(c, d)=(-+c¢b+c¢a-+td b+ d) und [a b] 4+
[e,d] =[a ¢, b+ ¢ a-d b+ d]
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4) (a,b) — [e,d]=(a — ¢, b —¢c,a— d, b — d). Ebenso
[a, b] — (L‘,[])Z[H.——C b=—e¢a—db—d]. .. . s 3+ & 5 (49)
5) Fir p=0, (8, b) Xp= (a Xp,bXp), und [a, b] X p =
[a X p, b Xpl Fir q =0, (a,b)Xq=1[axXqbX qf. und [a, b] X

gl (A G R R e e (10!
6.) ((2, 3), B) = (2, b) = I Thmu% ((a b} l') — ('L b, ¢) und
(L NS (23 =2} [[#, D], ¢] = [ Db, ¢].
((3, r_:).i-: =8,/ 2] =2 I e (51)
7.) [(2, 3), 6] = [2, B] = b; | ILuuu% |rn b;, (‘1 = [a, b, ¢]*); zu le-
[(2, 5), 8] = [2, 3] = 3, | sen: eines von den 2 groSten Elemen-
[(8,:5), 2] = [8,2] = 8. ! ten, oder = (a, b, ¢)! = das kleinste

ausgeschlossen.

([2, 8], 5) = (3, 5) = 8 | Daraus: ([a, b], ¢) = (a, b, ), d. h.
([2, 5], 3) = (5, 3) = 3 eines von den 2 kleinsten Elementen,
([3, 5], 2) = (5, ’) 2 l oder = [a, b, r'f‘ — das gribte aus-
genommen. U.s. f. . . : : : e SRR

L|m|tatlonen tE-strackungeil) und Strecken I) a<>hbFe=
(@afc)<>(Fec)ud cFa<>b=(c -u) > (¢ 7} b).
Daher: a —5_- b—a<>b=b<a=a< s TR
2)"1*:""'0|(‘"’.‘-‘>d,-(z|-(‘ = Li)*' (b }c«"*d_]--—((a}c}
<> (aF d)) <= ((b 4 ¢) <= (b 1 d] e L CAt nhe (o)

und umge ktlnt. Daher a <>b —a <> b im dl]g?rnemen d. h. wenn es
identisch istmit G, a<>b — G, a < b. nicht = 0, sondern = ((a — a)
<= b) < ((b — d) >b) = (0 <> .'L — b)) <= (b — a) <=0) =
(r — h) ’,' 0 <Z Lh — a) = (a—b)<>(b—a). Dagegen G; a<>Db
— (G, a<>=b .11!&111111gs === ORI R E RN, G o ),
Daher: 2 <=5 -+ 20 <> 30 = 22 <> 8b. M Al ]\.mn ltliu!gedP‘i‘icll auch
gchreiben: a <> b +ec<>d=(a + ¢, b4¢ afd bt d<
[a+cb4catd b d ,...........(58)
Fir &= b vereinfacht sich die Formel zu:
(a+catd=[b+tebld, . . va a o o0 o W (B7)

und tritt d azu noch die Bedingung ¢ = d, so erhalten wir: a <> b -
¢ <>d=(a+b) <= (c-+d). Nun ist bei der entwickelten Form
zweier Complexionen a.b = [0,a-+b —3] <> (a, b)und ¢.d = [0, ¢
d — 3] <= (c,d) immer [0,a + b — 3] = (a, b) und entsprechend bei
c.d. Denn ist a =D, so gilt entweder a = 0, oder a -+ b — 5 = a
d. h. b == 5, wie natiirlich, da ein Gebiet a oder b nicht negativ und
nicht gréfer als 1 sein kann; also a = 0 <> &.

[0,a+Db—3<>(ab)+[0.c4d— 1.J <> (e, d) ist demnach =
0,8 +b—35]+[0,c+d—15) <> (ab)+(cd)=1[0c+|d—
8--b—m5at+btctd—25<>(@a+4cbtcatd b4 d).




3) (@a<>b)Xe=@Xe)<>®BXe) . . ... .. (58

4.) Complexzion: (a <> b).c=a.e<>b.c . . . . . (h9)
5.) Complexion zweier Limitationen: a <>b.c<>d = (a.c<>d)
< (b.e <> d)i= (ac == ad)==(be ==bd) : L s L (B0)

Fiir specielle Werte ist nun zu beachten, dass a.b= [0, a4+ b — 13| <>
(a, b), also 5.8 = [0, 13 — 5] <> (5,8) = [0, 13 — ] <> 5. Ist a+Db
=, s0 ist 5.8=0<>5. Fiir » etwa = 10 hitten wir 5.8 =
3 <> b u. s. w. (Genauer miisste man schreiben G; 5.G; 8, um anzu-
denten, dass es zwel verschiedene Gebiete sind, etwa Ga und Gb.

Um den Begriff der Complexion bei besondern Zahlen noch schérfer
zu definieren, ist es nothwendig einen neuen Begriff, den der Strecke
einzufithren. Denken wir uns fiir einen Augenblick statt der Gebiete-
Fliche eine Linie, so erscheinen uns nun die Gebiete als Strecken, In
diesem Falle lidsst sich nun ein Gebiet nicht nur der Quantitit und der
relativen Lage nach wie bisher, sondern auch der absoluten Lage nach
bestimmen. Ist also ein G a eine Strecke (Flig. 7,), so kinnen wir schrei-
oA e e Ul e Ve e SR S B L e e )
Rboder b="5b [>b,, n.s. w. Es ist demnach die Strecke eine ,zwei-
zahlige® oder zweiwertige GriBe, wiihrend die Gebiete, obgleich auch der
Lage nach sich voneinander unterscheidend, doch nur der Quantitit nach
bezeichnet, also einwertig sind. Ist demnach Q die reine Quantitit des
Gebietes oder der Strecke, so ist QQa = a; —ay, S (62)
und a, = a, -+ Qa. Daraus Ra —a =a, [> (a; -+ Qa)= (a; — Qa) [>a,.
Will man das zweiwertige R a in das einwertige G a iiberfilhren, so hat
man in Ra die bestimmte, vom Abscissenanfangspunkte zn ziihlende
Grenze a, (auch I, a) oder a, (auch Lja) durch ein unbestimmtes

x zu ersetzen, und man erhilt: Ga=x> E-+Qa)=x —Qa)>x/;
Gb=y>(@d-+Qb) u.s. w. Also allgemein Ra—'x=Ga . . (63)
wobei —’, respective X' den Sinn hat, dass sich die durch das Operations-

zeichen verbundene Griife auf die Grenze (Abscisse) in R a, mnicht auf
die Quantitit bezieht. Denn wir erhalten: Ra—'x=a, >a;, — x =
(a, — x)(@ag—x)=(a, —x) > (8, + Qa—x); und fir x —x/ —a;
weiter G a = x/ > (x/ 4+ Qa). Nun ist aber Qa=a, —a, =x' -+ Qa—x';
GQa—Ga=a—=G (a, —a,;), bei welch letzterem Ausdruck jedoch,
um Complicationen zu vermeiden, das Symbol G nicht wegzulassen ist.

Bemerkt sei noch, dass die Quantitit immer zwischen den Grenzen
0 und % eingeschlossen bleibt, so dass, wenn in ,nG3* p vollstindige
Umwindungen und ein Rest r enthalten ist, (denn offenbar hat man sich,
wie bei den Euler'schen Diagrammen bei endlichem 5 die Fliche G r als
geschlossen, am besten als Kugeloberfliche zu betrachten ist, so entspre-
chend auh hier unter G 1. = R+ eine geschlossene Linie, am besten einen
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Kreis zu denken) dieser Rest r durch a; [>a, wiedergegeben werden kann;
der ganze Ausdruck: nGs=p» -+ a; [>a,. Eine Folge davon ist, dass
a, durch jedes x = a, (mod =), und ebenso a, durch y = a, (mod 1) ersetzt
werden kann, ohne dass Q a dabei eine Anderung erleidet . . . (64)

Nach diesen nothwendigen Fixierungen ist es nun leicht, folgende
Principien des Streckencalciils zu deuten:

1) 26+ 7011=G, (56— 2)- {—{-j,{ll —17), dagegen: 2> 5 [>
711 =211 = (:‘-(11 —2); 2> 7- H 5 252X 6T+
i ERRSR R ! T s Y

;’} 9>7=a f do— (u — ;) = fw a3 dugegen
TD>2=8 D8 =al (a1 -+ 1) nach (hl)._ = G(a, +5 —a;) =
G(] —(n, —a)=G((pr—a)=GCGa;. Also 2p7+7>2=15 (66)

3.) Kehre ich das Zeichen [> um, dann bedeutet a, <l a, das Fort-
gchreiten von a; in negativer Richtung bis ay, jedoch wieder mit dem
Vorbehalte, dass der absolute Wert der Quantitit der Strecke die Grenzen

0 bis 1 nicht iiberschreite. Ist a, [>a, — G a/, soist a; >a, = — G a/,
und die Quantitit zwischen 0 und © eingeschlossen. Folgerung:
27+ 7<12=a—a=0; dugegen‘i'-?--i— T>2=2a-4a,=a-
{(r—a)=ms . SR T S S (L)
4,) Bedeutu dus Zeu‘hen ¢+, resp. —'¢, ¢ —/, drl‘x‘\ sich die Ope-

ration nur auf die Abscisse bezieht, dann ist: ¢ -} a; [> 8o (c -+ ay) >
(c+ag) und a; >a, —' ¢ = (a; — ¢) > (ag — ¢) d. I| ta-+'(Fle=Ral...
eine andere Strecke mit anderer Lage, aber von derselben Quantitit.
Da ein Gebiet auch aus mehrern getrennten Theilen bestehen kann, so
ist d+" (a8 Dag+ b >by—¢ [>¢ ) = (8 +d) > (ap + d) + (by - d)
Dby +d)—(cg+d)>(c;+4d) n.s. w. . . St e (68

b.) p X (a, [>a,) ist nicht ohneweiters = (|: X a; ]I (p X ay); denn
3 X & (a, — a,) bedeutet z.B. dreimal die Strecke a (Fig. 8.), und ihre
Lage und Quantitit bleibt unveréindert. Der Ausdruck p X G (a; — a;)
oder p X R (a, — a,) ist auch zu unterscheiden von G (p X G (ag —a;));
denn dieses letztere ist nach dem Principe (32): a® — a identisch mit
G (a; — a;). Unterscheide ich aber X' vom Multiplicationszeichen durch
einen diakritischen Strich in dem Sinne, dass nun mit p )’ nur die Ab-
gcisse, nicht die ganze Strecke zu multiplicieren sei, dann ist:
pX (8 Dag)=(pXa)>{@Xa), . . - A N (1]
also, falls p =1, eine Strecke mit 1.e1cmderbe1 Lage und verénderter
Quantitit. Der Operator p X cummuliert also (hduft), wéhrend p X’
streckt.

Die Ausdriicke ¢ +' und p ' spielen demnach im Streckencalciil
eine ihnliche Rolle, wie der Versor und Tensor in den Hamilton’schen
Quaternionen. Man kinnte den Operator ¢ X’ ,Verschieber“ und den




XIX

Operator p X’ den ,Strecker® nennen. Denn wie sich in der Quater-
nionenrechnung durch den Versor und Tensor einer Quaternion d. h. durch
Drehung und Ausdehnung jeder Vector in einen beliebigen andern, z. B.
« in £ iiberfiihren lisst, wobei eine parallele Verschiebung nicht in Be-
tracht kommt, so auch hier, nur dass umgekehrt nicht eine Drehung,
sondern eine parallele Verschiebung stattfindet. Sind niémlich zwei Stre-
cken gegeben: 1) m [>(m - q), 2) n >(m 1), soist(n — I’l' m}) -’ r e
(m>(m+q)=n[>0-+T) S el AR A Fas ek liRslte A (L)
oder = X' (( - —m) +mBbm+q)=a2>m0+1r) . .« . . (71)

Der Strecken-Algorithmus ist also das Gegenstiick zum Quaternionen-
Ualeiil, und beide erginzen sich gegenseitig zu einer hihern, allgemeinen
Strecken - Rechnung, worin jede Veriinderung einer Strecke, sowohl eine
Drehung und Ausdehnung als auch eine parallele Verschiebung ihren ma-
thematischen Ausdruck findet. Und in der That, nehmen wir mit ly, my,
n, drei Coordinaten an, wobei die Indices eine beliebige Richtung im
Raume, etwa drei aufeinander senkrecht stehende Coordinaten, andeuten

mioen, dann gehen die Ausdriicke l; >(ly +—q) my [> (my + 1) - g

n, + §), wenn l, my, n, auch nummerisch ganz beliebige Grifen
yorstellen und nur der Bedingung unterworfen sind, dass das Gebiet der
Summe immer ist der Summe der Gebiete, also [l 1> (Ix -+ q) + my >
(mg 4-1) +n, > (0 +8)} = (I > (I + @) 4 my > (my - 1) -0, > (0,1 8)),
gofort tber in Vectoren im Sinne Hamiltons. Dadurch ist der An-
schluss der exacten Logik auch an diesen Zweig der mathematischem
Wissenschaft gefunden, und es lassen sich alle Regeln der (Quaternionen-
Rechnung auch auf unsere Strecken anwenden. s ist dann beispielsweise
das Product zweier parallelen Vectoren — einer reinen Zahl (Scalar),
und das Product zweier senkrecht aufeinander stehenden Einheitsvectoren
— einem dritten, auf den beiden senkrechten Einheitsvector; also:
my >(my+ 1) X1 > U+ 1) =05 (0 +1); dagegen, da hier die
Factoren nicht beliebig vertauscht werden konnen: lg > (lx 1) X my >
(my +1) = —n; > (0, +1). Ferner (Ix &> (x + 1))2=—1, u. 8. w.
Es geht unter anderm darvaus hervor, dass man die Multiplication mit
der Complexion nicht verwechseln darf.

6.) In ¢ — (a, > a,) kann das Minuszeichen nicht als Operations-,
sondern nur als Vorzeichen gelten, und man bekommt ¢ — (a, (> a,) =
et (—aDa)=c+ a,ga =(c+a)d(cta)=—(c+2)>
(e lra) e et st T S A e e T e e e )
Dagegen ist ¢ —'a; > 8, = (¢ — a;) <] (c — ay), TR RN e s e
nicht = (c— a;) > (¢ — a,). Beweis:

Da —' als Operationszeichen nur den Sinn haben kann, dass
¢c— Ra=c+' (—1) X Ra=c+'(—1)X (a8 > (a, +Qa)) =c -+’




(—a,) <, > (—a — Qa), d.i. da man vom Abscissenpunkte c— a, zum
Punkte ¢ — a, in positiver Richtung nicht gelangen kann, ohne die Quan-
titit zu dndern, = (c —a;) < (c—a; — Qa)= (e —a) < (¢ — ;). Es
ist also

7) @) 2>7—=Ga=G(a,—a,)=G5;8)7T>2=Ga; = GE2—7)
— G (—5) = G (Nicht- G 5); also allgemein: G(—x)=0Gx;=G(x —X);

) 7<02=6Ga=@& (2—17) =G (—5)=— Gb; also allgemein:
G(—x)=—6x;8)2>71=0/(T—2)=@.5=0—(—5)=—@0
(— 8) = — G (Nicht-G.5); also allgemein: G'x = G/ — (— X) =—0G
(—x)=—Gx;=—G(» —Xx)

x [>x ist daher, da x = (x 4 %) (mod 5), zweideutig; es kann = 0
oder 1 sein. Zur genauern Unterscheidung dieser beiden Grofen muss
man schreiben: x > (x -+ Q 0) resp. x > (x+ Q1). Ebenso ist x <1 x aus
demselben Grunde entweder = 0 oder = — . Zur genauern Unterschei-
dung ist zu schreiben: x<](x — Qo) resp. x<1(x— Q ).

Bezeichnet man mit a die Abscisse a mit Ausschluss des KEnd-
punktes (a ist also = Abscisse mit Einschluss des Endpunktes), wenn
ferner P x das Gebiet (die Strecke) des Endpunktes der Abscisse x be-
deutet, so dass (a+ QPa)=a, dann ist a>a=—Pa,al>a=G(a— a)
— G (— QPa)= Nicht-P a = der ganze Umkreis mit Ausnahme des
Punktes Pa; ada=G (a— a) =G — (— QPa)=—G (Nicht-P a)
——G(»— Pa)=—m5-+Pa, d h der ganze Umkreis in negativer
Richtung mit Ausnahme des Punktes Pa.

8) Complexionen und Gebiete der Summe von Stre-
cken. Complexionen bedeuten nach (1) den den Strecken gemeinsamen

Theil: esist also: 2>7.3>6=383056:207.611=6D>T7; 20>7.
10>183=0; 2> 7.63=5>7+2D3;2>7.1156=2[>6;
2>7.18>10=2>7; 75>2.3>5=0 w.s. f. Um nun die allge-

meine Formel fiir die Complexion zweier Strecken zu gewinnen, ist
gin neuer Begriff: die relativen Disjunctionen einzufihren. Ist
nimlich allgemein der Sinn des Ausdruckes: X, ¥,,Z; by, 13V 5 W L. 8. f. (74)
folgender: ,In erster Linie kommt x in Betracht; gilt x micht, so kommt
y in Betracht; gilt y nicht, so kommt z in Betracht u. s, w.%; ferner
moge der Ausdruck (Cay, b)) N . i s e R (75)
den Sinn haben: ,In Betracht kommt nur die in () eingeschlossene
Grofe: sie gilt aber nur dann, wenn sie kleiner ist als b*; dementspre-
chend bedeutet [(a)], b]: ,In Betracht kommt nur &, es gilt jedoch nur
dann, wenn es grofier ist als b*; der Ausdruek ,({a),b).[(a),c], x*
bedeutet dann: ,a gilt, wenn es kleiner als b und zugleich gréber als ¢
ist: in jedem andern Falle gilt x¥. s mige ferner in ® (x; = a (mod 1),
X, = b (mod 1) X, = ¢ (mod 1)) e A I O e B e A TS
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das Symbol (d) links oben andeuten, dass unter den verschiedenen Wer-
ten von X, Xy, X3 ... nur die zwischen d und (d 4 %) liegenden zu wih-
len sind. KEs ist dann beispielsweise, wenn wir ® — 100 annehmen :
42 ((3), 2) = (103, 102) d. i. zwischen 12 und 112; @ [9, 36] =

[109, 36] d. 1. zwischen 20 und 120; 40 ({2}, 1 2).[(2),18] = ({102),192).
[¢102), 16]; also zwischen 10 und 110 u. 8. w.
Ein genauer Vergleich aller speciellen Fiille lehrt dann die Richtig-
keit der folgenden allgemeinen Formel: 8, >ag.by Dby =
9 fag, (by)]. (Cbyd, 89) B> @ (ag, by), 0+
®p [by, (81 0]-(Ca1 )y bg) @D (ag, b5),0 . . . . . . . . - (77)
Als Beispiel nehmen wir zwei specielle Fille:
1.) (Fig. 9.) 2 > 7.5 [>8. Nach der Substitution der speciellen
Werte: a, = 2,2, =7, by —=5,b, =3 in die allgemeine Formel bekom-
men Wwir:

@[3, (5)).((6), 1) > (7, 3), 0 - O[5, (2)].((2), 8) > @ (7, 8), 0 =

53] (<5), 1) B> (7,84 1), 0+ [5, (2 +5)].(C 24+15), 3+ 5) 1> (7, 9),
0=b>7+4 (2-+m5)>3, und wegen (2 -+ 1) 2 (mod 1) weiter —
b[>T | 91>8

2.) (Fig.10.) 71>2.12>8. Da hier a; = 7,8, = 2, by =12 b, =8

ist, erhiilt man:

D7, (12)].(¢12),2) > 2 (2, 8), 0 -} D [12, {77].(<7,,8)>D (2,8), 0=

[7, <12]. (<125, 2+ 5) > (2 + 5,8+ ), 0+ [12, (7 + 8)]. ((7 - ),
+5)>2+%8),0=12>(2-+1) -+ (T-+p)p8=12p21 7058,

Nach diesen Darlegungen ist erst der Unterschied zwischen 2 <= 7.
3<>bund 2>7.3>5 vollig klar geworden. Nun ist es evident, dass
die beiden Ausdriicke nicht identisch sein kinnen und dass 2 <>7 .3 <> b
r =x>(x+4-2<>7).y >(y+ 3<>05b) gesetzt werden kann.

Aus dem obigen ergibt sich ohneweiters auch
ZD74305)=2p7; @DT 4611} =211,
ED7+H10D18) =2 74+100>13; (25745 [>3) — 1
27T+ 116)=11D7; 27 + 13> 10} =13 >10 u. . w.
Allgemein nach (18) und (77): {a, [> a5 + by [>b,) — a; >ag by by, —
8 >ay .by >by.

Discussion von Gleichungen mit mehrern Unbekannten und ihre Um-
kehrungen. Tm allgemeinen lisst sich sagen, dass Limitationsgleichungen
zu einer Analytik fiihren, worin gebrochene Linien, begrenzte Flichen
(z. B. Rhomboide) resp. begrenzte Korper zur Darstellung gelangen, was
durch die bisherigen mathematischen Mittel nicht miglich war, und dass
ferner das allgemeine Princip der Behandlung von Gleichungen, wonach
mit gleichen GriBen gleiche Verdnderungen welcher Art immer vorge-
nommen werden kionnen, auch fiir die Limitationsgleichungen gelten muss,

EL L



XXII

dass demnach Complexionen von zwei gleichen Grifen aunch gleich seim
miissen, und dass dieselbe Zahl, gleichen Grifen disjunctiv hinzugefiigt,
gleiche Minima resp. Maxima auf beiden Seiten liefert.
D.h. a=h und a=">o
c— X=X
A c— b (a, x) = (b, x) resp. [a,x] = [b, x]. W 8. W.
Doch eg wiirde uns zuweit filhren, wollten wir alle Einzelheitem
besprechen. Wir begniigen uns mit der Discussion folgender Gleichung:
y=p+[0,x—q<>E—1,8). . . NS L e ()

Ist r<s<(s--1) <q und sind alle GroBen positiv, so stellt die
Gleichung das in der Fig. 1/. zwischen den gebrochenen Linien A/ B B
und D/ D ¢/ eingeschlossene (Gebiet vor.

Es ist fir x=0;y=p+0<>(—=1r)=p<>(@— )

fir < X<I:;:y=Y <> ¥g Wobei y, =p,p>¥2> (p—1);
fir x=Tr;y=2p;
firr<x<C+8)ni=pnp<Yo<(pP-T8);

fir 0 +8)=x=q:y=p <= (P -+ 8);

fir g<x<(@+9);p<n<@E-+sh=0T3);
firx=0Q+8):y=( T 8)

und fir x> (Q+8):;y =@ +8): Y2 > (P - 8).

Fiigen wir zu der obigen Gleichung die Bedingung hinzu, dass
x — r <= (q -+ §), dann entspricht diesen Bedingungen das Rhomboid
ABCD.

Die Umkehrung der Gleichung, d. h. X ist durch y
auszudriicken Wie die Gleichung lehrt, ist fiir (x —q) = 0 oder
(y — p) = 0 die eine Grenze: y = p 1 x —q, und fiir (x —r) = s oder
(y — p) =S, die andere Grenze: y =p Ltx—rdhfirp=y=(+8)
oder y =p<>(p-8) ist x= G—p+P>F—p+1)= die Um-
KeRTAmE WoN, (T8)15a" e o s e o e i el S A s e e (79)
Nun stellt. wie man sich leicht iiberzeugen kann, die Gleichung (79) den
swischen den Linien D/ D/ und B/ B/ eingeschlosssenen Streifen und in
Verbindung mit der Bedingung y = p <= (p -+ s) das Rhomboid ABCD
vor, wie oben.

Diese partielle Lisung des Problems geniigt fiir alle logischen Auf-
gaben. KEine vollstindige Losung ist schwieriger, aber mit Zuhilfenahme
der relativen Disjunctionen immer ausfiihrbar. Sie lautet fiir die vorstehende
Gleichung: x — (¥ )>p +8) —p+1,5<> [y, pl =P+ & — 5 (80)
Folgerungen ab=x=[0,a-4-b— 5] < (a, b); daraus durch Um-
kehrung: a=x<>(x+5—Db) fiir b == x = 0 oder x = 0 <> b, und
be—x<>(x45—=n)fir a=x=0oder x=0<=a . . . (81)
Daher fir ab —a (Fig. 2.): b =a<>15 und fir ab=1b (¥ig. 3.):
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{n — a).

Von andern in der Formel: y = [kx -+ p, 1x+ q]) <> (mx 4T,
nx - §) enthaltenen Gleichungen mogen nur noch diejenigen eine Erwilinung
finden. bei denen sich die Umkehrung sehr einfach gestaltet. Es sind dies:

) y =[x — p, x—q] < (x—r.x —s). Die Gleichung stellt fir
p=2 q=3 r=4,8=17 den Streifen AB CD (Fig. 12.) vor. Beide
Theile von x subtrahiert, geben: x —y = (p,q) <= [r,8]. Zu beiden
Theilen y addiert, gibt: x=(Fy +py+9)<>y+ 15y -8

2)y=[Fx—px—q<>(@—x,5—3x) Firp=249=3r=1,
s — 5 gelten in der Fig. /3. die Felder A und B, d. h. die zwischen den
Geraden y — x — p und y = r — x enthaltenen Felder. Die Coordinaten
des Krenzungspunktes sind dann: x ="* Frynd y =° 5+ Nun sind aber
auch die Felder C und D von denselben Geraden eingeschlossen. Um
nun auch diese Felder analytisch auszudriicken, schreiben wir

3) y=[x—p, x—q]><(r—x, s—x) d. h. = die ganze Or-

a—b<>m5 Firab=0 (Fig.4.): a=0<> (b — b) und b = 0 <>
\J';

dinate von — % <= -} % mit Ausnahme der endlichen [x —p, x — q]
L, > —X 8 —X)

Dann ist die Umkehrung von 2): x=(p+¥y. a+y) > —y,
s — y) und die Umkehrung von 8.): x=(p+y, 4 +¥) <= @ —y, 8§ — ¥)
u s. f.

Fortsetzung der Syllogismen. Es lisst sich im vorhinein sagen, dass
ein Resultat von der Form ac — [0, a -} ¢ — 5| <> (a, ¢) keinen Schluss
ergibt; denn es hat die Bedeutung einer ,identischen“ Gleichung, wie
etwa in der gewohnlichen Algebra: (a | b)?= a®--2ab -b% Ist aber
das Resultalt ein von der obigen Gleichung abweichendes, dann liegt
immer ein giltiger Schluss yor, mag er mit den traditionellen Ausdriicken:
SaP, SeP, SiP und SoP iibereinstimmen oder nicht. Als oberstes
Princip bei der Beurtheilung der Giltigkeit der Schliisse muss gelten,
dass aus den Priimissen weder zuviel noch zuwenig geschlossen werde.
Das eine wie das andere wiire incorrect oder besser falsch, denn es
kann keine partiell richtigen Schlisse geben; dies ist ein Postulat der
exacten Methode.

Die Richtigkeit der noch zu besprechenden Syllogismen: Darii, Fe-
rio, Festino, Baroco, Disamis und Bocardo lisst sich am einfachsten aus
der allgemeinen Formel (43) ableiten. Es ldsst sich némlich, wenn wir
die genaue Angabe beider Grenzen auBeracht lassen, S (= a)iP (= b)
einfach durch ab — 0’ ausdriicken. Der vollstindige Ausdruck ire
ab = [0,a +b—5]<>(a,b). SoP wire dann wiederzugeben durch:
ab = a, vollstindig: ab =[0,a+b — 3] <>(a,b). PoS wire dannz
ab = b, vollstindig: ab =[0,a +b — 5| <= (a, b).
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Sind demnach die Prdmissen ab =x, bec =y, so ist der Schluss
nach der Formel a¢c = z — xy + (2 — x).(c = y) in Schluss 1.) Bar-
bara, Wox=b=a,a,y=c¢="0,b ;z=be- (a—Db).(c — ¢). Nun ist
b= c oder ¢’; in beiden Fillen ist also nach dem Absatz unter (34):
z=c¢. 2.) Celarent: x=0,y=c¢; ac=0.c+a.(c—ec)=0. 4) Ca-
mestres: X=a,y=0;ac=-a.0-(a—a).c=0. 5.) Darii: x=>b=a,

a,y=0;a=0.b+4(a—b).(¢e—0)=0. Zu beachten ist, dass
nach dem vollstindigen Ausdrucke 0’ nicht gréBer als ¢, und b auch
nicht grofer als a sein kann. 6.) Ferio: x=0,y=0"; ac=0.0 -
(a—0).(c—=0)=a.c,=(a,c) 7.) Festino: x = 0,y = 0'; identisch
mit 6.). 8.) Baroco: x =14, y=c,; ac = ac, | (a — a). (l:, - c) S,
9 ) Disamis: x 0, v c=Db,b; ac=0".c-|(a—0)(c— .) 0,

Bocardo: x="b,y=b=c,¢; ac = bb | (a — b.} (¢ — b), und

wenn wir nur die obere Grenze in Betracht ziehen, da dann ull;{mm--in-
U-+p.q=(a-p).(u-q), weiter (a —b, - bb).(e—b—-bb =

Die Resultate sind vielfach dadurch zustande gekommen, dass wir
bald die untere bald die obere Grenze vernachlissigt haben. Nun ist
aber das nur ein unvollkommenes Auskunftsmittel, wie schon daraus
hervorgeht, dass der Ubergang von den allgemeinen zu speciellen Werten
die unwnt\\'irkehe Form der Gleichung (43) nicht gestattet. Mit voller
Exactheit lassen sich die Beweise nur unter Anwendung der entwickelten
(Limitations-) Formel (44) liefern, was wir an einigen Beispielen erweisen
wollen.

Schluss 6.) Darii MaP...ab —=x=Db; daraus b =a,a,

SiM...be=y=][0, b+ c—n] <> (b,e).

Schlusssatz: ac =[0,b+y—b]<>(b,y) +[0,a+b+c—b—y— 5]
<>(a—b,c—7y)
Da aus der zweiten Pramisse folgt, dass y nicht griBer sein kann als b,
80 erhalten wir weiter: ac=y<>y-}[0,a}+ ¢ —y — B| <> (a — b,
¢ —y); ferner y <>y —y zur untern und obern Grenze addiert,
=[y,a+c—15<>(a—b-+yc). Nunist a —b- ¥, fir y die ent-
wickelte (Limitations-) Form substituiert, nach (57) daraus ac — [0,
b+c—natc—3]<>(a—b-Fbh a— b —i— ¢, ¢) oder d‘l b=a,a,
daraus a — b= (a —a, a — a ), weiter = [0, a + ¢ — B] < (a, c) d.
i SiP

Schlusg 9.) Disamis: MiP.,.ab—x a-+b— ] <> (a,b)

MaS...be =y=bh; daraus b =e¢

'.‘

Schlusssatz: ac = [0, x 4 b —b] -".- (x, b)+[0, a ]—l}—}—c—x—b 5]
<> (a — X, c—b)—*{'. > (x, b) + [0, :-:-~c—x—“f,]< (a—x,c—b)

und nach (57) = [x,a ¢4 x —x — 3] <>(a, c—b-tx, a-—x--rb e)s
fiir x die F‘lenmn emgesetzt weiter = [0, a +b—15]a+4 ¢ — 5] <>
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{a,c—b—+ac—b-ba-b—(ab)c) und dab = ¢, weiter =
[0, 2 4c — 5] <> (a,c,[a,b]) d. h. da, wenn in ,[a, b]“b>a, in ,(ac,
[a, b]) doch a gelten muss, weiter ac = [0', a | ¢ — 3] < (a, ¢) d. i. 8iP.
i Schluss 10.) Bocardo. MoP...ab=x=[0,a+b—s]<>(a,b)
MaP,..be=y="0; daraus b =c;
also ac= [0, x}+b—Db]<>(x,b) 4 [0,a+c—x—1]<>(a—x,c—D)
=[x atc—1<>(a,x+c—ba—x-+b c) oder fiir x die Grenzen
eingesetzt, ac =[0,a+b—m5,a-}ec—5]<>(a,a+c—hb,b-4+c—h,
a--b—(ab), ¢); und da b = c, weiter = [0, a +-c— p]<>(a, ¢,
fba-+b—bJ,e). Da in beiden Fdllen, mag in ,[b,a-}-b—b] der
gine oder der andere Wert gelten, im Ausdruck ,(a,c,[b,a—+b—b] ¢)
der Wert a gelten muss, ist ac weiter = [0,a | ¢ — 1] <> (a,¢c) d. i
SoP. us.f.

Da sich die vierte Schlussfigur, die Galen den drei von Aristoteles
anfgestellten hinzugefiigt hat, bereits in der traditionellen Logik als iiber-
fliissig erweist, indem sich die Schliisse derselben anf die erste Figur
zuriickfithren lassen, so bleiben nur noch die Syllogismen Darapti und
Felapton iibrig.

Schluss 11.) Darapti MaP...ab=x=D

MaS...be=y="

Schlusssatz: ac= [0,b+b—b]<> (b,b)}[0,a+b-+c—b—b— 5]
<>(@a—b,e—b)=b<>b+4[0,a4+c—Db—]<>(a—b,c—b)=
ibatec— 1] <>(a c) d.h fiirb>0, = SiP; dagegen ergibt sich fiir
b = 0 kein Schluss, Die traditionelle Logik behauptet, der Schluss sei
SiP. Ist sie dazu berechtigt? Aus den Primissen folgt dies nicht;
denn b =— 0 widerspricht nicht den Urtheilen ab = b und be = b; denn
nach dem Absatz unter (34) ist a.0 = 0, ebenso c¢.0 = 0. Der Schluss
S 1P besagt also in diesem Falle offenbar zuviel. Umgekehrt, hat b einen
speciellen Wert, etwa 5, so besagt der Schluss SiP wieder zu wenig,
Der Schluss Darapti ist also falsch,

Dies geht auch ans der folgenden Betrachtung hervor. Schin hat
Mr. Peirce (nach Schrider, IL. Bd. S. 89) dieses Verhiiltnis veranschau-
licht, indem er zeigt, dass fiir den Satz, Alle Striche sind vertical* — SaP
das II. und I Quadrat (Fig. 14.) gilt. Fiir den Satz: ,Hinige Striche
sind vertical* = Si P, gelten ebenfalls zwei Quadrate: Il und III. Fiir den
Satz: ,Kein Strich ist vertical* = Se P gelten die Quadrate IV und I, und
fiir den Satz: ,Kinige Striche sind nicht vertical* — So P gilt wiederum
das IIL. und IV. Quadrat. Doch es ist ebensowenig correct zu behaupten,
dass aus den Pramissen MaP und MaS iiberhaupt kein Schluss ableit-
bar ist. Denn sobald sich das Resultat von der identischen Gleichung
a¢ = [0, a2+ ¢ — 3] < (a, ¢) unterscheidet, gilt der Schluss, obgleich er

A b

[}
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durch die traditionellen Formen SaP, SeP, SiP und SoP nicht dar-
gestellt werden kann. Wir werden spiter darauf zuriickkommen.
Aus demselben Grunde wie Darapti ist der Schluss 12.) Felapton

falsch: denn wir erhalten: MeP ... ab=10
MaS... be=D0b: daraus b =c.
ac=[0,b—b]<>(0,b) +[0,a+b+c—b—13]<>(ac—Db)=

0<>0-}[0,a}+¢c—m5)]<>(ac—b), Hier ist wiederum fiir b =

das Resultat eine identische Gleichung; und nur unter der Bedingung
b>0 folgt ac = [0,a +¢—5] < (a,c) d.i. SoP.

Die hypothetischen und disjunctiven Schliisse. Dass unsere Schluss-
formel auch auf diese Syllogismen angewendet werden kann, ergibt sich
aus folgendem :

% haben wir als das Gebiet des Begriffes ,alles* oder ,irgend etwas®
definiert, dabei wurde ganz unbestimmt gelassen, ob dieses ,irgend etwas*
etwas Reelles oder Nicht-Reelles (Imaginires) sei. Wenn wir also fiir
das Gebiet: des Reellen das Zeichen & einfiihren, so braucht © mit & nicht
zusammenzufallen.

Auch der Satz: ,Wenn a existiert, so existiert auch b* ist durch
die bisherigen Mittel darstellpar. Nur zwingt uns die exacte Methode,
den obigen, in einer gewissen Hinsicht zweideutigen Satz vollkommen zm
definieren. Der Satz kann niamlich bedeuten: 1.) ,Gibt es a, 8o gibt es
immer auch b* d. i. soviel als: ,Wenn irgendein a existiert, so existiert
immer auch ein b¥. Dann ist er wiederzugeben durch ab — a. Oder er
bedeutet: 2)) ,Wenn alle a existieren, so existieren auch alle b“ oder
»Ist das ganze a- Gebiet reell, so ist auch das ganze b-Gebiet reell®.
Dann ist der Satz auszudriicken durch ab =b. Dementsprechend be-
deutet der Satz: ,Wenn b existiert, so existiert auch a* entweder soyiel
als 1.) ,Gibt es b, so gibt es immer auch a“, darzustellen durch ab = b,
oder, wenn er soviel bedeutet wie: 2.) ,Wenn das ganze b-Gebiet reell
ist, go ist auch das ganze a-Gebiet reell*, durch ab = a.

Wir erhalten demnach beispielsweise fiir den Schluss: «) ,Gibt es
a, S0 gibt es auch bv¥...ab=a; #) ,Es gibt a* oder ,Wenigstens
einige a sind reell* ... as=[0,ats—35]<>(a,8) . . . . . (82)
daraus nach Schluss Darii: bse = [0, b 4 8 — 5] <> (b, &) d. i. ,danm
gibt es auch b*.

Abweichend davon ist der Schluss: «) ,Wenn das ganze a-Gebiet
rgell ist, so ist das ganze b-Gebiet reell“ ... ab="h, £) ,Das ganze
a-Gebiat ist reell“, .. a s= a; also nach Schluss Barbara bs = b, d. h.
das ganze b-Gebiet ist reell“. Dagegen liefern die Primissen &) ,Wenm
das ganze a-Glebiet reell ist, so ist das ganze b-Gebiet reell*... ab =x
=Db; daraus a=Db und B.) ,Es gibt a* .., as=y=[0", a + & — 5}
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<> (a, s), keinen Schluss; denn bs = [0,b 4y — a] < (b, y) < [0, a

b4+ée—b—y—5<>b—Dbs—y)=[0,at+s—y—mnbty— a,
b+s—mn <> (bse—y-+0b,y ), und fiir y die beiden Grenzen ein-
gesetzt unter Beriicksichtigung des a = b weiter be = [0, b+ ¢ — 5] <>
(b,£) ... eine identische Gleichung!

; Wie die hypothetischen, so lassen sich auch die disjunctiven
Schliisse auf die besprochenen Syllogismen zuriickfilhren, wir brauchen

im Satze ab — a die Grofe b nur durch {b; +by by 4-....} zu er-
setzen. Die Gleichung a {by +by+by...}=a . . . . . (83)
hat dann offenbar die Bedeutung: ,a ist entweder b, oder b, oder b,

1. 8. W., wobei der Begriff  jentweder — oder* im allgemeinsten Sinne

zu fassen ist, d. h. b; by =0, b, by = 0 ete. oder auch b; by >0 u. 3. w.

1. i. die einzelnen Pridicatsbegriffe konnen einander aussc
anch nicht.

shliefen oder

Wiirde die Bedingung dazu treten, dass die einzelnen Priidicats-
begriffe einander ausschlieBen, so wire die Bedingung auszudriicken durch :

s e B e e
Dementsprechend bedeutet a {b; b, +b.+...}1=0 . . (84)
»a I8t weder b, noch b, noch by u.s. f

Erweiterte Syllogistik. Wihrend sich die vorstehenden ultate
auch durch andere exacte Methoden erzielen lassen, kommen wir nun zu
einem Puunkte, wo sich die wahre Bedeutung und der yvolle Wert unserer
Fundamental-Schlussformel zeigen wird. Eg lisst sich némlich die Frage

aufwerfen, ob nur die von Aristoteles aufgestellten Syllogismen moglich
sind, oder ob sich aus zwei Primissen nicht anch andere Schliisse ab-
leiten lassen. Ich glaube, das letztere bejahen zu miissen. Es ist zwar
bisher allgemein das gerade Gegentheil davon behauptet worden, aber
ich hoffe im folgenden nicht nur zeigen zu kinnen, von einem wie be-
schrénkten Standpunkte aus die traditionelle Logik die Syllogistik bisher
behandelt hat, sondern auch darzuthun, wie sich in Wirklickeit schon
durch den Ubergang von den allgemeinen zu speciellen Werten der Aunf-
gabenkreis der Syllogistik ganz bedeutend erweitern lisst. Ich beginne
mit einem einfachen Beispiels. Ein in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
beliebtes Thema ist folgendes: ,In einer Urne sind 100 Kugeln. Davon
sind 20 roth, 18 griin und 31 violett bezeichnet, wobei eine doppelte
oder dreifache Bezeichnung der Kugel nicht ausgeschlossen ist. 11 rothe
Kugeln sind zugleich griin, und 15 griine zugleich violett bezeichnet®.
Schon aus diesen einfachsten Bedingungen ergeben sich eine Menge von
Aufgaben. 1+ ist dabei immer — 100.

1) Wie viele roth bezeichnete Kugeln sind zugleich violett? —
Wenn man das Gebiet der rothen, griinen und violetten Kugeln der Reihe
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nach durch Gy, G, G, ausdriickt, so erhalten wir nachstehenden Syllo~
gismus :

Gy 20. Gy 18 =11 und G, 18. Gy 81 = 15. Daraus der Schluss-
satz Gy 20. Gy 31 = z = [0, 11 + 15 — 18] <> (11, 15) - [0, 20 | 18 |
31 — 11 — 15 — 100] < (20 — 11, 31 — 15) =8 <> 11 +0<>9=
(8 -+ 0) < (11 -+ 9) = 8 < 20, also ein von der identischen Gleichung
G. 20. G 31 = [0, 20} 31 — 100]<>(20,31) =0<> 20 abweichen-
des Resultat. Also ist der Syllogismus giltiz. Man konnte nun da-
gegen einwenden, dass dieser Schluss aus mehrern Prémissen gewon-
nen wurde, indem die obigen Data eigentlich zu schreiben wiren:

r.g=x,g.v=3, Qr=20,Qg=18, Qv=31, x =11,y = 15 und
1 = 100, also 8 Priimissen !

Dies aber ist gerade so unberechtigt, als wollte man behanpten,
das aus den algebraischen Gleichungen = = 11, ¥ = 15 abgeleitete Resul-

tat =11.15 seinicht aus 2, sondern aus 4 Gleichungen : = &, = = b,
a=11,b =15 ermittelt worden. Die Anzahl dieser Gleichungen kinnte
mann ja auf diese Weise beliebig vermehren, man brauchte nur zu schrei-
ben —aa=D0bb=c.c 11 u. s. f Man sieht, dass dies zn nichts
fiilhren kann, Vielmehr haben wir es in Wirklichkeit nur mit 2 Primis-
sen zun thun. Denn wie in der Algebra die Gleichung, die das Verhéltnis
(im weitern Sinne) zwischen 2 Variablen ausdriickt, auler der beiden
Variablen noch eine Grife (allgemein oder speciell) oder mehrere
Grifen enthilt. von denen entweder alle allgemein oder alle besondere
Zahlen oder auch einige allgemeine, die andern specielle Werte vorstellen ;
so muss es auch in der exacten Logik gestattet sein, dass die das Ver-
hiltnis zweier Begriffe ausdriickende Gleichung auller diesen Begriffen
noch eine oder mehrere, specielle oder allgemeine Grilen enthalte.

Es stellt also G; 20 .G, p=5-+18,G x.Goy=2a,G xX.Gp=>5
geradeso je eine Gleichung vor wie in der Algebra die Gleichungen:
yv=a,y=5y=ax-+5x4 cx®+| 3x% Egist eben kein Grund vor-
handen, etwa die Gleichung y = ax + b x2 -+ ¢x®--3x".. beispiels-
weise in 3 Gleichungen y — ax -+ bx? 4 cx® - dx®, b= 5,d = 3 aufzu-
losen. Um die Richtigkeit dieses Vergleiches zu erkennen, mag noch
esinmal darauf hingewiesen werden, dass G, 20 einer variablen GriBe
entspricht. Denn die Grife G, 20 ist nur der Quantitit nach bestimmt,
wihrend das relative Lagenverhiltnis darin unbestimmt variabel bleibt.
Vgl (63). Dass an diesem Resultate auch die in den Prémissen nicht
enthaltene Grife » = 100 nichts éndern kann, erhellt daraus, dass dann
auch die Syllogismen: Barbara, Celarent u. a. als aus 3 Primissen ab-
geleitet gelten miissten, denn die Grofe 5 kommt auch bei diesen Schliis-
sen in den Priimissen nicht vor. Ubrigens lisst sich diese GriSe leicht
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in eine Primisse hineinfiigen, sobald wir den Begriff negativ ausdriicken,
z. B. wenn wir in der obigen Aufgabe die Primisse G, 20. G, 18 = 11
durch G (100 — Gz 20), Gz 18 = 18 — 11 ersetzen.

Nach diesen Krorterungen wird nun wohl schon der beschrinkte
Standpunkt der traditionellen Syllogistik klar geworden sein. Sie operiert
auBer der Negation nur mit zwei indefiniten Zahlen: ,alle® und ,einige¥.
Das sind nur zwei Punkte der Zahlenlinie. Alle andern zwischen diesen
oder auberhalb dieser Punkte enthaltenen indefiniten Zahlen, wie: ,viele*,
swenige“, ,die Mehrzahl“,  die Minderzahl® u. a. und alle besondern
Zahlen lisst sie ganz beiseite. Es ist das derselbe Standpunkt, als wollte
man die ganze Algebra nur aus zwei Zahlen aufbauen.

Es ist schon im vorstehenden vielfach angedeutet worden, nach
welchen Richtungen hin sich die Syllogistik weiter entwickeln lisst. Wir
stellen nun einige weitern der sich nen ergebenden Schliisse im folgenden
zusammen; denn alle Moglichkeiten durchzugehen, wiirde uns zuweit
fiibren. Es geniige, die neuen Probleme angedeutet und die Mittel zur
Lisung derselben gegeben zu haben.

2.) Binige Bestimmungsgrifen des Gebiete- Verhiltnisses sind spe-
cielle, andere allgemeine Zahlen.

G:20.G;18=11,G;18.v=15. Schluss: G,20.v=z=[0,11
15 — 18| <= (11, 15) - [0, 20 -} 18 + v — 11 — 15 — 100] <> (20 — 11,
v—15) =8 <> 11 + [0, v — 88] <> (9, v — 15). Die Bedeutung dieses
Resultates wird sofort klar, wenn wir uns v als Abscisse, z als Ordinate
denken, wie wir es schon oben Fig. 77. dargelegt haben.

Daraus ergibt sich zugleich eine dritte Aufgabe:

3.) Die Umkehrung der Gleichung. Die Lisung dieser Aufgabe ist
durch die Formel (79) gegeben. Sie lisst sich aber auch unmittelbar
aus dem Diagramme (Fig. 6.) erschliefen. G, ist = a, G;=Db und Gy
oder v = c zu setzen. Es ist daraus leicht zu ersehen, dass das Gebiet
¢ aus zwei Theilen besteht: 1,) aus {ac-} be} und 2.) aus dem Reste,
d. 1. a;bje. Dieses Gebiet aber ist offenbar in die Grenzen 0 <= (b—
{a -+ b}) eingeschlossen ; es ist also ¢ = {ac - be} + 0 <> (. — {a - b}),
und da ac.be = abc = ab. be, ¢ weiter = ac + bc — ab.bec + 0 <>
(2 —a—b+ ab) = (ac + be — ab.bc) <> (ac -+ be - ab — ab. be +
b—a—b)=(2+415—8<>11)<>(z+} 15 } 11 — 8 <>11-} 100
— 20 — 18) = (z -} 7 << 4) <> (2 -} 80 <> 77), genau der Umkehrung der
obigen Gleichung z = 8 <> 11 - [0, v — 88] <> (9, v — 15) entsprechend.

4.) Wie viele Kugeln sind zugleich roth, griin und violett bezeich-
net? Antwort: z = abe = ab. be = [0, ab -} be — b] <> (ab, be) == [0,
11 +15 — 18] <> (11, 15) =8 <> 11 = dem ersten Summanden im
Schlusssatze der 1. Aufgabe,
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XXX
5.) Wie viele von den Kugeln sind roth und violett, aber nicht
griin bezeichnet? Antwort: z = abjc = ab;.bjc = 0 <> 9 = dem zwei~
ten Summanden im Schlusssatze der 1. Aufgabe. U. s. f.
Einfiihrung von andern indefinitfen Zahlen in die
Syllogistik. Tch wihle von den vielen miglichen Beispielen das
einfachste :
6.) «) Die Mehrzahl von b ist a... ab > g oder ab = i b -+ p,

wenn 0 <p = ij g) Die Mehrzahl von b ist ¢... be > L oder be ==
-1--b—;—q uenn() ’q“—:."'. e (85)
Daraug ac—— [0, 3 r——p—;a b —Lq——lal < ( b {—p, 2 h —}— q) + [0,a 4+
b+ e— b——y— ls-—q—:‘]<, (d.—lh—[l,t—-—zb—q)
(prﬂ<‘» b+ p, ‘M—IH F[0,a4c—p—q—5]<>(a—zb—p,
c—- b—q] nach (57) weiter = [p+q, a-F¢ — 5] <> (a, ¢+ P — G,
a - q — p, ¢), ein von der ulenthohvn Gleichung ac=[0,a +c¢c — 5| <>

(a, c) abweichendes, also giltiges Resultat. U. a. m.

B. Stellungnahme gegen andere exacte Methoden der Logik.

[ch habe die vorstehenden Notizen im wesentlichen in derselben
Form verdffentlicht, in der sie abgefasst wurden, bevor ich Kenntnis von
der Existenz einer Litteratur auf diesem Gebiete hatte. Dies erheischt
angesichts der glinzenden Leistungen anderer Forscher auf diesem Felde
eine Rechtfertigung resp. Stellungnahme gegen dieselben. Es liegen mir
drei Werke vor, die ich in miglichster Kiirze besprechen und charakteri-
sieren will, doch sei schon im vorhinein ewiihnt, dass sich alle diese Me-
thoden von der meinigen dadurch unterscheiden, dass ihnen der Disjune-
tionen-, Limitationen- und Strecken-Caleiill ginzlich fehlt, und infolge-
dessen die Einfithrung der indefiniten Zahlen (mit Ausnahme von: ,alle#
und ,einige“) und der besondern Zahlen in die Syllogistik sowie die
Weiterentwicklung derselben nach der grammatischen Seite hin nicht
moglich ist.

Im besondern habe ich zu erwiilnen:

1.) Das Werk von George Boole: An investigation of the laws of
thought, on which are founded the mathematical theories of logic and
probabilities. London 1854. Sein System lisst sich kurz folgendermagen
charakterisieren. Er nimmt » = 1 an und identificiert die Complexion
mit der Multiplication. Dadurch gewinnt er den Vortheil, dass die ma-
thematischen Regeln iiber Mulfiplication und Division, ja jede migliche
Function sofort auf die logischen Grofen angewendet werden kinnen,
doch ist er gezwungen, nur die beiden Grenzfille von x: 0 und 1 zu-
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zulassen, andere Werte sind ausgeschlossen, d h. er muss die Gleichung
x? — x alg Grundbedingung jeder logischen Interpretation algebraischer
Gleichungen annehmen. In einer andern Form lautet die Gleichung
2 —x=3x(@X —1)=x(l —x)= 0 d. i das Gesetz vom ausgeschlos-
senen Dritten. Unter dieser Bedingung ist wirklich jede mathematische
Function logisch interpretabel, nur muss sie durch ,Entwicklung® (deve-
lopment) auf eine gewisse Form gebracht werden, die in unserm System
den Gleichungen (14), (16), (19) ete. enspricht. Die Art dieser Entwick-
Jung ist durch die Gleichungen gegeten: i'(x)—f(l)*c +1(0) (I —x)
und f (%, y) =11, Dxy+£(1,0)x(1 —y)+f(0,1)(1 — \) y -1 (0, 0)
(1—x)(1—y) u s w., deren Berechtlgung sich aus der Interpretation
des Taylor'schen Theorems sofort ergibt. Es i‘it n'uh 'l‘:l}lnr bekanntlich

jede Funetion f(x) = f(0) +f (0)x I f (n) : 1‘ t”), 5 . und
wegen % = x,f(x) = yf t'lﬂ) _(t“w} -2 "_:' --ff— e ) x. Daraus
f(l‘r— £(0) H=F(0) -~ '-:-- e e ﬂdrr

£ (0) + I. &) - __1(1) — f(0). Dies in die obige Gleichung f(x) sub-

stituiert, glht. f'{_’x) =1{(0) + (1) —fO)x=11)x+£(0)(1 —x).

Doch ist Boole gezwungen, alle Coefficienten, die dem Fundamental-
gesetz x® — x nicht Geniige leisten. wie 3 IJI u. s. w. fiir ungiltig (= 0)
zu erkliren, eins Consequenz der Verwechslung der Complexion mit dem
Product. KEs gelingt anf diese Weise Boole aus den compliciertesten
Sitzen durch Ruducierung aller Gleichungen auf die 0-Form und Eli-
mination beliebiger Griifen daraus auf die einfachste Weise die Relation
zweier beliebiger Begriffe zun finden; doch gelangt er nicht zu einer
allgemeinen Formel des Syllogismus, sondern ist gezwungen nicht weniger
als 6 allgemeine (!) Formeln aufzustellen. Ich filhre sie des Vergleiches
halber hier an. Boole setzt niimlich fiir ,alle Y sind X“ ..,y = vx,
nkein Y ist X* ...y =v (1l —y), ,einige Y sind X¥ ... vy =rvx, und
fiir ,einige Y sind Nicht-X*...vy=v (1 —x); ferner fiir ,alle Nicht-Y
sind X*,..1 —y=vx, ,kein Nicht-Y¥ ist X¥...1—y=v (1 —3),
weinige Nicht-Y sind X“...v(1 —y) = vx, und fiir ,einige Nicht-Y
sind Nicht-X“...v(1 — v)=v (1 — x).

Lauten demnach die Priimissen allgemein: vx — v/ y und wz = w' y,
80 bekommt er 3 ,allgemeine“ Formeln (S. 233):

I x=[vv/ ww/ J W l—w(l—w)4+ww(1Q—v)1—v)+
(I—v)(A—whz+t5 (W@ —=W)F1—v Q1 —2)

I 1——};‘[\'(1 V) iww (1l —w)(L—w )} +v(l —w)w

v/ (1 —w (1 —w' )+ ww/ (1—\?)(1—1; )+ (0—v)A —w)}]z+

tv(l - W)W+ AL (1—\& )+1—v}] (1 — 2).

IIL vx = {vv/ ww/ - 3 Lvv (1 —w) (1— W)} 24+ (1L —w (1 —2z).
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Fiir die Primissen vx = v/ y und wz- w/ (1—y) ergeben sich
weitere 3 Gleichungen:

IV.x=[vww/(1—w)W + Lww (1l—v+1—vQA—v)1—W)
4v (A=W —w )]z [V W45 {1—v)A—v)+V 1—W)}]
(1 —1z).

V.1—x=[ww/ v+v(l—V)1—W)+ s ww/ l—v)+ (@1 —)
a—v)QA—w+vV(1—w)(l—W Wz+[v(@—v )+ v (1 —w)
41—y A—v)1—2). _

VI vx = [/ (1— W)W ‘.

sV (l—w)(1—w )}z
fvv/ w o vv/ (1 —w )} (1 —2).

Die Compliciertheit dieser Formeln im Vergleich zu unserer Funda-
mental-Gleichung (44) springt in die Augen. Auferdem scheint mir die
Aufstellung von sechs statt einer allgemeinen Gleichung keine correcte
Lisung des Problems zu sein abgeselen davon, dass die Boole'schen For-
meln fiir specielle Werte nicht benutzt werden konnen.

2.) Vorlesungen iiber die Algebra der Logik (exacte l.ara,“{ik) yon
Dr. Ernst Schrider. Leipzig 1890—92.

[m Schroder'schen System entspricht unserer Gleichung ab = a
die ,Subsumtion® a=e= b, d.h. a wird von b eingeschlossen, so dass
a =", Auch Schrider kommt zu keiner scharfen Scheidung der Complexion
und des Productes, indem er, obgleich er sie begrifflich unterscheidet,
doch statt eines Complexions- das Multiplicationszeichen verwendet. Das
Product hat dann den Sinn, wie in unserm System die Complexion, dass
beide Elemente zugleich Geltung haben sollen. Ferner sind dem Schriider’-
schen sowie dem Boole’schen System Elemente 2ter Ordnung eigen, d. h. er
fasst ,Urtheile* selbst wieder als Einheiten hoherer Ordnung auf und wen-
det auf sie dieselben Gesetze an wie auf die Einheiten erster Ordnung,
die Begriffe, In unserm System ist dies, wie wir gesehen haben, durch die
Binfithrung der Grife & (Gebiet des Reellen) iiberfliissic. Schrider leitet
alle Theoreme von dem Fundamentalsatz: (b«=a) (c==b) -= (c-& a)
ab, d. h. er kann den Schluss Barbara nicht beweisen, er gilt ihm selbst
als Axiom. Noch ist zu bemerken, dass Schrider den Begriff Nicht-a
durch a, und die Negierung eines Satzes durch einen verticalen Strich
quer durch das Gleichheits- resp. Subsumtionszeichen ausdriickt. Auf dieser
Grundlage ist es Miss Liadd, einer ,brilliant young lady-mathematician®,
punmehr Frau Prof Fabian Franklin gelungen, die 15 (7) giltigen Syllo-
gismen auf einen gemeinsamen Ausdruck gebracht zu haben. Ks ist dies
die Subsumtion: (¢ f =0) (f; y = 0) & (2 ¥ = 0), resp. die Incosi-
stenz: (af=0) (8, 7= 0) (e == 0) = 0. Wenn nun Schrider zu dieser
Formel bemerkt: ,Ich hege die Uberzengung, dass es nicht moglich sein
wird, die Syllogistik jemals in schimerer Weise zu erkldren, als es durch
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Miss Ladd begriindet ist; in weniger als eine Formel lassen die Syllogismen
gich zuverlissig nicht comprimieren, und dabei an Durchsichtigkeit und
Kinfachheit die Miss Ladd’sche Formel noch zu iibertreffen, erscheint
undenkbar®; so sind diese Worte ganz geeignet, von dhnlichen Versuchen
abzusehrecken. Trotzdem glaube ich, dass meiner Schlussformel der Vorzug
gebiire, u. zw. aus folgenden Griinden:

a) Die Miss Ladd’sche Formel schlieSt nur die 4 Punkte SaP,
SeP, SiP und SoP in sich, wihrend alle andern Prémissen aus-
geschlossen sind, und auch dies in einer Form, die sich zur Lisung von
Aufgaben nicht eignet. Denn in der Ladd'schen Formel muss erst durch
mannigfache Operationen wie : Umstellungen, Substitutionen anderer Gri8en
untersucht werden, ob 2 gegebene Priimissen darin enthalten sind oder
nicht, Eine Erweiterung der Syllogistik durch Einfiihrung von andern
indefiniten Zahlen sowie der besondern Zahlen ist also auch hier nicht
miglich. In diesem Sinne glaube ich meiner Formel den Charakter griferer
Allgemeinheit und Brauchbarkeit zuschreiben zu miissen, da sie alle
erdenklichen Primissen, also nicht nur 4 Punkte, sondern die gesammte
Zahlenlinie in sich begreift in einer Form, die zugleich die vollstindige
Lisung jedes beliebigen syllogistischen Problems (bei 2 Priimissen) darstellt.

Dabei ergibt sich zugleich die vollstindige Elimination des Mittel-
begriffes b (d. h. nicht nur die Entfernung desselben aus der Combination
einer hohern Ordnung, sondern das Verschwinden desselben auch in der
Form einer Complexion der 1. Ordnung) in allen Fillen, wo es iiberhaupt
moglich ist, einfach durch Reducierung nach Einsetzung der speciellen
Werte der Primissen.

b) Setzt meine Formel eine bedeutend geringere Anzahl von Theo-
remen voraus, — Schrider behandelt die Syllogistik im 2. Bande seiner
Vorlesungen, Seite 239 ff., — so dass sich meine Methode besser als
irgendeine andere zum Schulgebrauche eignen diirfte. Denn abgesehen
von dem beschriinkten Standpunkte der traditionellen Syllogistik erscheint
die Einfiihrung einer exacten Methode in die Schulen schon ans dem
Grunde geboten, da sich dadurch eine Verbindung der bisher getrennten
Gebiete der Mathematik und Logik herstellen liefe.

3.) Dr. Gottlob Frege's Begriffsschrift, eine der arithmetischen
nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens. Halle a. S. 1879.

Frege's System ist ein Mittelding zwischen graphischer Darstellung
und Analytik. Er bezeichnet durch die Fig. 75., dass unter den 4 Mog-
lichkeiten: ,1.) a wird bejaht und b wird bejaht, 2.) a wird bejaht und
D wird verneint, 3.) a wird verneint und b wird bejaht, 4.) a wird ver-
neint und b wird verneint* die 3. dieser Moglichkeiten nicht stattfinde.
Flig, 15, entspricht also unserm Nicht-a;b = (3 — a;b) = s = ab + ab; -



XXXIV

arb;. Denn aus der Flg. 5. geht hervor, dass bei sich durchkreuzenden
Gebieten im allgemeinen 4 Miglichkeiten vorhanden sind. Punkt 1. be-
deutet beispielsweise einen Fall, wo a und b bejaht sind, Punkt 2. die
2te  Punkt 3. die 3t und Punkt 4. die 4t Miglichkeit. Fiir den Fall,
dass ¢ = 5, ergibt sich sofort: 5 —a;b =1, a;,b =0 und s = ab |- ab;
—+ a;b; = ab -+ (a -+ a;) b; = ab -+ b;; daher 5 — b; = ab, d.i. ab = b.
Demnach bedeutet das Frege'sche Diagramm (Fig. 76.): unser ,Nicht- (¢
Nicht-Nicht-a;h)* =% —c¢ (5 — (b — a;b)) =15 —a;bec =&, d. h. der Fall
wird gelengnet, wo a verneint, b und ¢ bejaht wiirden. Ahnlich ist das
Frege'sche Diagramm (Fig. 17.) in unserer Formelsprache auszudriicken :

& und c aber verneint werden.

Auch die Verneinung, die Frege durch Anbringung eines kleinen
senkrechten Striches an der untern Seite des wagrechten oder ,Inhalts-
striches®* bezeichnet, lisst sich einfacher in unserm System ausdriicken.
Flig. 18., welche bedentet, ,dass der Fall, wo b zu bejahen und die
Verneinung von a zu verneinen ist, nicht stattfindet, ist in unserer
Formelsprache auszudriicken durch:  — (5 —a;) b =15 — ab = a;b -}
ab; -+ a;b; = &. Ebenso ist Fig. 19, in unserer Formelsprache — 5 — a;b; —
ab -+ a;b +ab; = . d. h. ,beide, a und b, konnen nicht verneint werden®.
Es bleibt nur die Moglichkeit ibrig: 1.) a wird bejaht und b wird bejaht,
2.) a wird bejaht und b wird verneint, 8.) a wird verneint und b wird
bejaht. U. s. w.

Zu einer einheitlichen allgemeinen Schlussformel gelangt Frege nicht.

C. Weitere Verallgemeinerungen. Wahrscheinlichkeits-
Rechnung.

Bisher war die Rede von zwei, hichstens drei Begriffen. Es ist
nun ein Vorzug der exacten Methode, dass sie mit Nothwendigkeit zu
weitern Verallgemeinerungen fiithrt, Wir geben im folgenden die 2 wichtig-
sten Principien unseres Systems: Das (Gebiet der Summe von n Klemen-
ten und die Limitationsformel fiir die Complexion von n Elementen. Fiir
3 Elemente erhalten wir nach (18):

(a+b+cf = {{atb)4¢} = {atb}+e—{atbie=(atb—
ab)+c—(a-+b—ab)ec=a-t+b-+c—ab—ac—be}abe . (86)
Fiir 4 Elemente folgt daraus: {a b e¢4d} = {{a4 b+ e} - d} =
{a+b+eci+d—ja-ft-b+cld=a-+b+c+d—ab—ac—he-}
abc — ad — bd — cd + abd +- acd - bed — abed.
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Auf diese Weise ist leicht zu beweisen, dass allgemein: [a, + a, -+ a5
4. oy =2(C1—C2LC3— ., . (—1)2—1Cn) (a, 2y, 85,...8,) (87)
Die Limitationsformel ist dann entsprechend der Formel (24): {a, -+
Ay - 8g —~. .. Bn} = [8, A, Ag, .. . 8y] <> (B, 8, 8+ a3 ... 4,) (88)

Die Limitationsformel fiir die Complexion dreier Elemente ergibt
sich aus folgender Betrachtung: Ist in Fig. 20. p = das Gebiet des
Kreises, tlzw d:w Gebiet von {a -+ b -} c} nicht iiberschreiten darf, also
p=1-+2 43, und ist ferner a=2.+4+3, b=3. 11, c¢e=1 +2,
dann bemrkt die geringste Vergrilerung irgendeines der Elemente a, b, ¢
ein positives abe> 0. Nun folgt aus den obigen 3 Gleichungen: a - b

+e=2(l. 42 +3)=2p; also abc = [0,a 4+ b -+ ¢ — 2p] <> (a,
b, e), und ohne Flllkchtctlkll'l” auf ein bestimmtes Gebiet p: abe — [0,
at+htec—2n<=(abyc) . . . .,.*....,(39)
Aus der Fig. 20 ist ferner zu entne lmwn dass 1. = be, 2. — ac, 3, — ab.
Es ist also a 4 b - ¢ = 2 (ab - ac + be); daraus {a b - r__-: e
(ab + ac -+ be) — (ab -+ ac 4~ be) +4- abe = p - abe, iibereinstimmend
mit unserer Voraussetzung, dass fir abe =0, p = {a 4+ b - ¢!,

Man kann die Formel (89) auch direct aus den Formeln (86) und
(88), oder umgekehrt die Formel (88) (hier fiir 3 Elemente) aus (86) und
(89) herleiten.

Es ist nimlich {a -b 4 ¢} = a-+b-c— ab—be—ac -+ abe
(in Limitationsform) =a +b—+c¢—[0,a-+b—15] <>(a,b) —[0,a 4 ¢
— 5] <>(3,¢) = [0,b+c—3] <> (bc) +-[0,a + b+ c—21] <>
(a, b, ¢). Reducieren wir die Gleichung auf eine einzige Limitation nach
(57), so erhalten wir als obere Grenze nach (48): a 4 b -} ¢ — (a, b) —
(8,¢) — (b, ¢) + (a, b, ¢) = [a, b, ¢], als untere Grenze a -+ b c — [0,
2a4+2b+2¢— 35] -+ [0,a}+ b+ ¢c—25] Wenn wir beachten, dass
fira4+b—1=0,a+c—15=0,b-tc—5=0 zugleich d—y—b—rnt,
— 25 =0 ist, ferner dass fiir den andern Fall: a +b—15 = 0,a -} ¢ —
5=0,b+c—5=0 zugleich a+b-+c¢c—25=0 sein muss, dass
weiters allgemein, wenn in q — [k, 1] 4 [m, n] der absolute Wert von
m —n| = k —1 und wenn k gilt, m gelten muss, wenn ], entsplechend
n gilt, so o ist der obige Ausdruck q — Lk 1] 4~ |m nj=((Qg—k-+mq—1

=L Tn) AR S F : o eanbae (9 ()
umgekphrt ful m — 1| ]-: — l wiir den wir ellmitan q— [k 1] 4
[m, n] = [q — k -+ m, q-—l—~n1 e Sty (91)

Daher die untere Grenze — (a—b-}-¢ — O —+ 0 a ——b +c— a—2b
—2¢ +3b4a++b+tc—21) -—(aﬂ-b—,—c,l,), also {at+b ¢} =
(@ +Db e B)<>[a,b e]=[ab,c]<>(a-t+b-c, 5), ibereinstimmend
mit (88).
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Ebenso findet man fiir 4 Elemente (Fig. 21.); p=1.4+ 2. 3.+ 4,
a= 2. -+ 3. 4 4. — abe + abd -} acd, b == 1. 4 3. - 4. = abc abd -
bed, c = 1.+ 2. + 4. —abe + acd 4 bed, d = 1. + 2. 4- 8. = abd + acd
+bed. Daraus: a-+b4+c-+d=38(l.42.43.4+4)=3D, oder a +
b+ ¢+ d = 3 (abe - abd -+ acd + bed). Aus der Fig. 27. ist ferner zu ent-
nehmen. dass ab—3.+ 4., ac=2.+4,ad=2.+3,bc=1. F4,bd =
1.+3.ed=1.}+2, also 2C2(a,b,¢,d) = 3p. Daraus fa-t+b-tecd}
— 3p— 3p+p— abed, d. h. der Voraussetzung gemiif fiir abed = 0,
fa-+b+ec+d} =p. Die geringste Vergroferung irgendeines von den
vier Elementen bewirkt ein positives abed > 0. Daher abed = [0, a-+Db
+ec¢+d—3p]<>(a b,cd), und allgemein: a; aga;...8, = [0, a; +
a;+ag+...(n—1)p]<> (8,85 8,..-82) . . . . . . - (92)
Ohne die Einschrinkung, dass {a, +a,-+ag-+...a,} nicht grofer sein
darf als p, ist darin p =1 zu setzen.

Man sieht, welch ungeahnte Erweiterung der Aufgabenkreis dadurch
wieder erfihrt. Doch ist es natiirlich unmoglich, hier auf eine Besonderung
dieser Probleme einzugehen, Ich greife daraus nur noch ein (Gebiet heraus,
das wir bisher nur gelegentlich gestreift, und das ein Correlat zu der
oben (85) besprochenen Partie von den indefiniten Zahlen bildet und
ebenso eine Erweiterung nach der grammatischen Seite hin bedentet. Denn
wie die Begriffe ,alle* und ,einige, wie 2 Punkte eine Gerade, eine
Dimension fixieren, die auBer den genannten Punkten noch eine unbe-
schriinkte Menge anderer enthiilt, so legen auch die Begriffe der ;0 V er-
neinung,, und ,Bejahung® eine Dimension fest, die auber diesen beiden
Punkten eine unbeschrinkte Anzahl Zwischenpunkte enthilt, wie: wahr-
scheinlich, vielleicht, sicherlich, gewiss w.s. w. Die Behandlung dieser
Begriffe d. i. die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist also ein wesentlicher
Theil der exacten Logik. Die traditionelle Logik ldsst natiirlich alle
diese Zwischenpunkte beiseite. Eigenthiimlich ist es, dass das System
Schriders nicht zur Wahrscheinlichkeitsrechnung gefiihrt hat. Boole be-
handelt diese Partie ausfiihrlich, ater er kennt nicht die Disjunctionen-
Rechnung. Es ist dies ein dhnlicher Gedanke, wie die Erfindung des x
fiir eine unbekannte GroSe. Ein Vorzug unseres Systems ist es, dadurch
gerade fiir dieses Gebiet die einfachste Losung gefunden zu haben.

Der Wahrscheinlichkeits- Caleiil. Das Grundprincip der mit unserm
System der exacten Logik verkniipften Wahrscheinlichkeitsrechnung ist
folgendes: ,die Wahrscheinlichkeit, dass ein a (Subj.) ein ¢ (Préd.) ist*
S wee s el e et i e DO
d. h. — der Complexion des Subjects- und Priidicats-Gebietes, dividiert
durch das Gebiet des Subjectes. Denn die moglichen Fille sind a ==
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das Gebiet des Subjectes, das, wie wir spiiter zeigen werden, zugleich
das Gebiet des Satzes ist. Die giinstigen Fiille sind a . c.

Daraus folet uni ||IIN*”1 * »die Walirscheinlichkeit, dass ein e (Huh])
a (P rid.) ist® . W =—

eri]g‘clllﬂ,@:{‘n: L) ,1!).11 \\'r.hrm‘huiulifhkeeir, dass etwas a ist“ (das

Gebiet von ,etwast —np)—w—=2b2_2 SRR D)
2.) Sind alle a (Subj.) c (Pr ni) S0 .sr die ‘n‘» u]rm hem]lchkelt dass

a ein b ist, da ac—a,... W= ';'l' = ul = 1.
Ist G, 20, {_-x..:-:{) = 7, so 18t die Wahrscheinlichkeit, dass ein a
ein b ist, ... w= 1 und dass ein ¢ ein a ist, ... w= :1'_,. Ist kein a
(Subj.) ¢ (Priid.), so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir. dass ein a ein ¢
1 i e . = 0. Ist fiir G, 20. G, 30 die Limitation: p <= 11 getun-

den worden, so ist auch der Ausdruck fiir die W dhl"-Lht.’lEl]JLllLl—_‘]L eine
iy ; : - 11 1 11
Limitation, w. zw. 1.) dafiir, duss ein a ein ¢ ist ... —

2.) dass ein c ein a ist, ... w="2 =<
Aus dem obigen Grundprincipe folgt ferner
4.) die \‘\'ultrsrlufiuliuhigei[- dafiir, dass ein a zugleich ¢ und d

. a.c.d.e e
unnd e ist, .. . W= e S5 a s e (O hY
daher die \‘» ahrscheinlich hkeit, dass abe /uﬂl h be und ed und ace ist, . . .

abe. bo.eod. ace al2) bi2) c(4) de a.b.c ,D
W= . -y

Eine —\U]\lll.{ll[l“’ tlu Bruches |~L ‘da Zihler und Nenner Comple-
xionen sind, natiirlich nicht gestattet.

5.) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein a entweder ¢, oder o,
oder ¢; ... ist, ,entweder-oder* in der weitesten Bedeutung genom-

men, dass sich die Theilpriidicate ausschlieBen oder auch nicht

P L
) a.1¢ +esegt. ..} P
; a : (96)
Daher die Wahrscheinlichkeit, dass ein a entweder ¢ oder ¢p ist,
| |
ajc C1 'L a
Yoo B a| Ufjies =1, SehlieBen sich die l]w11p1(ul|m‘re aus, dann
L 1
- g 4 ~ OE a. (e S i
dndert sich die Formel (96) in ... w o L'ni e s (9T
) Die Wahrse ]lll]l]u] -xt-' ,dass entweder a, ode ra,oder a
. : 81+ a0tag}-...}e
em ¢ st ... w="'" : O A e C
n 1\t. (o {Hn e . (98)
) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein a nicht ein ¢ ist, oder il:iw
. acy a(b — a—ac a
kein a (Sub.) ¢ (Prid.) ist, . . . Wy — o Shar W e 3
a a a 8
also Wy =1—1w

Die Wahrscheinli 1: ]1]3:1r dass a weder r.l noch e, nc:t,l O B B
I [ (]
181 - AR L — 1¢1 ) Cr e .
Wy a1e; | eo y = ik a (] ¢a -} ¢5 | = 1— w. Die
i
Wi l]ll‘h.lif‘il[lll(,}]k(‘lt dass a nicht zugleich ¢ und d und e g
acdeyy a(n —-Llle}

— s — '\\
B a 1

Wy =
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9.) Ist nun allgemein w, =2 die Wahrscheinlichkeit, dass ein a
ein b ist; wy = 2° die Wahrscheinlichkeit, dass ein a ein ¢ ist; wy = e
die Wahrscheinlichkeit, dass ein a ein d ist u. s. w.; und wollen wir nun
daraus die Werte der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit berechnen,
so zwingt uns wieder die exacte Methode scharf zu unterscheiden zwischen
dem Falle 1.), wo die obigen a in jedem Satze indentisch sind, und dem
Falle 2.), wo in jedem Satze ein anderes a verstanden werden kann.
In ersterm Falle ist die Wahrscheinlichket, dass a (Subj.) b und e und d

; : - abed ab.ac.ad [0, ab -} ac -+ ad — 2 a] <> (ab, ac, ad)
zugleich ist = W = —— = : e heiaai 2 ot B
: a a a
; S A 0 ab  ac ad a] . fab ac ad
denn p hier =a; W ist weiter = [ =] = J <= —
- ; a’ ;!. Ei a B L 8 a &/ Y
[0, W; +wWo+wg — 2] <> (Wi, Woy Wg)  « 0 o0 e (100)

Im zweiten Falle sind die giinstigen Félle ab X ac X ad, und die
moglichen = der Anzahl der Variationen der verschiedenen a mit Wieder-

: : . ab ¢ ac X ad ab ac ad 3

holungen = a%; also W = 2SR = Rt — =W; XWa X W
=] a- F i

SR T T s s Ve e AeEc P RRRE e S e - s LT O

(Fortsetzung folgt.)
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£ = b o
Lt L=t b

K, 2 -

441- boc
. - et
Vs R.= cx =%
e £ | 3 - ct,«-:;,!-c
7 G A //I éna,-r_r?vc/
2> o .6} L Sy 2‘= a,g,(}
7 5 = ﬂ!r Cr
Feo q:-f "ﬁ c _—"/ 7= cz.;gﬁcf
Lin cz,;,é ﬂ_g,d £ 66!5[ e,
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