
^Nin in zwei Punkten befestigtes, vollkommen biegsames und unausdehnbares Seil bildet,

wenn nur parallele Schwerkräfte auf dasselbe wirken, eine Seil- oder Kettencurve, Sind

die Schwerkräfte außerdem einander gleich, ist z, B, das Seil überall von gleicher Dicke und

Dichtigkeit, so ist diese Curve die gemeine Kettenlinie. Sind dagegen die Schwerkräfte ver¬

schieden, ändert sich z, B. der Querschnitt oder die Dichtigkeit des Seils, so entstehen, sobald

diese Änderung eine continuirlichc ist, Seilcurven von verschiedener Gestalt. Ist nun eine Seil-

curve ihrer Gestalt nach bekannt, so ist die erste Frage nach dem Geseke, welches die an ihr

wirkenden Schwerkräfte und die Spannungen innerhalb des Seils bei ihrer Änderung befolgen.

Nicht minder interessant ist das umgekehrte Problem, für ein vorgeschriebenes Änderungsgesetz

der Kräfte oder Spannungen die Gestalt der Kettencurve zu finden. Auch die Krümmung und

der Schwerpunkt dieser Gebilde sind in Untersuchung zu ziehen, und zeigen gerade sehr allge¬

meine und einfache Resultate.

Nachdem ich in einem früheren Programme (*) die Seilpolygone und die gemeine Ketten¬

linie behandelt habe, will ich jetzt die allgemeinen und einige besondere Seilcurven nach den

angedeuteten Richtungen untersuchen. Die Ausgangspunkte hierfür, nämlich die Differential¬

gleichungen der Seilcurven, werde ich, ohne mich auf jene Arbeit speciell zu beziehen, aus den

dort ausfübrlicher entwickelten Grundeigenschaften der Seilpolygone in aller Kürze zu gewinnen

suchen. Diese Methode, jene Gleichungen abzuleiten, welche von in den Ä<zwsutK

äs Ltktiquö § 220 vorgezeichnet ist, scheint mir naturgemäß und für den vorliegenden Zweck

von hinreichender Allgemeinheit.

Grundrclationen.

8 !-

Wenn auf Seilpolygone oder Kettencurveu nur parallele Schwerkräfte wirken, wie dies

im Folgenden vorausgesetzt wird, so liegen sie in einer durch die Aufhängepunkte gelegten
Vertikal-Ebene.

Die Bedingungen des Gleichgewichts eines Seilpolygons ergeben sich durch Gleichsetzung
der Spannungen in jeder Seite. Diese Spannungen sind die Componenten der in den Eck¬

punkten vereinigt gedachten Gewichte der Seiten, die man nach der Richtung der Seiten zerlegt

denkt. Mögen nun ^ :c, vom tiefsten anfangend die auf einander folgenden Eck¬

punkte, IIy, II., Hz :c. die in ihnen angebrachten Schwerkräfte, cpg, <p,, :c. die Nei¬

gungswinkel der Seiten -c. zur Horizontalen, und V„, V,, V- ic.

») Beitrag zur Theorie der Seitpolygone und der Kettenlinie. Programm des Herzogt. Carls - Gymnasiums
zu Bernburg. Mich. 1852.
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die Spannungen dieser Seiten sein; so erhält man durch Zerlegung zweier aufeinander folgen¬
den Kräfte II» und Iln-j-l uach der Richtung der sie verbindenden Seite ^.n^n^i-

IIn : Vll —sin ^Pn— Pn —l): cos Pn—1,
IIn-^-1: Vn— sin ^Pn-^- I Pn): cos P»-i- I,

und daraus die Gleichung:
IIn : IIn -5-1 — sin — PN — I) Los PN -t-1: sin ^Pn -I-1 — Pn) cos PN — 1,

oder nackdem man durch eosPn—i oosPn oc>8Pn-i-i dividirt Hai:
IIn : IIn -4- I — tZPn — tMn — I : tZPn -i- l — tMn.

Im Besonder» folgt daraus:
II, : II. — tM, — tMa : tM2 ^ tZP,.
II2 : Hz — tM2 ^ tß'P, : tZPg — tZP2-
Hz:II^ — tZPz —tAcp2 :tAP» — tKPz.

eto. kt(Z.
Der allgemeine Ausdruck des Gleichgewichts beim Seilpolygon ist daher:
»Irgend zwei Kräfte verhalten sich wie die Differenzen der Tangenten der Neigungs¬

winkel der von ihnen angegriffenen Seiten. ><
Ferner folgt daraus:

II I -l- II„ -I- llg -i-- . .. -I- Hn : II l — t,APn — tAPg : IZPi iAPg ,
oder indem man

v.-l-Il2-»-IIg-I- ... vn —2(IIn)
seht:

^(IIn)---II.
tA'P.—tM„

Für den Fall, daß die unterste Seite des Polygons -^1 horizontal, also Po—v ist,
erhält man daraus die Relation:

welche sich noch einfacher darstellen läßt, sobald man bemerkt, daß

-^V
tM.

nämlich der Spannung der horizontalen Seite gleich ist. Daher
2 (Hn) — Vg -tAPN-

Da die Gültigkeit dieser Formel von der Zahl und Größe der Seiten des Polygons un¬
abhängig ist, so gewäbrt sie einen allgemeinen Ausdruck des Gleichgewichts auch für die Ket-
tencurven, in welche die Seilpolygone durch unendliche Verkürzung ihrer Seiten übergehen.
Bezeichnet man also durch II die in irgend einem Punkte einer Ketteneurve auf die Längen¬
einheit des Bogens wirkende Schwerkraft, durch P den Winkel, welchen die Richtung des
Bogenelemcnts eis in jenem Punkte mit der Horizontalen bildet, und durch v die Spannung
in dem Punkte der Curoe, dessen Bogenelement mit der Horizontalen zusammenfällt, und be¬
zieht man endlich den Bogen s auf diesen Punkt als seinen Anfang, so gewinnt jene Formel
die Gestalt:

Ilcls — v - t^P
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und ist die allgemeine Differentialgleichung der Seilcurven. — Um auch Ausdrücke für" die
Spannungen zu erhalten, wenden wir nns noch einmal zu dem oben betrachteten allgemeinen
Seilpolygone, Durch Zerlegung der Kräfte erhält man:

^ ^ eos<pn —i ^ ^ oosmil
Vi> — Hn - ^^1 ^ II,.. - 2 - ;

8111 ^cpi»— Pi,— I) 8111 ((pH — q>n — I)
daher

Vi, — I : V „ eos cz?» : cos cp» — 1,
und im Besonder»:

Vg : Vi — 00s cp, : 008 cpg,
V, : V2 — L08 cx>2 ! Los cp, ,
V2 : Vz — oc>8 cpg : C08 <p2 !

etc. sto.
woraus durch Zusammensetzung folgt:

^ oc>8-p„Vn Vg .
L08 spn

Für den Fall, daß die Seite ^ -^-1 horizontal, also l) ist, ergiebt sich daraus:
V

008 <pn
und in Anwendung auf die Kettencurven, wenn durch V die Spannung in dem Punkte be¬
zeichnet wird, wo das Curvenelement die Neigung -? zur Horizontalen hat:

oc>8 cp

»Bei allen Seilpolygonen und Kettencurven verhalten sich daher die Spannungen umge¬
kehrt wie die Cosinus der Neigungswinkel dieser Spannungen zur Horizontalen, »

Kräfte und Spannungen gegebener Seilcurven.

§ 2,

Eine in der Vertikalcbenc liegende, durch ihre Gleichung gegebene Curve soll nun als
Seilcnrve gedacht werden, und ein Ausdruck für die in jedem Punkte auf die Längeneinheit
des Bogens wirkende Schwerkraft II, und die Spannung V gefunden werden.

Die Coordinaten seien rechtwinklicht, die A^e der x horizontal, die Richtung der positiven
der Richtung der Schwere entgegengesetzt, und der Anfangspunkt der tiefste Punkt der Curve,

dessen Bogenelement mit der Horizontalen zusammenfällt, den wir kurz Scheitel nenne» werden.
Da über die Richtung von II kein Mißverständniß statt finde» kann, soll es auch im Folgen¬
den als positiv betrachtet werde».

Nach § 1 ist nun: "8
11(18 — v > tM./
0

Die Gleichung der Curve, bezogen auf das festgesetzte Coordinatensystem, sei^ —5(x), woraus

I»



Durch Differentiation jener Gleichung erhält man daher
Hcls ^ vcly',

mithin:
1 väv'

Ferner ist nach § I

II

Vi

cls

Los cs>
woraus mit Berücksichtigung des Obigein

2' V - vj/l-t-/- —
väs
ä^'

Bei der Anwendung dieser Formeln auf besondere Fälle ist jedoch zu beachten, daß sie
überhaupt nur auf solche Curoen belogen werden können, welche einen Scheitel in der festge¬
setzten Bedeutung besitzen, der zugleich der Anfang des Coordinatensystems ist. Da ferner II
und V ihrer Natur nach das Zeichen nicht wechseln können, so sind unter diesen Curven wieder
alle diejenigenoder die Theile derselben von der Möglichkeit,als Seilcurven zu gelten, ausge¬
schlossen, für welche V oder II einen negativen Werth annehmen würde/ Eine negative Span¬
nung läßt sich als ein Druck der Theilchen aufeinander erklären. Bei positiven II deutet daher
ein negatives V auf eine s, gen. Gewölbecurve.

I. Der Kettenkreis.

Der Kreis hat, bezogen auf das angegebene Coordinatensystem,die Gleichung:

Es ist daher:
x und 6/-

'(Ix

ds — rclx

folglich ist:

und
II- vr

(r — x^

vr

Der constante Werth, welchen II im Scheitel annimmt, soll mit u bezeichnet werden.
Daher ist

II —— und V —ur.

Setzt man dies in die obigen Formeln ein, so ist
II-

V —u r — v



Da endlich ^ —so lassen sie sich auch in folgender Form darstellen:

0VS

^ ^

«Die am Kettenkreise wirkenden Kräfte sind daher den Quadratender Cosinus der Nei¬
gungswinkelumgekehrt,den Quadratender Spannungenaber direct proportional.«

Ferner ergiebt sich, daß im tiefsten Punkte II sein Mininum — u habe, und nach beiden
Seiten des Bogens wachse. Ist die Kettenenrve ein Halbkreis,so sind die äußersten Kräfte
unendlich groß. Die Spannung wächst ebenfalls von ihrem Minimum im tiefsten Punkte,
v —ur, bis zu den Endpunkten des Halbkreises in's Unendliche. Übersteigt die Größe von
r, d. h. betrachtet man den nach oben gerichteten Halbkreis, so nimmt II positiv bleibend,
wiederum ab, dieselben Werthe durchlaufend, bis zum Minimum u im höchsten Punkte. Die
Spannung dagegen wird negativ, d. h. verwandelt sich in einem Druck der Curventheilchen
aufeinander. Den kleinsten absoluten Werth erhglt sie ebensalls im höchsten Punkte.

2. Die Kettenparabel.
Die Gleichung der als Seilcurve betrachteten Parabel sei

Dann ist:
, X- ^ , clx 1 I ,

Daher:
v v

Für x —st nimmt II den constanten Werth n an:
v

u — —, v —up.p
Daher ist auch:

v-n-

V — u - - -4- x^.
p

Führt man den Neigungswinkeldurch die Gleichung ons -p — ^ ^ ein, so ist endlich:
II — n - eos cp,

oos (p
»Bei der Kettenparabelverhalten sich die an den einzelnen Curvenelementen angebrachten

Kräfte I) wie die Projectionen dieser Curvenelemente auf den Horizont, 2) umgekehrt wie die
Spannungen.«
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Im tiefste» Punkte hat II sein Maximum — u, und V sein Minimum — up. Für
wachsende x nimmt II ab, sich endlich dem Werthe v nähernd.

Das Seil, welches die überall gleich schwere Fahrbahn einer Kettenbrücke trägt, ist, inso¬
fern man das Gewicht des Seils gegen das der Fahrbahn vernachlässigen darf, in dem Falle
einer Kettenparabel. Die Belastungen der einzelnen Theile desselben sind proportional den
Projectionen dieser Theile aus die horizontale Fahrbahn,

3. Die gleichseitige Hyperbel als Seileurve.

Ist die Gleichung derselben
x- — 2^)' -j- ,

so ergiebt sich:

Daber
vp^

^ -j- X'
Im Scheitel erhält man

v
II ——, V—u».

I>
Daher ist auch:

-t- x-) ^ 2l^"'

^ -t- 2x'

Im tiefsten Punkte hat II sein Maximum, und nimmt mit wachsendem ^ ab, sich endlich
der Gränze t» nähernd.

Im negativen Hyperbelzweige, dessen höchster Punkt der Ordinate z? — —2p entspricht,
sind die Kräfte zwar ebenfalls positiv, und nehmen vom Maximum — u im höchsten Punkte
nach beiden Seiten in demselben Maasze wie auf dem positiven Zweige ab, sich endlich der
Gränze v nähernd. Die Spannungen dagegen sind negativ; weshalb dieser Theil der Hyper¬
bel nicht mehr als Seilcurve betrachtet werden darf.

4. Die Kettencycloide.

Die Gleichungen, der Cycloide bezogen auf den Scheitel als Anfangspunkt, sind

—-^(1 — oosu>),
c/ . . .

X — ^ ( It> -i- SIU U)) ,

worin den Durchmesser des Erzeugungskreises und ui den Wälzungswinkel bedeutet.
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Daraus ergiebt sich
, 81N k) , c^>

,,,,'— ->r
2</oo8ui^ e»s UI

? ?

Setzt man dies in die allgemeinenFormeln ein, so erhält man
II — X ,

2 t/cos u-22

cos U1
?

Aus den Gleichungen der Cycloide folgt aber

Daher ist endlich:
^ ^ vj/ti

Im Scheitel der Kettencycloide hat II sein Minimum:

Das Maximum erreicht die Kraft, wenn )—c/ ist, d, h. in den Endpunktender Curve,
wo sie unendlich wird. Liegt der betrachtete Punkt in der halben Höhe der Curve,

so ist II —— 2^/2? Bis zur Mitte der Höhe wächst daher die Kraft noch nicht

um das Vierfache, Die Spannung wächst ebenfalls in's Unendliche, In der halben Höhe ist
sie v^2. Ferner ergiebt sich aus den gefundenen Gleichungen:

1^ —v-c/,
«Die Kräfte verhalten fick bei der Kettencycloide wie die Cuben der Spannungen, «

Seilcurven gegebener Kräfte oder Spannungen»
8 3.

Sind die an einer Kettencurve wirkenden Schwerkräfte oder Spannungengegeben, und
wird die Gestalt derselben gesucht, so führt die Integration der allgemeinen Differentialgleichung
der Kettencurven ^

3> / Ilds — vä/,
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so fern dieselbe ausführbar ist, zu diesem Ziele, Der Gang der Rechnung hängt wesentlich
von der Funktion II ab. Ist nun II eine Funktion nnr einer Veränderlichen, so kann sie
1) vom Bogen s, 2) von den Coordinaten x oder 3) von dem Neigungswinkel<p abhän¬
gen. Nach dieser Einteilung soll das gestellte Problem im Folgenden behandelt werden.
Wenn II constant ist, so kann die Ausgabe jedem der genannten Fälle untergeordnetwerden.

Als Coordinatensystem setzen wir wiederum das bisher angewendete voraus, in dessen An¬
fang dann der Scheitel der gesuchten Curve liegen muß.

§ 4-
I. II ist eine Function des Bogens.

Setzt man

^lläs —5(s),
so ist nach der Gleichung 3 des vor. §

^ V
Da aber allgemein

äs — . äx — ^ 1 -I-
so ist nach der Substitution des obigen Werthes

.(I7,
mithin:

äs -
äx —

äs

Durch Integration erhält man hieraus zwei Gleichungen, aus denen durch Elimination
von s die Gleichung der gesuchten Curve hervorgeht.

1. Beispiel. II ist constant — u.

ucls — us — 5 (s);

daher
, ds väsax — -

> >... " ,/
äs usäs



Die Integration der ersten Gleichung giebt

X — loa- s us -j- ^ ^

worin, wie auch im Folgenden, IoZ einen Logarithmus der Basis e bezeichnen soll.

Da x und s zugleich verschwinden, so ist 0 — — loZ?; daher

x —— lo^
v, us

n ^ v

Die Integration der zweiten Gleichung führt auf:

1/v" ^

v

daber 2

Durch Elimination von s aus dieser und der für x erhaltenen Gleichung ergiebt sich

v, -i- v -t- uv
x — — lo-; -—' ^ - ,u ^ v

oder in anderer Form
vV - ^ ux ^

-t- s ^

Dies ist die Gleichung der gemeinen Kettenlinie, wie bei der Annahme, daß die wirken¬

den Kräfte überall gleich sein sollten, zu erwarten stand. Gewöhnlich wird diese Aufgabe unter

der Kategorie II — ?(x) behandelt. Die so eben befolgte Methode hat den Vorzug, neben¬

bei die Ratification der Curve zu geben. Aus den obigen Gleichungen folgt nämlich:

^ u 'v' v / ^ X

2. Beispiel.
vci^

Iii ^

worin einen constanten Parameter bedeuten soll. Im Scheitel der gesuchten Curve ist daher

II — u — und wächst von da aus mit dem Bogen nach beiden Seiten, und wird für

s — ^ unendlich groß, und bei weiterer Ausdehnung des Bogens imaginair.

vc^-äs vs

z2 ^2
l s (s).

Daher nach Obigem:

Äx —
6 s i ,—

cls .

1-^-
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ds Alis

1-t - s '

Jntegrirt man die letztere Gleichung zuerst, so erhält man

ohne Constante, und nach Umformung
^2?i'

s^—2c^,

worin man schon die Rectificationsgleichung einer Cycloide erkennt, deren Durchmesser ^
ist. Dies bewährt sich durch Integration der ersten Gleichung:

X — ^
^ 2c, ^ ^ " ' 2 ^ <i

wobei wieder keine Jntegrationsconstante hinzuzufügen ist, und durch Elimination von s, wo¬

durch sich ergiebt, wenn — c/ gesetzt wird:

^/v t/ . Vtiv—.
Da nun « arc: sm ^ —— aro sin -— ^ ^ ŝo ist auch

x — -i- Are sin —^ ^
^2

Dies ist aber die Gleichung einer Cycloide für den Scheitel als Anfang der Coordinaten.

8 5.
II. II ist eine Function einer der Coordinaten des Angriffspunktes.

Aus der allgemeinen Relation des § 4 erhält man
Ilcls —

Ist nun II eine Function von so substituire man

und sondere die Unbekannten: >. ,

und integrire:
/116^ — v ^ l -i- 0.

Bezeichnet man nun, nachdem die Constante bestimmt ist,^/^^ ^ mit so ist
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und daher

' ^ / >/1 ^ °
die Gleichung der gesuchten Curve.

Ist dagegen II eine Function von x, so ergiebt sich aus
Ilds — vcl)-'

durch Substitution von 6.« — 6.x 1-t-und Sonderung
vcl/

^ (ix —— , . , '
und daraus

IIÜX —vloA ^

6.x -I- eonst

Bezeichnet man nun nach Bestimmungder Constante^ ^ ^ ^ kurz durch X, so ist ferner:

/— /-4-^1-4-/^,
X -X

^ 2
woraus die Gleichungder gesuchten Curve

hervorgeht.
1. Beispiel. ^ ^

II —— ei'.
I'

Unter dieser Vorausselzung haben die Schwerkräftedas Minimum im Anfang der

Coordinaten, und wachsen mit ^ in 's Unendliche. In der Form der Function ist ausgespro¬
chen, daß während ^ in arithmetischer Progression wächst, II in geometrischer zunimmt. Um
dies besser übersehen zu können, diene folgende Zusammenstellung:

Für —o ist ^ —^

^ — jz » I — —- ö — US.

^ >> II — g- — .
stc.

Gehen wir zur Ermittelung der Curve über, welche diesen Bedingungen entspricht, so ha¬
ben wir nach dem Obigen

2v ^ . v/ä/

2»
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woraus durch Integration ^
2s^-1,

mitbin
1/?! ^

^' — 2^ e ^ — e?,
und

1/L ^2^ «zV —s?
Die Integration ergiebt, weil die Constante verschwindet

! 1 — s?,
oder nach leicht ersichtlicher Umformung:

Die Spannung dieser Kettencurve,welche nach Formel 2 des § 2
V —V - ^ 2x"°

sein muß, ist mithin für alle reellen Werthe von d. h. in der ganzen Erstreckung der Curve,
positiv. Da dies auch von II gilt, so ist daher die ganze durch die gefundene Gleichung dar¬
gestellte Curve als Kettencurve zu betrachten.Die Untersuchungder geometrischen Eigenschaf¬
ten, dieser in mehrfacher Hinsicht interessanten Linie soll im nächsten § folgen.

2. Beispiel. 2pvsp^ — x^)
(x- -4- x'2 ) -4- K^x^ -j-x'

2v
Diese Function bat für x —v, also im Scheitel, ein Maximum n ——, nimmt ab bis

x — ^ p. wo sie verschwindet, und wird für größere Werthe von x negativ; es ist daher
nur ein Theil der durch sie bedingten Curve, und zwar der zwischen x — ^ x> liegende als

Kettencurve zu betrachten. Suchen wir diese, so ist zuerstZu bestimmen. Zu dem Zweck

schreiben wir die gegebene Function:

und setzen

wodurch

daher

2px
x2-i-x-

2p^-x^äx

/lläx —v / - — v 1o^ (x -4- /l - -2').
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Nach der obigen allgemeinen Entwickelung ist daher
v Ic>A (?. -i- j/l -i- 7.2) — v IoZ (/ -l- j/I v ^),

weil die Constaule »erschwindet. Daraus folgt weiter
' ' 2px

^ ^ -> x^ '
nnd durch Integration dieser Gleichung:

i p'

Die Spannung dieser Kettencurve berechnet sich demnach zu

V —v 5-^-1—^ ,-^-x^
und ist daher im ganzen Verlauf derselben positiv. Ihre geometrischen Eigenschaftenerörtern
wir ebenfalls im nächsten §.

8 6.

g.. Die Curve x — ^ p ^ 1 — s i' oder v — p lc><; —7^—?.

Sie hat zwei sich in da- Unendliche ausdehnendecongruente Arme auf beiden Seiten der
Ordinatenaxe, deren Asymptoten zwei parallele Linien sind, welche im Abstände x —^ p vom
Anfangspunkteaus der Abscissenaxe senkrecht stehen. Für negative ^ wird x imaginair. Die
Curve hat daher unterhalb der Abscissenare keine Erstreckung.

1. Der allgemeine Ausdruck ihres Krümmungsradius ist
. sp'-j-x')-

^ x-)-
Im wcheitel der Curve ist mithin

2, Ratification.
^ 2-'

— x^

X

X

2. Quadratur.
Wir bezeichnen die gesuchte Fläche mit ?.

? -^xc^ ^^ - 2px p- lo^
Dieser Ausdruck läßt sich auch schreiben:

p-t-x .
p ^ — x -i- x 1o^ ^ - — x).
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Bemerkt ma» nun, daß, wie bereits gefunden,
— x -i- x> loz

^ x
x — x^

s,

so ergiebt sich die höchst einfache Quadratur dieser Curve:
x p (s — x).

Die Größe eines Segments der Curve, das durch eine mit der Abscissena^e parallele Sehne
NR, abgeschnitten wird, ist daher

— 2i> (s —x),
gleich der Fläche eines Rechtecks über der Entfernungder beiden Asymptoten von der Höhe:
s — X.

4, Inhalt des Conoids, das durch Rotation der Curve um die Axe der ^ entsteht,
X ^X

'äx
— x^

- , so ist auch:

Tk^x',

Da nun 7 —x
X —^ — x^n . p.

»Der Inhalt dieses Conoids ist gleich der Differenz zweier Cylinder, deren Radien p und
x, deren Höhen bezüglich ^ und p sind.»

5. Mantel dieses Conoids. .X
'x (zz- X-) dx3

8 —1o^ s ^ ^.2 ^?rx"

Substituirt man wiederum so ist
8 — ^ — X'M.

»Der Niantel des Conoids ist gleich dem Mantel eines Cylinders vom Radius p und der
öhe vermindert um den Inhalt des Kreises, der von x beschrieben wird, »

Vig. 2. d. Die Curve x 1/ .>2 ^.^,2
x 5 e? — I oder — 1? IvA - .

Auch diese zur Klasse der logarithmischengehörige Linie hat zwei sich in das Unendliche
ausdehnendecongruente Arme auf beiden Seiten der Ordinatenaxe, Da

— x-)
äx -^ '

so hat sie in jedem Arme einen Wendungspunkt (ZI und Ii) von der Abscisse Das Stück
zwischen diesen beiden Wendungspunktenist convex, die darüber hinausliegendenTheile coucav
gegen die Abscissenar.e, Wir haben schon im vorigen § bemerkt, daß nur das convexe Stück
als Keltencurve zu betrachten ist, daß die Schwerkraft in den Wendungspunkten— 0 ist, und
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in den concaven Theilen ihr Zeichen ändern würde. Die Tangente im Wendungspunkte ist un¬

ter 45 ° zur Abscissenaxe geneigt.

Der Krümmungshalbmesser bestimmt sich zu:

^ 2p(p"--t-x^) (x--x^)'

Im Scheitel ist daher wiederum „

Die Quadratur gelingt sehr leicht! x

^2px^<1x
. - X

0 " 0

2

? — 2p ^x — x. aro tZ

Hinsichts der Cubatur des Notationsconoids stellt sie sich der vorher betrachteten Curve,

deren Gleichung sich nur durch die Vorzeichen unterscheidet, vollkommen zur Seite:
^X ^X

X — « — 2 s, —7
0 0

X — X^?r - p —

Dies Conoid ist ebenfalls der Differenz der genannten Cylinder, aber mit entgegengesetz¬

ten Zeichen genommen, gleich.

Beschreibt man beide Curven mit gleichem Parameter p auf dasselbe Coordinatensystem

ineinander, so stehen sie im gemeinsamen Scheitel in einem Contact der dritten Ordnung, weil

die Differential-Quotienten bis zum dritten incl. für x — l) dieselben Werthe annehmen.

8 ?-

III. II ist eine Function des Winkels P.

Das Verfahren, das man bei der Integration der Gleichung

Iläs ^ vclv'

im Allgemeinen zu befolgen hat, besteht darin, daß man mit Hülfe der Relation/ —
<p eliminirt, und die Veränderlichen sondert, so daß

vä/
äx:

erscheint, und endlich diese Gleichung zu integriren sucht.

1. Beispiel. Es wird diejenige Kettencurve gesucht, bei der die wirkenden Kräfte den

Spannungen in ihren Angriffspunkten proportional sind.

Ist u die Kraft und v die Spannung im Anfangspunkte der Coordinaten, so muß also

II —— V,v
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oder, weil bei allen Kettencurven V — ist,' CVS rp
II "

«os cp
fein. Es ist daher von der Gleichung

—-— — vclv
008 cp ^

auszugehen.Weil nun tM —/, daher — st sc' geht dieselbe in folgende über!

i vä/

deren einmalige Integration rix —v^rotZ/
giebt, weil are tA/ mit X verschwindet. Durch wiederholte Integration erhält man NIM

v. ux
V — tvL' SSL ,^ u ^ V

wobei wiederum die Constanteverschwindet.
Soll nun diese Ketteucurve von einem materiellen Seile dargestelltwerden, aus das keine

andern als seine Schwerkräftewirken, so muß dasselbe von variabeln Querschnitt sein, welcher
der Größe II allenthalben proportional ist. Da nun II nach der Annahme auch den Span¬
nungen proportional ist, so würde in diesem Seile die Spannung, welche auf die Einheit sei¬
nes Querschnittssällt, also die Spannung seiner einzelnen Fasern allenthalben dieselbe sein.
Die gefundene Curve wird daher die gleichgespannte Ketten linie genannt.

Da x unter dem Functions,zeichen sec steht, so hat die Curve zwei congruente Arme auf
beiden Seiten der Ordinatenaxe, welche sich in's Unendliche erstrecken, aber ganz in dem Räume

liegen, der von zwei auf der Abfcissenare in der Entfernung ^ ^ senkrechten Graden einge¬
schlossen wird.

Der Krümmungsradius dieser Curve ist

Da z/ —tM —tZ —, so ist, weil und — stets innerhalb der Gränzen 0 und liegen,

V ux
9 — — SSL —.u V

Daher mit Berücksichtigung, daß V —

ux
cp-

—.
V

V , auch
eos

V

r

u '

, V

u

»Die Krümmungshalbmessersind bei der gleichgespannten Kettenlinie den Spannungen,
daher auch den Schwerkräftenproportional.»
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2, Beispiel. Will man eine Kettencnrve suchen, bei der die Kräfte den Spannungen

umgekehrt proportional wären, so hat man, weil jetzt
II — u 008

ist, folgendermaßen zu rechnen:

u oos lpcls — vclz?',

nclx — vcl^',

nx —vz^

x^ — 2—v.

Dieser Bedingung leistet also eine Parabel vom Parameter Genüge. Vergl. § 2. 2.

3. Beispiel. Sollen die Kräfte den Quadraten der Spannungen proportional werden,

soll also

sein, so ist die Differentialgleichung:

zu integriren. Dies ergiebt zuvörderst

L(ZS<p^

i vä/

nx.

und durch abermalige Integration

oder

v —
^

x^ — 2—V —v^.

Die gesuchte Curve ist also ein Kreis vom Radius —, wie nach § 2. I zu erwarten stand.

Krümmung der Kettencurven im Scheitel.

8 8.

Lehrsatz. --Alle Kettencurven haben im Scheitel eine Krümmung vom Radius
v

- 9---'

wenn u die Schwerkraft und v die Spannung bezeichnen, welche im Scheitel wirken.«

Beweis. Da mit Beibehaltung der frühern Bezeichnung allgemein

^ äx- ä/ '

und väv'
cls

so erhält man durch Elimination von <1/

II '
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Im Scheitel, wo das Curvenelement horizontal ist, verschwindet und wird II —n; daher

^ u'
-> Alle Kettencurven,welche mit denselben Constantenv und u construirt werden, sind da¬

her im Scheitel gleich gekrümmt,und werden von einem Kreise osculirt, dessen Radius ist. <°
Wir wollen für die in den bisherigen Beispielenbetrachteten Curven die geometrischenPa¬

rameter zusammenstellen,mit denen sie beschrieben werden müssen, um als zusammengehörige,
mit denselben mechanischen Constantenv und n construirte Kettencurven zu gelten. Mit einer
gemeinen Kettenlinievon den Constantenv und n gehört nach dem Frühern zusammen!

ein Kreis vom Radius i- — —,

eine Parabel, x^ — 2px, vom Parameter ^ ,

eine gleichseitige Hyperbel, x^—2^-!-^, Parameter^

eine Cyeloide, bei welcher der doppelte Durchmesser 2<1— ^

?
>^2 -^-2 , 1) V

eine Curve ^ —, bei der-^-——,

eine gleichgespannte 5?ettenlinie, vom Parameter—

Der in dieser Reihe vorkommende Kreis osculirt mithin alle die andern Curven im ge¬
meinsamen Scheitel. Bei den drei letzten fanden wir dies bereits als Resultat besonderer geo¬
metrischer Ermittlung, und durch eine solche ist auch sür die übrigen bekannt, was durch den
obigen Lehrsatz als allgemeine Eigenschaft der Seilcurven ausgesprochen wird.

Schwerpunkt der Kettencurven.
8 9-

Es ist vom Schwerpunkte des Systems von Schwerkräftendie Rede, welches eine Ketten-
curve darstellt. Bezeichnet man mit Z die Summe dieser Kräfte vom Anfangspunkte der Coor-
dinaten längs dem Bogen der Curve gerechnet, mit x; aber die Coordinaten des Schwer¬
punktes, so bestehen bekanntlich folgende Gleichungen:

2

eine Curve ^ —bei der-L- —

^ « X

^ /lläs;
8 * 8

i — / xlläs; 2 . x. — t

Da nun nach Früherem allgemein ^ ^ cls

so gestalten sich diese Gleichungen folgendermaßen:
Z —v/;
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/^X /^X
, — v /xä/; 2.^,—?o o

Z > x

Durch partieUele Integration erhält man daraus:
Z-Xl — vxz/ —VZl,

«/ °Die Schwerpunkts-Coordinaten ergeben sich daher:
x.^x-2,,

... F
1

Setzt man in der ersten Gleichung für-^- —eotM, so ist
x, — x —

worin eine äußerst einfache Construetionder Schwerpunkts-Abscisse ausgesprochen ist. Um die¬
selbe für den Bogen I) zu finden, lege man in N eine Tangente an denselben,
nnd verlängere sie zum Schnitt mit der Abscissenaxe in 0; so ist die gesuchte Abscisse.

Für die gemeine Kettenlinie finden wir diese Construction schon von Leibnitz Liu-
üitorum 1691) angegeben.

8 10-
Unter den oben näher betrachtetenKettencurvenbietet besonders die Kettenparabel, oder

Kettenbrücklinie, in Bezug auf den Schwerpunkt interessante Resultate.

Ist nämlich x^ —2^ ihre Gleichung, so ist / —daher:

-FX

Und weil //-äx —so ist

x^ V
/ 3p ^3

»Die Schwerpunktealler vom Scheitel anfangenden Bogen einer Kettenparabel liegen
daher wieder in einer Parabel, deren Scheitel und Axe mit der erster» zusammenfallen,deren
Parameteraber des Parametersder gegebenen ist.<-

Auch ist bemerkenswerth, daß hinsichtlich der Coordinate die Kettenparabel mit

der gewöhnlichen als homogen schwer gedachten Cycloide übereinstimmt,so fern man auch letz¬
tere auf Scheitelcoordinatenbezieht.

3»
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