@in in wei Punften befeitigied , vellfommen Diegjamed wund unausdebnbares &eil bilbet,
wenn nur pavallele Sdiwoerfrifte auf dadfelbe wivfen, cine Seil- ober Kettencurve. &ind
oie Schiverfrafte auficyvem cimanver aletdy, ift 30 B. vas Sl dbevall bon gleidher Dicke unb
Dichligfeit, jo it viefe Curve bie gemeine Kettenlinie. Eind bagegen die Sdwerfrafte ber:
jdbicoen, danbert fidy 3 B. ber Querfdnite odey die Didtigleit bed Seils, jo entfteben, fobald
piefe Ynberung eine condinuirlidhe ift, Seilcurven von verjdicdener Gejtalt. St nun eine Seil:
curee ibrer Geftalt nach befannt, fo ijt bie erfte Frage nady dem Gejene, welded bie an ibe
wivkenten Sebwerfeafte und dic Spannungen innerbalb ted Seild bei ibrer Ynderung befolgen.
Midt minber infereflant ift bas umgefebrte Problem, fiir cin vorgefdricbened Andevungdqefens
ber Srdfte ober Epannungen bie Geftalt ber Kettencuvve ju finben, MUud) bie Kedmmung und
pex Sdywerpuntt bdiefer Giebilde find in Wnterfuchung su jicben, unb seigen gecabve febr allge
meine und einfache Mejultate.

Machvem ich i einem fribeven Programme (*) die Seilpolvqone und bie gemeine Ketten:
linic bebaubelt Dabe, will i jelt dic allgemeinen und einige bejonbere Seileurven nad) ben
angebeuteren Midtungen unterfudben, Die Vudgangdpuntie biecfiie, namlidy die Diffevential
gleichungen der Seilcuwrven, weroe id, obne midh anf jene Arbeit fpeciell ju besiehen, aud bden
vort audfilbelider entwidelfen Giounbeigenjhaften ver Seilpolypqone in aller flvie au qewinnen
juden. Diefe Methode, jene Gleidhungen absuleiten, welde von Poinsot in den Eléments
de Statique § 220 vorgejeidnet ift, {deint miv natwcgemdf und fiic den vorliegenben Bwed
bon binvetdenber Allgemeinbeit.

Grundrelationen
8 L

TWenn auf Seilpolygone over Hettencurven mir pavallele Shwerfrdfte wickn, mwie bied
im Folgenven vovausgejeRt b, fo liegen fie in einer durd) bie Nufbingepunite aelegten
Bertifal - Ebenc,

Die Bevingungen ves Gleidhgervidta eined Seilpologong evgeben fich dureh leichfebung
ber Spannungen in jeber Seite. Diefe Spannungen find die Componenten bev in den Ed-
punfien vereinight gedadten Gewidte dev Seiten, die man nad der Ridtung ver Seiten yerleqt
oenft. Widgen mun Ao, A, A, 26 vom ficfjten anfangend bdie auf einanber folgenden E-
puntte, U,, U,, U, 1 bic in ibnen angebradten Schwverfrifte, o,, ¢,, ma 26 bie Nei:
gungswinfel der Seten A, Ay, A, Ay, Ay A, ac qur Horigentalen, wnd V,, V,, ¥V, .

¥) Beitrag gere Theorie der Srilpolngone unb ber Kettenlinie, . Programm ved Herjoal. Earld - Synmafiums
ju-Bernburg. D, 18952
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bie Ghannunaen tiefer Seiten fein; fo erbdlt man burdh Hevlequng stogier auf einanber folgens
sen Gevafte Un mund Uno-1 nad ber Nidtung oér Jie verbindenven Seite AnAng-1:
Ua: Va—sin {&n — @¢n - 1):co8 gn—1,
Ung-1: Vo=3sin{gn41— (o)t COS Pn—+-1,
und bavaud vie Gleidung :

Un: Un1=3in (on— @a— 1) cos gn4- 1 : Sin (@n 41 — ¢n ) cos gn—1,
ober nadibem man burd cos gn—1 cosgn cos g1 DIt bat:
l.h i lih i l = |_1_{‘.:'|| |:!:'\|||| g 1?_‘,'-1;'|| - 1 — [:'_‘|'G|1r|.

Sm Bejonbern folgt bavaus:

PRI ~ tom, o, — tE, .

U, 0, tog, :tog, togy.

i Ui tog, teg, — t2g,.

ete. aelc.

Der allgemeine Ausbrud bed Gladgervidts beim Seilvolbgon 1t daber:

» Jraend el Kedfte verbalten fih wie bie Daffevenyen dev Tangenten bey Neigungs=
iwnfel ber von ibnen angegriffenen Seiten. «

Ferner folgh baraud:

U, +=U,4+U, 4.+ Un: U, =tgen — tag, ( 18y, — 18P0
pber intem man
U, + U, 4 Uy 4 <. Un=3(Un)

jelt:
S (Un) =10, o T B0
Lgrany g

Fir den Fall, baf bie unterite Seite bes Polbgong A, A, bovijontal, alje ¢, =0 ijt,
pxbalt man bavpud bie Nelation:

o

Ef“ll}:l.l ‘!'_
g
weldie fidh nody einfacber dbaxftellen [apt, fobald man bemerft, baf
£ = e
toa
ndmlidh dee Spanmung dev bovijentalen Seite gleidy ift.  Daber
2 (Up) =V, * tagn,

Da bie Giltigheil biecfer Formel von ver Zabl und Grope ber Seitenn Bes Pologens un:
abbinaig ift, fo gewdbut fic einen allgemeinen Augdrud ves (Hleibgemidis aud) fir bie Set:
tencurven, i melde die Srilpelvqone burd unendlihe Berkirgung ibrer Seiten ibergeben.
Rereidmet man alfo durd U bdie in irgend einem Punfie einer Hettencurve auf Ddie Langen:
vinbeit bes BVoqens witfende Schwerbraft, durdy ¢ den LWinlel, veldien bie dichtung  des
Bogenclementd ds in jenem Lunfie mit dev Horizentalen bilder, unk durdy v bie Epannung

in vem Lunfte ver Gurve, defien Vogenelement mit der Hovizentalen sufommenfallt, und bes
3icbt man endlid den Bogen s auf diejen Punft ald jeinen Infang, jo gewvinnt jene Hormel

Tds=w- Ly

Die (Mejtalt: ’

L



unb ift oie allgemeine Differentialgleidung bev Seileuvoem, — W audy Nugdriicke i bie
&pannungen ju cxbalten, toenoen wiv uns nody einmal ju bem oben Befvadteten allaemeinen
Eeilpolygone. Turdy Hexlequng der Krvafie exbalt man:

COS O 1 05 oin

Va=Us . 3 Vi ] = Up o — -
S (o g 1) s (qg gn— 1)
taber
‘\.1'_- =] i \-” = {05 @ : COS o'n e

und 1 Bejondern

ST 1 — CO8 @ COS gy,
L :\r.:_l'l!‘il"‘_. :I:'l'lh'c;'li_
Vit¥,=cosg,:cosq,,

e, [ 1

woraus turd Sufammenfelung felgt:
COS g

Vo=V

|

i 20 t;lr.l
fir ten Fall, tap tie Seite A, A Dovigental, aljo @, =0 ift, ergicht fich davaug:
. Vv,
Na— : 5
COS oy
und in Anwendung auf vie Ketfencurven, wenn durdy V' bie Spannung i bem Vunkte be
jeidmet witk, wo tag Curbenelement bie Neigung o jur Horizontalen Hat:
!
N -,
DS L]
» Bei allen Seilpelpgonen und Keftencuvven verbalien fidh baber bie Spammungen umqe
Bebut 1wie bie Eofinud ber Neigungivinkel bdicfor Spannungen ur Hovizonialen, «

Reafte und Spannungen qeqebener Seilourven,
& 422

Gme in der Bevtifalebene liegenbe , durd) ibre Gleidung gegebene Curve foll nun ald
Geilcurve gebadt werben, und ein Yusdvu fie die in jebem Vunfte auf bdie Yanaencinbeit
oed Bogens witknde Sdwerkraft T, unb die Spanming V gefunden mwerden,

Die Goorbinaten feien vechtivinflicht, bie ve Her x Dbovisontal, die Midtung der pofitiven
y oer Mibtung ver Edmoere entqegenqgejelst, und Ser Anfangspuntt der tefite Bt ver Eurve,
oefien Bogenelement mit ber Hovigontalen jujammenfallt, den wiv fury Scheitel nennen werben.
i~ " . v 3 ¥ o AR o oo e 1 P [ m~
Da iber bic Ridptung von U fein MiBoerftanonis fatt finden Fanm, foll o8 audh im Folgen:
ben alg pefitin beteaditet werben,

Wad § 1 i nun;

Die Gleibung vex Cuvve, Besogen auf dasd feftaefetste Coorbinatenivftem, fei vy = f(x), moraus

dy
o ==,
s |i\ -

I#®
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Durd Diffeventiation jener Gleidung exbalt man baper

Uds =w~dy',

mithin : .
T vily
. =
Ii:-i
Ferner ift nadh § 1
= v
\E—

COS q

woraus mit Bertdfidtigung ded Tbigen:
2 _ gt s
V :\'l-l—k:,--:{lx.
Bei der Unwendung diefer Formeln auf befondere Falle i jebody ju Deaditen, dafi fie
iberbaupt nur auf folde Curven beyoqen twerben Fénnen, awelde cinen Seheitel tn der fejtges
fefiten Bebeutung befiten, der jugleich ber nfang bed Coorbinatenjyftems iff. Da ferney U
bt ¥V ibrer Matur nad tad Beihen nidht fvedicln Eomen, fo find unter diefen Eurben wichex
alle biejenigen ober bie Tbeile pexfelben bon ber :".h‘u'.i_qi'hEﬂ'vi[,' als Setlcurven juw aelten, ausqes
jiloffen, fir welde V ober U einen negativen 98evth anmebmen wivde.  Eine negative ©pan:
nung [aEE fid alg cin Doud ber Theilden aufeinanbey erflaven. Bei pofitiven U veutet daber

ein neqatives ¥V auf cine §. qen. ewolbecurbe,

L. Sex 'Hertenleeis
Der Kreid bat, besogen auf tad angegebene Coorbinatenfyftem, bie Wleidung:
vl — 2’.:,'. : ."':'
&8 ift baber:
d * b dy' il
V= — ndy =m—————,
: r— 3y ! (r \}’
rdx
ds=dxJl4+y* = —
! r— 3
'[L\l!.]lll'll‘. ’.1‘[:

ung

Doy conftante Werth , welden U im Sdeitel annimmt, foll mit v Dbeseicdhnet werben,
Diaber ift

i
h—— Wy =1
=
Sept man bied in 0ie obigen Formeln ein, fo ift

U=u : - —



Da endlich —==cos ¢, fo laffen fie fid aud in folgenber Form davfiellen:

I ur
cos o’
. 11
‘\ —— -
COs o

»Die am Kettenfreife wirfenden Redfre find daber den Duwadbraten der Cofinud der Nei
qungsivinfel umgelebrt, ten Cuabraten der Spannungen aber bivect probortional, «

gerner ergicht fih, bef im tiefften Vunfte U fein Mininum = u 'v'.ﬂ‘c, und nady beiben
3t bie Netfencurve cin Halblveid, fo find bie duperften fvafie
nfalls ven ibrem Miinimum im tiefften Bunkte,
Uberfteigh v bie Brife von
pefitiv bleibend

Seiten bed BVogend wadhfe,

unendlih grof. Die Spannung madit ebe
—ur, bid ju ben Enbpunften bed Halbfreifes m'e Unendlidhe,
b. betradtet man den nad eoben qenicbteten. Halbfreid, fo nimmt U
rum ab, diefelben Werthe duvdblaufend, bis jum Minimum u im bodfen Buntte.
Dpanmimg dagegen wire neqaliv, o b veviwandelt fidh in eimem Dwad ber Curventbeilchen

aufeinander.  Den fleinften abjoluten Terth owbdlt, fie cbenfalld im bédfen Puntie

()

[In'

0.
iebe

Tite
=1

2. Die Kettenvarabel
Die Gleidung ber ald Seileurve betradieten Varvabel fei

2 ")
X — -EII'\\.

Tann ift:

; X S 1 :
1 :_|:_| |i:‘1' ] D ' "l‘-C:'l IIJ"-+:\:“I‘
Dabex :
: v \
l' Sy

T VpEAxt T VPt + 2py

SN ol ;

e F 1'.‘ o i ——
P P

fir x =0 nimmt T ben conjtanten 8erth u an:

/i"+ 2y

v
N==—, :Ilsj.

| ]

Daber it aud :

A o ; ; = p . cr :
wubrt man ben Neiqungswinfel dburdy die Gleidbung cos o =—————= ¢in, fo ift endlich:
: Vp? 4 x? g
l =1 = CO5 M-
- 1np

Ve P

GO= Q
»Bei der Rettenpavabel verbalten fich bie an Ben eingelnen Guroenelementen angebraditen
Rrafte 1) wie die Projectionen diefer Curvenclemente auf den Horizent, 2) umgefebrt tie bie

Epannungen. «
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bat U fein SMaxi

num = u, und V fom Wimmum = ap. Tl

S tiefjien

ipadienbe x nimmt T ab, fih endblidh dbem Lerthe O nabevnd.

D8 @eil, weldhes bie leich fibtoere Ssabrbabn einer Stettenbeiice trdat, ift, info
fern man bas Gewidi be 5 Der fFabrbabn verna igen tarf, in oem Fgalle
eginer  Settenpavabel. Die Der cinielmen Theile vesjelben find proporiional ten

Projectionen diefer Theile auf bie hHorizontale Fabrbabn,

3. Die qleidiyeitige Doperbel als Serleurie

it bie Sl
x* = 2py +v*,
fo erqiebi fidy:
A o, R § T 7 i
i BB R B B
Daber
\']r‘

e T :
(p*—+x*) Jp®* + 2x*
[ Dl
Ve=1v l IJ_.“'_--'\.
T e

am &deitel exbalt man
— v ——
n= F.l_ V= ltp-

Tyvaber 1t aud:

p°
" (p?-x) ) pt 27
pF+ 2x°
p* =

T tiefiten Punfte bat U fein Mazimum, und nimmt mit wadfentem v ab, fid endlid

Ber (Mringe 0 nabemt.

U=nu

V=up

Sm neqativen Hopecbelyweiqe, Deffen Dbidjter Puntt der Drbinate y = — 2p entfpaudt,
find Bie Kraffe awar ebenfalld pofitiv, und nebmen vom Macimum = u im hidjien Puntte
nady Geiben Seiten in bemjelben Waafie wie auf dem pofitiven Jweige ab, fidy enblid oer
Granie 0 nabernd. Die Spannungen dagegen, find negativ; wedbalb diefer Theil ber Huper
bel nidit mebr ald belvadier mwerden warf,

4 Die Fetteneneloide

Die Gleidhungen, ber Ehcloidbe Dejogen auf ben ©deitel ald Anfangspuntt, find

¥ = .‘l-i (1 l'n»arr'},

d :
X == (=0 w),

worin o ten Duvdmeffer ves Crjeugungslveijes und w den Taljungstoinfel beveutet.
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Daraus crgieht fish
AELL _Hll_l L == tpr .l
- 1 4+ cos w 2
dy = dx da— U=z :
2d cos w? NS w

Sept man died in die allgemeinen Formeln ein, fo abalt man
== 2 —,
'.fd COs w %

i

GOS8

Hug ben Gleidungen ver Eyeloide folat aber
(1] 'I'Jr !

NS = T

2 d
Diaber ijt endlidh:

Vd —3

am ©dyeitel ber Ketfencyeloide bat U fen Minimum:

2d°

Dag Magrimum cvveicht die Kraft, wenn y =d ift, b. b. in den Endbuntten ver Curbe,

d

IiL—=

be Der Q-'.l'l.'i‘t‘} T—

vo fie unendlich with.  Uiegt ber betraditete Punft in bev Halben £ 5
T ¥, l"l S P o A s Spr (aARe mAGTE Safay Sia — ; 4
o 1)t R T I 22 D1E jur Adte oee Hobe wadit taber b Nrvaff nod nidi

i

um oas Bierfade. Die Spannung wadi cbenfalld in’é Unendlide. Sn ber balben Hobe it
fie w2, Jewnev evqicht fich aug ben gefunbenen Gleichungen:
\':l

0 = v

=1L

» Die Krdfte verbalten fich Dei ber RKeftencycloide wie bie Cuben Yer Spammungen. «

Seileurven gegebener Krafte oder Spannungen,
"
Sind die an eciner Kettencurve wicfendben Sdhwerfrdfte ober Svannungen geqeben, und

g

oied bie Gieftalt Devjelben gefudyt, fo fiibrt bie Jnteqration ber allgemeinen Differentialyleichung

ber Stettencuroen -
- l['tlH:xui}"_
L]




o)

o fern iefelbe audfibrbay ift, au diejem Biele. Dev Bang der Hedmung bangt wefentlich
pon ber Funit ab, St nun U eine Funflion nuy einev Berdmdverlicben, fo fann fie
1) bom Bogen s, ven @ooroinaten x ober v, 3) bon com Meiqungdwinfel o abbin:

0 ¢
joll bag qeftellte Problem im Folgenden bebanbelt tvereen.

5%
iit. fo Tann bie Aujgabe jedem der genannten Fille untergeordnef wevoen.

Jiady oDiejet

wiv mwicoerum bag bigber angewendete vorausd, in beffen An:

per aefudbten Curve Legen muf.

I. U it cine Hunction bes Bogens.

Zept man 1

jo ift nady ber ®leidung 3 des vor. §

Da aber allgemein

. dx -.:l l—:(:;:-)_!--ilr.

fo ift nad) der Subfiitution bes obigen 2erihed

ds = t .! e (11"') TS bt— l '|_—|— ( IXIZ_}) - dy,

mithin:

dv = =
. - 2
i+ (o)
Is)
Durd Jntegration crbalt man Dievaus jwel Gleibungen, aus venen purdh Eliminafion

%
pon s die ®leichung der gefubten Gurve Dervovgebt,

1. Beijpiel. T ifi conftant = u.

s
luclq —us =1(s);
el 0

dabex
s vils
‘lx :- 1 5 : |.l - o T 2 1
y ncet a2 u®s?
l. L g
ds usds
dyr= —

: ] [ IoE
/ W (v == s

e B e :

u*

gt



=]

Die J[ntegration ber cvften Gleidung aiebi
v e =
= —log (us+4 Jv? 4=us* ) 4 (
11
foorin, wie aud im Felgenven, log einen Yoparitbmus ber Bafis e begeihnen foll.

Ta x und s zuqleih vexjdwinden, fo iff € = — I-!ng-. : babex
1

v llH"i'—i v? —i—n g?
x=—-log—
11 % v
Die Jnteqration ber oeiten Gileidung fabet auf:

I- x_' -+ 1us= +

&7
Fl— e
11
) oy a3
Dabex lr B + _” 2
=" ——————
11

Durdy Elimination von s aud '“-ifTL'l' ung ober r'fu' x erhaltenen Gleidung evaieht fid
V :'n'-. -{—1| x' N b —I-—1|1.
i i 0 e L
1_[ v

ober in anberer Horn
H}

-
_2lLa(:' o L }_

Died ift bie Gleidhung der gemeinen Heftenlinie, ioie bei dev Unnabme, Laf die witen-
ben Rrafie (berall gleidh fein follten, su evivarien jtand. Gewdbnlid) wird diefe Aufgabe unter
ber Rateqorie U = F (x) bebanbelt. Die fo cben befolate Metbobe bat den BVovaug, neben:
bei die Mectification der Curbe ju qcbm H'Eu-:- ben obigen Gleichungen folgt ndmlid:

¥ ’m\ --|-1| \' v ( T A 1_'l)
N .

L e e —_— = L’
1 T 2u Lok
2. Beifpiel
: vq*
l_ i ] - - :jl
I- 0 e

foorin ¢ einen confianten Bavameter beveuten foll.  Sm Sdeitel ver gejudten Eurve ift baber

. ¥ o ) : . o~ ot

Ji=mn— i und bt bon dba aud mit bem BVogen nad)y beiden Seifen, unb wird fix
|

s = == g unendlich guofi, und Dei weiterer Auddebnung bed Vogend imaginair,

vy ds V8 £(s)
- e T e —— = ..= 23 B
Jg® — 8% )5 Vog* — s®

Daber nady Dbigem:

1 ot
s et ] st i s
d— S ds « Jy

[ 2=]




[ntequivt man bie leitere Gileidung juerft, fo exbalt man

pbne Goenftante, und nad Umforming

8 =‘21{1.'?

worin mon fdon die Rectificationdgleihung einer Ehcloibe exfennt, veren Durdmefjer d
ift. Died betoabet fidh burd ;-.nlm]-:atmn per exfen Gleidung:
S — q : 8
X = = i . areé sin —
2q CEE q°

mobet wieher feine Jutegrationsconfiante binguzufiigen ift, und duvd) Elimination ven s,

_— ¥’ ( € il
buvdy fich evgicht, mwenn Ti = d qgefelst with:

x = J/dy — y* + d arc sin :
) d -
o . [y o ¢ I':(.Ir‘.' — T
210 mn rf arc si = Are Bl —— — L A \'I'I[I.{"
‘ T d !
2
s T S, i Yy —
x = VYdy — ¥ 4 < arc sin ¥ __ ¥
Ve ¥ Rkt d
2
Died ift aber bie Gleidung einer Eycloide fir dben Sdeitel ald Ynfang der Eoorbinaten.

B o
[I. U ift eine Function ciner der Coorbinaten ted Mnqriffépunties,

Mud dex allqemeinen Nelation bed § 4 exbalt man

Uds — vdy'.
Gt mun U eine Function von y, jo jubfittuire man

1

ds==}1 <+ v"* - dy,

. : .
unb fonoere bie UnbeFannien:
VY (]\

TUd :‘_'_
i =

unb infeqice:

’T{II‘\' = |il|—T -+ C.

: LS Al A [:l\ i
Beaetdhnet man nun, nadbem bie Senftante beffimmt ift, / 1tni Y, To i

S
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und babey

dy ;
X= T+ ¢
SV
bie ®leidung ter gefudien Eurbe,
W f
o

t bagegen U eine Function von x, jo ergiebt fih aus

Uds = vwdy'
ourdy Subftitution ton ds = dx J'1 4v* unb Sonbevung
vy’

Udx =77
I-I: + “'_ ]
und oaraus
j Udx =vlog (v V14 v+ C.

iy ; ek Udx o e
Begeidmet man nun nady Beftimmung. dex Lmumu.nt'_l fury durdh X, fo ift ferner:
S
\ I I R
e =y + 1472,
X -
gk b T s
= [ o " - - 2
woraus bie Gleidung der gefudbien Curve

X =X
y =1 l (,. A ) dx 4 const
. :

berborqebt.
1. Beifniel. Sy
crihie : il
U==aqal,

]I
Unfer diefer Vorvausiehung baben tic Sdwerfrdfte vas Mmmmum n = — im nfang bex
P
Gomvbinaten, wund wadfm mit v in'2 Unenbdlide. Jn Der Form ber Funchion ift audgefpro-
then, oaf mwabrent v m avitbmetifther Progreffion wiadft, U in geometrifdyer sunimmt.  Um
bied Defjer berfeben ju fonnen, biene felgende Sufommenjielung:

L Vs Eaie (| 5oy
Wit y=—=o-it b=— =—u.
SUL P
b A
\:l‘l ¥ [ —_— g =118,
3 P
bl et y
v—=2pa H=—e"=us’.
k D
BLC,
Giehen v jur Eemittelung der Cuvve fiber, welde biefen BVebinqungen entfpridt, jo ba:
Ben it nady dem Dbigen
¥ ¥ i
Dy = v dy

=N
—el dy=7—5>
A =




wotaud durd Jnteqration :
BRIy i1,

mithin b g
Ol
_'.'—2[4"-—1'.“, )
unp o
== __J..‘T»:_
z’ arp B

Die Jutegvation ergiebt, weil die Eonftante pecidwinbet

l B
x==%pl1l—el,

ober nad leicht erfichtlicher Umformung:
R
v = p log — =i
; PERciss ra
2 Ded f‘:'- 2

-

Dic Spannung diefer Hettencurve, welde nad Sormel

x

V=vy.2 :
pex
fein muf, it mithin fir alle veellen Wexthe von y, b, b in Der ganjen Evfivedung ver Curve,
pofitiv. Da died aud von U gilt, fo it daber bie ganje burdy bie gefunbene Gleidung dars
qefiellte Gurve ald RKettencurve ju beteadien, Die Unterjudung der geometvijdien Eigenfibaf
ten, Diejer in mebrfader Hinfidt infeveffonten Linie foll im niditen § folqen.
2 Beripiel it 2py (p* —x*)
—l'["“-i-'.\"Ii"[|'+{i}|'lx';+.{"' :
Diefe Function bat fiir x=10, alje tm Sdeitel,; ein Marimum n:'::' ;
1
und toird fir grofere TWertbe von x negativ ; e iff daber

e

nimmt ab bid

x ==k p, wo fie verjdimindet,
nuv ein Toeil der durch fie bebingten Surve, und jwar ber yfden x === p liegende ald
-
SRettencuvve au betvaditen. Suden wiv diefe, jo iff juer: /l'llx st Beftimmen.  Su tem Swed
L]

jbreiben 1wir die gegebene Function:

0 2pv[pt—x")
= 7 T 3’
2 b Bl | -EI'\_ o=
(p =)= l I+(;h"+3"')
uno feben
X 2px
- — =y
p? =+ x°

fpoburd
£ 25 (n?! —x*)d
app X7 ) Ox
_ (P =)
oaber
dz

]l'll\.‘:\' -.—T:\'hl_a'l?--l-'[l—l—_;"' .
L L » I'I+:’l'.

— dz;
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TMady ber obigen allgemeinen Entrwidelung it baber
vlog(z— )1 —!—_?.:'-] =vilog(y + 1+ v iy,
foeil bie Conftante verfdwinbet. Davausd felgt feiter

.. " 2px
T “': + %2 ?
unb ourdy Jnfegration oiefer Gleidhung:
y=plog ot

P
Spamung tiefer Kettencurve bevednet fidh denmad ju
Va6
ung ift vaber im qangen Veclanf berfelben pofitiv.  Jbre geometrijden Eigenfdaften evoviern
it ebenfalld im nadifien §.

31

—

T

No=

w

1 W 1] s '.: -
a. Die Burve x—==E£p E | el pber v=plog - -__-i - - Fig. 1.
: Wk it
£

Sie bat jivei fidy in vas Unenblicde ausbebnenbe congriente Myme auf beiben Seiten bex
Oroinatenage, deven Afymptoten et parvallele Yinten fink, welde im Abjtanve x = 2= p vom
Hnfangspunfte auf ber Abfeiffenare fenlvedt fleben.  Fiic negative v itk x imaginaiv, Die
Eyyve bat daber untexball bex Abjeifjenarve feine Exftvedung.

1. Der allgemeine Ausorud ihred KrommungSrabiug ift

e ="

'\I_iir-' p*—x*)
am Sdeitel der Curve iff mithin
:f — ;'—
2
2. NMectification.
1{5:[: 7 \_ . (1%
P
..".'
T S n-4x
B— ]—..—' — dx — X=}-p log 1 s
EI' v, U I X
bt Lk
2, Lluabratur,
T8iv beyeichnen bie qejudte Flade AMN mit F.
ol X
> "% 2dx px
2 : A B 6 5
F = Xy — i =9 |x+||-ln;._-_- e
a3 |'J' ey 1 ‘ii X
s (4] # 0
Diejer Ausovud 1GFE fid auch fdweiben:
p=x

=],

: i
[—xp log*—
I i e
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baf, wie bereits gefunten,

px
x = p log - - =

Ra—gk

Bemerft man nun,

fo eraicht fidh tie DEDI einfache Tuadbratur biefer Euvbe:
i F=np[s—x)
Die Grofe cined Segments der Curve, tad burdy eine mit per Ubjciffenare parallele Sebne
MR abaejcdnitten wird, ijt daber
— e
{iber Ser Entfernung Der Deiben Ujpmptoten ven der Hiobe:

aleidy Dev Flade cined edte

= =
1. Gnbalt ded Coneids, das turd Motation ber Eurbe um die Nxe der v entfiebt.
C‘ l'\
. : xSdx
K=z |x*dy=2px | =—=
- p- X
. [ ]
0 o
- - i &
K= ap® log —; ! — — apx*
l]' = K"
p? . e -
Da min y=7plog ————, 10 Il aum:
: S p—r

]{:[J"'rr-l‘.' — Xt .
» Der Inbalt biejes Coneids ift gleid ber Diffeveny qweter Glinder, deren Rabien p und
peven Hoben beaglid v und p find.s

X,
5. Stanfel diefed Conoids.

p

X
# » L P
£ ol | 32 4 x?) dx
5 =2x [M]:-‘._.‘.’..T [ i i —
_x-

P

® o
o 0
; 2 P
S=2xp! log ———— %"
Biea s
L
Gubitituirt man toweeee y, 0l
.";—2||3r-_\' X L.
3 pom JMadiug p und bey

» @er Diantel ded Conoidd it gleid dem Mantel eines Cplinver

e

Hohe v, vevmindext um ten Inbalt ves fireifes, ber vbon x Dbefdhrichen witd, «

¥ . o

Die b ) 4 x"

i D b. D¢ Cinte x==x%1n l el 1 ober v=nploz R —
Fig | ] 1 p?

ber Togarithmijiben gebdrige Yinie bat jier fidh in oag Wnendliche

i

Mueh oieje aur Hlafie
Peiben Seiten der Orbinatenare. Da

auédebnende conaruente Avme auf
.I-'_\-__‘lia pdit= \'1
der ™ (phbExr)Er
fo Bat fie in jebem Urme ecinen TWenbungspuntt (M und R) bon ber Abjeiffe &= p. Dad Stud
oifdben iefen beiben LWenbunggpuntten ift convey, bie daviber hinausliegenven Thetle concad
Ay haben jdbom “im vovigen § Demerft, daf nux Bad
baf bie Sdwertvaft in den Wendbungdpuntten

I, D0l D

gegen bie Abjeiffenate. conbexe Stid
ifi = 0 ijt, uno

alé Kettencurbe ju befvacdien
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in ben concapen Theilen ibr Jeiden Gnbern wivke. Tie Tangente im Wendungdpuntte ift un-
45 ° jur Abjciffenare qencigt.
Ter Reammungsbalbmefjer beftimmt fidy ju: )
(p* —|—(}|s X r-|—\ :I:'r
_:.;rlp -+ x* J[]n — x*)
Sm Sdeitel ift taber wiederum

e
___3_

Die Cuabratur gelingt febr [vidt:

T \d\. o jl[:\ tl\
F=2p (.\' — p arc te I\’ )

Dinfidts ter Cubatur bed Motationdconoids frelt fie fih ber vovber betradieten Gurve,
oeren @leidhung fid nur duvd) die Vorgeidhen unterjdeidet, vollfommen juv Seite:
.\
>, 4 i!\

1\'211‘.-’ .'-:"'t]."-':'-j-ﬁl-r I-' LS

. 2 3 Pt 4 x?
1 —_— T b e aRE i 4 fid ||'|'\-|'- s i
4 p= (\ I a he )

X
]

K=%x*c«p—pn-yT.
Dieé Conoid iff chenfalls ter Diffeveny dev genannten Evlinder, aber mit entqeqenqgefes
ten Beidben qenomimen, qleid,
Beidreibt man beive Gurven mit gleidem Pavameter p auf basfelbe Coordinatenfyftem
ineinanoer, fo fteben fie im gemeinfamen Sdeitel in einem Contact ter britten Orvbmung, el

bie Differential: Cuotienten Hid jum britten incl. fiir x = 0 bdiejelben Werthe annehmen,

&
IT. U ift eme Function Hed Tinfels
Dad Berfabren, pod man bei der J[nicqration ber Gleidhung

l't|.-':\rllk"
im llgemeinen 3u befolgen Gat, befiebt Davin, baf man mit Hilfe dev Relation
y =tgoq

o eliminivt, und die Bevdnverlichen fonbert, fo daf

\':ll\'
= Ul+y"

eefeint, und endlidy biefe (Sleihung ju inteqriven fucbt.

1. Beifpiel E3 with biejenine Rettencurve gefudyt, bei bev bie wirfenben fvdfte ben
Spannungen in ibren Angriffpuntten proportional find.

it u bie Kvaft unk v die Spannung im Anfangdpunfte der Coordinaten, fo muf alfe




ober, 1oeil Bei allen Settencurben V= —— fiit,
LGOS g
1
[t
G0s Q@
fein, @3 ift taber von ter Gleidung I
s !
—— = vy
[0 |’;"| -

audgugeben. el nun tge =y, vaboy =L+ vy, fo gebt diejelbe in folgenbe Gber:

Cas r__\
vy
udx = =
L4 y*
peren etnmalige Jnteqration ux =1v arc tey'

giebt, weil arc tgy mit x devjbwinbet. Duvd) wieberbolte Snteqration ebalt man mm
Y= e log see iy
1 ki
wobel twicderum tie Conftante berjdiinbet,

Soll nun diefe Hettewcurbe bon einem materiellen Seile davgeftellt werben, auf tad feine
anovern alg feine ©droerfrafie wirken, fo muf vasfelbe von vaviabeln Dueridmitt fein, welder
per Gofie U allenthalben proportional if. Da nun U nady der Unnabme aud den Span:
nungen preporfional i, fo wirbe in bdicjem Seile bie Spannung, welde auf bie Einbeit fei-
ned Qluerfibnitts fallf, alie die Spannung feiner cinelnen Fafjern allentbalben Ddiejelbe fein.
Die qefundene Curpe wich daber die gleidgeipannte Kettenlinie genannt,

Da x unter tem Functionsjeidhen see jiebt, jo hat die Curbe aloei congruente Avme auf
beiven Seiten oer Orbinatenage, welde fid in’s Unendlidie exfiveden, aber gany in dem Maume
liegen, dev von jwer auf dev Ubfciffenage in ber Enifernung 2= ;I jenfrechion Graben emge:
jebloffen twird. i

Der Keimmungséradiud diefer Curve ift

Y 11X
= — Sl —
% 11 ¥
; . ux . 4 5 L3 . i e S G
Da y' = tep = to —» 1o i, weil ¢ und ~ [efs inerhalb ber Grangen 0 und 5 liegen,
1nx
Mn=—
=
Daber mit BVeridfidtiqung, taf V= -, aud
GO CI_'!
'\.‘
0= —
11
Doy Krimmungéradbiué im Sdeitel babex
' v
0 —_—
5 11

» Die Keimmungsbalbmefjer find bei ber gleidbgeipannten Keftenlinic den Spannungen,
vaber aud ben Sdwerfraften proportional. «
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2. Beifpiel. Bl man eine Kettencurve jucden, bei ber bdie Krdfte den Spannungen
umgelebrt propovtional wiven, fo bat man, weil jept
U=nucos @
ift, folgendbexmafen ju vedhnen:
u cos pds = 1'[1_!.",
nds = v 'I;"'.l-r_'-, I?-l]_".'J,
udx =wvdy'",
X — V¥,
5

¥ =D
u -

" e e 2 : 5 v . = g ;
Diefer Bebingung Leiftet aljo eine Pavabel vom Parameter — Geniige.  BVergl. § 2. 2.
n s o

3. Beifpiel. Sollen die Krdfte den Tuabraten dber Spannungen proportional werben,
joll aljo

o 11
U=——
Cosq@™
fein, fo ift bic Diffeventialgleichung : ;
vily
ndy = ——— TEY
(14 v'*)3
au inteqriven. Dies erqiebf jubivberit :
¥y
nx = Fe=—t—
; _ ykek e
und burdy abermalige Snteqration: APl
Vi l"i‘ 2 e
o — 4
J =
oDeT
: i .
s el G EE s
1L" =
: - I e i ; Fh iy v Ly b
Die gejucbte Curve iff aljo ein Kreid vom Rabiud —, wie nad § 2. 1 u ermarien fand.

Keimmung der Kettencurven im Scheitel,
AR
Yebrjafh. »Alle Kettencurven baben im Sdyeitel eine Kvitmmung vom Radiug
' Y

1n
tenn u bie Sdiverfraft und v bie Spannung beyeidnen, welde tm Scheitel roicken. «
Beweisd. Da mit Beibehaltung dev fribern Bejeibnung allgemein
: T
i !t-\' ;-l i}_ 4
1o i vy
J==r—,
fo exhalt man durdh Elimination von dy'
vds? __ v(1+4 ')

Ol oy P o
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Qm Sdheitel, wo vaé Curvenclement borizontal if, verjhwindet y', wnd wird U= u; dabex
' v
0 — #
3 i
o Nlle Fettencurven, welde mit denfelben Eonftanten v und u conjtenict werven, find da-
Dev im Sdeitel aleid gefeimmt, und weeden von einem freife odculivt, deffen Nadiud — it «
1
iy wellen fitr die in ben bidberigen Beifpiclen befvachteren Eurben die -qeometrijdien Pa-
vameter jufammenficllen, mit denen fie befdyvicben wevben mijjen, um alg sufammengebirige
mit denfelben wmedanifdhen Cenftanten v und u confivuivte Keftencuvven ju gelten. WL einey
aemeinen Settenfinie von den Gonftanten. v und u gebort nady tem Fribern sujammen:

et fireis pom Habug r = -

1l i
e X ) v
¢gine Pavabel, x* = 2px, bom Paramerr p = =
: e ey s . . 5 c 4 y Y
eine gleidhfeitige Hoperbel, x* = 2py 4+ y*, bom Pavameter p = —

LL
~ . ¢ ey V
etne Gticloibe, bei welder ter teppelic Durdmefjer 2d =—
[ 1"

o e p- i)
eine Burpe y=p 1”2'.’, F'._;_'-' _—x-_;.', bel oex 3_ =
: 2 T S ; y v
e ke y=np log t_— , bel ber "I}_: -5
: p* 2
e - " b A o e W
cine aleidgeipannte Rettenlinte, vom Pavameter = —.

Der in biefer Metbe vorfommende $veid odculivt mithin alle bie anbern Eurven im ge:
meinfamen ©deitel.  BWei den drei [ebien fanben wir died bereitds ald Nejultat befonderer geo-
metvifher Evmittlung, und buvd cine folde ijt oud fiv bie Abrvigen befannt, wad bdbuvd) ten
obigen Lebrialy alg allgemeine Eigenjdaft oex Seilcurven andqeiproden i,

Schwerpuntt der Kettencurven.
5 9

&2 it vom Sdoerpunfte tes Syftemd von Sdiverfriften die Hebe, weldhed eine Hetten
curve darjtellt. Weseidnet man mit = dic Summe biejer Kvdfte vom Anfangspunkte der Eoor
pinaten langg bem VWogen ber Eurbe gevedhnet, mit xy v, aber die Eoorbinaten bed Sdiver
punfies, fo befieben befanntlich folgenbe Gleidungen:

— l{::l]h'.'
T ’wﬁl_'lh; Eey, = f}"l_'ﬂ*.

Da nun nadh Friberem allgemein e vdy'
o aaE

fo gejtalten fidh diefe Gletdhungen folgendermafen
Po— \'_i." :
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'y L
Bex,=v fxdy; 3.3, =v [ ydy.
oS 0 J o

- L]
Durdy pavtiellele Jnteqration exhilt man barvaud;

Z X, :\.'x_r' ¥
¥
Eey, =vVyy —V ]}""’r]x.
P - y 7! af
Die Scwerpunfis - Coorbinaten ergeben fidh daber:
-
Xy ==X =— ==
v
3
j.‘f'"'hi
Ll
Y, =y —%—

= : : il EPi | e
et man e ver evften Gileidhung filv — = coteq, o ift
v {

Xy =X — Vv cotgap:
wovin gine aufierft einfade Eonfiruction bex :—'_'.c[nl\n']:m1tt-:-.-*HLH‘riﬂ'r augqeibroden .  Um die
jelbe fir ten Bogen AM (TFig, 1) au finden, leqe man in M eine Eangente an benfelben
und vevldngere fie jum Sdnitt mit der Abjcifienaxe in C; fo ift AC die gefuchte Nbieijye.
e bie gemeine Kettenlinie finben wiv Diefe Gonftruction fdon von Seil nig (Acta Eru-
ditoram 1691) angeqeben,

]

§ 10.
Unter den oben niber befradieten Rettencuvven Dictet Defonderd bie Kettenparvabel, vber
Rettenbridlinie, tn BVegug auf den Schwerpuntt intereffante Refultate,

e - . = 5 & T o e : X
S namlich x* = 2py ibve Gleidung, o ift v/ =-=, baber:
A ] D
fole y__X
Xy —=X— m=
e B
1 ' T X & b
Und el §y?dx=_——, jo ift
o 3p
*x
y 2 s :
G Y X \.
i —Y =
" 1 } v - rii_l 5

»Die Sdwerpuntte aller vom Sdeitel anfangenden Bogen einer Rettenparabel liegen
vaber twieder in einer Pavabel, beren Sebeitel und Nve mit Ler erfiern sufammenfallen, beven
Bovameter aber £ ved Parvameterd ber geqebenen iff. «

Wueh ifi bemerfendrerib, baf binfidilich der Combinate y, = 3 pie Nettenpavabel mit
oer gewdbnliden als bomogen fdiver gedadyten Eycloibe Ubereinftimmt, fo fern man aud lep
tere auf Sdyitelcoorbinaten Degieht.

30
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