











@lv Gonflruction ber Regelihnitte aus finf gegebenen Elementen blof mit Hilfe bed Lineals qebort
forooBl ju ben an fidy intereffanten BVroblemen der Geometrie, al2 fie aud ben vortreffliditen Stoff fii
pen twiffenfdaftlichen Heidenuntereicht auf ber oberiten Stufe unfever Realfdulen bieten Tann, Fely werhe
im Folgenben verfudwn, bie baju nothige Vorberettung i moalidft faflider Torm aeben, verbinbe
bamit aber vorgiglidy ben Swed, ju jeipen, wie bie Regelidnitte in rein geometrifder Ablettung obne
$Hilfe metvifeber Nelationen aud Vegichungen ber Yage von Punften und Gevaden berborgeben. Da biefe
Mietbode fieh auf bie brojectivijben Gigenidaften der geometvifhen Glementargebilbe fifitt, bdiefe aber
aufierhalb bes Scduleurfus licgen, fo {dien ¢& baber nothwendiq, die Glemente bderielben , fotwelt fie fir
ben vorlicgenden HSwed unerlaglid find, veranjufhiden , babei aber fede Ginmifdung von metrifdhen
Hilfamitteln und Folgerungen , nomentlich ber anbarmenifden Verbaltniffe, fo wickiam unb mwichtia fie
aucy fein mogen, gu vermeiben. An bie Ergeugung ber Reqelidmitte aus Projectibifdben Meraben unb
Strablenbifdeln veiben fib bann bie Sabe bes Padeal und Brianden ald nativlide Folgerungen
an, oa auch fie ald Edlifiel fir emige Falle ber Mufqabe dbienen. Tie Theorie Ber Snbolution, wicber
in vein geometvifber Entwidelung , fibet auf ben Sah des Defargued, wnd auf newe Lofungen ber
feibern Fille, und evfbliefit enblich bie Wufgaben groeiten Grabed, welde in dem vorgeleaten Lrobleme
feden, Dasfelbe gerfillt ndmlicy in finf Paare covvefpondivenver MAufgaben, welde der beffern U1berfidt
wegen bier fogleich aufgesdblt find:
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Einen Heqel{dmitt ju confivuiven, ber

. Durch finf gegebene Punkte gebt. [.a. Finf gegcbene Gerabe berdibet,

I, Durdy vier gegebene Puntte qebt, und in einem | I 2. BVier ebene Glecabe unb eine berfelben in
berfelben eine gegebene Gevabe beritbf, einem geaebenen Lunfie ber@het.

ITL. Durch drei geacbene Punkte qebt, und in jweten | ILa. Drei gegebene Gerabe unb jwel derfelben in
perjelben eine peqebene Mevabe beritbrt. 1¢ einem genebenen Bunfte bevithet,

IV. Durdh vier gegebene Punfie gebt, unb eine qe- | IV. a. BVier geqebene @erabe beebrt, und burd ei
qebene SSevadve bernbrt, nen geaebenen Bunft gebi.

V. Purdy bret gegebene Punfre aebt, und jivel qe V.oa. Dret gegebene Gevabe beritbrt, unb burd
gebene (Gerave beribre. awer gegebene Lantte gebt.

I. Projectivijche Elementarqebilbde.

Swei geometrifbe Gebilbe Deifien projectibifd ju einander, wenn fie fib in folde Yage bringen
laffen, bafi bag eine entiveber dad anbere projicict, ober die Brojection bed anbern ift, Lirojectivifche
®ebilbe, weldie bie angegebene Page woivtlidh innebaben, lieaen bevfpectivifd, wibrend fie fonft, wenn
biefe Bebingung binfilis ibrer Yage nidf erflillt ift, fich in fhiefer Yage befinben,

Diefe Beariffe und bie geqenfeitigen Vegiebunaen, welde gwifden projectivifden Gebilben fattfinben,
follen junddft an ten Elemenfargebilben ber Ebene audeinanberaefeht werben,

§ L (Fa. L) Fird ein chener Steablenbifdel S bon einer Gevaben 1, welde nicht burds das
Gentrum 8 gebt, gefdmitten, jo entjbricht jebem &Stvable a, b, ¢, d cin Punft der Geradben A, B,
C, Dy vem Poavalelftvable g aber ber unenblidy entfernte Puntt Q@ bdicfer Gevaven, u dem man gelangt,
|
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forobl redtd, wie linfé auf ibr fortfdreitent , ber jebod mur ald einer angefeben mwerben fann, ta
jeber Strabl bie Gevabe nur in einem Bunfte fdmeibet. Umaefebrt entfbridt jebem Punfte der Giceaben
¢l Strabl bed Wijheld, Snbem man nun bied gegenfeitige Entforedien von &trablen und Punften
feftbalt , in melde gegenfeitige Yage ber Vitjdel unb bie Geradbe audy verfeht twexben, find biefelben
projectivifdy auw cinanber. Jn ber eben betraditeten Yage find beibe (Gebilbe pevfpectivifd unb ber
Punlt S beipt bann Projectionspuntr. Dadie man aber bic Gerade in eine anbere Yage verfekt,
immer jebody bie geaenfeifiqe Hage ber Punfte A, B, C, D auf ibr feftbaltend , fo befinben fidh ber
Bilifchel unb bie Gevabe in fdiefer Yage. lnfer emer proje e (eraben ift baber cme Meibe von
Punften in fejt beftimmter gegenfeitiger Lange, beven Trdger die Gevabe iff, ju verfteben, unb chenfo
unter «imem projectivifcben trablenbitfchel eine fFelae von Steablen bedfelben Gentrums in fejr bejtimme:
ter gegenfeitiger Yage.  Projectivifbe Gevabe werben daber audy brojectivifde gevabe Punftreiben
genannt,  Tie Strablen bes BVafdeld unk bie Punfte der Meraben werben ald bie Elemente biefer
Sebilbe begeidinet.

Yebriak. Ein ecbener Biifchel S unk eine gerabe Punttrveibe 1 find vrojectivifch ju einanber, mwenn
nuy bret Elemente bed eimen a, b, ¢ dreten Elementen ber anbern A, B, € entjpredben.

Tetwets, Denfe man beide Gelalbe n fdicfer Yage, und fuche fie in perfpectivifibe 3u bringen,
die Merabe ald feftlicgend betvadbtet. Da bie Winfel (ab) und (be) unbd ebenfo bie Streden AB unb
BO gegeben find, fo bat ber Projectionspuntt 8§ feinen Ot auf ben Leiben Sreidperipberien, bie fiber
biefen Streden bie entiprechenben T8inkel ald Peripberierombel faffen. Davaud ergiebt fich, bafi bie Lage
ped Projectionspunttes befiimmt ift, und mithin bie Gebilbe projectivifdd find. Freilich Befinbet fich auf
ber entpegengefeliten Seite ber Mevaben nod eine Stelle fir 55 inbel it foqleich erfidtlicy, bah ber
pavin centrivente Steablenbifdel bem exfeven congruent ift.

Mug wunbamentalfabe eraiebt fid, baf orer Elemente audveichen , eine Gerabde unb einen
ehenen Bijdel alg projectivifb ju beftimmen, fie aus ber fdbiefen in bie perfpectivifche Yage su bringen,

unb gu jevem vievten Elemente bed einen ®ebilbes bas entfprediente bes anbern qu finben.

—

1

8 2 (Fg L) 28ud e cbener Steablenbifchel 8 von gl vevfdicdenen ®eraben 1 und 1,, welde
midht durdy bad Gentrum S geben, gefdmitten, fo enfipricht jebem Punfte A, B, C, D ber erften G
raben 1 vermoge ber Lrojectiondfirablen a, b, ¢, d ieieber je cin Punft A,, B,, C,, D, ber meiten
Sevaben 1, unb wmgefebet, ndem man nun bied gegenfeitige Entfpreden der Punfte ber beiben Geraben
beifen fie prejectivifdy qu einanber. WVefinben fidh e projectivijde Gievabe in eimer foldien
bie eine die Gentralprojection ber ambern i, fo liegen fie perfpectivifidy, und ber Punit 3 ift
untt,  Rece anbere Yage beift cine fbiefe. [n ber perfpectiviiben Yage baben fie fiets
idmittépunit EE, als entfprechenten Punft gemein.

Bemerfensmwerth ift, baf im Wllgemeinen dem unendlich fernen Punfte] ber einen Gevabden ein enblidier
Puntt ber anbern, wie Q und Q,, und B unb B, entjpridt. ©ied finbet nur in ben befonbern Sallen
nidt fiaft, wenn 1) ole Geiben (Geraben prallel fink , 2) ber Projectionspuntt felbit unenblidh entfernt,
bie Prejectionsfirablen baber pavallel fin.  Jn biefen Fallen nennt man bdie @evaden projectivifd
abnlich (tweil bie entfprechenten Abfdnitte gleided Werbilinif haben: AB: A B, =BC:B,0,), B
projectivijdy dbnlichen Gevaben entfpredben fidh ibre unendlich fevnen Puntte geqenfeitig. Sind aber endlidy
1) bic beiven Gieraden fotwobl, wie audy bie Projectionsitrablen paralel, ober 2) bie Projectiondfizahlen
pavallel wnb die beiben (deraben unter gleidben IBinfeln nady verfdhichener Seite gu ibnen geneint, ober
3) bie Gievanen bavallel und liegt ber Projectionspuntt in ver Wiitte jvifdien bnen, fo nennt man bie beiben
Seraben projectivifd gletd (metl die entforedienben MUbfdnitte auf beiben gleidy find: AB= A B,).
Nud ber diefen find die unendblich fermen Luntte entfprediente.

Nacdy ber Evilavung find gwel Gerade projectivif , wenn fie mit bemfelben Strablenbifdel brojec
tibifd find. Umgetebet [aft fid aber aud beboupten:
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1) ,baf, wenn gwei gerabe Punttretben projectivifh find, fie awd 1 ermunbbemielben Etrablen:
biijdel projectivifd) find, b, b, fidh i folehe age bringen lafjen, bak die ¢ine bie Rrojection
ber anbern ifi."

Denn legt man fie fo, bk fic fid in jwel entjbrechenben Wunften E und B, fdmetven, fo beftim
men bie beiven Strablen AA, und BB, einen Tuntt 8. welder dad Gentrum eined BViifdeld 1t , ber
bermibge bes britten gemeinfanien Strabled SEE, nady bem fundamentalfage bes § 1 mit Beiben Pt
retben projectivijdy ift.

&8 folgt Bievaus, bafi wenn jwet brojectivifde Gerabe fid in einem Tunkfe fdmeiden, Ser i beiben
cin entfprechenber ift, fie allemal in perfpectpifcher Yage fink.  Ferner ecrgicht fidh aus dem Beweile bed
obigen Sabies, baf brei Paare entforedrender Vunkte vollfommen genugen, um gwet prejectivifche Tunft
reiben in perfpectivifde Cage ju Bringen, was augaeibroden it im folaenben

sunbamentalfabe 20, Bwel gevabe Punftreiben find projectiviich , twenn nur brei BVuntte ber

ginen oreren Punlten ber anbern entfbrecien, ”

Lrojectivifche Gerabe find daber burdy drei BVaare entfwveediender Punlie bollftanbig beftimmt: dbn
libe brojectivifde Gierabe fogar durdh jwer Paare, da bie gemeinfamen unenblids fernen Tamlte bad
britte Paor bilben, und gleide vrojectiviibe Gerabe fonar durd ein Paar, weil bei ibnen jebe aet
aquibiftanten Puntte ein Paar entfprechenter ift.

§ 3. (Fig, 2.) Wird eine Gevade 1 in jebem ibrer Punfte A, B, C von ic einem Steable aweier
ebener Steablenbiijchel S und 8, gefdmitten, ift mithin bie Gerabe jebem bev Binfdvel peripectiviidy
jo nennt man biefe Strablenbijel brejectivifth ju cinanber. Diefe befonbere Yage berfelben, bet ber fie
beive brefelbe gerabe Punktveibe brojiciven, Dbeift die peribectivifdbe, unb biefe e
Durdiidnitt coer thre Brojectionslinie, JSebe anbere Yage ber beiven Bivfbel it eine fchiefe, In
per perfpechibifchen Yaae baben fie ben Strabl, mweldier bie Deiben Eentra 8 unb S, berbinbet . mit ein

anber gemein,

abe 1B projectiviicher

S gwel brojectivifhe Strablenbafdel pon ber Refbaffenbeit, baf bie entiprechenten Strablen i
beiben aleiche SWinfel bilben, baf alfo L (ab)= £ (a,b,), L facy= /L (a,¢,); fo nennt man fie pro
jectivifd aleidy, Solde Steablenbitfchel geben aud jwei perfvectivifden berbor, 1) wenn man Bie
Projectionslinie iné Unenbdlide vicden (AR, wobei aufier bem gemeinfanen wble durdy bie Gentra alle
ibrigen Etrablen paaviveife pavallel werben; 2) wenn man bie Projectionslinie in bie Mitte Anifds

pie Gentra fenfredst auf den gemeinfamen Stealbl leat. Dabe
bic Strablen ber betven BVijdel in derfelben Miditung , weber rehtE ober
audern Falle bagegen bet Detben Bitfdeln in veridviebener Midhtung, [ene nennt
piefe unaletdaewenbete Bigdbel,
Mady der Erilarung find gwei Strablenbifdhel projectiviih, wenn fie mit bevielben Geraden projec
tivifch fink.  Umaetebrt [GBE fids aber audy bebauvten:
1) bafi, wenn gwei Steablenbifbel projectiviic find, fie ju einumbberfelben aeraben Prunkireibe
projectinifd find, b b, fich in felde Yage brinaen [aflen, baf fie diefelbe Tamnttreibe projiciven, "
Denn legt man fie fe, vaf yvel entfprechenve Steablen e und o, auf dnanber fal
bie Durdjdmittdunite der entfprechenven Paare aa, unb bb, eine Gerave, welde 1 rimtae des britten
Durdfdnittspunttes mit bem  gemeinfamen Strable ee, nad bem Funbamentaliahe Hes 8 1 au beiben
Hiifcheln projectin ift
&4 folgt Bievaus, daf wenn bie Eenfra gweicr projectivijiber Bajdel auf einem Strable lieaen , ber
i beiben ein enifpredenber ift, [ in perfpectivifcher $age find.
erner ergiebt fih aus ben sl o 1
fommen gentigen , wm jwei projectiviihe Steablenbiifdel in perfpectiviide Yage an bringen , wai
fpredien ift in folgenbem.

ift ju bemerfen, baf in dbem erfiern Falle

berum,, folpen, im

Dele,

Hmen

aare entioredendter Steablen voll

Eabed , baB brel

ausae
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Funbamentalfake 2. , Awel cbene Strablenbifcbel find projectivifd, renn nur drei Strablen
bed einen breien Etvablen bes anverm entipredien.”

Trojectivifdie Stvablenbiifchel {inb baber burdh brei Paave entfpredyender Strablen vollftanbiq be-
fimmt ; gleiche profectivifbe Bijdel fogar buvdy ein Baar, ba jede gwel gleihpencigte Strablen ein
entibrechentes Lanr ift.

9la Folgerungen aus bem Bisherigen werben nody folgende Sake hervorgeboben:

) Swei gerate Punttreiben, welde ju einer britten projectivijh find, find unter fidh projectivifch.

b) Awei ebene Strablenbiifdbel, welde ju einem britten projectivifd find, find e8 audy unter fich.

§ 4. Die bigber betvachteten Elementargebilbe ficben in einer bemerfenswertben Vegiebung geaen:
feitiger nalogie, welde in ben Exflatungen und allen Eigenfhaften berfelben beutlidy bervortrat, welde
aber auds in allen weitern Entwidelunaen teiebererfdheinen twicb, dberbaupt als ein wefentlider Ebavacter
geometrifber ®ebilbe bervorgeboben werben muf.  Diefem Gefebe ber Mecivrocitit find nimlid die
viwmlichen Elementataebilde tuvdiveg unterivorfen, und ibm verbanft bie newere Gieometvie vor allem
bie Embeit und Durdfidtialeit, woburd fie fid bor ter alteren Betradtungsiwoeife ausjeidnet. MWir
befdranfen und bier auf bie Gebilde ber Ebene, unb benuben r Ecliuterung biefed Gefehed bos
aebrdudiliche Miittel, bie veciprofen Elemente einanber gegendbevsuftellen,

An
ber geratven Punltreibe bem ebenen Strablenbifdel
find reciprofe Elemente:

Ter Triger L Tag Eenfrum 8.

Die Tumbte A, B, C. Tie Strablen a, b, o

Die Strede AB. Drer MWinkel (ab).

Der ProjectionsSpuntt S, D¢ Brojectiondlinie =

; Die Projechondfivablen a, b, ¢ Tie Durchidmitte der Projectionslinie A, B, C

Tritt nody bingu:

gine pweite geradbe Punkireibe, | ein geiber ebener Bjdel,
fo find vecibrek:

! Durdyfdinittdpuntt Tite Werbinbungslinte betber Eentra.

| ¢ entforechenber Punttpaare. | Der Durdidmittspuntt entipredender Strablen.

Die § g ber folgenden Fundamental - Mufgabe bietet bad befte Beifpiel , um baran biefe Meris

i procitat 1 auliden.

% 9. YUufgabe.
nn brer * entforechenber Punkte A, Renn bret Paare entforedenter Strablen a,
b A, B,, © zweter projectivifdber (era= | b, ¢ undb a,, b,, ¢, zweier projeciivifber ebener
pen 1 unb 1, qegeben find, ju irgend einem bierfen | BVijdel S und S, agegeben finb, ju ivgend. emem
Tuntte D ber einen ben entfivecbenben D, ber an: | vicrten Strable d bed einen ben entipredienben d,
Bern an finben, bed anberm ju finden.
Muflofung.

r 1. Die beiven (eraden baben ein Paar ber | 1. e beiven Bifbel baben ein Paar ber
gegebenen Punfte A und A, gememn fie befinben | gegebenen Strablen a und a, gemein — fie befine
fich tn berfoechibifder Yage. | Ben fih in perfpectvifcher Yaqe.

Mian iiebe bie Steablen BB, und CC,. Sbr Wian fude bie Durdfdnittspuntte bb, unb ce,.

[ Durdifchnitt ift der Projectionsbuntt 8. Der Strabl | Jbre Verbinbungslinie it bie Projechionsline s

lr' S beftimme D, Der Punfr sd beftimmt 4.

2. Die beiben Gebilbe befinben fidh in fchiefer ¥age.

{
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(Fig. 3a.) Wan fege burd A, irgend cine
oritte Gierabe 1, giche ben Stvalbl AA ,, nebme auf
pemfelben cinen Beliebigen Punft 8 alg Projectiona:
puntt an, fo beftimumen bie Etvablen burd B, ¢, D
auf 1,, bie entfpredenben Puntle B, ,, ¢, ,, D,,,
unb 1, , iff projectivifd ju 1. Daber ift fie aud
projectivifed qu 1,. Da aberl,, und 1, ben Puntt
Ay entfprediend gemein baben , o finb fie in ber
[pectivifiher Rage. Siebt man baber bie Strablen
B Bowmb C C,, foift ber Durdfdnittspuntt 8,
ver Projectionspuntt, Duedy ben Steall 8,D,,
with baber endlid D, auf 1, Beitimmt,

Eine gweite Yofung bdiefer widtigen Mufaabe
fcbent, 1ft folaenbe:

(Fig. 4a.) Man projicive bie beiben Gievaben
Lunbd 1, burd) jwei ebene Strablenbifdel S und 3, ,
beven Gentra auf ber Gievaben AA, legen. Diefelben
fint projectivifly, aber audy in perfeectivifder Yage.
Endht man vaber bie Turdfdmittspuntte ber Strab
len 5B und 8,B,, wie pon SC und 8,0C,, und [egt
burdy biefelben cine Bevabe 1,,, fo ift biefe bie Lro
jectionslinte.  Uuf ibr wirb burdh ben Stralbl SD
ver Punft D, amd burdy den &tvabl 8,1, , ber
Tamlbt D, beftommt.

uf bie foeben geldften ift nun bie folgendbe ufgabe leidt juried;
paienn bret Paare entfprediencer Elemente einer Gievaben unb ¢
geaeben find, ju jebem pievten Elemente des einen bad entforedienbe bes
Denn febreibet man ben Bafdhel burdy eine g

elnen jiveiten BVijdel, jo bat man 3wei
in ben vorigen ufaqaben.
& 6,

menbiifdel, und bdiefe Gierabe bie Mre

pesjelben,

it

e (ierabe, ober projicivt man bie Gerade bdurd

Die Sefommtbeit aller Ebenen, bie fid in berfelben qeraben Yinie fdneiben, beifit ein

(F%ig. 3 ) Man  lege frqemd cinen britten
Strablenbijel S,,, ber ben Strabl a, enthalt, in
bie Ebene, fudie ben Durdidnittspuntt aa, , unb
giehe burdy ibn eine Lelichige (Gerade 1 als Lrojee
tionslinte, fo beftimmen bie
felbent mit b, ¢,

Durdfdnitisountte ber
d bie entivredenben Strablen b, ,,

d,, bes BVagbels 8, ,, und S, , it pr tfih
fu 3, daber awd projectiviid ju S,. ©a aber 8

184 11
unt 8, ten Steabl a,

LI
entfpredientd gemein baben
fo finb fie in vevfpectivifher Yaqe, Werbinbet man
baber bie Punfte b, b, und i biefe
Merabe 1, die Projechionslinie, Der Durdfchnittd

pundt von d, , mit 1, bef

1 0 1
vl 1o 1t

fimmt baber ben Stralbl d,.

welde nodh bequemer fiir die brackifde Mushibrung

(Fa. 4 b)) Man fdueide bie Deiben 93fifdbel
S und 8, burd jwer Gerade 1 wnd 1,, weldbe burdy
ben Scmittpuntt aa, aeben. Diefelben find profec
tivifh, aber aud in perfpectivifiber Yage. BVerbinbet
man baber B mit B, unb € mit C,, fo it ber
Lurchfdsnittapuntt biefor Strablen der Projections:
puntt 8, . Durdy ben Puntt D wirh ber Strabl
dyy, unb bued) ben TPunft D, ber Strabl 4, be
ftimmt,

1

reojectivtidien Biifbels

anoern qu finben, ®

leshartige Gdebilde drojectivifdy auf einanber su beziehen ,  foie

TWied cin Ehenenbiifhel von ciner Geraten gefdmitten , mwelde nidt bdie NAre fhneidet [ober b

pavallel ift), fo entfpricht jeber Ebene ein Puntt ber Geraden, und umaelebrt,

an Beug bicvauf wich

pie Glevabe projectivifdy ju bem Ebemenbiijdel genannt,

TRird ein Ebenenbifibel von einer Ebene gefcbnitien, welde
famitt ein chener Strablenbiifbel, beffen Mittelbuntt in ber e legt, und beffen
an Bewg berauf ift diefer Strablen

Ebenen ent{prechen,

Iird ein Ebenenbifdel von jvel Ebenen durdifdmitten , bie nidt

beiben entftanbencen Strablenbifdel projectibifid,

=
]

e berlangert man die

nicht bic Mye enthdlt, fo ift der Dirds-

trablenw ben eingelnen

el projectivifch au bem Eben

il

ote Mre enthalten ,

Betben

o finb bie

Ebenen big qum

Durdfdhniet, fo iff bie Durdsidmittslinie fomebl mit bem cinen, wie mit dem anbern Strablenbiifdel

prejectivifd,
projectivifd.

Biwet cbene Etrablenbifibel, weldhe in bemfelben Ehenenbifchel licgen, find

o

paber fiets

Yeubt i1t ju folgern, bafi jebe Gievade, weldhe cinem Ebenenbifdel projectiviid ift, u feber ambern

ben Ehenenbitfchel fibneibenben Geraben und ju jebem in ibm lieaenben Strablenbiifchel brojectivifdy ift.
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. Eryeugung ded Seeijes durd projectivijdhe Glementargebilde.

7. Srebe cbene Gurbe Pann auf beppelte TReife erzeunt werben,

1) Durch Lewegung eines Punktes nady cinem gewiffen Gefebe, 0. b burdy Aneinanberreibung
poen allen LBunften , welde bie Gurve bilben.

2) T Bewegung einer Geraben nady einem  gewiffen Gefete, b b burd YUneéimanderceibung
aller Gieraben, welde bie Guree bertibren, Tie Guvve ift dann bie Enbillente aller bicfer
(Meraven.

St Begug bievau§ unterfeheidet man:

[

1) Gurben o' Oebnung, wenn der eczeugende Punft nmal diefelbe (Serabe fberfdyveitet , ober
wenm eine Gerade bie Gurve wmal durdidmeibet,

2) Gurven n'™ Elaffe, wenn oie erjeugente ¥inie nmal burdy einen in ber Ebene liegenden Punkt
qebt, ober wenn fich von einem Punkte n Tangenten an biefelbe jieben laffen.

§ 8. (g 5ac) Mimmt man et Punfte S und 5, auf ber Peripberte eines Hreifed als Mt
telpunkte slweier Steablenbifcbel an, unb projicict belichige andere Puntte A, B, C ter Peripberie burd
bie entfprechenden Strablen a, b, ¢ und a,, by, ¢,, fo eriebt fidh aus per Gleidbeit der Peripherie
winfel fber bemjelben BVegen , dak bie beiven Stvablenbiifdel 8 unb S, projectivifch aletdy, und jwar
aleichaemendet find. Da fie aber femen entfpredenten Strabl gemein baben, fo find fie in {dicfer Lage,
Den fammentallenden Strablen e und 4, entfpredhen viclmeby bie Tangenten e, und d.

Die Weripherie eined Hreifes wivd daber turd ten Durdidmit aller entfprechenber Strablenpanre
jieier projectivifd gleicber gleidsgerenbeter Bitjdel in fhiefer Vage evgeugt, unk gebt burdy die Mittel
puntte biefer Hufbel.

Won biefen Duvdhichnittapuniten lieaen in terfelben (eraben mmmer nur jwei. Tenn Idgen brei
perfelben: in einer Gieraben, o Beffinben fidh die betben projechivijben Bafdel in perfvectivifder Rane,
b el boettpuntte lieqen.  Ter Hvetd wird von etner Geraben eben
nue in swer Punften gefdmitten: er ift eine Burbd Zter Orbmmg.

D projectivifh glerdhe Steablenbifdel burdy ein eingiges Baar entforedenber Strablen beftimmt find,

thent auf biefer Gievaben alle &

folat f burch brei Wunkte 8, S,, A, mwelehe nidht i geraber Linde legen, der Hreid beftimmt ift.
Ter Etralbl a, infefern er von bent Bifchel S, projicict wicd, ifi mit ihm projectivijd; ebenfo ift

per &trabl a, brojectivifh mit bem Viifdel 5. Mithin ift auch a brojecHvild sua,, und ba biefe Deiben
Gepaben einen entipredienven Punkf, nambdy A, gemein Daben, fo Liegen fie berfpect b, Reventt man
nin, baf bie Punlte S und 8, ben Durdfdnittspuntten dber Tangenten d unbd e, mit ref i
entibredien, o ery fih, baf ber Wrogechonspunft ver Gexaden a und a, bér Durdidmitte ber

1 =

nten de, iff.  Diefe BVetradhtungen erdffnen einen Teq au der inteeefianten Aufaabe: . einen
fretd, ber puvdy bron pegebene Puntte qebt, ju conftruiven, obne den Witttelpunft ju benuben.”

beiben 3

man an jieet Panfke B unt D, einer Kretdperibberie bie Tangenten s und
eine beliebige britte Tangenmte a, welde bie erfteren in A unb A, fdneivet, und jiebt
fFretfed 8 Strablen noch biefen Schnittpuntten, fo it leidbt evweislidy, baf

ter Gicoke, namhd = £ ESD =/

&,, unb barauf
man boeut ¢
Ber /. ASA, von

5 1 o,
Bpaen bes

age aber bie britte Tangente
freifed, etioa mwie b, fo wive L BSI
£ARAL

am qrof
e
unb ibre
cirt , fo enti jvel projectiafdy gleidhe &tra
genten 8 und &, find baber

projectibifdben Bumbtreiben.

von conftanter Grofe, namlid
enft man fid) babee bie britte Tangente am Hreife berumbeweyt,
pen beiben Zangenten 8 und 8, aud bem MWMittelpunfie 5 vég five proji
lenbiifebel besfelben Eentrums. e beiben feften Tan
1 Bejug auf bie Schnittpuntte ber beivegliden Tangente bie Triger jweter
a fie feinen entforedenten Punkt qemein baben, befinden fie fid in fdbiefer

]

u
)

Yage. Jbvem Durdfbnittspuntte DE, entfpredien vielmebr bie Berthrungspunie I, und K.
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Die Peribberie eines Kreifes wird baber durdy alle Strablen, weldie bie entivredenben Luntte weier
projectivifher (Meraben in fbiefer ®age verbinben , ald Einbiillenbe berfelben ergeugt, wnd beriibrt biefe
Geraben felbft in ben Punkten, welde bem Durdidmittavuntie oerfelben entipredien.

Lon bdiefen Erjeugungsitrablen fdmeiben fidh in demfelben Lunfte tmmer mue gwel,  Denn fdnitten

fich brei derielben in einem Puntte, fo befinden fich die beiden projectivifdien Gevaden in verfvectiviicher
Yoge, und e wirden fidy in biefem Punfte alle Strablen fdnetbern.  %n ben freid mibren ben einem
Puntte chen nur gwel Tangenten: ev iff eine Surve 2ter Elafi.

Da ferner bie Page ber BVeribrunaspuntte B und Iv, burdy ivgend cine britte Tangente beftimmt
wird, woburd) alfo brei Paare entfbredenter Punlte quf beiben Seraben aeachen fnd, fo folat, bafi burd
brei gevabe Yinien, bie nidt fich in cinem Tunlte jdhmeiben ober pavallel fink, ein Rreid beftimmi mich.

Prejreiet man bie Gerabe 5, von A, unb bie Gerade s bon A, aud, fo find biefe beiben Strab

'
lenbitjbel brojectivifd, und ba fie den Strabl a entivredent gemein baben, aud in perfie dier ¥age.
Heventt man nun , daf bie Berfibrungspunite B und [}, bem Sdmittountt ber Geraben

den, fo ergiebt fidh, daf die Projectionslinie ber beiven Biifbel A und A, bie burd ble beiben Be
riibrungdpuntte gegogene Gevabe o ift. Diefe Betradtungen fitbren wicder u einer bemerlengmerthen
Mufgabe: ,cinen Breid qu conftruiven, weldher bret gqeaebene ®erabe Bernbrt, obne ben Mittelbuntt
benuben.”

I entfore

L. Gryengung der Kegelfchnitte durch projectivijche Giebilbde.
§ 10. TWenn ein Rreid von irgend einem Puntte auferhalb feiner Ehene brojicict wivh, fo bilben bie
Lrojectionsfivablen feiner Pervipherie eimen Reaelmantel, und feine Projechonen auf anbere Ehenen fink
baber befanntlid Regelfdnitte. Tenfen wir und nody eine Ebene patallel ber Projection
bag Prejection ageserchnet
ift, bafi die LrojecHonen aller ibrer Gebilde in die Unendlidifeit fallen, fo fann ber ju projicivenbe freis
eine breifacde Yage gegen biefelbe baben:

gebene burd

entrum -_.11'[1'}'_[I 3 bie fpit i.l-u‘li.ll'l'l{l' Bene nennen fvollen, und bie paburdy m

1) Der fiveis lieat gany auf einer Seite ber Gentealebene, obne fie i Deritbren.  Dann Hegen
alle. Buntte ber Projection im Enblichen und bilben eine qefdlofione Gurve. Die Projection
ift eine ELlipfe, in befonbern Fallen cin Kreis. Jede Tangente bes erjeuaenten Kreifed pro
pieirt fid) toicber al8 Tangente in endlidber Entfernung.

2) Der Kreis legt gang auf einer Seite der Gentralebene, und beriibet Hicielbe. Dann fallt bie
Brojection bed Beribrung@puntied ing Unendliche . e entftanbene Eurbe it baber nady einer
Seife unbegrenat, fie it cine Pavabel. Jebe Tanagente bed Kreifes brojicict fidy als Tangente
oer Parabel in enblicher Entfernung, mit Ausnabme perjenigen, welde burd bringd
puntt mit ber Gentralebene gebt. Denn biefe proficict fidh in bie unenblich entfernte (Serabe,

3) Der Rreis wird von der Gentralebene gejbnitten. Dann fallen bl Projectionen ber beiben

Durchibnittspunfte g Unenbtlide. Die entftanbene Gurve ifi baber nad el Seiten unbe

grengt unb beftebt aue gwei gefonbevten Theilen; fie ift eine Hoperbel, el Tangenten

berfelben find badurch ausgejeidmet, baf ibre Veribrungévuntte i unendlide Entfermmp fal:

lew, wibrend fie fid in endlider Gntfernung fdneiben. G2 find bics piefeniaen, welde burdy

Lrojection der beiben Tangenfen in ben Durdbfdnittsountten ded Kreifed mit per Eentralebene

entfteben. Da fid bie lebfern aufierbalb ber Gentralebene febneiben, fo fdmeiden fich {bre

Projectionen eben in ber Endlichfeit. Diefe ausneseichneten Zangenten der Hoperbel betfen
Mipmptoten.

Diefe aus ber Proficirung eined Rreifes fliekenden Begiebungen ber Page von Punften unk Tan-

genten find bie Merbmale, twelde bie vein qeometrifde Betradtung jur Unterfdeibung ber drei Wrten

bon Hegelfdnitten benubien fann, Ftir ibre genevells Grjeugung in ber Ebene, welde und bier bornehm:
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lid befbdftigt, ersffnet ficd ebenfalld buvdy brojectivijde Ubertraqung der in IL entwidelten Rreidibeo
ceme oin frnditbarer Gefidbtdpuntt,  Die Pringivien biefer l-].E"I.‘TH'&:],]ITI_L",‘. melde fih aud ben Elementen
in L. ableiten, find folgende:

a) e Ecentralprojechionen: von 9

5
bere Ebene find felbft brojec
3

eetivifden eraben ober chenen Strablenbifdeln auf eme an
¢ Merape ober ebeme Etrablenbijdel.

h) Wefinben fich dabei bie projectiviichen Geraben cver Biifehel in perfpectivifher over febiefer fage,

fo Befinben fidh ibre Trojectionen ebenfalld vefp. in perfpectivifiber ober fchiefer Yage.
§ 11. (®ig, 6a.) Da nady § 8 die Peripberie besd firetjed alé ber Dt ved Durchfbnittd jmeier
projectivifl aleidber Strablenbifdel in fdiefer Yage betvadietr wevben fanu, fo folgt dued Projicirung

bed Streifed auf ivaend cine ambere Gheme, nach ben eben ausgefprodenen Prinjipien, vak:
Ljeber Wegelfdnitt burdy ben Sdnitt aller entfpredenter Strablenpaare
jleeier projectivifder ebhencr Strablenbifdel in fdiefer Yage evjeuqt wird,
beren Trdger felbit Punkte biefesd Fegeljdnitis {ind.

Ta projectivifde Strablenbifdbel durd) brei Paave entipredender Ztrablen befiimmt fing, fo folgt,
bafi ein Seaelidnitt im 2Algemeinen duvdy finf Puntie feiner Beripberie beftimimt ijt, von benen namlid
et 8 und 8, bie Tvdaer ber Strablenbiijcbel, bie brei anbern aber A, B, O bie brei Stvablenpaare
Beftimmen,  Serner iff erfibtlic, daf nidt brel ver finf Punfte m gevaber Pinie legen Ennen , el
fonft bie Deiben Bifdsel, veren Trdger bie beiben anbern fink, n perfoectivifher Rage, thr Durdsfchnitt
baber cine Gerabe fein tvfivbe. Die Segelidnitte werben baber von einer (Heraben bodftens in gived

Puntten gefdmntien fie find Gurken gweiter Trbnung.

Serner evaieht filh aus dbnlidben Vetradfungen toie im § 8, daf dem Doppelfivabl 81, bie beiben
Tanaenten in & und 8, entfprechen, und baf ber Durdijbnittstuntt viejer Tangenken 0 ber Projections:
puntt fiie et entfprediente Strablen & unb a, ift, bie jelbft projeciivifde Tunfieeiben in perfpechimider
Qane tranen. Ta mitbin burdy bie Page bder finf Punfte 8, 8,, A, B, C aud bic Lage biefed Py
jectiondpunttes O beftimmt toied, o ift pamit ter Scbliiffel aefumben, beliebiq viele antere Punfie bed
feeaelfdmittd, und jwar mit alleiniger Aniwendung bed Yineals ju confiruiven, iwie bied im § 13 qejeint
toerben foll.
§ 12, (Fig. 6b.) In § 9 ift evwicfen, daf ber Kreid aud als Einhillende aller Strablen be
u Fann, teeldbe die entforechenten Punfte sweter projectivifber Punftreiben in fdbiefer age

Durd Trofection bed Freifed auf fvgend eine anbeve Gbene ergicbt fich barand mit Aniven-
am Sdiluffe bed § 10 Musgefprodenen, bafi:

bernoer

Dilig Dod
Jjeper Regelfdnitt als Einbillenbe aller Strablen exjeunt wivh, welde bie
entipredenben Panre jiweier projectivifder geraber Puntiveiben in fdiefer
Rage verbinben, beven Trager felbit Tangenten diefes Kegeljdnitts find."

Da projectivifthe Punkiveiben burey drei entfpredyente Paare beftimmt find, o folgt, paf cin Reael
fdbmitt im Allgemeinen durdy finf Tangenten beftimmt ift, von benen ndmlich jwei & und s, bie Trdger
fer Tunkreiben find, die brei anbern a, b, e aber bie drei Punftpaare auf ibnen Beftimmen. Ferner
ift erfidbtlidh, baf nidt dret biefer Tangenten fidh n demfelben Pumtte fdhneiven birfen, weil fonit bie
beiben Punfreiben , teren Trdger die beiben anbern find, in verfpectivifher Yage, die Strablen durdy
ibre Lunbtpanre baber einen ebenen Biifebel Bilten witthen. Yn einen Seqelidnitt Taffen fid daber von
einemt Bunfte bodfiens jwet Tangenten legem, Regelfdmitte fink Curben 2ter Elaffe.  Man nennt
paber aud ben Snbearifi aller feiner Erzeugungsfirablen einen Strablenblifihel Zter Orbnung.

Teiter erqieht fich twie in § 9, baf bem Doppelpuntie S (bem Schnitt der beiben Tangenten s und

5] bie beiben Rerdbrungépuntie O und O, entjprechen, unb baf bie Gerabe o, welde burd bicfe Ve

ritlbrungspuntte gebt, bie Projectionslinie fic bie Betben Bifdel A unb A, ift, bie projectivifh unb in

perfbectivifher Rage finb. Da mithin burd) bie Lage ber finf Tangenten 8, §,, &, b, ¢ bie Yage bicfer

o ....cﬁ-‘fi e
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Projectionslinie o beftimmt wivd, fo ift damit die Moglicdifeit evmicfen, belie

9

big piele andere Tanaenten

bed feqeljdmitts, und jwar burd rein lineare Gonfiructon u finben,

Die Eraebniffe biefes und ved vor. § find wicderum o
jur Hofung ber felgemben Hauptaufaaben anmwenben, wollen wiv dued 6

ettt flie ich el fovedben laffen.

tommen analeq , und mbem tewr it nun

qendiberftellung biefe Mecipre

ﬁl- 13. L. Muf qabe

Phenn fiinf Punlte in der Ebene aeachen find,
beltebia viele anbere Lumfte duvd lLincave Sonfiruc
fion ju finken, welde in bem durdy jene achenbden
.‘i-.‘\'||'||-l': mitt |il_‘ﬁ;‘]|.

finf Gierabe in etner Ebene  geqeben

ik, beliebig viele andere Gievade tureh lineare Gon

pen, welde ben vom fenen Derithrien
Reqelfdmitt Beriibren,

firuction Au

Wurlofwna.

(fig. 6a.) 8, 8,, &, B, C feien die fiinf

geaebenen Punkte, Wian ziehe ben 8 und 5, Strab

len nach A, B, C, vefp. a, b, ¢ unb a,,

und bringe bie entflanbenen Viifdel jum Scnitt
mit ven entforedienten Steablen a, e B, und &,

unt a m B und &, mwe 3

babiedy au Erdqern
sweter projectivifcber Punltreiben in beripectiviider
Lage werden. Yegt man dabér durch B oamb W,
b burdy & und &, Strablen, fo fjdneiden fich bie
felben im Projectionspuntte 0. Biebt man num von
O einen belichigen Strabl, welder a in © unb a
in D, fmeibet, und ziebt von 8 nad D, und von
S, nady &, in Iy,

eitem newent Punlte bed Seaelfdmittd,  Muf diefe

jo fdmetben fich teefe Sirablen

Beife fann man baber beliebig viele, beliebig eng |

an einander legenbe Puntte ded Keqeljcbnitts con
{truiren.

(Ftg-6h.) 8,54, b, ¢ feien bie finf ge
gebenen Gierad
punfte vom 8 und s, mit a, b, ¢ . A B, O
und A, By, G, Die betben entfprechennen Tuntte
A unb A, berbinbe man bavauf mif ben Turds
fbnittapuntten buvch die @trablen 6, ¢ und T

weldie  baburdy ju Trdgern pweier Drojectini

e, Wtan ficiee bie Duvdidmita

[
Bifdel in perfpechivifher “aqe werden,  Werbinbet
man baber bie DurdfdnitiSpmte von b une b,
ung bon ¢ ound ¢, durd eine Gevabe o, fo i bie

T | T A
felbe bie Lo

1onél Suiebt man nun dued
eiment beliebiqen Punkt n o vablen aud A unb
Ay meldbe s an D oundo s, in D, jebnetbern, fe ift
bie Yinie DY, eine meue Tangente bed Kegelfdmitts.
Auf bieje Weife Fann man beliebig viele

beliehi
eng an einaneer liegende Tangenten ved Seqelidnittd

COIETHIYE

Ak

it O g bem

Ta nady § 11 ber Projectiondpu
Durdhjcbmittavuntt ber Getben in 8 und 8, Berib:
renten aufnmmenallt, o eratebt fidh fealeid , ioie
in jebem over funt Puntte be Tangente bed Hegels
fchmifts [mear confrewet werben fann, obne oenfel:

bent iu Dalbon,

Y E . 1 S iyman T §
i nad 12 die DProjectionslinie o fich mit

oert beiben ienten & und &, m den Berlibrimas
punften berje flhmetbet, fo eraiebt fidy, mie auf
jeber ber finf Geraben ber Verdbrunadpuntt mif
pem Seqelfd enfirnivt werden fann, obne

b ju babe

L e

1. % Ilrllt‘\I albe

Gmen Reaelichintt hinear ju cenftriiven ,
ber burdy vier gegebene Punkte gebt, und in einem
perfelben eine qeqebene Gievade Denibrt,

ver vier qeqebeng evabe, unt bie eime perfelben m

| einem borqefibriebenen L,

untre bernlby

Muwfldfiuna

(5%, Ga.) e geqebenen Punfie jeien S,
S, A, B und bdre gegebene

main wieber S und 8, als

. WBetvachtet

per brojectiin-

fdben |iifchel , welde den Reaelfdnitt evzeuaen, fo

(&g, O b)) e geqebenen Sevaben feien s,

nagvinft 0.

8, &, b unb ber aeqeleny Herd
Betvadbtet man wicker s unb 8, al? Trager ber

projectivifdien Puntbveiben, welde den Weaelfchnitt
1 &

9
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Beftimmen bie Lamfte A unt B ben Projectionds | evgeugin, fo beftimmen bie Geraben & und b bie
firabl BHE ., welder auf der Snie o ben Projectiond: | Strablen b ane b, , beren Turd{dmttsbunkt von
punft O teifft. Tamit ift bie Sonfiruction auf bie | ber Projectionslinie o mit O verbunben wird, Da
in L. lints jurvidgefibet. mit it bie Sonfivuction auf bie in L vedie jucid:
aefiibrt,
IMI. Aufaabe
Einen Keaeljbnitt Hnear au confivuiren,
ber burch brei geqebene Punfte gebt, und in gweien | ber brei gegebene Gievade, unb wel berfelben
berfelben qeqebeéne Gserabe Deribrt, geaebenen Luntten berdbrt.

Nuflsfuna

Wetradstet man alé vie geaebenen Puntie 5, Hetvadiet man als bie geaebenen Gieraben s,
S, A und ald bie aeqebenen Geraben o und o,, | 8, , & und als tie gegebenen Punfte O und O,
fo ift ber WVunft O mitaeqeben, unb bie Eonftrues | fo ift bie Projectionslinie o nutgegeben , unb bie
tion auf L Linfs gqueidaefibet. Eonftruction auf 1. vedts juriidgefibrt.

IV. Dic Sape des Pascal und Brianchon.

§ 14. Der Yehrjat bes Badeal Hiegen anf ver Perivberie cined Regelidmitts fedsd Punfie,
unb berbinbet man bicfelben in beliebiger Trbnung ju eimem einbefebrichenen Sechse
Schnittpuntte ber brei Vaare geqeniiberliegenber Eeiten in einer Geraben.

(Fig. 7.) Die fechd Punfte feren I, 2, 3, 4, &, 6 und die Seiten ded Sedhdeds I, 1L, IIL,
IV, V, VI. (&8 ift au jeigen, baf bic Sdmittpunfte (I IV), (I V), (IIT VI) in ciner Beraben liegen.

Wemweis, Betradtet man ywel Vunble ungerader Mummer, wie T unb F, ald Wittelpunfie pon
unb e ven Dem briften ungeraben Lunfte 5 audachenven Seiten IV unb V alsd

ior Rifdsel, fo find bie Tebtern nady § 11 projechivifhe Gerabe, und liegen audy bexfpec
Der Edimi it 0 ber Stvablen VI amb IEL ift ber Projechionspuntt biefer Geraben. Die
| [T, welcbe ben Wunft 2 projiciven wnd mithin entjpredbentd fink, mifien daber bie (e
rabert IV und V in Bunfien M unb N jueiben, welde mit O in geraber ¥im

fo liegen bic: brei

=

Liegen.,

m einbefhrichenen Fiinfed,

e Seqelichnitt einbefchriehenen Finfed 12345 liegt der Durchjcbnittdpuntt einer Seie
ente im Glegenpuntte 1 mit ben Sednittpuntten ber beiben anbern Paave Gegenfeiten
V) in qeraber Minie.

ble Mdicberbolung bed obigen, twenn man nur an Stelle der Seite VI bie Tangente

enspunft ber Gheraden IV und V it nun ber Durdidmnitismmit O ber Seite

)
[II und ber Tangeute in 1.

2, Wom einbeichriebenen WViered.

Wy jedem , einem ."1‘:'.:.‘1.'|'|lll"||.i1[ cinbefdriebenen Biered 1234 Liegen bie Durdidmitsbuniie _’.]T‘{il‘!'
Paare Gegenferten (T, L) und (L, IV} mit bem Durchfchnittapunite ber m gwer Geqeneden 1 unb
3 aeseqenen Tangenten in einer geraben Yimie

Weteadbtet man wicher 1 und 3 ald Trdger gwecier Strablenbitidel , fo find bl Gevaden I und II
projectivifh unb licaen perfi bt Projectiondpuntt ift ber Sdwmittpuntt der betben m 1 unb 3
Derfihrenten Tangenten.  Win lieqen bie Projectionen bes Paumkied 4 mit ibm in gerader Hinde.

§ 15. Saf bed Briandon Liegen an einem Kegelfdnitt fochd Tangenten und berlingert man
biefelben n Deliebiger Orbnung ju eiwem umbe{drichenen Sedafeit , fo fdneiben fib oie brei Verbin
bungslinien ber brei Paare Gegeneden desfelben in cinem Puntte,

B




(Fig. 8.) Die febd Tangenten feien I, IT, I, IV, V, VI und bie Eden beé Sedsfeits 1, 2,

3, 4,5, 6. G it ju jeigen, baf die Geraden (1, 4), (2,5), (3, 6) fid in cinem Buntte fdneiden

Bewers, Vetvadbtet wan et Seiten ungerader Mummer, wie 1 und I ald Trdaer ber LVunlt
reiben, twelde von ben Abrigen Seiten beftimmt werden, unk bie Edm ber Dritten ungevaben Seite
¥, nidmlidy 4 unb 5, Mittelpmite von Strablenbifdeln, auf welde biefe Punl
bem, fo find nad ¥ 12 dicfe Stvablenbifchel projectiviid und legen aud perfoecti
bungelinie o ber T b 6 ift bie Projectionsdlinie berjelben.
Stralld T mifien baber aug 4 unb 5 burdh jwei Strablen m und n projicr

cinem Lunfte von o fd

then' bejoqen wer
Tie Lerbin
L und 2 b

eelde fidh in

E chmittp

TELDLT.

dufabe. 1 Bom umbefdricbenen Finfiett.
fdmitt umbefchyiebenen Snfert I 1T LT IV W jbneiben fidh bie Qerbin:
cineg Edpunfies 3 mit pem Verdibrungspuntte ser Geqenfette T unbd die zivel Verbinbunas:
i enem Buntte.

nur fratt bes Edpunire
4 und 5 1t jeht nd

pungsim
linten ber Deiben andern P
Ter Beweid ift bie T

bon eqeneden (1, 4) amb (2,
leoerbolung b
rimgspmft ber Seite I febt. Die Lrojectt
pungalinge bed Edpunttes 3 mit biefom e

& 0 ben Wernh

bie

cbigen, wenn

tbrunasbuntte.

2, Bom umbefbriebenen Bierjeit.

Wei Jedem, eimem Sreife umbefdhrvicbenen Bievfert T 1T TIT TV febmetben fich bie Verbindbungslinien
oot gtoel Paare Gegeneden (1, 3) b (2, 4) und die Verbinbungslinie ber Beribrimn
Gegenferten [ und IIT in einem Puntte

Betradtet man mwieber [ und [IT alé Trd
jectivifey und liegen berfoechivifch.  Shre Wrojections il
I MWithin fdneiven fidd 2ie Projectionsftvablen vonw 3 und 4 auf bicfer &

mlte imeier

I unb 2 pro

punfte bom I ‘unb

Bunktrethen , fo find die PBiif

aebt ound bie We

Vaf bie Hake ted Vadcal und Briandion reciprofe Einenjdaften
und ifive Ableihing aus projectivijdien Grunvaebilben ebenfalls
fanm midbt entgangen fein.  Diefe Sate fitbren auf eine aweite Diethobs

v
(L

pent (Sefeks

pie in & 13 Dbebanbelten Muf
& aeiaen mwirb.

bet ber bies Gefel wieder ju Staften fommt, feie o8 ber

'
Y 16, I. Mufagabe
e finf Vuntte qe

he
ft
n

eben find, bdurch Jienn

th, auf ¢

wrabe qeaeben find, b

immt mwird, Surds cinen Pun

et Seaclidmit
new vex)

pen, e bem fie bem Kegelichnitt fbneidet. Seqelfdmite ber

e Steqelfdn

iten Seraben den Punkt ju fin viver  berfelben eme Giepabe suw ateben . el

Huflofungq
(¥ 7.) Eeten 1, 2, 3, 4, 5 bie gepche
nen Punfre VI ®ie geqebene Gevabe. &8 ift | gebenen Seraben wnd 6 ber g
tlar, baf die Punfte O und M b baburdy N '
beftimmt fink, mithin ber Sdmittpuntt 6 qefun n befhmmt find.  Dabeér famn
oen 1. VI gesoqen 10erden.

¢ Meraben o unb o

Ee lenchtet foaleid ein, bafi fid Dievauf icberum eine rein Lmeare Gonfiruction cined
HE

Wik Anivenvung ded Hujakes im § 14 bem Mit Mnwendbung bes Sufabed im § 15 vom
pinbefc fedt aft eg fermer leidht, burdh | um
jeoen per geqebenen finf Punfie bie Tangente ded | ber finf

Reaelfdmitts au iichen.

wen [kt

purdr beliebia viele Vunkte oder Tanae

cbenen STt bt T ?
ETEN R i kingfett 1t e nun e

in jeber

feraden ben MWerntbrunadpuntt su finden.
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T Musfibrung biefer unk ber folgenten Eonfiy
fei baber nur bemerft, baf bie beib

cfisnen 1':&*ri11| aber genug vorbeveiter qu fein. Es
en folgenen Yufgak beveits im & 13 aui anbeve Tileife bes
hanbelt find, eine nodv einfacdbere $ofung aug sen i ben I.'-:"h. lekten 8% veraetragenen Edben erbalten.

II. Aufagabe.
enn vier LPunkte unb burdy einen berfelben Teenn bier Gevabe und in einer berfelben ein
eine Gicrabe als  Beftimmung

de eines Hegel- | Vunft ald BVefhimmungsfiide eined _Iu',1,u[!d~:uu-_'~.
fcbnitts geaeben find, ben Durchicbnittepuntt bes: | geaeben find, bie Tangente bdesfelben u jichen,
felbere mik irgend einer durdy einen ber Punfte ge- | welde durdy ivgend einen Lunkt einer ber Gera:
legten (Meraben ju finben. ben gebt

ITI. Aufagabe
b groel derfelben je Wenn drei Gierabe unb auf el berfelben je
ungsfittde eines feegelfcnitis | cin Puntt als Beftimmungsfiide cined Heqeljdmitts
gegeben find, einen vierten Punlt vesfelben qu finken. | gegeben finbd, eine vierte Tangente dedfelben qu finden,

Senn bret Punkte und bu
eine Serade ald Befi

V. Jnvolutien der gevaden Punkteeiben und der ebenen BWitichel,

s 17, (Fg. 9.0 T8enn jreer projeciivijcdre Punbiveiben ver Gievaben | und 1, in Beiuq auf einen
Projectonsbuntt O perfpectivifdy Liegen, fo entfbridt, twie in § 2 cvdviert ift, dem unenblich fernen
Lunfte Q, ber 1, ein endlicher Punit Q@ dev 1, ndmlidi ber Sdmittpuntt bes Parallelitvalls q, und
pem unentlidd fernen Pumfte B der 1 ber enblihe Punkt B, auf 1,. Die Bunkte @ und B, mwerden
Heqenbunfre gena 281t twollen uns nun bie Gecabe 1, fo anf 1 gelept denfen, bof B, mit Q
ufammenfallt; pie verlegte Gievabe beifie nun I' —.  Died fann aber auf dbobpelte $eife gefcheben,
namlich baB bie gememfomen Punkie O unb C, entweder auf cerfbicbene, ober auf bicfelbe Seite bes
Punftes QR ju liegen fommen.

L Ha.) Wir betvadien juerit ben Fall, baf bie Puntte ¢ und O auf verfhichenen Seiten
ben QR’ liegen. =mnb A und A, jwei entipredende Punfte ber Punftreiben 1 und 1, unb ift A by
A, entfpredbenbe in 1Y, jo LaBt fidh Bebaupten:

oa

i ber *Punkt, welder bem AY fofern es als Tunlt von | qedadt wirh, entfpridt mit bem
als ‘Lunft von 1 gedadt mwicd, jufammenfillt; baf dberbaupt auf der Dopbel
linie 1° jebe gwel entforedende PLumtte, wie A unb A' ober C unb €', fich aeqenfeitioq bowvelt
entin

L, JRTEEN

L dieg (obue alle Medmamg ) ju beweifen, bemfen wiv uns mit ber Gevaben 1, audy ben fie bro
icieenten Bifdel O verlegt, woburd fein Scdieitel nady 0' in bie Werlinaer pon OQ fallt, und

O'R'=0R, wird. Projiciven wir nun den Punft A’ aug dbem Gentrum O auf bie Gerabe 1, , feine
Projection beife A,', fo iff (weil bie Vuntte OAON' in einer Hreisveripberie Iir,u';u unb baber
— A VOR, = L AR fein mug) burd) Gongrueny ter Dvelede OB, A, und O'R'A erbvicien, baf
A — AR in!i mithin A,* bei ber Verlegung der Gergben 1, mit A ;u|11||1||Ltn!l:[!-.‘n ik,

2, (Fig. 9b.) Jm anbern Falle liegen bie Puntre ¢ unbd ¢ auf bderfelben Seite bes Punfted

QR. Emb nun A und A, oei entfbredente Punfie ber Vunkreeiben
A, enfiprediende i 1, ieperim bebauptet

bafi febe entHpredienbe T

b 1,, und iff A" ber bem

fte ber

oppellmie 1IY, wie A unb AY fidh geqenfeitiq bopwelt
eretpreden.

Tienfen wic namlich ben brojicivenben Bijdel O mit

puntt O auf OQ ober ibre Verlangerung m

civt man nun bem Punlt A qus

oer Gheraben 1, verleat, o fRlE fein Wit
cfelbe Eeite von 1, fo baf 0'Q =0R, mwith. Proji:
O auf 1y, feine Projection beife A, fo ift abmlidven Giriimben,
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wie oben, AOR A 22 A 0QA ;) Paber mwicberum AR, = AR!, tesbalb beim Sufammenlegen A,
auf A fallen mus,

Saffen wir bas Mequltat befer Evorterung aufmummen
Yegen goer projeciivijde Puntived
jammenfallen, jo entfpridt fich jebes Punftbanr aeqenivitia boppelt,

§ I8, Ter Juntamentalfo tes vor. § erlaubt aber audy dic Wmbebrung:

Yiegen gwe projectivifbe Tunftreiben auf demfelben Trager berart, baf ivaent ein Taar ent
evedbenter Punfie fidy gegenfeitio bopbelt entfpreden, fo fallen ibre Geqenpuntte sufummen,

Zink namlich auf ber Doppel I g, O oie Buntte O unbd O doppelt entforechente, fo Fann

man fidh 1 in eine Delichige ¥age gebradit benfon, dafi fie | fdneibet, unb Bei ber bie Punfte ¢ und O
gujammengallen, etwa in bie Yage 1,, woburdy bas C ber I' nah C,! cidt. Da nun 1 mit 1, perfoec
tiwifeb liegt, fo falle ber Peojectionspuntt O irgendve auf ben Strabl C/C, . Durds bie Barallelitrahlen

=y e

werven bie Giegenpuntte Q und B, beftimmt. Da aler nad ber BVoraudfeliung

fo erbalten wir felgenben Funtamentaljob ;

en auf vemfelben Trdger bevavt, baf ibre Gegenbuntte ju

GG =00 Uk ot

v OB, =0R, =QC. Fillt baber in ber Doppellinie O, mit ¢ jufammen, fo muf audy B,
auf Q fallen.

Yug ben betben Funbamentaliiben folat baber aud:
qienn el projectivifibe Punttveiben bedfelben Tragers ivgent ein fid bopbelt entipy
Punttpaar baben, o entforechen fich alle Punkivaare berfelben bopbelt,

3 18 Won gwei projectivifdben Punttveiben besfelben Trdgers, bei benen jebed Punfipaar fid

pobpelt entfpridt, fagt man, fic befinben fib in inbolutorifder Yage,

Da glwei Punttreiben ald projectivifd burd) dag Entforedien breier Tunftpaare befiimm find, fo
werden nady bem vor. % geel LPunflreiben besfelben Tragers in involutertfber Lage fein, wenn 3 B.:
AA'B Projechbijdy A'AB/,

Lerben goet involutorifdy lisgende Punttreiben al& ein eingiged Giebilbe betraditet, fo faat man on
pen paarieers jugeerbneten Punkten AN, BB, OO, fie befanden fid in Fnvolution:; und ben Tunft
(QR'), weldber bem wnendlidy fernen Punfte juacorbnet U, nennt man ben Mittelvunlt ber
Snvolution.

Tae Wefultar ber bisherigen Gnbwidelungen |
Zind von eciner Punftreibe i Involution
jebem Sten Yunkte ber jugeoronete Gre bef

a (Fig. ) 0009 und OADYA Rrcidbierede

tm

ENDeS

iy

s o audfpredien:

geerdneter Puntte aeqeben, o 1ft qu

it e paber auc

Paare

I

mithin bie Einie OO sie Shovbale ber beiben
um biefe Vievede befdrvicbenen Mreife iff, o wicbe fid dabureh ein Mittel eraeben, jebed anbere Laam
per Fnbolution gu beftimmen. Man batke nur dber den Steeden CC und AA' al8 Durchmefiern Kreife
e ervichten, unt bie Gherbale derfelben ju fuden. [br Durdidnitt mit 1 wave ber Mittelpunft ber
Snvolution Q, und ju jedem Sten Tunffe B warve burd die confrante Poteny QB . QB! ber une
B beftimmt.  Da wir aber fie unfern Stwed einer lnearen Go

Fbiete

truction. ben Worjug qeben, Beqnii-

gen i uns mut diefer WUnbeutung, und fuchen im Folgenden bem entforediende Hilfamittel.

& 200 Aud bem Risher

)

ten ergeben atoel Mrten ber Enbolution.

it gugeorbneten Lunlte fallen auf verfdhichene Seiten bed Wiittelpunktes Q.

nung : ABCQA'B'C,.  Die Puntte bilben eine

a) (5%, 9a)
Diann felgen fie auf beiben in berfe
pgleidiliegende Snoolution.

b) (g, 9b.) Tie jugeorbneten Punfte fallen auf

iefelbe Seite bed Mittelpunfied Q. Sie

ABCC'B'A'Q.  Dann bilben die Punkfe eine unqleidhlie

‘:“.'i nun

rolaen in umgefebrter

genbde Snbolution.
Uns ber Unerbnung bicfer Punftreiben ift o8 leidt erfidbtlich, taf bei ber gleidliegenden Snbolu
baf bageqen bet

Vobpelpunite ufammenfallen fan

tion niemals cin jugeorbnetes Paar e einem




ver umgleidblicgenben Jnvelution e auf Leiben Seiten bes Meittelpunfted fo cinen Punkt acben muk, in
et Paar gugeorbneter Punkte ju eimem Dovbelpunbt jufammenfallt.
§ 21 Bebriah, TWerben bdie ESeiten und Tiagonalen eined vollfidndigen Bicveds von einex
vandverfale burchidmitten , o bilben bie fehs Durdidmittépuntte cine Anvolution , moaveldier bie
mittpunfie ter Meaenfeiten und ber romete anve hilben.
Bewetd, (Fig. 10.) Dy Zransperfale L. Es 1jf ju
fecdis Punlte AABBCC" eine Sy
it bre Punltre AA'BC proje
QA'PG - ,
QANM i s MABC : (.
AABC b s AMABICY
felalich find nady § 19 bie fa |p||||‘t..' AA'BB/CO n

perfale bie beiben Tiragonalen

eioen Diagonalen
't MNOP und
~1'I

jen, pafi oie
nacre OF b8 (3. Yun

WBiered

e nods MO unb verls

e QA'PG aus bem Wiittelpunkte
|t|,‘.,_\_‘.| - : B

Schueivet die Trar

miferbalb , over Beibe innerbalb
bes Vieredkd, o ift die Subeliution eiwe ungleichlieqenbe ; jdmnetbet fie bie eof

perbalb , fo i bie Snbo dliegenoe,  Gebt im

¢ nnerhall, bie anbere au

TINE e Eing

riteren skalle bie Transveriale

onalen , o entjiel

Gomplementirede bes Viereds vder durd) ben Sdnitt betbor
(Sebl fie qugleich bu
alfo aug vicr ‘Vunlten.
biefe

toein D bunft

jolder Wunfte , fo enthdalt bie
1t befannten Eigenjchafien beg bellftandigen Viereds exfidtlich , bah

menifdy liegen. Sievaus ergiebt fih bev fiiv bie Theorie ber Jnvolution wid:

utton et T fre: fie beftebt

Bunlte ftets

tige Saly:

|

Die beiven Dovbelpuntte e

mer Sn liegen mit jebem Paare jugeorbneter Puntte bar
monijey ; umd ibe Whftand wird ven bem Wiittelpunkfe der Juvolution balbict,

§ 22, Uufgabe An finf Vundien einer Involution ben sugeoreneten fechsten au finben.

(5%tp. 10.) jeren bie Punfte ANBE'C auf ber Gevaben I gegeben. Um €' ju finden , iche
man bon ewmem beliebigen 218 (devaben MA und MB, bdavauf ven C eme beliebine Transvers
NB' unb PAY, teren &cnittyuntt O,

pie Gevade MO ben Tunft O auf I Dak biefe Con bl

ifte M

pie erfieren in N und P [ibneiber,  Siebt

enent Puntte ju Dopvelpuntten bverciniat finb

23 involutorifen Puntiveibe erqiebt fich ber cor I
Iutorifdyer alil Jn il Diegen gwet projectivijde Biifdsel concentrifch
Paar dienber & ';'.ll',L“? fidy bobwelt entforidit. Man bat ebenfalld cine al leaende uno  emne

oer Strablen ju unferfibeiben. M eine Lunifreibe i J{nvelution bon
¢ ebenfalls in Snvolutio vetfale,

i ,11|‘~;'-|u|“u- fdmeidet, twird eine involutorijde Punfireibe befimmt, Nud

‘et fo it ber

n, unb auf jeber T

oeld

tem Erithern
len befiommt ift

=0 g i‘l 21

1f ein Etvablenbiidel in Anvolution dburdy goer Poaare jugeordbucter Strab:
an bie

et folgent

Ue eined folden Paars aud ein Doppelfivabl treten fann. Dem

§ 24, Yebriak, T0erben die brel Paave Gegeneden eined vollfidn 1 Bierfeitd aud cinem Be:
tiebigen Punfte ver Ebene projicirt, o e = lent einen Bifdel in Snvolution,

Beweid (Hig. 11.) Die Ecden ded po

jeien AA BB, CC, und 8 ber Punft

anbigen LWiey
in per Ebene, Das Vieved SBCA, wirh ben der Seite AC, ald ciner Transverfale gefdmitten. Da
len biefes Whiex

ber find nady § 21 bie Schnittbunfte ber Gegenfeiten und Diagen m Snvolution,
projuizen, chenfall2 in SJnvelution.

fo ift brefe cin Dobpelftvabl ted inbolutorifhen
1, fo find biefe beiben Dopvelitrablen, und lieqen
bavmontid,  Hievausd evqiebt fid:

mithin bie Strablen aa'bb'ee’; welde bie Punt
Mieat S anf e

Bifdels, Yegt 8 m Scdmittounkt

€T DET 2Naqo

ju bem andern Y

i




Tie beien Doppelitvablen emer Jnvolution legen mit jebem Paare suqeorbneter Tunkte
barmonijd.

Tag vollftanbige Lierjeit bictet audb ein Miittel burd lincave Conftruction 1w fimf Strablen cined
inbeluterifden Biifbels ben jugeborigen fechdten ju finden, was nwad Unalonie ber Nufaabe & 22 leidt
augifibren i,  Ubriams iff bas chenfoput burds Webuckion auf jene Mufaabe moqlid.

Inbem wir ung
wenben, mitfjen roe jebech einen Hilfeiag dber projectivifbe Tunftveiben voranfdiden , ter bei ben fod
tern. Beweifen unerlaglid .

nun gu bew Begicbungen ter involutorifden Elementaraebiloe au ben feqelfdmitten

§ 25, Hilfsiat. (HFg. 12.) Tenn man in einer gevaben Punftreibe ABCD 3wel Elemente unb
bann auch bre beiben anbern verfaufdt, fo entitebt eine neue Punbtreibe, welde ber exften peojectivifd ift,
Thes. ABCD projectivifd BADC projectivijd CDAB projectivifd DUBA.

Bemwers, Die Puntiveibe ABCD projicire man aus einem beliehigen Punke 8, fdneibe benn Wil
fdbel burch bre Trandverfalen AEFG unt DHEJ., Sun i
ABCD projectiviiih AKFG aus bem Diittelbunfte S

ARFG . CHFS -, . - 1
(HES - CDAR o o E
ABCD projectiviich CDAB.

werner ift CDAB projectivij HDJE aus bem WMittelpunte S

HIL.JH i HCSF. & 5 A
HOSE 3 DAL . K
CDAB prejectivify DCBA.

Weitbin aud ABCD projectiviid BADC,

Trasfelbe Vertaufbungaejels qilt von ebenen Strablenbiifheln.,

% 26, Pebrjab bed Defarques,

Gft einem Regelidmitt ein Ricred einbefdrie : Licbnitt ein Tievfeit wmbefdirie
ben, fe bilben bie Schnittbuntte einer belicbigen | ben, fo bilben bie Stvablen, weldse aué cinem be-
Erangverfale mit bem Kegeljdnitt unb ben Geqen: | [ebigen Tuntte die Gegeneden des Vierfeits proji-
feiten bes Wievedd eine Jnvolution. citen, und tie beiben Tangenten durdy diefen Lunfi

eine Snoolution,

it einem $eg

Hemwets.
(fig. 13a.) a b a, b, {den bie Seiten bes (%ig. 13b.) ABA, B, fien bic Eden bed
cinbefbricbenen Wiereds wund 1 bie Transverfale, | umbefdricbenen Vievfeitd, und 8 ber Centralpunit

Cound O ibre Ecdinittpuntte mit bem Seaelichnitt, | bed Bijibeld, ¢ unk e’ bip betben Tangenten, aa'b b

A A B B ibre Sdmitthuntte mit ben Seiten. pie ‘Strablen burdy bie Geqeneden.
ue ben Edpunften (ab) unb (a,b,) werben Die Deiben &eiten AB und A, B, fiub in Be-

pie YPunkte bes Keelfdmitie turdy jwei projectivifibe | jug auf de Durdfdnittspuntte ber dbrigen Tan
n bes Hegeljdmitts brojectivifd; o8 ift baber:

ache’ brojectivtih bea's!, Nad & 25

Stvablenbitfbel projicict, ¢& iff baber
ACBCY projectinid B'CACY,
T aber nad & 25 h'ea‘e! ; 1
BCA'CY yrojectiviidy A‘CYBC. ache’ projectivifd a'e'ble,
ACBC projechibijdy A'C'B'C
Meithin ift bie Punbtreibe AABBCC i Jnvolution. Nus & 24 folgt, baf aud bie Strablen nady
Uus' § 21 folgt, baf audy bie Schnittbuntte | ben Eomblementiveden bed Vierfeits  jugeordnete
per Diagonalen bed Vievedd mit ber Trandverfale | Elemente biefer Snoolutien find,
Punlte biefer Invelution fink.

Wiithin 1ft ber Bifdel aa'bbiec' in Snvelution.
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Aujat 1.
wallen ywei Edmuntie bed BVieredd jufammen, | gallen awet Seiten ted Bierfeits qufammen,
fo begenevivt bas Wieved in ein Dreied, und bie | fo begenerivt bas Vierfeit in etn Dretfeit, unb bie
eliminivie Seite in bie angente durdy emme’ Ede eliminirte Edfe tn ben Heril mgabuntt ber einen

bed Direieds, Erite.

~
]

] T .
Aufak 2

™

egeneviren jugleidh et Giegenfeiten bed Bie: Degeneriten jualeidy awer Gegeneden bed Vier-

e in Tangenten, wobei bag anbere Paar in bie | feits in Berdbrungspuntte, wobel dod anbere Paar
Hevibrungsfebne jufommenfallt, fo ecbalt man fols | in ben Durdfdnittdountt ber beiben Tanaenten us
aenben Safy fammenfallt, fo erhilt man folgenben Sak

erfale einen Seqelfdmitt Siebt man von einem Bunfte S bie beiben

Edmeivet eime Transi
&

~
<

in € and €, jwel Tangenten besfelben in A und angentén ¢ und ¢’ an eimen Keqelichmitt, bie Steab
A* uno bie Berithrungsfebne i B, fo it B ein | len a wnb 4’ nady ben Beriibrungspuntten zwefer
Doppelpuntt jur Snvelution AA'CCY Beriibrt bie | Tangenten und vem Strabl b nad tom Sduntt
Eransperfale ben Hegelfdnitt, fo baf C mit ¢ qu= | punft biefer Tangenten, fo ift b ein Deoppelfivabl
fammenfallt, jo find ACA'B bavmonifd jur Jnovelution aa'cc’. Lieat ter Paunkt § auf bem

seaelidnitt, fo find
Hufake: fabren auf eime britte lineare ¥djung

a'h barmonifde Steablen.

§ 27, Ter Sab bed Defarpued und jeine

und % 16 bereits bebandelten Mufa

-

per in § 1:

[. (Fn. 13a.) Betvadter man wamlids bie [ %tg. 13Db.) RBetracdtet man die finf Tangen:
finf Puntte M N O P C als gegebene, fo werben | fen mn o p e ale gegeben, fo werben durch iefel

ben in Vegug auf eimen beliebig in ¢ angenonnmenen
Gentralpunft 8 bie finf involutorifdhen Strablen

o et Bl {1 | aa'bbec beftimmt, beven iqesrbneter fechster of

burdy biefelbe
Transverfale 1
B B'C beftin jugecroneler e
Punkt ves Kegelichmitts ift eine qemte oes Heaelfdmit

TRHE man aber in einem ber geaebenen finf I man auf er ver finf gegebenen Gera-
Punfte bie Tangente confivuiren, jo denfe man bie | ben ben Verdbrungspuntt finben, fo denfe man den

.

o oed Liereds in eine Tangente degenes | Edpunft A bes Bierfeitd in cinen Beenbrunagountt
efttmmt fein , mwenn bie fiinf | begenerivt, Mun toicd derfelbe beftimmt fein, wenn

AC B OB C Y auf ber Trandverfale 1 bes | bie finf Stvablen a' b b' ¢ ¢ bed Biideld S be

ftimmt fin Died ift aber der Skall , da bic finf | f

[np., 4 ift aber ber WJall, ba bie flnf

tte gegeben fine, | Tangenten pmo e ¢’ bed Regelfdmitts geaeben find,

PMOCG bes Hegelio

e Aufgaben IL. und TIL ted § 13 laffen fid in einer gang analogen Ieife vermittelft ber Bu

fage bes bor. § obne Sdiwvicrigleit [8{en.

VI, @onfionction der Doppelelemente einer Involution,

5 25, e Conflruction ber Doppelpuntte einer Involution [GRE fid unter verjdicbene Gefidits:
puntte ftellen. (8ebt man davon aud, twad in § 19 beildufig 6 iff, baf ber Mittelpuntt ser
ichen @borbale aller Hreife liegt, welde fber ben Abftdnden je aweier
effern evvichtet werben, fo find tie Dobpelpuntie alé in Punfte bdege:
nerirte Sreife i, und leicht burdh bie Yange e¢ines Tangenienabfbnitts ju finben. YUnbernfvits
oromet fich aber pes Vroblem cinem allges e unbter: pin gwei auf bemfelben Tedager befindlicdhen
projectivifben Vunfiveiben bie g amen Punfre ju finden.” DOhale nun  jene Vetradtungiseife
eing vecht bequeme Gonfiruction bavbietet, fo geben wir jeboch bier der lebterm den Vorzug, unb befcbif:

tigen ung baber, {_riberes jugleid erqangend, mit jener allgememen Mufgabe.

Snvolution auf ber

augeoroneter Punfte a

141 oty 4
i Belrad
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TWenn auf bemfelben Trdger gwer brojectivifide Bunkreiben liegen , bie gemeinfamen Tunfte
Beiber u finben,

Huflojung, (Fig. 14.) Drei ober mebr gemeinfame Bunfte Fonnen jmei projectivifche Thuntt
reiben bedfelben Tvagers niemald baben; benn fonft witvben fie fiberbaubt ufammenta
Allgemeinen joei Doppelpunite vorbanden find, fo ift biefe Nufgabe , pweifen Grabes

Da aber m
ung ¢g 1)t ba
gin ebiloe
laten Pringip nach Wiag
lichnitt, etiva einem fretd, nur cinmal, ung in ber Ehene ber
ibren,

bev unméglich , durdy blofi lineave Gonfiruction fie su [6fn. &8 muf in bie Gonftruck
aweiten: Grabes, alfe ein Wegelfdnitt emfreten.  Um aber bem Dbisr befo
tredt gu bletben, wollen wir dicfen Rea
Gonftruction als fefilieqend e

St nun 1 ber Trdger ber Beiben projectivifden Wunftveiben A, B, O und A B, B, unb aufier
pem in per &

e ein Ryeis gegeben, fo nebmen wic auf feiner Peripberie ifrqend einen Punkt 8 alg
Mittelpuntt jreter Streablenbifdel an, bureh welde bie Geiven Vuntire

ftreifes brojicict werben; bicfe Proj

=

e

en ber 1 auf bie Peripherie be

e feien M, B, € unk A, By, E,. TWenn man. barauf aus
A vie Punfte A, B, €, prejicict, fo ift nad § 8 ber enbitanbene Bifdbel 9 projechivifdy pem Wi
fdel 8,, Ber mit 8 coneentrifeh liegt, Ebenfo it ber Biijdel My meld
> ergiebt fidy, baf ber Bijcbel U audh projectivifd bem Biifdsel
9,, und ba Deibe ben Steabl AN, aemein Baben, mit ibm in peefpectibifder Yage fei. Sudt man nun

ber bie Punfte N, B, & proji-
eit, brojectivifcl bem BVifbel 8. Daxr

bie Projectionslinie o diefer beiten Vifihel, fo find bie Edbnittpuntte D unb E derfelben mit bor yeid

und & aug 8 auf bie Gerabe

-

1T man baber &

pertbberie offenbar Prejectionen beiber Wif
1, fo b biefe Projectionen D und B b ' Tuntie

Mug ber Lage ber bem o und Babl ver gemeinfomen Lunkte
fhliken.  Fe' nadibem fie ndmlid den Wreid fdbneidet, Deribrt ober midt f
fFein foldber Punkt vorbanben.

AT
uchten qemeiniam

ifft, find awer, ein ober

§ 29,
punkle mit Sulfe eines e1l.

Unflofung. (Fig. 15) A, B, B, A jelen bie Lunkte dey Snpolution.

Nufpabe 1. Tenn vier Buntte einer Snvolution aegeben find, bie jugehbrigen Doppel

feftliegenten Rvefes auf linearen Weae 2

giebt fidy telgente Eonflruction: Madbem: bie Punfte A, B, B, A' qus hed
feftliegenten Sreifed auf feine Pevipberie nach A, B, B A pr D,

unb B, und A mit Wound B, und beftimimt durd bie e ber Wrojec
ticnslinie 0. Jbve Sdnittvunfte mit ber Peripherie © unp & e 8 auf |
nad I unb E - gefuchten Doppelpuntte ber Jn

Wet qgleidhlt anvolution fallE bie Projectionsl I bed Sreifes, big
Edmttpuntte, mithin audy dic Dovvelpuntte find ima ir.

Mody einfacde ¢i auqeorbnet Punkie,

i Brojiciren, Tafi mit Hilfe bes

with b Sonflruction, fwenn ber feftlieqente Ryeis burdh
wie A une A, gebt, Dann find nur B und B ¢
aueh u beme 5 te emer Jnvolution ber Gte gefunben werben fann, i cinleuditend, Ta fo
bi¢ Doppelpuntte u jebem Paar jugeorometer Vunkte harmoniid liegen, fo 1t biermi
Hufaa o0 gt auf ciner Gevaben [iegenen Punftpaaren bie qu bei

Pumfte ju finben.”

2. TCenn bier Strablen eined Biifdie

aueh bie widbtige

e barmonifdy Hegenben

i Snwvolution gqeachen find, bie auaebdriaen Dok

fen au finden,
3

Nuflofung, Die Eonftruction der Dopvelftrablen [G&E fid mit Dilfe

auf gang abnlide Weife auf Lnearem Teqe ausfibren, mbem man die Biifdel burdh eine Trandverfaly
febmeibet quemften aber, wenn ber Sreid durdh ben M 't S bed W

oann biefe Transberfale dbecfliffia tff, und bie Strablem nad ben & nttpuntten von o die qefudite
Doppelftrablen feIbft fine. Bei gleidilicgenter Involution find die Dobbelfrabl unaginatr,

1]

& felbit aebt, ba
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Nady brefen WVorbevettungen find wir nun im Stanbe, uné ben beiben nod ubrigen Houbtanfgaben
ver HegelfdnittSconfituctionen juiuivenben.

% 30, IV. Aufaabe.
Einen Kegelfdmitt ju confteuiren,
ber burdy bier gegebene Punite gebt, unb eine ges | ber vier geqebene Glerade berdibrt, und burds einen
gebene eeabe Beribrt, | geaebenen Punft qebt.
Auflofung.
(#ig. 164a.) Die gegebenen Punlte feien M, | (Hig. 16h.) Die gegebenen eraben feien m,

N, O, P unb bie (ferabe s. Die Punite bilden | 1, o, p und ber Punft 8. Diele Geraden bilden
i Bieved, deffen Geqenfeiten bie Gevabe s in ben | ein Tieefeit, defien Giegeneden burdy die Strablen
Bunften A, AY, B, B {dneiben. Der unbefannte | a, a', b, b' aug 8 prejiciet werben. Die unbe:
Beriibrunaspuntt ber Gevaben, namlid C, ift nad | Fannte Tangente 8, namlid ¢, it nad bdem core
bem Sabe bed Defarqued, wenn man die Tan- | refbonbdivenden Sabe § 26, wenn man ben Berilh-

gente alé Tvansverfale betraditet, ein Doppelpunt rungspunie als Wittelpuntt bes Bifhels Detraditet,
Ty

ber nbolution der Punlte A, A', B, B, €r | ein Dobpelftrabl der Snvolution bder Strablen g,
tann baber nadh bem vovigen § conftvuivt werben. | a’, b, B, ber baber nach bem bor. § conftruirt

Dadurdy ift diefe Aufgabe auf eine fritbere, ndmlich | werben fann. Daburd ift diefe Wufaabe auf eine
I linfé § 13 juriidgefiibet, frabere, ndmlich L. redhtd § 13 quriidqefibet.

Ta ed aber nody einen jweiten Dobpelpuntt Da ed nody cinen jmweiten Dobpelftvabl ¢ in
G auf der Giecaden 5 giebt, fo gentgen ben Bebin: | bem Bijdel S qiebt, fo geniigen ben Hebingunagen

1 ber Wufgabe jwet Segelichnitte. Hatte man | ber Mufgabe wei fteqelichnitte, Hdtte man bdie bier
bie vier Punfte in einer anbern méalichen Folge, | Gievaben in einer andern migliden Folge mpon ju
wie MPNO gu emem Biered vevbunben, fo vejultivte | einem Bierfeit verlangert , fo refultivte nady § 26,
nady % 26, Huf. 1 biefelbe Snvolution, welde ba Aul. 1 biefelle Juveolution , welche baber auf bie
ber auf iefelben Topbelpunfte fibren mwirde, &8 | felben Doeppelftrablen fitbren wiirhe , toie borber.
EE giebt baber nur jwet Yojungen.

giebt baber audh nur jwei Yojunaen,

5 3L V. Mufgabe.

Einen Hegelfbmitt ju confromiven,
ber burdy brei gegebene Punbte gebt, und wei ge: | bev brei gegebene Gerabe berdbet, unb durdh jwei
gebene (Sevabe bertibrt, | geqebene Punkte qebt.

Huflofung.

(g, 17 a.) Die gegebenen Puntte feien A, (%ta. 17Dh.) Die gegebenen Geraden feien &,
B, €, bie gegebenen Seraben a unb b, Man lege | b, e, bie gegebenen Lunfte A und B. Man jiehe
butdy A und B eine Trandverfale, welde die Ge- | aus vem Sdnittpuntte (ah) die Strablen m unb m'
taven & und b i M amb M jbneibet. Mad § 26, | nach den Punlten A und B. Nach § 26, Suj, 3
Juf. 3 bilben bie vier Punkte A, B, M, M eine | bilben bie bier Strablen a, b, m, m' eine Jnbo-
Jnvolution, beren Topvelpuntt D mit den Geiben | Tution, bdeven Dobpelfitrabl d mit den betben Tan:
Beviibrungspunlien X und Y auf einer Geraden s genten X unb ¥ in eten Puntt 3 convernivt. Ebenfo
liegt. Gbenfe lege man burd A unb C eine Trans jiebe man aus bem Schnittpuntte (ac) bie Strablen
berfale, welde bie Gevaden in N unb N fdmeibet, | moumb n' nady den Puntten A unb B, und fuche
unb fude ju diefen vier Punften in Involution | ju biefen vier Strablen in Involution ben Dopbel:

™,

ben. Tobbelpuntt E, ber wicberum mit X und Y | fivabl e, ber toieberum mit x und v in ben Lunft

m geraber Yime liegen muf. Daburd find daber | 8 conbergiven muf, Dadurd) find bie Berdihrungs:
X unb Y gefunbden, unb mithin iff ber Segelfdnite [ linien x und ¥ aefunben, wund mithin ift ber He:
burdy finf Lunfre befiimmt, | qelfdnitt burdy fiinf Tanqenten beftimmt.

Da durdy bie drei Punbte nod eine britte Do burd bie brei Gevaben nody ein brither
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Trandverfale, namhd BC beftimmt i, unb auf | Sdnittbuntt, namlid (be), qeqeben ift, und jeber
jeber imel Dobbelpuntte lieqen, fo ift tlar, dak von | jeer Doppelftrablen tedat, fo ift fHar, baf auf d
D vier verjcbicbene BVertbrungsfebnen pejogen mwers |

ity ver|dicdene Eonveraenipunlte der i ben Lund
ben tonmen, welde chenfobicle berfdiebene ofungen | tew A und B Reviibrenben lteaen Fonnen , iweldhe
per Nufqabe beariimben. Wiebr ald befe wvier atebt | cbenfoniele verfdichene Yofungen ber Aufgabe nad
eé aber nidt.  Denn wemn man einen andern ber | fich zichen. Miebr ald biefe bier giebt ed aber nidf,
Deppeltunfte, 1. B. E
Beritbrungsjebnen betvaditen wollte, fo wivden bie= | 3. B o ald Trdqer ber Gonvergenivuntte der Ve
felben mit ben fo eben gefunbenen jufammentalen,
el die Doppelp
ABC al& barmonifibe Theilpuntte legen, und nad { bie Doppelfteablen ju ben Seiten bed Dreieds abe
einem Befannten Safie jolde Theilpuntte ber Seiten | barmonifd liegen, und nad einem Befannten Safe
eines Dreiedd ju fe dreien auf vier verfdbicdenen | fich je bret derfelben immer in einem Punlte fdmet
(Heraben lieqen. beny fo baB nur immer vier verfdicbene Sdhnitt
puntte berborgeben,

% 32, Duedy bic obigen Sibe exlebigen fih audy folaende nobvertandte Mufaaben . beren Huflo
fung baber nur furger YMnbeutung bebarf,

1. ®egeben find finf Punkte, Auf einer ge Giegeben find finf Gerade.  Bon einem geae
gebenen Gevaven bie Pumfte qu finben, n weldwen | Benen Vunfte bie beiben Tangenten an ben burd

b, als MNusgangspuntt ber | Denn wenn man einen anbern der Dovvelfirablen

vibrumgslinien betradten wollte , fo withen diekel
ifte auf ben Seiten bes Decieds | ben mit ben ehen qefunbenen wwiammenfallen , wei

fie ben buveh jene finf Punfte beftimmben $eqels | jene Gevaben Beftimmeen teqeljcdmitt 3u Teqen,
fdmitt fcbneibet. dn bem gegebenett Bunfte ald Sentrum find
Huf ber gegebemen Gieraven find buvdy gwel | gwet brojectivifbe Strablenbfdel verciniat. e

Strablenbifdel el projectivifhe Vunftreiben pro- | qemeinfamen Steablen derfelben find die gemiinfd
jicivt.  Sudt man nun bie gemeinfamen Punkte | ten Tangenten, e nadh dem bicjelben beibe reel upbd
petfelben, fo find bies die gewiinjbfen Puntte. Je | verfibicken, ober jufammenfallen, obe imaginair
nady bem biefelben Dewve teel wnb verfdbichen, ober per aegebene Lunlt auberbalb, ober aus
i einen gufammenfallen , ober imaginaie find, iff e ober inunerhall bed Weqelichnitts,
bie ®erabe eine Eecante ober eine Tanaente ober

liegt gang aufieehall bed Reqelfdnitts,

Die Muflofung diefer Aufqaben qewdbet dbaber ugleid eine .
Meraben und bed BVuntted fegelfdinitt,  Erwdat man aber bie in § 10 anacbeuteten Begiehungen
per unemdlich fernen Beraben su ben brer reten ber Weaelidmitte, fo evauelt fid ang ber Yufqabe linfd
eine. Miethobe ber Tefermination , in welde biefer Gefenbern MArten ber vorliegenbe Regelidnitt Fallt,
3ft namlich die gegebene Gierabe tie unenblich ferne, und evgeben fich swei Schnittpuntte, fo ift bie Gurbe
eine Hoberbel, fallen beibe in
pumkte eine Elivfe anaeigen.

2. Meqeben find fiinf Puntte, burd toelde Giegeben fine fiinf Gevabe, durd welde ein
ein Stegelfdmitt beftimmt wivh. Von cinem fedidten
Puntte dic beiben Tangenten an denfelben 3u 3

Beftimmung dber bie Lage ber

aum

0

m gufommen, fo it fie eine Pavabel, walrend jived imaqinaive Sdinitt:

eelfcbnitt Beftimmt toich. 2uf einer fedhéten Gera:

pen bie beiben Echnittpunfte mit bemfelben i finden,

Man fudie nach § 13 bie fiinf Tangenten in Wian fucbe nach § 13 bie finf Veritbrungs:
ben finf gegebenen Punften. Dann ift die Wuf- | punfte ber gegebenen Tangenten, Dann i bie
gabe auf bie torvige rebucirt, | Uufgabe auf bie in 1 vedts reducirt,

Hierburdy it aud in dbem Falle, wenn der Kegelfdnitt durd) fiinf Gerabe befiimmt mwits beridge
ber unendlidh fernen Meraben bie Determination dber bie befonbere Mt bed Stegelfmitte gemonnen.
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