








ie Construction der Kegelschnitte aus fünf gegebenen Elementen bloß mit Hilfe des Lineals gehört

sowohl zu den an sich interessanten Problemen der Geometrie, als sie auch den vortrefflichsten Stoff für

den wissenschaftlichen Zeichenunterricht auf der obersten Stufe unserer Realschulen bieten kann. Ich werde

im Folgenden versuchen, die dazu uöthige Vorbereitung in möglichst faßlicher Form zu geben, verbinde

damit aber vorzüglich den Zweck, zu zeigen, wie die Kegelschnitte in rein geometrischer Ableitung ohne

Hilfe metrischer Relationen ans Beziehungen der Lage von Punkten und Geraden hervorgehen. Da diese

Methode sich auf die projectivifchen Eigenschaften der geometrischen Elementargebilde stützt, diese aber

außerhalb des Schuleursus liegen, so schien es daher nothwendig, die Elemente derselben, soweit sie für

den vorliegenden Zweck unerläßlich sind, voranzuschicken, dabei aber jede Einmischung von metrischen

Hilfsmitteln und Folgerungen, namentlich der anharmonischen Verhältnisse, so wirksam und wichtig sie

auch sein mögen, zu vermeiden. An die Erzeugung der Kegelschnitte aus projectivischen Geraden und

Strahlenbüscheln reihen sich dann die Sätze des Pascal und Brianchon als natürliche Folgerungen

an, da auch sie als Schlüssel für einige Fälle der Aufgabe dienen. Die Theorie der Involution, wieder

in rein geometrischer Entwicklung, führt auf den Satz des Defargues, und auf neue Lösuugen der

frühern Fälle, nnd erschließt endlich die Ausgaben zweiten Grades, welche in dem vorgelegten Probleme

stecken. Dasselbe zerfällt nämlich in fünf Paare correspondirender Aufgaben, welche der bessern Übersicht

wegen hier sogleich ausgezählt sind:

Einen Kegelschnitt zu construiren, der

I. Durch fünf gegebene Punkte geht.

II. Durch vier gegebene Punkte geht, und in einem

derselben eine gegebene Gerade berührt.

III. Durch drei gegebene Punkte geht, und in zweien

derselben eine gegebene Gerade berührt.

IV. Durch vier gegebene Punkte geht, und eine ge¬

gebene Gerade berührt.

V. Durch drei gegebene Punkte geht, und zwei ge¬

gebene Gerade berührt.

I. s,. Fünf gegebene Gerade berührt.

II. s. Vier gegebene Gerade und eine derselben in

einem gegebenen Punkte berührt.

III.a. Drei gegebene Gerade und zwei derselben in

je einem gegebenen Punkte berührt.

IV. a. Vier gegebene Gerade berührt, und durch ei¬

nen gegebenen Punkt geht.

V. s.. Drei gegebene Gerade berührt, und durch

zwei gegebene Punkte geht.

I. Projectivische Elementargelnlde.

Zwei geometrische Gebilde heißen projeetivisch zu einander, wenn sie sich in solche Lage bringen

lassen, daß das eine entweder das andere projicirt, oder die Projection des andern ist. Projectivische

Gebilde, welche die angegebene Lage wirklich innehaben, liegen perfpectivisch, während sie sonst, wenn

diese Bedingung hinsichts ihrer Lage nicht erfüllt ist, sich in schiefer Lage befinden.

Diese Begriffe und die gegenseitigen Beziehungen, welche zwischen projectivischen Gebilden stattfinden,

sollen zunächst an den Elementargebilden der Ebene auseinandergesetzt werden.

§ I. (Fig. I.) Wird ein ebener Strahlenbüschel 3 von einer Geraden I, welche nicht durch das

Centrum 8 geht, geschnitten, so entspricht jedem Strahle a, lz, o, ä ein Punkt der Geraden ^,,15,

v, v; dem Parallelstrahle i aber der unendlich entfernte Punkt H dieser Geraden, zu dem man gelangt,
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sowohl rechts, wie links auf ihr fortschreitend, der jedoch nur als einer angesehen werden kann, da

jeder Strahl die Gerade nur in einem Punkte schneidet. Umgekehrt entspricht jedem Punkte der Geraden

ein Strahl des Büschels. Indem man nun dies gegenseitige Entsprechen von Strahlen und Punkte»

festhält, in welche gegenseitige Lage der Büschel und die Gerade auch versetzt werden, sind dieselben

projectivisch zu einander. In der eben betrachteten Lage sind beide Gebilde perspectivisch und der

Punkt 8 heißt dann Projectionspnnkt. Dächte man aber die Gerade in eine andere Lage versetzt,

immer jedoch die gegenseitige Lage der Punkte , L , L!, I) aus ihr festhaltend, so befänden sich der

Büschel und die Gerade in schiefer Lage. Unter einer projeetivifchen Geraden ist daher eine Reihe von

Punkten in sest bestimmter gegenseitiger Lage, deren Träger die Gerade ist, zu verstehen, und ebenso

unter einem projeetivifchen Strahlenbüschel eine Folge von Strahlen desselben Centrums in fest bestimm¬

ter gegenseitiger Lage. Projeetivische Gerade werden daher auch projeetivische gerade Pnnktreihen

genannt. Die Strahlen des Büschels und die Punkte der Geraden werden als die Elemente dieser

Gebilde bezeichnet.

Lehrsatz. Ein ebener Büschel 8 nnd eine gerade Pnnktreihe l sind projectivisch zu einander, wenn

nur drei Elemente des einen s,, d, o dreien Elementen der andern K, L entsprechen.

Beweis. Denke man beide Gebilde in schiefer Lage, und suche sie in perspectivische zu bringen,

die Gerade als festliegend betrachtet. Da die Winkel (ad) und (de) und ebenso die Strecken und

LL! gegeben sind, so hat der Projectionspnnkt 8 seinen Ort auf den beiden Kreisperipherien, die über

diesen Strecken die entsprechenden Winkel als Peripheriewinkel fassen. Daraus ergiebt sich, daß die Lage

des Projectionspunktes bestimmt ist, und mithin die Gebilde projectivisch sind. Freilich befindet sich auf

der entgegengesetzten Seite der Geraden noch eine Stelle für 8; indeß ist sogleich ersichtlich, daß der

darin centrirende Strahlenbüschel dem ersteren eongruent ist.

Aus diesem Fundamentalsatze ergiebt sich, daß drei Elemente ausreichen, eine Gerade und einen

ebenen Büschel als projectivisch zu bestimmen, sie aus der schiefen in die perspectivische Lage zu bringen,

und zu jedem vierten Elemente des einen Gebildes das entsprechende des andern zu finden.

§ 2. (Fig. I.) Wird ein ebener Strahlenbüschel 8 von zwei verschiedenen Geraden l und I>, welche

nicht durch das Eentrum 8 gehen, geschnitten, so entspricht jedem Punkte R, L, I) der ersten Ge¬

raden 1 vermöge der Projectionsstrahlen b, e, cl wieder je ein Punkt L,, L,, O, der zweiten

Geraden I, und umgekehrt. Indem man mm dies gegenseitige Entsprechen der Punkte der beiden Geraden

festhält, heißen sie projectivisch zn einander. Befinden sich zwei projeetivische Gerade in einer solchen

Lage, daß die eine die Centralprojection der andern ist, so liegen sie perspectivisch, und der Punkt 8 ist

ihr Projectionspnnkt. Jede andere Lage heißt eine schiefe. In der perspektivischen Lage haben sie stets

ihren Durchschnittspunkt IM, als entsprechenden Punkt gemein.

Bemerkenswerth ist, daß im Allgemeinen dem unendlich fernen Punktes der einen Geraden ein endlicher

Pnnkt der andern, wie y und (j,, und Ii und R, entspricht. Dies findet mir in den besondern Fällen

nicht statt, wenn 1) die beiden Geraden prallel sind, 2) der Projectionspunkt selbst unendlich entfernt,

die Projectionsstrahlen daher parallel sind. In diesen Fällen nennt man die Geraden projectivisch

ähnlich (weil die entsprechenden Abschnitte gleiches Berhältniß haben: :L,<Ü,). Bei

projectivisch ähnlichen Geraden entsprechen fich ihre unendlich fernen Punkte gegenseitig. Sind aber endlich

I) die beiden Geraden sowohl, wie anch die Projectionsstrahlen parallel, oder 2) die Projectionsstrahlen

parallel uud die beiden Geraden unter gleichen Winkeln nach verschiedener Seite zu ihnen geneigt, oder

3) die Geraden parallel und liegt der Projectionspunkt in der Mitte zwischen ihnen, so nennt man die beiden

Geraden projectivisch gleich (weil die entsprechenden Abschnitte auf beiden gleich sind: —

Auch bei diesen sind die unendlich fernen Punkte entsprechende.

Nach der Erklärung sind zwei Gerade projectivisch, wenn sie mit demselben Strahlenbüschel projec¬

tivisch sind. Umgekehrt läßt sich aber anch behaupten:



I) „baß, wenn zwei gerade Punktreiben projeetivisch sind, sie auch zu einunddcmselben Strahlen¬

büschel projeetivisch sind, d. h. sich in solche Lage bringen lassen, baß die eine die Projection
der andern ist."

Denn legt man sie so, daß sie sich in zwei entsprechenden Punkten L und schneiden, so bestim¬

men die beiden Strahlen , und LL, einen Punkt 8, welcher das Centrum eines Büschels ist, der

vermöge des dritten gemeinsamen Strahles SM, nacb dem Fundamentalsatze des Hl mit beiden Punkt¬

reihen projeetivisch ist.

Es solgt hieraus, daß wenn zwei projeetivische Gerade sich in einem Punkte schneiden, der in beiden

ein entsprechender ist, sie allemal in perspektivischer Lage sind. Ferner ergiebt sich aus dem Beweise des

obigen Satzes, daß drei Paare entsprechender Punkte vollkommen genügen, um zwei projeetivische Pnnkt-

reihen in perspeetivische Lage zu bringen, was ausgesprochen ist im folgenden

Fundamentalsatze 2. „Zwei gerade Punktreihen sind projeetivisch, wenn nur drei Punkte der

einen dreien Punkten der andern entsprechen."

Projeetivische Gerade sind daher durch drei Paare entsprechender Punkte vollständig bestimmt; ähn¬

liche projeetivische Gerade sogar durch zwei Paare, da die gemeinsamen unendlich fernen Punkte das

dritte Paar bilden, und gleiche projeetivische Gerade sogar durch ein Paar, weil bei ihnen jede zwei

äqnidistanten Punkte ein Paar entsprechender ist.

§ 3. (Fig. 2.) Wird eine Gerade l in jedem ihrer Punkte 7^., k, (Z von je einem Strahle zweier

ebener Strahlenbüschel 8 und 8, geschnitten, ist mithin die Gerade zu jedem der Büschel perspeetivisch,

so nennt man diese Strahlenbüschel projeetivisch zu einander. Diese besondere Lage derselben, bei der sie

beide dieselbe gerade Punktreihe projiciren, heißt die perspeetivische, und diese Gerade ihr projectivischer

Durchschnitt oder ihre Projeetionslinie. Jede andere Lage der beiden Büschel ist eine schiefe. In

der perspektivischen Lage haben sie den Strahl, welcher die beiden Centra 8 und 8, verbindet, mit ein¬

ander gemein.

Sind zwei projeetivische Strahlenbüschel von der Beschaffenheit, daß die entsprechenden Strahlen in

beiden gleiche Winkel bilden, daß also (s,d) —(g,,d>), /.(av) —so nennt man sie pro¬

jeetivisch gleich. Solche Strahlenbüschel gehen aus zwei perspeetivischen hervor, 1) wen» man die

Projeetionslinie ins Unendliche rücken läßt, wobei außer dem gemeinsamen Strahle dnrch die Centra alle

übrigen Strahlen paarweise parallel werden; 2) wenn man die Projeetionslinie in die Mitte zwischen

die Centra senkrecht ans den gemeinsamen Strahl legt. Dabei ist zu bemerken, daß in dein erstem Falle

die Strahlen der beiden Büschel in derselben Richtung, entweder rechts oder links herum, folgen, im

andern Falle dagegen bei beiden Büscheln in verschiedener Richtung. Jene nennt man gleichgewendete,

diese ungleich gewendete Büschel.

Nach der Erklärung sind zwei Strahlenbüschel projeetivisch, wenn sie mit derselben Geraden projee¬

tivisch sind. Umgekehrt läßt sich aber auch behaupten:

I) „daß, wenn zwei Strahlenbüschel projeetivisch sind, sie zu einundderselben geraden Punktreihe

projeetivisch sind, d. h. sich in solche Lage bringen lassen, daß sie dieselbe Punktreihe projiciren."

Denn legt man sie so, daß zwei entsprechende Strahlen s und auf einander fallen, so bestimmen

die Durchschnittspunkte der entsprechenden Paare a»., und dd, eine Gerade, welche vermöge des dritten

Durchschuittspunktes mit dem gemeinsamen Strahle es, nach dem Fundamentalsatze des § I zu beiden

Büscheln projeetivisch ist.

Es folgt hieraus, daß wenn die Centra zweier projectivischer Büschel auf einem Strahle liegen, der

in beiden ein entsprechender ist, sie allemal in perspeetivischer Lage sind.

Ferner ergiebt sich aus dem Beweise dieses Satzes, daß drei Paare entsprechender Strahlen voll¬

kommen genügen, um zwei projeetivische Strahlenbüschel in perspeetivische Lage zu bringen, was ausge¬

sprochen ist in folgendem.
I»
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Fundamentalsatze 2. „Zwei ebene Strahlenbüschel sind projectivisch, wenn nur drei Strahlen
des einen dreien Strahlen des andern entsprechen."

Projectiviscke Strahlenbüschel sind daher durch drei Paare entsprechender Strahlen vollständig be¬

stimmt; gleiche projectivische Büschel sogar durch ein Paar, da jede zwei gleichgeneigte Strahlen ein

entsprechendes Paar ist.

Als Folgerungen aus dem Bisherigen werden noch folgende Sätze hervorgehoben:

a) Zwei gerade Punktreihen, welche zu einer dritten vrojectivisch sind, sind unter sich projectivisch.

b) Zwei ebene Strahlenbüschel, welche zu einem dritten projectivisch sind, sind es auch unter sich.

§ -j. Die bisher betrachteten Elementargebilde stehen in einer bemerkenswerthen Beziehung gegen¬

seitiger Analogie, welche in den Erklärungen und allen Eigenschaften derselben deutlich hervortrat, welche

aber auch in allen weitern EntWickelungen wiedererscheinen wird, überhaupt als ein wesentlicher Character

geometrischer Gebilde hervorgehoben werden muß. Diesem Gesetze der Reeiprocität sind nämlich die

räumlichen Elementargebilde durchweg unterworfen, und ihm verdankt die neuere Geometrie vor allem

die Einheit und Durchsichtigkeit, wodurch sie sich vor der älteren Betrachtungsweise auszeichnet. Wir

beschränken uns hier auf die Gebilde der Ebene, und benutzen zur Erläuterung dieses Gesetzes das

gebräuchliche Mittel, die reciproken Elemente einander gegenüberzustellen.

I"

j dem ebenen Strahlenbüschel

sind reciproke Elemente:
Das Eentrum 3.

der geraden Punktreihe

Der Träger I.

Die Punkte ,V , L, v.
Die Strecke ^IZ.

Der Projeetionspunkt L.

Die Projectionsstrahlen u,, d, e.

eine zweite gerade Punktreihe,

Der Durchschnittspunkt.

Die Verbindungslinie entsprechender Punktpaare.

Die Lösung der folgenden Fundamental - Aufgabe bietet das beste Beispiel, um daran diese Reei¬

procität zu veranschaulichen.

§ S. Aufgabe.

Wenn drei Paare entsprechender Puukte

ö, L und L.,, L>, L, zweier projeetivischer Gera¬

den l und 1, gegeben sind, zu irgend einem vierten

Punkte v der einen den entsprechenden v, der an¬

dern zu finden.

Die Strahlen d, e.

Der Winkel (ab).

Die Projectionslinie s.

Die Durchschnitte der Projectionslinie L, L.

Tritt noch hinzu:

j ein zweiter ebener Büschel,

so sind reciprok:

Die Verbindungslinie beider Centra.

Der Durchschnittspunkt entsprechender Strahlen.

Wenn drei Paare entsprechender Strahlen s,,

b, o und a,, k>,, o, zweier projeetivischer ebener

Büschel 8 und 8, gegeben sind, zu irgend einem

vierten Strahle cl des einen den entsprechenden cl,

des andern zu finden.

Auflösung.

1. Die beiden Geraden haben ein Paar der

gegebenen Punkte ^ und > gemein — sie befinden

sich in perspektivischer Lage.

Man ziehe die Strahlen uud M>. Ihr

Durchschnitt ist der Projeetionspunkt 8. Der Strahl

SV bestimmt v,.

1. Die beiden Büschel haben ein Paar der

gegebenen Strahlen a und a, gemein — sie befin¬

den sich in perspektivischer Lage.

Man suche die Durchschnittspuukte bd, uud ee,.

Ihre Verbindungslinie ist die Projectionslinie s.

Der Pnnkt scl bestimmt cl,.

2. Die beiden Gebilde befinden sich in schiefer Lage.



(Fig. 3a.) Man lege durch irgend cinc

dritte Gerade I,,, ziehe den Strahl ^,, nehme auf

demselben einen beliebigen Punkt 3 als Projections-

puukt au, so bestimmen die Strahlen durch L, L, v

auf I,> die entsprechenden Punkte ö,,, L!,,, v,,,

und l, > ist projectivisch zu 1. Daher ist sie auch

projectivisch zu 1,. Da aber l,, und I, den Pnnkt

entsprechend gemein haben, so sind sie in per¬

spektivischer Lage. Zieht man daher die Strahlen

L, ,Z, uud L, ,L,, so ist der Durchschuittspunkt 8,

der Projectionspunkt. Durch den Strahl 8>v,,

wird daher endlich v, auf l^ bestimmt.

(Fig. 3 b.) Mau lege irgeud einen dritten

Strahlenbüschel 8,,, der den Strahl a > enthält, in

die Ebene, suche deu Durchschuittspunkt as., , und

ziehe durch ihn eine beliebige Gerade I als Projec-

tionslinie, so bestimmen die Durchschnittspuukte der¬

selben mit k>, o, ä die entsprechenden Strahlen d,,,

e>,, des Büschels 3,,, und 3,, ist projectivisch

zu 8, daher auch projectivisch zu 8,. Da aber 8,,

und 8, den Strahl u, entsprechend gemein haben,

so sind sie in perspectivischer Lage. Verbindet man

daher die Punkte uud c,,o,, so ist diese

Gerade l, die Projectionslinie. Der Durchschuitts¬

punkt von ä,, mit I, bestimmt daher den Strahl ä,.

welche noch bequemer für die praktische Ausführung

(Fig. -tb.) Man schneide die beiden Büschel

8 uud 8, durch zwei Gerade l uud l,, welche durch

den Schnittpunkt «Ä, geheu. Dieselbe» sind projec¬

tivisch , aber auch in perspectivischer Lage. Verbindet

man daher L mit L, und L mit L!,, so ist der

Durchschnittspunkt dieser Strahlen der Projections-

punkt 8,,. Durch den Punkt v wird der Strahl

ä,,, und durch den Punkt v, der Strahl ä, be¬

stimmt.

Eine zweite Lösung dieser wichtigen Aufgabe,

scheint, ist folgende:

(Fig. -I a.) Man projicire die beiden Geraden

I und l, durch zwei ebene Strahlenbüschel 8 und 8,,

deren Centra auf der Geraden liegen. Dieselben

sind projectivisch, aber auch in perspectivischer Lage.

Sucht man daher die Durchschnittspnnkte der Strah¬

len 8L und 8, L,, wie von 8L! und 8, L,, und legt

durck dieselben eine Gerade 1,,, so ist diese die Pro¬

jectionslinie. Ans ihr wird durch den Strahl 8O

der Punkt v, , und durch den Strahl 8, v,, der

Punkt I), bestimmt.

Aus die soeben gelösten ist nun die folgende Aufgabe leicht zurückzuführen:

„Wenn drei Paare entsprechender Elemente einer Geraden und eines dazu projectivischeu Büschels

gegeben sind, zu jedem vierten Elemente des einen das entsprechende des andern zu finden."

Denn schneidet man den Büschel durch eine zweite Gerade, oder projicirt man die Gerade durch

einen zweiten Büschel, so hat man zwei gleichartige Gebilde projectivisch auf einander zu beziehen, wie

in den vorigen Aufgaben.

§ 6. Die Gesammtheit aller Ebenen, die sich in derselben geraden Liuie schneiden, heißt ein Ebe¬

nenbüschel, und diese Gerade die Axe desselben.

Wird ein Ebenenbüschel von einer Geraden geschnitten, welche nicht die Axe schneidet (oder ihr

parallel ist), so entspricht jeder Ebene ein Punkt der Geraden, und umgekehrt. In Bezug hieraus wird

die Gerade projectivisch zu dem Ebenenbüschel genannt.

Wird ein Ebenenbüschel von einer Ebene geschnitten, welche nicht die Axe enthält, so ist der Durch¬

schnitt ein ebener Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt in der Axe liegt, nnd dessen Strahlen den einzelnen

Ebenen entsprechen. In Bezug hierauf ist dieser Strahleubüschel projectivisch zu dem Ebenenbüschel.

Wird ein Ebenenbüschel von zwei Ebenen durchschnitten, die nicht die Are enthalten, so sind die

beiden entstandenen Strahlenbüschel projectivisch. Denn verlängert man die beiden Ebenen bis zum

Durchschnitt, so ist die Durchschnittslinie sowohl mit dem einen, wie mit dem andern Strahlenbüschel

projectivisch. Zwei ebene Strahlenbüschel, welche in demselben Ebenenbüschel liegen, sind daher stets

projectivisch.

Leicht ist zu folgern, daß jede Gerade, welche einem Ebenenbüschel projectivisch ist, zu jeder andern

den Ebenenbüschel schneidenden Geraden und zu jedem in ihm liegenden Strahlenbüschel projectivisch ist.



II. Erzeugung des Kreises durch projectivische Elementargebilde.

§ 7. Jede ebene Curve kann aus doppelte Weise erzeugt werden.

I) Durch Bewegung eines Punktes nach einem gewissen Gesetze, d, h. durch Aneinanderreihung

von allen Punkten, welche die Curve bilden.

'2) Durch Bewegung einer Geraden nach einem gewissen Gesetze, d. h. durch Aneinanderreihung

aller Geraden, welche die Curve berühren. Die Curve ist dann die Einhüllende aller dieser
Geraden.

In Bezug hierauf unterscheidet man:

1) Curven n'" Ordnung, wenn der erzeugende Punkt nmal dieselbe Gerade überschreitet, oder

wenn eine Gerade die Curve nmal durchschneidet.

2) Curven n'" Classe, wenn die erzeugende Linie nmal durch einen in der Ebene liegenden Punkt

geht, oder wenn sich von einem Punkte n Tangeuten an dieselbe ziehen lassen.

§ 8. (Fig. 5 a.) Nimmt man zwei Punkte 8 und 8, auf der Peripherie eines Kreises als Mit¬

telpunkte zweier Strahlenbüschel an, und projicirt beliebige andere Punkte lZ, 0 der Peripherie durch

die entsprechenden Strahlen a, d, c und Ä,, d,, e,, so ergiebt sich aus der Gleichheit der Peripherie¬

winkel über demselben Bogen, daß die beiden Strahlenbüschel 8 nnd 8, projectivisch gleich, und zwar

gleichgewendet sind. Da sie aber keinen entsprechenden Strahl gemein haben, so sind sie in schiefer Lage.

Den zusammenfallenden Strahlen k und cl, entsprechen vielmehr die Tangenten s, und ä.

Die Peripherie eines Kreises wirb daher durch den Durchschnitt aller entsprechender Strahlenpaare

zweier projectivisch gleicher gleichgewendeter Büschel in schiefer Lage erzeugt, und geht durch die Mittel¬

punkte dieser Büschel.

Von diesen Durchschnittspnnkten liegen in derselben Geraden immer nur zwei. Denn lägen drei

derselben in einer Geraden, so befänden sich die beiden projeetivifchen Büschel in perspectivischer Lage,

und es würden auf dieser Geraden alle Schnittpunkte liegen. Der Kreis wird von einer Geraden eben

nur in zwei Punkten geschnitten: er ist eine Curve' 2ter Ordnung.

Da projectivisch gleiche Strahlenbüschel durch ein einziges Paar entsprechender Strahlen bestimmt sind,

so folgt, daß durch drei Punkte 8, 8,, L., welche nicht in gerader Linie liegen, der Kreis bestimmt ist.

Der Strahl a, insofern er von dem Büschel 8, projicirt wird, ist mit ihm projectivisch; ebenso ist

der Strahl a,, projectivisch mit dem Büschel 8. Mithin ist auch a projectivisch zus,,, und da diese beiden

Geraden einen entsprechenden Punkt, nämlich gemein haben, so liegen sie perspektivisch. Bedenkt man

nun, daß die Punkte 8 uud 8, den Durchschnittspunkten der Tangenten cl und s, mit resp. und s,

entsprechen, so ergiebt sich, daß der Projectionspnnkt der Geraden a und der Durchschnittspuukt der

beiden Tangenten äs> ist. Diese Betrachtungen eröffnen einen Weg zu der interessanten Aufgabe: „einen

Kreis, der durch drei gegebene Punkte geht, zu construiren, ohne den Mittelpunkt zu benutzen."

§ 9. (Fig. 5 b.) Legt man an zwei Punkte V und v, einer Kreisperipherie die Tangenten s nnd

s,, und darauf eine beliebige dritte Tangente s., welche die ersteren in ^ und -V, schneidet, und zieht

man vom Mittelpunkte des Kreises 8 Strahlen nach diesen Schnittpunkten, so ist leicht erweislich, daß

der /. ^.8^, von constanter Größe, nämlich — /. L8V — /I. L, 8V > ist. Läge aber die dritte Tangente

am größern Bogen des Kreises, etwa wie d, so wäre /1.lZ8L, ebenfalls von constanter Größe, nämlich

— dem Supplemente des „.^.8^.,. Denkt man sich daher die dritte Tangente am Kreise hernmbewegt,

und ihre Schnittpunkte mit den beiden Tangenten s und s, aus dem Mittelpunkte 8 des Kreises proji¬

cirt , so entstehen zwei projectivisch gleiche Strahlenbüschel desselben Centrums. Die beiden festen Tan¬

genten s und s, sind daher in Bezug auf die Schnittpunkte der beweglichen Tangente die Träger zweier

projectivischen Punktreihen. Da sie keinen entsprechenden Punkt gemein haben, befinden sie sich in schiefer

Lage. Ihrem Durchschnittspunkte OL, entsprechen vielmehr die Berührungspunkte v, nnd L,



Die Peripherie eines Kreises wird daher durch alle Strahlen, welche die entsprechenden Punkte zweier

projectivischer Geraden in sckieser Lage verbinden, als Einhüllende derselben erzeugt, und berührt diese

Geraden selbst in den Punkten, welche dem Durchschnittspunkte derselben entsprechen.

Von diesen Erzeugungsstrahlen schneiden sich in demselben Punkte immer nur zwei. Denn schnitten

sich drei derselben in einem Punkte, so befänden sich die beiden projectivischen Geraden in perspectivischer

Lage, und es würden sich in diesem Punkte alle Strahlen schneiden. An den Kreis führen von einem

Punkte eben nur zwei Tangenten: er ist eine Curve 2ter Classe.

Da ferner die Lage der Berührungspunkte L und D, durch irgend eine dritte Tangente bestimmt

wird, wodurch also drei Paare entsprechender Punkte auf beiden Geraden gegeben sind, so folgt, daß durch

drei gerade Lünen, die nicht sich in einem Punkte schneiden oder parallel sind, ein Kreis bestimmt wird.

Projicirt man die Gerade s, von L., und die Gerade s von aus, so sind diese beiden Strah-

lenbüschel projectivisch, und da sie den Strahl s, entsprechend gemein haben, anch in perspektivischer Lage.

Bedenkt man nun, daß die Berührungspunkte IZ und v, dem Schnittpunkt der Geraden entspre¬

chen , so ergiebt sich, daß die Projectionslinie der beiden Büschel und ^, die durch die beiden Be¬

rührungspunkte gezogene Gerade o ist. Diese Betrachtungen führen wieder zu einer bemerkenswerthen

Aufgabe: „einen Kreis zu coustruiren, welcher drei gegebene Gerade berührt, ohne den Mittelpunkt zu
benutzen."

III. Erzeugung der Kegelschnitte durch projectivischeGebilde.

§ 10. Wenn ein Kreis von irgend einem Punkte außerhalb seiner Ebene projicirt wird, so bilden die

Projectionsstrahlen seiner Peripherie einen Kegelmantel, und seine Projectionen aus andere Ebenen sind

daher bekanntlich Kegelschnitte. Denken wir uns noch eine Ebene parallel der Projectionsebene durch

das Projectionscentrum gelegt, die wir Centralebene nennen wollen, und die dadurch ausgezeichnet

ist, daß die Projectionen aller ihrer Gebilde in die Unendlichkeit fallen, so kann der zn projicirende Kreis

eine dreifache Lage gegen dieselbe haben:

I) Der Kreis liegt ganz auf einer Seite der Centralebene, ohne sie zu berühren. Dann liegen

alle Punkte der Projection im Endlichen und bilden eine geschlossene Curve. Die Projection

ist eine Ellipse, in besondern Fällen ein Kreis. Jede Tangente des erzeugenden Kreises pro¬

jicirt sich wieder als Tangente in endlicher Entfernung.

Der Kreis liegt ganz auf einer Seite der Centralebene, und berührt dieselbe. Dann fällt die

Projection des Berührungspunktes ins Unendliche, die entstandene Curve ist daher nach einer

Seite unbegrenzt, sie ist eine Parabel. Jede Tangente des Kreises Projicirt sich als Tangente

der Parabel in endlicher Entfernung, mit Ausnahme derjenigen, welche durch den Berührungs¬

punkt mit der Centralebene geht. Denn diese projicirt sich in die unendlich entfernte Gerade.

3) Der Kreis wird von der Centralebene geschnitten. Dann sallen die Projectionen der beiden

Durchschnittspunkte ins Unendliche. Die entstandene Curve ist daher nach zwei Seiten unbe¬

grenzt und besteht aus zwei gesonderten Theilen; sie ist eine Hpperbel. Zwei Tangenten

derselben sind dadurch ausgezeichnet, daß ihre Berührungspunkte in unendliche Entfernung fal¬

len, während sie sich in endlicher Entfernung schneiden. Es sind dies diejenigen, welche durch

Projection der beiden Tangenten in den Durchschnittspunkten des Kreises mit der Centralebene

entstehen. Da sich die letztern außerhalb der Centralebene schneiden, so schneiden sich ihre

Projectionen eben in der Endlichkeit. Diese ausgezeichneten Tangenten der Hyperbel heißen

Asymptoten.

Diese aus der Projicirung eines Kreises fließenden Beziehungen der Lage von Punkten und Tan¬

genten sind die Merkmale, welche die rein geometrische Betrachtung zur Unterscheidung der drei Arten

von Kegelschnitten benutzen kann. Für ihre generelle Erzeugung in der Ebene, welche nns hier vornehm-



lich beschäftigt, eröffnet sich ebenfalls durch projectivische Übertragung der in st, entwickelten Kreistheo-

reme ein fruchtbarer Gesichtspunkt. Die Prinzipien dieser Übertragung, welche sich aus den Elementen

in I. ableiten, sind folgende:

g,) Die Centralprojectionen von projectivischen Geraden oder ebenen Strahlenbüscheln auf eine an¬

dere Ebene sind selbst projectivische Gerade ober ebene Strahlenbüschel,

d) Befinden sich dabei die projectivischen Geraden oder Büschel in perspektivischer oder schiefer Lage,

so befinden sich ihre Projectionen ebenfalls refp. in perspektivischer oder schiefer Lage.

§ II, (Fig. ki».> Da nach §8 die Peripherie des Kreises als der Ort des Durchschnitts zweier

projectivisch gleicher Strahlenbüschel in schiefer Lage betrachtet werden kann, so folgt durch Projicirung

des Kreises ans irgend eine andere Ebene, nach den eben ausgesprochenen Prinzipien, daß:

„jeder Kegelschnitt durch den Schnitt aller entsprechender Strahlenpaare

zweier projectivischer ebener Strahlenbüschel in schiefer Lage erzeugt wird,

deren Träger selbst Punkte dieses Kegelschnitts sind."

Da projcctivische Strahlenbüschel durch drei Paare entsprechender Strahlen bestimmt sind, so folgt,

daß ein Kegelschnitt im Allgemeinen durch fünf Punkte seiner Peripherie bestimmt ist, von denen nämlich

zwei 8 uud 8, die Träger der Strahlenbüschel, die drei andern aber L., L, L! die drei Strahlenpaare

bestimmen. Ferner ist ersichtlich, daß nicht drei der fünf Punkte in gerader Linie liegen können, weil

sonst die beiden Büschel, deren Träger die beiden andern sind, in perspektivischer Lage, ihr Durchschnitt

daher eine Gerade sein würde. Die Kegelschnitte werden daher von einer Geraden höchstens in zwei

Punkten geschnitten — sie sind Kurven zweiter Ordnung.

Ferner ergiebt sich aus ähnlichen Betrachtungen wie im § 8, daß dem Doppelstrahl 88 > die beiden

Tangenten in 8 und 8, entsprechen, uud daß der Durchschuittspunkt dieser Tangenten 0 der Projections-

punkt für zwei entsprechende Strahlen Glinds,, ist, die selbst projectivische Punktreihen in perspeetivischer

Lage tragen. Da mithin durch die Lage der fünf Punkte 8, 8,, L, auch die Lage dieses Pro-

jectionspunktes 0 bestimmt wirb, so ist damit der Schlüssel gefunden, beliebig viele andere Punkte des

Kegelschnitts, und zwar mit alleiniger Anwendung des Lineals zu eonstruireu, wie dies im § 13 gezeigt

werden soll.

§ 12. (Fig. kd.) In § 9 ist erwiesen, daß der Kreis auch als Einhüllende aller Strahlen be¬

trachtet werden kann, welche die entsprechenden Puukte zweier projectivischer Punktreihen in schiefer Lage

verbinden. Durch Projection des Kreises auf irgend eine andere Ebene ergiebt sich daraus mit Anwen¬

dung des am Schlüsse des § 10 Ausgesprochenen, daß:

„jeder Kegelschnitt als Einhüllende aller Strahlen erzeugt wird, welche die

entsprechenden Paare zweier projectivischer gerader Punktreihen in schiefer

Lage verbinden, deren Träger selbst Tangenten dieses Kegelschnitts sind."

Da projectivische Punktreihen durch drei entsprechende Paare bestimmt sind, so folgt, daß ein Kegel¬

schnitt im Allgemeinen durch fünf Tangenten bestimmt ist, von denen nämlich zwei s und s, die Träger

der Punktreihen find, die drei andern a, b, o aber die drei Punktpaare auf ihnen bestimmen. Ferner

ist ersichtlich, daß nicht drei dieser Tangenten sich in demselben Punkte schneiden dürfen, weil sonst die

beiden Punktreihen, deren Träger die beiden andern sind, in perspeetivischer Lage, die Strahlen durch

ihre Punktpaare daher einen ebenen Büschel bilden würden. An einen Kegelschnitt lassen sich daher von

einem Punkte höchstens zwei Tangenten legen, — Kegelschnitte sind Cnrven 2ter Classe. Man nennt

daher auch den Inbegriff aller seiner Erzeugungsstrahlen einen Strahlenbüschel 2ter Ordnung.

Weiter ergiebt sich wie in § v, daß dem Doppelpunkte 8 (dem Schnitt der beiden Tangenten «und

s,) die beiden Berührungspunkte 0 und entsprechen, und daß die Gerade o, welche durch diese Be¬

rührungspunkte geht, die Projectionslinie für die beiden Büschel und ist, die projectivisch und in

perspeetivischer Lage sind. Da mithin durch die Lage der süns Tangenten s, s,, a, b, o die Lage dieser
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Projeetionslinie o bestimmt wird, so ist damit die Möglichkeit erwiesen, beliebig viele andere Tangenten

des Kegelschnitts, nnd zwar dnrch rein lineare Construction zu finden.

Die Ergebnisse dieses nnd des vor. § sind wiederum vollkommen analog, nnd indem wir sie nun

zur Lösung der folgenden Hauptaufgaben anwenden, wollen wir dnrcd Gegenüberstellung diese Recipro-

cität für sich selbst sprechen lassen.

8 13. I. Ausgabe.

Wenn fünf Punkte in der Ebene gegeben sind,

beliebig viele andere Puukte durch lineare Construc¬

tion zu finden, welche in dem durch jene gehenden

Kegelschnitt liegen.

Wenn süns Gerade in einer Ebene gegeben

sind, beliebig viele andere Gerade durch lineare Con-

strnction zu finden, welche de» von jenen berührten

Kegelschnitt berühren.

A u s l ö s u u g.

Mg. 6^.) 8, 8,, ö, L seien die fünf

gegebenen Punkte. Man ziehe von 8 und 8, Strah¬

len nach L, refp. a, d. e und s,, b,, o,,

und bringe die entstandenen Büschel zum Schnitt

mit den entsprechenden Strahlen a, in B > und C,,

und s, in B nnd C, welche dadurch zu Trägern

zweier projectivischer Punktreihen in perspectivischer

Lage werden. Legt man daher durch B und B,

und durch C und C, Strahlen, so schneiden sich die¬

selben im Projectionspunkte 0. Zieht man nuu von

() einen beliebigen Strahl, welcher a in D und a.,

in D, schneidet, und zieht von 8 nach D, und von

8, nach D, so schneiden sich diese Strahlen in v,

einem nenen Punkte des Kegelschnitts. Aus diese

Weise kann man daher beliebig viele, beliebig eng

an einander liegende Punkte des Kegelschnitts con-

struiren.

(Fig. l>d. 1 s, s,, Ä, d, e seien die fünf ge¬

gebenen Geraden. Mau sirire die Durchschnitts-

pnnkte von s und s, mit g,, b, o refp. L, L!

und , ö >, L!,. Die beiden entsprechenden Punkte

^ und L., verbinde mau darauf mit den Durch-

schnittspuukten durch die Strahlen b, e und b >, e,,

welche dadurch zu Trägern zweier projectivischer

Büschel in perspectivischer Lage werden. Verbindet

man daher die Durchschnittspunkte von b und b,

nnd von c und c, durch eine Gerade c>, so ist die¬

selbe die Projeetionslinie. Zieht man nun dnrch

einen beliebigen Punkt in o Strahlen aus und

^,, welche 8 in I) uud 8, iu v > schneiden, so ist

die Linie Ol) > eine neue Tangente des Kegelschnitts.

Auf diese Weise kann man beliebig viele, beliebig

eng an einander liegende Tangenten des Kegelschnitts

eonstrniren.

Z " sa tz.

Da nach § 11 der Projectionspunkt 0 mit dem

Durchschnittspunkt der beiden in 8 und 8, Berüh¬

renden zusammenfällt, so ergiebt sich sogleich, wie

in jedem der fünf Punkte die Tangente des Kegel¬

schnitts linear constrnirt werden kann, ohne densel¬

ben zn haben.

Da nach § 1Ä die Projeetionslinie o sich mit

den beiden Tangenten 8 und s, in den Berührungs¬

punkten derselben schneidet, so ergiebt sich, wie auf

jeder der fünf Geraden der Berührungspunkt mit

dem Kegelschnitt linear constrnirt werden kann, ohne

ihn zu habeu.

II. Aufgabe.

Einen Kegelschnitt linear zu construiren,

der durch vier gegebene Punkte geht, und in einem

derselben eine gegebene Gerade berührt.

der vier gegebene Gerade, nnd die eine derselben in

einem vorgeschriebenen Punkte berührt.

Auslöf u n g.

(Fig. Ks,.) Die gegebenen Puukte seien 8,

8,, L und die gegebene Gerade o. Betrachtet

man wieder 8 uud 8, als Träger der projectivi-

schen Büschel, welche den Kegelschnitt erzeugen, so

(Fig. ük.) Die gegebenen Geraden seien 8,

8,, a, b und der gegebene Berührungspunkts.

Betrachtet man wieder 8 und 8, als Träger der

projectivischen Punktreihen, welche den Kegelschnitt
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bestimmen die Punkte ^ nnd L den Projections-

strahl BB,, welcher auf der Linie o den Projections-

punkt 0 trifft. Damit ist die Construetion aus die

in I. links zurückgeführt.

III. A

Einen Kegelschnitt linear zu construiren,

der durch drei gegebene Punkte geht, und in zweien

derselben gegebene Gerade berührt.

Ausl

Betrachtet man als die gegebenen Punkte 8,

8,, und als die gegebenen Geraden o und o,,

so ist der Punkt t) mitgegeben, und die Construe¬

tion ans I. links zurückgeführt.

erzeugen, so bestimmen die Geraden s. und d die

Strahlen b und b,, deren Durchschnittspunkt von

der Projeetionslinie c> mit 0 verbunden wird. Da¬

mit ist die Construetion auf die in I. rechts zurück¬

geführt.

f g a b e.

der drei gegebene Gerade, und zwei derselben in

gegebenen Punkten berührt.

s u n g.

Betrachtet man als die gegebenen Geraden s,

s,, a und als die gegebenen Punkte 0 und O,,

so ist die Projeetionslinie o mitgegeben, und die

Construetion auf I. rechts zurückgeführt.

IV. Die Sätze des Pascal und Brianchon.

§ 14. Der Lehrfaß des Pascal. Liegen auf der Peripherie eines Kegelschnitts sechs Punkte,

und verbindet man dieselben in beliebiger Ordnung zu einem einbeschriebenen Sechseck, so liegen die drei

Schnittpunkte der drei Paare gegenüberliegender Seiten in einer Geraden.

(Fig. 7.) Die sechs Punkte seien 1, 2, 3, 4, 5, 6 und die Seiten des Sechsecks I, II, III,

IV, V, VI. Es ist zu zeigen, daß die Schnittpunkte (I IV), (II V), (III VI) iu einer Geraden liegen.

Beweis. Betrachtet man zwei Punkte ungerader Nummer, wie I und 3, als Mittelpunkte von

Strahleubüscheln, und die von dem dritten ungeraden Punkte 5 ausgehenden Seiten IV und V als

Schneidende dieser Büschel, so sind die letzter» nach § 11 projectivische Gerade, und liegen auch perspek¬

tivisch. Der Schnittpunkt O der Strahlen VI und III ist der Projeetionspunkt dieser Geraden. Die

Strahlen I und H, welche den Punkt 2 projieiren und mithin entsprechend sind, müssen daher die Ge¬

raden IV und V in Punkten N und 51 schneiden, welche mit 0 in gerader Linie liegen.

Zusätze. 1. Vom einbeschriebenen Fünfeck.

Bei jedem, einem Kegelschnitt einbeschriebenen Fünfeck 12345 liegt der Durchschnittspunkt einer Seite

III und der Tangente im Gegenpunkte 1 mit den Schnittpunkten der beiden andern Paare Gegenseiten

(I, IV) und (II, V) in gerader Linie.

Der Beweis ist die Wiederholung des obigen, wenn man nur au Stelle der Seite VI die Taugente

in 1 setzt. Der Projeetiouspuukt der Gerade» IV und V ist nun der Durchschnittspunkt 0 der Seite

III und der Tangente in l.

2. Vom einbeschriebenen Viereck.

Bei jedem, einem Kegelschnitt einbeschriebenen Viereck 1234 liegen die Durchschnittspunkte zweier

Paare Gegenseiten (I, III) und (II, IV) mit dem Durchschnittspunkte der in zwei Gegenecken 1 und

3 gezogenen Tangenten in einer geraden Linie.

Betrachtet man wieder 1 und 3 als Träger zweier Strahlenbüschel, so sind die Geraden I und II

projectivisch und liegen perspektivisch. Ihr Projeetionspunkt ist der Schnittpunkt der beiden in 1 und 3

berührenden Tangenten. Mithin liegen die Projektionen des Punktes 4 mit ihm in gerader Linie.

§ 15. Satz des Brianchon. Liegen an einem Kegelschnitt sechs Tangenten nnd verlängert man

dieselben in beliebiger Ordnung zu einem umbeschriebenen Sechsseit, so schneiden sich die drei Verbin¬

dungslinien der drei Paare Gegenecken desselben in einem Punkte.
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(Fig. 8.) Die sechs Tangenten seien I, II, III, IV, V, VI und die Ecken des Sechsseits 1, 2,

Z, 4, 5, 6. Es ist zu zeigen, daß die Geraden il, 4), <2, 5>, (3,6) sich in einem Punkte schneiden

Beweis. Betrachtet man zwei Seiten ungerader Nummer, wie I und III als Träger der Puukt-

reihen, welche von den übrigen Seiten bestimmt werden, und die Eckpunkte der dritten ungeraden Seite

V, nämlich 4 nnd 5, als Mittelpunkte von Strahlenbüscheln, auf welche diese Punktreihen bezogen wer¬

den , so sind nach H 12 diese Strahlenbüschel projectivisch und liegen auch perspektivisch. Die Verbin¬

dungslinie o der Punkte 3 und K ist die Projectionslinie derselben. Die Schnittpunkte I nnd 2 des

Strahls II müssen daher aus 4 und 5 durch zwei Strahlen m und n projieirt werden, welche sich in

einem Pnnkte von o schneiden.

Zusätze. 1. Vom »unbeschriebenen Fünsseit.

Bei jedem, einem Kegelschnitt »unbeschriebenen Fünsseit I II III IV V schneiden sich die Verbin¬

dungslinie eines Eckpunktes 3 mit dem Berührungspunkte der Gegenseite I und die zwei Verbindungs¬

linien der beiden andern Paare von Gegenecken (1,4) und (2, 5> in einem Punkte.

Der Beweis ist die Wiederholung des obigen, wenn man mir statt des Eckpunktes 6 den Berüh¬

rungspunkt der Seite I setzt. Die Projectionslinie der Büschel 4 und 5 ist jetzt nämlich die Verbin¬

dungslinie des Eckpunktes 3 mit diesem Berührungspunkte.

2. Vom umbescbriebenen Vierseit.

Bei jedem, einem Kreise umbeschriebeneu Vierseit I II III IV schneiden sich die Verbindungslinien

der zwei Paare Gegenecken (1, 3) und (2, 4) und die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier

Gegenseiten I nnd III in einem Punkte.

Betrachtet man wieder I und III als Träger zweier Punktreihen, so sind die Büschel 1 und 2 prv-

jectivisch und liegen perspektivisch. Ihre Projectionslinie geht durch die Berührungspunkte von I uud

III. Mithin schneiden sich die Projectionsstrahlen von 3 und 4 aus dieser Linie.

Daß die Sätze des Pascal und Brianchon reciproke Eigenschaften der Kegelschnitte aussprechen,

nnd ihre Ableitung aus prvjectivischen Grundgebilden ebenfalls dem Gesetz der Reciprocität unterliegen,

kann nicht entgangen sein. Diese Sätze führen auf eine zweite Methode, die in § 13 behandelten Auf¬

gaben zu lösen, bei der dies Gesetz wieder zu Statten kommt, wie es der folgende § zeigen wird.

§ 16. I. Aufgabe.

Wenn fünf Pnnkte gegeben sind, durch welche

ein Kegelschnitt bestimmt wird, auf einer dnrch ei¬

nen derselben gelegten Geraden den Punkt zu fin¬

den, in dem sie den Kegelschnitt schneidet.

Wenn sünf Gerade gegeben sind, durch welche

ein Kegelschnitt bestimmt wird, durch einen Punkt

einer derselben eine Gerade zu ziehen, welche den

Kegelschnitt berübrt.

Anslösnn g.

(Fig. 7.) Seien I, 2, 3, 4, 5 die gegebe¬

nen Pnnkte uud VI die gegebene Gerade. Es ist

klar, daß die Pnnkte 0 und U und dadurch

bestimmt sind, mithin der Schnittpunkt li gesun¬
den ist.

(Fig. 8.> Seien I, II, III. IV, V die ge¬

gebenen Geraden und k der gegebene Punkt. Es

ist klar, daß die Geraden o und m nnd dadurch

auch n bestimmt sind. Daher kann die Tangente

VI gezogen werden.

Es leuchtet sogleich ein, daß sich hierauf wiederum eine rein lineare Eonstrnction eines Kegelschnitts

durch beliebig viele Punkte oder Tangenten gründen läßt.

Mit Anwendung des Zusatzes im § 14 vom

einbeschriebenen Fünfeck ist es ferner leicht, durch

jeden der gegebenen fünf Pnnkte die Tangente des

Kegelschnitts zu ziehen.

Mit Anwendung des Zusatzes im § 13 vom

umbeschriebenen Fünsseit ist es nun leicht, in jeder

der sünf Geraden den Berührungspunkt zu finden.



Die Ausführung dicser uud der folgenden Construetionen scheint aber genug vorbereitet zu sein. Es

sei daher mir bemerkt, daß die beiden folgenden Aufgaben, die bereits im § 13 auf andere Weise be¬

handelt sind, eine noch einfachere Lösung aus den in den beiden letzten U vorgetragenen Sätzen erhalten.

II. Aufgabe.

Wenn vier Punkte und durch einen derselben

eine Gerade als Bestimmungsstücke eines Kegel¬

schnitts gegeben sind, den Durchschnittspnnkt des¬

Wenn vier Gerade und in einer derselben ein

Punkt als Bestimmnngsstücke eines Kegelschnitts

gegeben sind, die Tangente desselben zu ziehen,

selben mit irgend einer durch einen der Punkte ge- ! welche durch irgend einen Punkt einer der Gera¬

legten Geraden zu finden. > den geht.

III. Aufgabe.

Wenn drei Punkte und durch zwei derselben je

eine Gerade als Bestimmnngsstücke eines Kegelschnitts

gegeben sind, einen vierten Punkt desselben zu finden.

Wenn drei Gerade und auf zwei derselben je

ein Punkt als Bestimmungsstücke eines Kegelschnitts

gegeben sind, eine vierte Tangente desselben zu finden.

V. Involution der geraden Punktreil,en und der ebenen Büschel.

8 17. (Fig. s.> Wenn zwei projeetivische Punktreihen der Geraden I und I, in Bezng auf einen

Projeetionspunkk 0 perspektivisch liegen, so entspricht, wie in H 2 erörtert ist, dem unendlich fernen

Punkte y, der I. ein endlicher Punkt der l, nämlick der Schnittpunkt des Parallelstrahls q, und

dem unendlich fernen Puukte ü der I der endliche Punkt L, auf 1>. Die Punkte (j und R, werden

Gege »Punkte genannt. Wir wollen uns nun die Gerade I, so auf I gelegt denken, daß L, mit H

zusammenfällt; — die verlegte Gerade heiße nuu l' —. Dies kann aber auf doppelte Weise geschehen,

nämlich daß die gemeinsamen Punkte L und L, entweder aus verschiedene, oder ans dieselbe Seite des

Punktes zu liegen kommen.

1. (Fig. 9s.) Wir betrachten zuerst den Fall, baß die Puukte L und auf verschiedenen Seiten

von liegen. Sind nnd ^ > zwei entsprechende Punkte der Punktreihen I nnd l, und ist der

L., entsprechende in 1', so läßt sich behaupten:

daß der Punkt, welcher dem sofern es als Punkt vou I gedacht wird, entspricht mit dem

sofern es als Punkt von I" gedacht wird, zusammenfällt; daß überhaupt auf der Doppel¬

linie II' jede zwei entsprechende Punkte, wie ^ und oder L nnd sich gegenseitig doppelt

entsprechen.

Um dies (ohne alle Rechnung) zu beweise», denken wir uns mit der Geraden I, auch de» sie pro-

jicirenden Büschel 0 verlegt, wodurch sein Scheitel nach 0' in die Verlängerung von fällt, uud

wird. Projiciren wir nnn den Punkt ^ aus dem Centrum O auf die Gerade I,, seine

Projection heiße so ist (weil die Punkte 0^0^ in einer Kreisperipherie liegen, nnd daher

sein muß) durch Congruenz der Dreiecke 01i,^/ und erwiesen, daß

daß mithin bei der Verlegung der Geraden l, mit .V zusammenfallen mnß.

2. (Fig. Sd.) Im andern Falle liegen die Pnnkre L nnd L" anf derselbe» Seite des Punktes

M'. Siud »uu uud zwei entsprechende Punkte der Punktreihen I und I,, und ist der dem

L., entsprechende in l", so wird wiederum behauptet:

daß jede zwei entsprechende Punkte der Doppellinie II', wie ^ uud L.", sich gegenseitig doppelt

entsprechen.

Denken wir nämlich den projicirenden Büschel O mit der Geraden 1, verlegt, so fällt sein Mittel¬

punkt 0' aus oder ihre Verlängerung auf dieselbe Seite von I, so daß 0"(j —0R, wird. Proji-

cirt ma» nun den Puukt aus 0 auf I,, seine Projection heiße so ist aus ähnlichen Gründen,
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wie oben, ^ 0^^., daher wiederum ^./R, — weshalb beim Zusammenlegen

auf fallen muß.

fassen wir das Resultat dieser Erörterung zusammen, so erhalten wir folgenden Fuudamentalfatz:

Liegen zwei projectivische Punktreihen ans demselben Träger derart, daß ihre Gegenpunkte zu¬

sammenfallen, so entspricht sich jedes Punktpaar gegenseitig doppelt.

H 18. Der Fundamentalsatz des vor. § erlaubt aber auch die Umkehrung:

Liegen zwei projectivische Punktreihen auf demselben Träger derart, daß irgend ein Paar ent¬

sprechender Punkte fiä, gegenseitig doppelt entsprechen, so fallen ihre Gegenpunkte zusammen.

Sind nämlich auf der Doppellinie ll" < Fig. S) die Punkte L uud L!' doppelt entsprechende, so kann

mau sich l" in eine beliebige Lage gebracht denken, daß sie 1 schneidet, und bei der die Punkte L nnd L'

zusammcnsallen, etwa in die Lage I,, wodurch das v der I' nach L!/ rückt. Da nun l mit 1, perfpee-

tivisch liegt, so fällt der Projectionspunkt 0 irgendwo ans den Strahl /. Durch die Parallelstrahlen

werden die Gegenpnnkte H und R, bestimmt. Da aber nach der Voraussetzung —ist, so ist

immer L/L, — (jv. Fällt daher in der Doppellinie L!/ mit L zusammen, so muß auch k,

auf (j fallen.

Aus den beiden Fundamentalsätzen folgt daher auch:

Weun zwei projectivische Puuktreihe» desselben Trägers irgend ein sich doppelt entsprechendes

Punktpaar haben, so entsprechen sich alle Punktpaare derselben doppelt.

H 19. Von zwei projectivische» Punktreihen desselben Trägers, bei denen jedes Punktpaar sich

doppelt entspricht, sagt man, sie befinden sich in in volu torisch er Lage.

Da zwei Punktreihen als projeetivisch durch das Entsprechen dreier Punktpaare bestimmt sind, so

werden nach dem vor. § zwei Punktreihen desselben Trägers in involntorischer Lage sein, wenn z. B.:

projeetivisch

Werden zwei involntorisch liegende Punktreihen als ein einziges Gebilde betrachtet, so sagt man von

den paarweis zugeordneten Punkten M", sie befänden sich in Involution; uud den Punkt

((M), welcher dem unendlich fernen Punkte zugeordnet ist, nennt man den Mittelpunkt der

Involution.

Das Resultat der bisherigen Entwickelnngen läßt sich daher auch so aussprechen:

Sind von einer Pnnktreihe in Involution zwei Paare zugeordneter Punkte gegeben, so ist zu

jedem Sten Pnnkte der zugeordnete b'te bestimmt.

Da (Fig. !)) OL'O'L nnd 0^0^ Kreisvicrecke sind, mithin die Linie OO die Chordale der beiden

um diese Vierecke beschriebenen Kreise ist, so würde sich dadurch ein Mittel ergeben, jedes andere Paar

der Involution zu bestimmen. Man hätte nur über deu Strecken und .-V-V als Durchmessern Kreise

zu errichten, und die Chordale derselben zu suchen. Ihr Durchschnitt mit I wäre der Mittelpunkt der

Involution , und zu jedem öten Pnnkte l! wäre durch die eoustante Potenz (M. der zugeordnete

L" bestimmt. Da wir aber für unfern Zweck einer linearen Coustruction den Vorzug geben, so begnü¬

gen wir uns mit dieser Andeutung, und suchen im Folgenden dem entsprechende Hilfsmittel.

§ 20. Aus dem Bisherigen ergeben sich zwei Arten der Involutiou.

!r) <Fig. !)a.) Die zugeordneten Punkte fallen auf verschiedene Seiten des Mittelpunktes H.

Dann folgen 'sie auf beiden in derselben Ordnung: Die Punkte bilden eine

gleichliegende Involution,

d) (Fig. öd.) Die zugeordneten Punkte fallen auf dieselbe Seite des Mittelpunktes (j. Sie

folgen in umgekehrter Ordnung: Dann bilden die Punkte eine ungleich lie¬

gen de Involution.

Aus der Anordnung dieser Punktreihen ist es leicht ersichtlich, daß bei der gleichliegenden Involu¬

tion niemals ein zugeordnetes Paar zu einem Doppelpunkte zusammenfalle» kann; daß dagegen bei
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der ungleichliegenden Involution es ans beiden Seiten des Mittelpunktes je einen Punkt geben muß, in

dem ein Paar zugeordneter Punkte zu einem Doppelpunkt zusammenfällt.

§ 21. Lehrsatz. Werden die Seiten und Diagonalen eines vollständigen Vierecks von einer

Transversale durchschnitten, so bilden die sechs Durchschnittspunkte eine Involution, in welcbcr die

Schnittpunkte der Gegenseiten und der beiden Diagonalen zugeordnete Paare bilden.

Beweis. (Fig. 10.) Das Viereck sei UFO? und die Transversale l. Es ist zu zeigen, daß die

sechs Pnnkte eine Involution bilden. Man ziehe noch NL und verlängere 0? bis (l. Nun

ist die Punktreihe projectivisch zu aus dem Mittelpunkte N.

„ „ „ L.

„ /V^VL'0' „ „ 0^
projectivisch zu

folglich sind nach § 1!» die sechs Punkte iu Involution.

Schneidet die Transversale die beiden Diagonalen entweder beide außerhalb, oder beide innerhalb

des Vierecks, so ist die Involution eine ungleichlicgende; schneidet sie die eine innerhalb, die andere au¬

ßerhalb , so ist die Involution eine gleichliegende. Geht im ersteren Falle die Transversale durch eine

Complementärecke des Vierecks oder durch den Schnitt beider Diagonalen, so entsteht ein Doppelpunkt.

Geht sie zugleich durch zwei solcher Punkte, so enthält die Involution zwei Doppelpunkte; sie besteht

also aus vier Punkten. Es ist aus bekannten Eigenschaften des vollständigen Vierecks ersichtlich, daß

diese vier Punkte stets harmonisch liegen. Hieraus ergiebt sich der für die Theorie der Involution wich¬

tige Satz:

Die beiden Doppelpunkte einer Involution liegen mit jedem Paare zugeordneter Punkte har¬

monisch; nnd ihr Abstand wird von dem Mittelpunkte der Involution halbirt.

§ 22. Aufgabe. Zu fünf Punkten einer Involution den zugeordneten sechsten zu finden.

(Fig. 10.) Es seien die Pnnkte auf der Geraden I gegeben. Um L!" zu finden, ziehe

man von einem beliebigen Pnnkte U die Geraden und NL, darauf von (Z eine beliebige Transver¬

sale, welche die ersteren in N und I' schneidet. Zieht man nun ZW" und P.-V, deren Schnittpunkt 0,

so bestimmt endlich die Gerade UO den Punkt <?" auf 1. Daß diese Construction anwendbar bleibt,

wenn ein oder zwei Paare der gegebenen Punkte zu Doppelpunkten vereinigt sind, ist einleuchtend.

§ 23. Aus dem Begriff der involutorischen Punktreihe ergiebt sich der correspondirende des invo-

lutorischen Strahlenbüschels. In ihm liegen zwei projectivische Büschel eoncentrisch so, daß jedes

Paar entsprechender Strahlen sich doppelt entspricht. Man hat ebenfalls eine gleichliegende nnd eine

ungleichlicgende Involution der Strahlen zu unterscheiden. Wird eine Punktreihe in Involution von

einem Strahlenbüschel projicirt, so ist der letztere ebenfalls in Involution, und aus jeder Transversale,

welche einen Strahlenbüschel in Involution schneidet, wird eine involutorische Punktreihe bestimmt. Aus

dem Frühern folgt daher, daß ein Strahlenbüschel in Involution durch zwei Paare zugeordneter Strah¬

len bestimmt ist, und daß an die Stelle eiues solchen Paars auch ein Doppclstrahl treten kann. Dem

Satze § 21 eorrespondirt der folgende:

§ 24. Lehrsatz. Werden die drei Paare Gegenecken eines vollständigen Vierseits aus einem be¬

liebigen Pnnkte der Ebene projicirt, so bilden die Strahlen einen Büschel in Involution.

Beweis. (Fig. 11.) Die Ecken des vollständigen Vierseits seien uud 8 der Punkt

in der Ebene. Das Viereck wird von der Seite als einer Transversale geschnitten. Da¬

her sind nach § 21 die Schnittpunkte der Gegenseiten und Diagonalen dieses Vierecks in Involution,

mithin die Strahlen welche die Punkte projiciren, ebenfalls in Involution.

Liegt 8 auf einer der Diagonalen des Vierseits, so ist diese ein Doppelstrahl des involutorischen

Büschels. Liegt 8 im Schnittpunkt zweier Diagonalen, so sind diese beiden Doppelstrahlen, nnd liegen

zn dem andern Paare harmonisch. Hieraus ergiebt sich:
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Die bcidcn Doppelstrahlen einer Involution liegen mit jedem Paare zugeordneter Punkte
harmonisäv

Das vollständige Vierseit bietet auch ein Mittel durch lineare Construetion zu fünf Strahlen eines

involutorischen Büschels den zugehörigen sechsten zu finden, was nach Analogie der Aufgabe H 22 leicht

auszuführen ist. Übrigens ist das ebensogut durch Reduktion auf jene Aufgabe möglich.

Indem wir uns nuu zu den Beziehungen der involutorischcn Elementargebilde zu den Kegelschnitten

wenden, müssen wir jedoch einen Hilfssatz über projectivische Punktreihen voranschicken, der bei den spä¬

tem Beweisen unerläßlich ist.

H 25. Hilfssatz. (Fig. 12.) Wenn mau in einer geraden Punktreihe !!('!> zwei Elemente und

dann auch die beiden andern vertauscht, so entsteht eine neue Punktreihe, welche der ersten projectivisch ist.

'Idos. projectivisch projectivisch projectivisch DLö^.

Beweis. Die Punktreihe projicire man aus einem beliebigen Punkte 8, schneide den Bü¬

schel durch die Transversalen und Nun ist:

projectivisch aus dem Mittelpunkte L

„ ,, ,, I)

,, LVL.S ,, ,, „ L

Ferner ist

projectivisch

LO.-VIi projectivisch aus dem ^Mittelpunkte 8

,, M8? „ ,, ,, ^

RLS? ,, V0L^. „ „ ,, L

projectivisch OLL^.

Mithin auch projectivisch

Dasselbe Bertauschungsgesetz gilt von ebenen Strahlenbüscheln.

H 26. Lehrsatz des Desargues.

Ist einem Kegelschnitt ein Biereck einbeschrie-

ben, so bilden die Schnittpunkte einer beliebigen

Transversale mit dem Kegelschnitt nnd den Gegen¬

seiten des Vierecks eine Involution.

B e w

(Fig. 13 a.) g. d g,, b, seien die Seiten des

einbeschriebenen Vierecks und l die Transversale,

L nnd L' ihre Sckmittpuukte mit dem Kegelschnitt,

L ö' ihre Schnittpunkte mit den Seiten.

Aus den Eckpunkten (ab) nnd (a,d.) werden

die Punkte des Kegelschnitts durch zwei projectivische

Strahlenbüschel projicirt, es ist daher

projectivisch

Da aber nach § 23

projectivisch

projectivisch

Mithin ist die Punktreihe in Involution.

Aus § 21 folgt, daß auch die Schnittpunkte

der Diagonalen des Vierecks mit der Transversale

Punkte dieser Involution sind.

Ist einem Kegelschnitt ein Vierseit umbeschrie-

ben, so bilden die Strahlen, welche aus einem be¬

liebigen Punkte die (Negenecken des Vierseits Proji¬

cire», und die beiden Tangenten durch diesen Punkt

eine Involution,

e i s.

(Fig. 13 d.) K ^seien die Ecken des

umbeschriebcnen Vierseits, nnd 8 der Centralpunkt

des Büschels, e und o' die beiden Tangenten, a «,'d b'

die Strahlen durch die Gegenecken.

Die beiden Seiten und sind in Be¬

zug auf die Durchschnittspunkte der übrigen Tan¬

genten des Kegelschnitts projectivisch; es ist daher:

projectivisch d'CI/e". Nach 8 25

aobe' projectivisch s'e'd'o.

Mithin ist der Büschel aa'dd'vL' in Involution.

Aus § 24 solgt, daß auch die Strahlen nach

den Eomplemeutärecken des Vierseits zugeordnete

Elemente dieser Involution sind.
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Zusatz

Fallen zwei Eckpunkte des Vierecks zusammen,

so degenerirt das Viereck in ein Dreieck, und die

eliminirte Seite in die Tangente durch eine Ecke
des Dreiecks.

1.

Fallen zwei Seiten des Vierseits zusammen,

so degenerirt das Vierseit in ein Dreiseit, und die

eliminirte Ecke in den Berührungspunkt der einen
Seite.

Zusatz

Degeneriren zugleich zwei Gegenseiten des Vier¬

ecks in Tangenten, wobei das andere Paar in die

Berührungssehne zusammenfällt, so erhält man fol¬

genden Satz:

Schneidet eine Transversale einen Kegelschnitt

in L! und L!', zwei Tangenten desselben in und

und die Berührungssehne in L, so ist R ein

Doppelpunkt zur Involution Berührt die

Transversale den Kegelschnitt, so daß v mit <ü' zu¬

sammenfällt, so sind harmonische Punkte.

2.

Degeneriren zugleich zwei Gegenecken des Vier¬

seits in Berührungspunkte, wobei das andere Paar

in den Durchschnittspunkt der beiden Tangenten zu¬

sammenfällt, so erhält man folgenden Satz:

Zieht man von einem Punkte 8 die beiden

Tangenten o und e" an einen Kegelschnitt, die Strah¬

len s. nnd s/ nach den Berührungspunkten zweier

Tangenten und dem Strahl d nach dem Schnitt¬

punkt dieser Tangenten, so ist Ii ein Doppclstrahl

zur Involution ag/ve'. Liegt der Punkt 8 aus dem

Kegelschnitt, so sind aes/d harmonische Strahlen.

§ 27. Der Satz des Desargues nnd seine beiden Zusätze führen auf eine dritte lineare Lösung

der in und § 1<i bereits behandelten Aufgaben.

I. (Fig. 13s,.) Betrachtet man nämlich die

fünf Punkte N N O ? <ü als gegebene, so werden

durch dieselben auf der beliebig durch (Z gelegten

Transversale 1 die fünf involutorifchen Punkte

L L' (5 bestimmt, deren zugeordneter sechster L" ein

Punkt des Kegelschnitts ist.

Will man aber in einem der gegebenen fünf

Punkte die Tangente eonstruiren, so denke man die

eine Seite a des Vierecks in eine Tangente degene¬

rirt. Dieselbe wird bestimmt sein, wenn die fünf

Punkte L K' t? auf der Transversale 1 be¬

stimmt sind. Dies ist aber der Fall, da die fünf

Punkte ? U 0 0 L' des Kegelschnitts gegeben sind.

(Fig. 13d. > Betrachtet man die fünf Tangen¬

ten m n y p v als gegeben, so werden durch diesel¬

ben in Bezug auf einen beliebig in o angenommenen

Centralpnnkt 8 die fünf involutorifchen Strahlen

k g/ b b" o bestimmt, deren zugeordneter sechster v'

eine Tangente des Kegelschnitts ist.

Will man auf einer der fünf gegebenen Gera¬

den den Berührungspunkt finden, so denke man den

Eckpunkt des Vierseits in einen Berührungspunkt

degenerirt. Nuu wird derselbe bestimmt sein, wenn

die sünf Strahlen a' d d" o v" des Büschels 8 be¬

stimmt sind. Dies ist aber der Fall, da die fünf

Tangenten pmovo" des Kegelschnitts gegeben sind.

Die Aufgaben II. und III. des § 13 lassen sich in einer ganz analogen Weise vermittelst der Zu¬

sätze des vor. § ohne Schwierigkeit lösen.

VI. Construction der Doppelclemente einer Involution.

§ 28. Die Construction der Doppelpunkte einer Involution läßt sich unter verschiedene Gesichts¬

punkte stellen. Geht man davon aus, was in § lö beiläufig bemerkt ist, daß der Mittelpunkt der

Jnvolntion auf der gemeinschaftlichen Chordale aller Kreise liegt, welche über den Abständen je zweier

zugeordneter Punkte als Durchmessern errichtet werden, so sind die Doppelpunkte als in Punkte dege-

nerirte Kreise zu betrachten, und leicht durch die Länge eines Tangentenabschnitts zu finden. Andernseits

ordnet sich aber dies Problem einem allgemeineren unter: „in zwei auf demselben Träger befindlichen

projectivischen Pnnktreihen die gemeinsamen Punkte zu finden." Obgleich nun jene Betrachtungsweise

eine recht bequeme Construction darbietet, so geben wir jedoch hier der letzter» den Vorzug, und beschäf¬

tigen uns daher, Früheres zugleich ergänzend, mit jener allgemeinen Aufgabe.
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Wenn auf demselben Träger zwei projectivische Punktreihen liegen, die gemeinsamen Punkte

beider zu finden.

Auflösung. (Fig. 14.) Drei oder mehr gemeinsame Punkte können zwei projectivische Punkt¬

reihen desselben Trägers niemals haben; denn sonst würden sie überhaupt zusammenfallen. Da aber im

Allgemeinen zwei Doppelpunkte vorhanden sind, so ist diese Aufgabe „zweiten Grades", und es ist da¬

her unmöglich, durch bloß lineare Construction sie zu lösen. Es muß in die Construction ein Gebilde

zweiten Grades, also ein Kegelschnitt eintreten. Um aber dem hier befolgten Prinzip nach Möglichkeit

treu zu bleiben, wollen wir diesen Kegelschnitt, etwa einen Kreis, nur einmal, und in der Ebene der

Construction als festliegend einführen.

Ist min l der Träger der beiden projectivische» Puuktreihen ^, ö, v und L.,, L,, v,, und außer¬

dem in der Ebene ein Kreis gegeben, so nehmen wir auf seiner Peripherie irgend einen Punkt 8 als

Mittelpunkt zweier Strahlenbüschel an, durck welche die beiden Punktreihen der 1 auf die Peripherie des

Kreises projicirt werden; diese Projectionen seien A, B, C und A,, B,, C,. Wenn man darauf aus

A die Punkte A,, B,, C, projicirt, so ist nach § 8 der entstandene Büschel A projectivisch dem Bü¬

schel 8,, der mit 8 concentriscb liegt. Ebenso ist der Büschel A,, welcher die Punkte A, B, C proji¬

cirt, projectivisch dem Büschel 8. Daraus ergiebt sich, daß der Büschel A auch projectivisch dem Büschel

A,, und da beide den Strahl AA > gemein haben, mit ihm in perspektivischer Lage sei. Sucht man nun

die Projectionslinie o dieser beiden Büschel, so sind die Schnittpunkte D und E derselben mit der Kreis-

peripherie offenbar Projectionen beider Büschel. Projicirt man daher D und E ans 8 auf die Gerade

I, so sind diese Projectionen v und A die gesuchten gemeinsamen Punkte.

Aus der Lage der Geraden o läßt sich zugleich auf die Existenz und Zahl der gemeinsamen Punkte

schließen. Je nachdem sie nämlich den Kreis schneidet, berührt oder nicht trifft, sind zwei ein oder

kein solcher Punkt vorhanden.

§ 2S. Aufgabe I. Wenn vier Punkte einer Involution gegeben sind, die zugehörigen Doppel¬

punkte mit Hilfe eines festliegenden Kreises auf linearen Wege zu finden.

Auflösung. lFig. 15.> L., L, L', seien die Punkte der Involution. Nach dem vor. § er¬

giebt sich folgende Construction: Nachdem die Punkte L, L", aus einem beliebigen Punkte des

festliegenden Kreises auf seine Peripherie nach A, B, B', A' projicirt sind, verbindet man A mit N

und B, uud A' mit B und B", und bestimmt durch die erhaltenen Schnittpunkte die Lage der Projec¬

tionslinie o. Ihre Schnittpunkte mit der Peripherie D nnd E projicire man rückwärts aus 8 auf I

nach v und L, so sind dies die gesuchten Doppelpunkte der Involution.

Bei gleichliegender Involution fällt die Projectionslinie nothwendig außerhalb des Kreises, die

Schnittpunkte, mithin auch die Doppelpunkte sind imaginair.

Noch einfacher wird die Construction, wen» der festliegende Kreis durch zwei zugeordnete Punkte,

wie ^ und geht. Dann sind nur L und L' zu projieiren. Daß mit Hilfe des festliegenden Kreises

auch zu dem Sten Punkte einer Involution der 6te gefunden werden kann, ist einleuchtend. Da ferner

die Doppelpunkte zu jedem Paar zugeordneter Punkte harmonisch liegen, so ist hiermit auch die wichtige

Aufgabe gelöst: „Zu zwei auf einer Geraden liegenden Punktpaaren die zu beiden harmonisch liegenden

Punkte zu finden."

'2. Wenn vier Strahlen eines Büschels in Involution gegeben find, die zugehörige» Doppelstrah¬

le» z» finde».

Auflösung. Die Construction der Doppelstrahlen läßt sich mit Hilfe eines festliegenden Kreises

auf ganz ähnliche Weise auf linearem Wege ausführen, indem man die Büschel durch eine Transversale

schneidet; am bequemste» aber, wen» der Kreis durch den Mittelpunkt 8 des Büschels selbst geht, da

dann diese Transversale überflüssig ist, nnd die Strahlen nach den Schnittpunkten von o die gestickte»

Doppelstrahle» selbst si»d. Bei gleichliegeiider Involution sind die Doppelstrahlen imaginair.



Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun im

der Kegelfchnittsconstructionen zuzuwenden.

8 3V. IV. Au

Einen Kegelschnitt zu construiren,

der durck vier gegebene Punkte geht, und eine ge¬

gebene Gerade berührt.
Auflö

(Fig. 16k.) Die gegebenen Punkte seien N,

U, 0, ? und die Gerade s. Die Punkte bilden

ein Viereck, dessen Gegenseiten die Gerade s in den

Punkten K, K' schneiden. Der unbekannte

Berührungspunkt der Geraden, nämlich V, ist nach

dem Satze des Desargues, wenn man die Tan¬

gente als Transversale betrachtet, ein Doppelpunkt

der Involution der Punkte L., N, L'. Er

kann daher nach dem vorigen § construirt werden.

Dadurch ist diese Aufgabe auf eine frühere, nämlich

I. links § 13 zurückgeführt.

Da es aber noch einen zweiten Doppelpunkt

L' auf der Geraden s giebt, fo genügen den Bedin¬

gungen der Aufgabe zwei Kegelschnitte. Hätte man

die vier Punkte in einer andern möglichen Folge,

wie zu einem Viereck verbunden, so resultirte

nach § 26, Zus. 1 dieselbe Involution, welche da¬

her auf dieselben Doppelpunkte führen würde. Es

giebt daher auch nur zwei Lösungen.

8 31. V. Au

Einen Kegelschnitt zu constrniren,

der durch drei gegebene Punkte geht, und zwei ge¬

gebene Gerade berührt.

Aufl

(Fig. 17 s,.) Die gegebenen Punkte seien

L, L, die gegebenen Geraden a und d. Man lege

durch ^ und L eine Transversale, welche die Ge¬

raden s. und d in N und U' schneidet. Nack § 26,

Zus. 3 bilden die vier Punkte L, U, ÄI' eine

Involution, deren Doppelpunkt v mit den beiden

Berührungspunkten X und ? aus einer Geraden s

liegt. Ebenso lege man durch ^ und L eine Trans¬

versale , welche die Geraden in N und schneidet,

und suche zu diesen vier Punkten in Involution

den Doppelpunkt C, der wiederum mit X und ?

in gerader Linie liegen muH. Dadurch sind daher

X und? gesunden, und mithin ist der Kegelschnitt
durck sünf Punkte bestimmt.

Da durch die drei Punkte noch eine dritte

-tande, uns den beiden noch übrigen Hauptaufgaben

f g a b e.

der vier gegebene Gerade berührt, und durch einen

gegebenen Punkt geht,

f u n g.

(Fig. 16 b.) Die gegebenen Geraden seien in,

ii, o, x und der Punkt 8. Diese Geraden bilden

ein Vierseit, dessen Gegenecken durch die Strahlen

a, s/, d, d" aus 8 projicirt werden. Die unbe¬

kannte Tangente in 8, nämlich o, ist nach dem cor-

respondirenden Satze §26, wenn man den Berüh¬

rungspunkt als Mittelpunkt des Büschels betrachtet,

ein Doppelstrahl der Involution der Strahlen g,,

g.', I), b", der daher nach dem vor. 8 construirt

werden kann. Dadurch ist diese Aufgabe auf eiue

frühere, nämlich I. rechts 8 13 zurückgeführt.

Da es noch einen zweiten Doppelstrahl o" in

dem Büschel 8 giebt, so genügen den Bedingungen

der Aufgabe zwei Kegelschnitte. Hätte man die vier

Geraden in einer andern möglichen Folge mxon zu

einem Vierseit verlängert, so resultirte nach 8 26,

Zus. 1 dieselbe Involution, welche daher auf die¬

selben Doppelstrahlen führen würde, wie vorher.

Es giebt daher nur zwei Lösungen,

f g a b e.

der drei gegebene Gerade berührt, und durch zwei

gegebene Punkte geht,

s u u g.

(Fig. 17 d.) Die gegebenen Geraden seien a,

d, o, die gegebenen Punkte ^ und L. Man ziehe

aus dem Schnittpunkte (-rd) die Strahlen m und m'

nach den Punkten und R. Nach 8 26, Zus. 3

bilden die vier Strahlen d, m, in" eine Invo¬

lution, deren Doppelstrahl cl mit den beiden Tan¬

genten x und x in einen Punkt 8 convergirt. Ebenso

ziehe man aus dem Schnittpunkte (ae) die Strahlen

n und n' nach den Punkten und L, und suche

zu diesen vier Strahlen in Involution den Doppel¬

strahl 6, der wiederum mit x uud ^ in den Punkt

8 eonvergiren muß. Dadurch sind die Berührungs-

liuien x und x gefunden, uud mithin ist der Ke¬

gelschnitt durch fünf Tangenten bestimmt.

Da durch die drei Geraden noch ein dritter
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Transversale, nämlich Lv bestimmt ist, und auf
jeder zwei Doppelpunkte liegeu, so ist klar, daß von
v vier VerschiedeueBerührungssehnengezogen wer¬
den können, welche ebensoviele verschiedene Lösungen
der Aufgabe begründen. Mehr als diese vier giebt
es aber nicht. Denn wenn man einen andern der
Doppelpunkte, z. B. L, als Ausgangspunkt der
Berührungssehnen betrachten wollte, so würden die¬
selben mit den so eben gefundenenzusammenfallen,
weil die Doppelpunkteauf den Seiten des Dreiecks

als harmonische Theilpunkteliegen, und nach
einem bekannten Satze solche Theilpunkteder Seiten
eines Dreiecks zu je dreien auf vier verschiedenen
Geraden liegen.

Schnittpunkt, nämlich (de), gegeben ist, und jeder
zwei Doppelstrahlen trägt, so ist klar, daß auf ä
vier verschiedeneCouvergenzpunkte der in den Punk¬
ten ^ und L Berührenden liegen können, welche
ebensoviele verschiedeneLösungen der Aufgabe nach
sich ziehen. Mehr als diese vier giebt es aber nicht.
Denn wenn man einen andern der Doppelftrahlen
z. B. s als Träger der Convcrgcnzpnnkte der Be-
rührungslinien betrachtenwollte, so würden diesel¬
ben mit den eben gefundenen zusammenfallen,weil
die Doppelstrahlen zu deu Seiten des Dreiecksa,!)«?
harmonisch liegen, und nach einem bekannten Satze
sich je drei derselben immer in einem Punkte schnei¬
den, so daß nur immer vier verschiedene Schnitt¬
punkte hervorgehen.

§ 32, Durch die obigen Sätze erledigensich anch folgende nahverwandte Aufgaben, deren Auflö¬
sung daher nur kurzer Andeutung bedarf.

1. Gegeben sind süns Punkte. Auf einer ge¬
gebenen Geraden die Punkte zu finden, in welchen
sie den durch jene fünf Punkte bestimmtenKegel¬
schnitt schneidet.

Auf der gegebenenGeraden sind durch zwei
Strahlenbüfchel zwei projectivische Pnnktreihen pro-
jicirt. Sucht man nun die gemeinsamenPuukte
derselben,so sind dies die gewünschten Punkte. Je
nach dem dieselben beide reel und verschieden, oder
in einen zusammenfallen, oder imaginair sind, ist
die Gerade eiue Secante oder eine Tangente oder
liegt ganz außerhalb des Kegelschnitts.

Die Auflösung dieser Aufgaben gewährt daher zugleich eine nähere Bestimmung über die Lage der
Geraden nnd des Punktes zum Kegelschnitt. Erwägt man aber die in § U> angedeutetenBeziehungen
der unendlichfernen Geraden zu den drei Arte» der Kegelschnitte, so ergiebt sich aus der Aufgabe links
eine Methode der Determination, in welche dieser besondernArten der vorliegende Kegelschnitt fällt.
Ist nämlich die gegebene Gerade die unendlich ferne, nnd ergeben sich zwei Schnittpunkte, so ist die Curvc
eine Hyperbel, fallen beide in einen zusammen,so ist sie eine Parabel, während zwei imaginaireSchnitt¬
punkte eine Ellipse anzeigen.

Gegebensind fünf Gerade. Von einem gege¬
benen Punkte die beiden Tangenten an den durch
jene Geraden bestimmten Kegelschnitt zu legen.

In dem gegebenesPunkte als Centrum sind
zwei projectivische Strahlenbüschel vereinigt. Die
gemeinsamen Strahlen derselbensind die gewnasch¬
ten Tangenten. Je nach dem dieselben beide reel und
verschieden, oder zusammenfallen, oder imaginair
sind, liegt der gegebene Punkt außerhalb, oder auf
der Peripherie oder innerhalb des Kegelschnitts.

2. Gegeben sind füuf Punkte, durch welche
ein Kegelschnitt bestimmtwird. Von einem sechsten
Punkte die beiden Tangenten an denselben zu ziehen.

Man suche nach § 13 die fünf Tangenten in
den fünf gegebenen Punkten. Dann ist die Auf¬
gabe auf die vorige reducirt.

Gegeben sind fünf Gerade, durch welche ein
Kegelschnitt bestimmt wird. Ans einer sechsten Gera¬
den die beiden Schnittpunktemit demselbenzu finden.

Man suche nach § 13 die fünf Berührungs¬
punkte der gegebenen Tangenten. Da»» ist die
Aufgabe auf die i» I rechts reducirt.

Hierdurch ist auch in dem Falle, wenn der Kegelschnitt dnrch fünf Gerade bestimmt wird, vermöge
der unendlichfernen Geraden die Determination über die besondere Art des Kegelschnitts gewonnen.

3*


	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19

