DAS SYSTEM

ELEMENTAR-ARITHMETIK

einige sich daran schliessende Lehren.

Vorwort
!]1- grisser der Reichthum des Wissens ist, welchen wir uns aneignen miiszen, um uns aunf das
_\"i_\"l'_".,l,]_'l_ I'.ii‘l' z{“l[ Il (_'l'I'if,']_H"['t I_I'I'HE 1 'I'Ii[,_:]'IT f"i]]f‘l' '\.‘l"|'k!‘i]]‘|[l’ll'l'!l[!|’ﬂ E':E'I'In_'(_'hli::_':kl'h z1 '\'f'l'i:iul’ﬂ? IES':"T“
dringender tritt das Bediirfniss hervor in allen Zweigen des Wissens und Kimnens einen mig-
lichst graden, also kurzen Weg zum Ziele einzuschlagen.

So wie durch die Stenographie das Schreiben, durch die Eisenbahnen die Zeit des Rei-
sens, durch die Telegraphie die Zeit firr die Mittheilung der Gedanken an Abwesende verkiirat
wird; so muss man auch in der Wissenschaft mehr und mehr auf Methoden bedacht sein, welche
die Jugend bei der Fille von dem, was ihr zu wissen nothwendiz und gut ist, miglichst rasch
Il]'HI, ."il‘!!t'l.' l].c'l.‘-' Zi.('] 1"]'['“5{'}['.,'1] ]:l:-'.‘-'i']].

Wie dies aber zu ermiglichen sei, ohne die Strenge der Methode aufzuopfern, ohne der
Wissenschaft ithren Charakter zu rauben, ist eine nicht leichte Aufoabe der Piadagogik, an wel-
cher die getibtesten Krifte zu arbeiten haben. Der erfahrene Pidagoge wird nicht lingnen,
dass noch viel Ballast zu beseiticen isf, ehe wir das Schiff, auf welchem die Jugend ihre l"'lnm;:'s-
und Bildungsreise macht, recht flott bekommen. Auch pfropfen wir ihr immer noch zu schr
dags ihr Fremde auf, ohne dass wir aus ihr entwickeln, was zu ihrem geisticen Eigenthume
werden soll. Wir fithren sie gleichsam mit verbundenen Augen bis zom Ziele, das sie dann
l,-'{_'[,'“.'[l,:l[]i'l" E‘l'.H"\h“l]'lt, statt l!:l!‘ﬁ 'I'L';l' i":il' !1:15 zi!‘l :II.‘" l"l[l E"l'!'l';l_‘]]]_i:ll'l'-b' ln'kl'[l“['n ln]‘l i‘:}'l' numn ]Ili[
Selbsthewusstsein den besten und kitrzesten Weg zur Auffindung desselben einschlagen lassen.

Dass diese Ubelstinde niche tiberall und nicht in allen Disziplinen in gleichem Grade vor-
kommen, versteht sich von selbst; ‘es sollie nur hiermit bemerkt werden, dass die Forderungen
der Zeit uns ernst mahnen an der Vervollkommnung der pidagogischen Methoden miglichst zu
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arbeiten. Jeder kleine Beitrag aollte willkommen sein und ich winschte wohl, dass diese ele-
mentare Arbeit nicht als eine undankbave angesehen werden mdchte.

Ieh beschrinke mich hier auf einen einzelnen, nur untergeordneten Zweig einer einzelnen
Wissenschaft. nimlich der Mathematik. Sie ist es von jeher gewesen, welche ungeachtet ihrer
entsehieden bildenden Elemente bei der Jugend nicht immer den Eingang gefunden, zu welchem
sie eine innere Berechtizung hat. Dies lieot theils darin, dass man dieselbe mit der Jugend
behandeli, bevor ihre geistice Entwickelungsstufe die nothige Empfanglichkeit voraussetzen lisst,
theils darin. dass die Methode sowohl in objektiver, als subjektiver Hinsicht bisweilen verfehlt
wird. Die nicht selten durch einen Mangel an Anlagen zur Mathematik motivirte Entschul-
dicung eeringerer Leistungen ist eines der vielen thorichten Voruvtheile, welche traditionell fort-
wandern, ohne dass man reiflich {iber den wahren Grund oder l_‘tl:_f['II1]1]. zi ihrer Entstehung
nachdenkt. Menschen mit wesundem Menschenverstande gind anch fiir die in der Mathematik
enthaltenen ecinfachen Gesetze des Denkens empfinglich, wenn sie nur in richtiger Weise auf
die rvichtige Bahn geleitet werden. Soll aber die Mathematik wirklich fruchthringend werden
fir die formale Geistesentwickelung, so muss man schon in den ersten Elementen nach allen Rich-
fungen fein die solirfste Schirfe des Denkens sich zum (Fesetze machen.

Die folzenden ganz elementaren Betrachtungen, welche als Leitfaden fiir den Anfinger in
der Mathematik dienen konnen, sind cizentlich durch das Bediirfniss am hiesigen Konigl. Ma-
rien - Gymnasium entstanden. Hier wird nimlich bis Secunda der Unterricht in polnischer Sprache
ertheilt. nur in den beiden:oberen Klassen in deutscher. Die Schiiler werden also von Secunda
an von einem neuen Lehrer in einer anderen, als der Muttersprache unterrichtet. Damit nun
diezelben sich an die neue Terminologie und die neuen Verhiiltnisse iiberbaupt gewdhnen ist
eine summarische Wiederholung des ganzen fritheren Pensums erforderlich, wozu nicht allzuviel
Zeit verwendet werden darf. Der ganze Stoff wird also in moglichst bimdiger Weise systema-
tisch zusammen eoefasst. Das Abweichende von der iiblichen Behandlungsweise ergibt gich von

selbst oder wird gelegentlich durch Bemerkungen angedeutet.

z : et L
ERSTE ABTHEILUNG.
Theorie.
EINLEITUNG.

§. 1. Jeder selbststindige Gegenstand heisst, insofern auf etwa vorhandene Theile dessel-
hen micht Riicksicht genommen wird, ein Ganzes. Wenn man nun von den verschiedenen Eigen-
schaften der in der natiirlichen Korperwelt vorkommenden Ganzen absieht, also nur den Begrift
des un_u_:e-;hr-'g]1m] Ganzen festhalt: so heisst dieses abstrakie Ganze Fins (Unum).

Die Eing i=t also der Ausdrock fiv ein abstrakees Ganzes.

§. 2. So wie ein physisches Ganzes wiederholt vorhanden sein kann, oder so wie man gich
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eine Vereinigung von Individuen, welche in jeder Hinszicht fibereinstimmen, denken kann. so ist
es auch mit der Eins der Fall und man hat dann ein Vielfaches der Bins. welches als Sammel-
hegriff eine ganze Zall heisst.

So wie ferner ein physischer Ganzes aus iibereinstimmenden Theilen zusammen wesetzi
sein kann ohne den Begriff des Ganzen zu zerstdren, eben so kann jede ganze Zahl auch als
ein Ganzes angesechen werden, insofern man auf seine unmittelbar vorhandenen Bestandiheile,
die Fins, nicht Riicksicht nimmt. Ein solches Ganzes heisst eine finleit (Unitas).

§ 3. Wenn auch ein physisches Ganzes nicht unmittelbar ans Theilen besteht, so lisst sich
dasselbe doch als aus Theilen zusammengesetzt vorstellen. Ebenso ist es mit jeder sanzen Zahl,
jeder Einheit, also auch der ursprimnglichen Einheit, der Eins selbst, der Fall. Hat nun von
zwel (Ganzen das eine eine gewisse Einheit, welche nicht die Eins zu sein braucht, als Theil
ehen =0 oft in sich, als die andere, so sind diese Ganzen einander qleich (=): wenn nicht,
ungleiel (£).

Da nun die Eins den Bepriff des ungetheilten abstrakten Ganzen enthalt, so sind alle Fin-
sen dinander Ir.l‘-l"r"f-l"."-i und die Fins hat als Grizse esnen absolid hestinanten Werth.,

Die Eins ist eing Normalzahl, so dass man durch die Besiehunzen anf sie eine sichere Vorstallune von der (iriisse
aller fibrigen Lahlen erhillt.

§. 4. Aus der Zahl Eins entstehen auf doppelte Weise andere Zahlen:

1. durech ihre Vervielfaltigung die ganzen Zahlen, fiir deren bestimmten Schriftanzdruck
die Zifern melten;

2. entstechen noch dadurch ganz bestimmte Zahlen, dass man die Eing (nicht Finheit) in
eine gewisse Anzahl gleicher Theile zerlegt und solcher Theile (nicht von diesen) eine
l-u][uiu]g_-‘u- :'lfl']l;.t't.' nimmt, Die g0 entstandencn Zahlen heissen Briche.

Um die Briiche auszudriicken sind zwei Zahlnamen (in der Schrift zwei Zahlzeichen) er=
forderlich; der eine gibt an, in wie viele gleiche Theile die Eins zerlegt worden ist und heisst
Nenner; der andere driickt die Menge der Theile aus und heisst Zahler. Ist der Zihler kleiner
als der Nenner, so heisst der Bruch ein delter, wenn nicht, ein undehiter, Im letzten Falle kann
der Zihler den Nenner in sich 1, 2, 3..... nmal enthalten (das 1, 2, 3.....nfache von ihm sein)
und dann heisst der unichte Bruch ein wneigentlicher, weil er eigentlich den Werth einer gan-
zen Zahl hat; ist der Ziahler nicht ein genanes Vielfache des Nenners, so ist der Bruch ein ge-
mtachier, weil er aus Ganzen und Bruchtheilen besteht.

Da die gleichen Theile der King nm so kleiner sind, je mehre man aus ihr gemacht hat, so gibt der Nenner eine
auf die Uifisse sich bezichende Beschaffenheir der Theile an; der Zahler zahlt ihre Menge. Methode die Briche nns-
ausprechen mnd #n schreiben.

Brilche mit gleichen Nummern lieissen gleichnamige ; mit versehiedenen, wngleichnamige.

§. 5. Nun haben wir die z:lmrllgjl‘ﬂﬁsnn als das Materiale fiir die Awithmetil entwickelt.
Jetzt kommt es weiter darauf an diesen Stoff zu benutzen; zu untersuchen, in welchen Ver-
kniipfungen und Bezichungen die Zahlen zu ecinander vorkommen konnen und so mittelst der

erlangten Begriffe und zweifelloser Wahrheiten, der Grundsitze, nach und nach ein System ab-
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solut sicherer Wahrheiten aufzubauen. Sollen aber die anfzustellenden Betrachtungen eine all-

gemeine oder absolute Giltigkeit besitzen, so miissen wir uns allremeiner Zahlzeichen, d. h. zol-
cher Zeichen bedienen, deren jedes jede Zahl vertritt.

Die Art der Bezeichnung durch Buchstaben.

Grundsitze sind z. B.:

1. Jede Zahl ist sich selbst gleich (ist so gross-als sie ist).
2. Statt einer Zahl kann eine ihr gleiche gesetzt werden.
3. Ist jede von zwei (mehren) Zahlen emer dritten (irgend einer) gleich, =o sind sie
['i'll:i'l]llt'l' ;'lk'i{'ll.
§. 6. Die Begiffe von Theilen und dem Ganzen sind unzerirennliche und urspriingliche,
also keiner weiteren Erorterung bediirfende. Die einfachste Verkniipfung findet statt zwischen
einem Ganzen und zwei Theilen desselben.

Ein bestimmtes Ganzes kann zwar in verschiedene Paare von Theilen aufgelist gedacht
werden: ist aber einer von den beiden Theilen ein bestimmter, so kann der andere nicht will-
kithelich sein, weil, wenn es der Fall wiire, das Ganze selbst nicht ein bestimmtes sein winde,
was gegen die Annahme ist: also muss wegen dieses 1||||I_.1Ill.'l'.-"|!l‘lll‘l]':‘r'- der andere Theil auch ein
bestimmter sein.

Wird zu einer Zahl eine zweite als Theil fiir ein aus ihnen zu bildendes Ganzes ange-
sehen, so ist dieses bestimmt, wenn jene bestimmt sind und indert sich auch nicht, wenn sich
auch die Aufeinanderfolge in der Verbindung der Theile dndert.

Diese erste Verkniipfung dreier Zahlen lisst uns jede derselben aus den beiden anderen
als absolut bestimmt, also auch als bestimmbar ansehen. Obwohl nun ans drei Elementen a, b, ¢
drei Verbindungen zu je zweien moglich sind (ab, ac, be), so lassen sich bei der angefithrten
Hl'?.it']llll!:ﬂ,' [11‘!'511“]{"[[ Illul:!i nur 2’.'\\.'['] ,-Xlli'_l_{ulu_‘rl I_h'llkl']]‘.

1. aus den beiden Theilen (Swnmanden, Addenden) das Ganze (Sunwme) zu finden: die
Addition ;
formeller Ausdruck datfiv: at-b=c oder bia—e;
2. aus dem Ganzen und einem seiner Theile, gleichailtiz welchem, den anderen zu fin-
den: die Subtrakiion:
formeller Ausdruck: c—a=hb oder ¢ —b=a,
wobei das gegebene Ganze ¢ Minuendus, der gegebene Theil a oder b Subtraliendus

und der fehlende Diferens oder Rest heisst.

Beprindune der Benennune aus der Natur der Sache. — Gleichgildg ist es, ob b als Addend zu a oder a als Ad-

¥

n wird: aber Minuend und Subtrahend diirfen nicht vertauscht werdemn.

dend zn b angesel

§. 7. Ein Ganzes lasst sich auch aus mehr als zwei Theilen zusammengesetzt denken und
wirklich zusammensetzen; man verbindet nimlich die beiden ersten Theile zu einem Theilgan-
zen, (ieses erhaltene mit dem dritten Theile auch zu einem Ganzen und so fort so lange noch

ein Theil iibrig ist; dann hat man das Totalganze.




Hierbei ist nun der Fall denkbar, dass die sammtlichen Theile einander =leich sind, z. B:

A TaTa-a, :i”;_:l,zmu,-m:
a-ta<da......nmal=¢:

dann ist das Ganze ¢ nur von zwei Zahlen abhiingie und zwar:
1) von der als Theil wiederholt vorkommenden Zall (a) und
2) von der Zahl, welche dic Menge der Summanden angibt (n).

Diese zwei Zahlen sind aber nicht mehr Summanden zu einander und das Ganze ist auch
nicht mehr eine Summe aus 1thnen; sondern es findet eine neue wnd eigenthivmliche Verbindung
unter ihnen statt und daher sind anch neue Benennungen und Verbindungszeichen nothwendig,
Die zu vervielfilticende Zahl a heisst .”.l.-'."s'f'lf-f.-',\".r,u.|"rf.-'. die Anzahl n der Summanden Leisst MWale
fiplikator (auch Koeffizient) und das Ganze ¢ heisst Produkt;

formeller Ausdruck: nXa=¢ oder n.n=c oder na—c.

In dieser zweiten Verkniipfung dreier Zahlen steht fest, dass ein bestimmter Multiplikan-

dus (a) und ein bestimmter Multiplikator (n) auch ecin bestimmtes Produkt yen, weil eine
hestimmie Zahl eine bestimmte Anzahl mal als Theil gesetzt ein bestimmtes Ganzes oibt; aber
a und n kinnen anch, ohne dicses Ganze zu indern, ihre Bedentung vertauschen, nimlich
n kann als Theil amal gesetzt werden und sie diirfen desshalb denselben Namen, nimlich Fik-

toren des Produktes, fithren.

Der Multiplikand ist der leidende, der Multiplikator der thitige Faktor.

Andert sich einer von den beiden Faktoren, so dndert sich auch das Produkt. — Ist nun
das Produkt und einer seiner beiden Faktoren bestimmt, so ist auch der andere absolut bestimmt,
mithin auch bestimmbar; denn witve der andere Faktor unbestimmt, so miisste es auch dag Pro-
dukt sein, was gegen die Annahme ist; also ist wirklich der zweite Faktor nicht willkithelich.
Aus dieser Verbindung dreier Zahlen ergeben sich also auch nur zwei Aufeaben:

1) aus den beiden Faktoren das Produkt zu finden ist die Multiplilation;

formeller Ansdruck dafiir: n.a=e, und
.".J.,I aus dem Produkte und einem seiner heiden Faktoren den :|_||(|1'-;|'|] zu finden st die f,J,'r-_;J_,”',_;.l,“
formeller Ausdruck dafiir: a:e=n oder n:e=n,
wobei das cecebene Produkt DHeidendus, der evocebene Faktor Divisor und der fehlende (heo=

fient heisst.

werden, das Wievielfache ¢ wvon a ist,

Begriimdung  dieser Benennungen. — Fir a:e=—n soll untersncht
nigt, Hierbei wird pun e in lauter dem o lei-

dadurch geschieht, dass man erforscht, wie oft & m ¢ als Theil enthi
I anfgelist (Dividendus) und n gibt an, wic oft (Quotient) o in ¢ als Theil enthalten ist, Lhivisor und Divi-
dend kiémmen nicht vertauseht werden.

Da eim Produkt ein Vielfaches von jedem Fakto

ist, s0 ist der Dividendus anch ein Vielfaches des Quotienten

und Dividiren heisst anch: den Dividendus in so viele gleiche Theile zerlegen, als es der Divisor auseict und einen der-

selben angehen,
Es ist also entweder der Divisor oder der Quotient ciner der pleichen Theile des Dividendus. deéren An

ersten. Falle der CQuotient. im zweiten der Divisor angibt.
§. 8. Ein Produkt lisst sich auch aus mehr, als zwei Faktoren entstanden denken. Fiir
a.b.ec.d.... wiirde man zuniichst a.b dadurch bestimmen, dass man b als Theil amal setzt
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and das Ganze als absolute Zahl (z. B. n) angibt; dann witrde man n.e=wv, fernerv.du. s w.

hiz zu Ende bestimmmen.
»

Mierhei kann der Fall eintreten, dass die simmilichen Faktoren einander gleich sind, z. B.

a.a.a, allgemein:
oA R T BRI nmal —c.

Tetst ist das Produkt ¢ nur von zwei Zahlen abhiingig und zwar von der als Faktor zum Gronde
selegien Zahl a und von der Anzahl n der gleichen Faktoren. Wird das Resultai der Yerbin-
dung nur von a und n als abhingig betrachtet, so sind a und n nicht mehr Faktoren des c;
eg ist also fiir sie eme neue Benennung und ein neuer formeller Ausdruck erforderlich. Der
witderholt vorkommende Faktor heisst Basis, die Anzahl dex Faktoren feponent und das Re-
aultat der Verbindune Foterz;
formeller Ausdrock: a*=e¢.

In dieser dritten Verkniipfung dreier Zahlen ist es nichi miglich, dass Basis und Hxpo-
nent ihre Bedentung vertauschen ohne dadurch die aus ihrer Verbindung entstehende Zahl
zu dndern. Daher gibt es hier drei Aunfzaben:

1. Wird ecine bestimmte Zahl eine bestimmte Anzahl mal als Faktor pesetzt, so muss auch

otwas Bestimmtes entstehen: ans der Basis und dem Exponenten die Potenz zu finden ist das
Potensiver. Andert sich die Basiz oder der Exponent, so muss sich auch die Potenz iindern.
Daraus folgt

9. wenn die Potenz und ihr Exponent bestimmt sind, dass die Basis nicht willkithrlich
<oin kann, weil, falls dies bei einem bestimmten Exponenten statt finde, die Potenz gegen di
Annnhme willkithelich sein miisste.  Aus der Potenz und dem Exponenten die Basis zu finden
ist das foediziren, Wurzelauszichen

formeller Aunsdruck dafiiv: |h t=;

wohei ¢ Radikand, n Wurzeleaponent (zmm Unterschiede von Potenzialexponent) und a Wirrzel heisst.

3) Endlich kann fiir eine bestimmte Zahl ¢ als Potenz (Radikand) und gine zweite a als
Basis (Wurzel) der zu beiden gehivice Exponent n nicht willkithrlich sein, sondern ist absolud

bestimmt (¢c=a" oder }/e=

). Seine Auffindung ist in dem Graduiren (Grad der Potenz oder

Wurzel) enthalten. (Logarithmiren, )

§ 9. Aus dem Wesen dieser moglichen Verkniipfungen zweier Zahlen, um eine dritte
zu hilden, erceben sich manche Vergleichungen und Schlnsse,

1. Das }lllll;]\l'tt"ll‘l-n ist ein wiederholtes Addiren, das Potenziren ein wiederholtes Multi-
pliciren; das Dividiren ein Zerlegen (des Dividendus) in gleiche Addenden, das Radiziren ein
Zerlegen (des Radikanden) in gleiche Faktoren und die Angabe eines derselben.

2. o) Die Differenz addirt zum Subtrahend muss den Minuend, #) der Quotient multipli-
zirt mit dem Divisor muss den Dividendus, ¢) die Wurzel erhoben in die Potenz des Wurzel-
exponenten muss den Radikand geben.

jedingte Proben.,
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#. Das Addiven, Multipliciven, Poténziven sind der Reihe nach dem Subtrahiren, Dividi-
ven, Radiziven so éntgegen gesetzt, dass sie paarweise, mit derselben Zahl VOrgenommen, ein-
ander aufheben. Formeln:
a) (a+n)—n=—a oder (a 1) ==Tl =83 4":] n:{n.aj=a oder n(n:al=a:
¢) |L (av)y=4a oder! (]/a)2=x.
4. Daz Geben eines Addenden, Subtrahenden. Faktors, Divizors, Potenzialexponenten,

Wurzelexponenten ist der Reihe nach ein formelles Addiren, Subtrahiren, Multipliziren, Divi-

diren, Potenziven, Radiziren; aber das Nehmen derselben ist die wirklich ausgefihrie entwe-
oenoesetzte HJ;L'l':HEnH.

5. Wenn a) Gleiches zu Gleichem addirt, #) Gleiches von Gleichem subtrahirt, ¢) Glei-
ches mit Gleichem |||uli'|p]'||'il'| oder o) dividirt, ¢) Gleiches in zleich hohe Potenzen erhoben,
7) aus Gleichem die Wurzel desselben Grades gezogen wird; so sind in jedem Falle die Re-
sultate gleich; g) endlich miissen gleiche Potenzen mit rleichen Basen auch gleiche Exponen-
ten haben,

) Der Multiplikator muss nach seiner Bedeutung eine unhenannte Zahl sein: ist der Mul-
tiplikandus benannt (Namen physischer Gepenstinde), so hat das Produkt dieselbe Benennung.
Ist bei der Division der Dividendus benannt, so kann nur noch entweder der Divisor oder der

Quotient benannt sein. (Zwel verschiedene Fragen,)

§ 10. Nur dann geben zwei Zahlen zusammen ein grosseres Ganzes, als jede von ihnen
selbst ist, wenn sie in allen denkbaren Bezichungen oder Eigenschaften ausser in der Grosse
mit einander fibereinstimmen: z B. 4 Rithlr Vermogen - 3 Rehlr. Vermdgen: 5 Rthle, Schul-
den 4~ 2 Rthlr. Schulden (Gewinne, Verluste: Hinwege, Rickwege auf derselben Bahn u. s. w.).

Aber wenn zwei gleichartice Zahlen in Jenen Bezichungen verschieden sind, so kionnen
sie, wie z. B, hei Einnahme und Auseabe wirklich der Fall ist, bei ihrer Verbindung zu einem
Ganzen einander vermindern und werden. wenn sie rleich sind, einander aufheben: 4 Rihlr,
Gewinn +- 4 Rehlr. Verlust = 0. Im ersten Falle heissen die Zahlen wbereinstimmende. im zweiten
endgegen gesetzte. Denkt man sich jene auf das praktische Leben gehenden Ausdriicke (wie Ver-
migen, Schulden) weg und behalt bei den abstrakten Zahlen nur die obige Bezichung bei, so
heisst die eine von zwei entgecen wesetzten Zahlen postiin, die andere negafiv. Die Zeichen da-
i (4, —) werden den Fahlen vorgezetzt und heissen Vorzeichen,

Die Vorzeichen sind keine Rechnungszeichen: positive, s0 wie negative Zahlem kiimnen sowohl additiv als snb-
traktiv séin. Die Wahl oh

entedEenresetzt sind

sehuldigt worden, weil Addition and Subtraktion ecinander auch so

er Vorzeichen kann or

enommen , einander aufheben,
i sind falsche Ansdrick

dass gie, mit derselben Zahl vo
setate Zeichen oder oleiche &

timmende Zahlen,

|'..Ilr'_"|'__'|'||

B gibt nur entgegen gesetste oder fiber-

§. 11. Da jede Zahl, sie mag positiv oder necativ sein, sich selbst gleich ist:
(F=aj=(2=a) und gleiche einander entgegen vesetzte Aahlen bei der Addition einander aufheben:

(¢}t (-—c)=0; s0 ist (=a)4(-c)+{—ec)=(a).
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Zicht man von diesen gleichen Zahlausdriicken Gleiches ab, das eine Mal (--¢), das an-
dere Mal (—e); 20 erhilt man als Beste:

1. (Za)+ (—e)=({=xFxa)—(5c) und
9 (a)-(Ley=(zta)—(—e¢); in cinen Aunsdruck vereint:
(£a)-(zpe)=(=xa) = (== )
do bz es ist etnerlet (=) ob  mean e'.-'lu.rwnlr eine Aol :.-'it.' magr J]('_:’.'Iﬁ\' oder ]an:’fhi\' gein, (==e)|
addirt oder diege Zahl, nachdem wean st entgeqen gesetzt :_rr-unrﬂ'."!f hat (ZE=c), abzielt; oder: statt
eine Zahl abzuziehen, kann sie, entgegen gesctzt vemacht, addirt werden, nitmlich zu der an-
deren. dem Minuendus, welche ungetindert bleibt.

Im Obigen sind die Zahlen mit ihren Vorzeichen in Parenthesen enthalten; die Zeichen gwischen den Parenthesgen

gind . Kechnun

i raktionen snd, die eine dureh Aunslassung eines Symmanden, die andere durch das Geben eines

eiden
Subtrahend bewerkstelligt,

Der letzte Aunsdruck |Formel] enthiilt 4 einzelng

Fille: welche?

werden und ist daon selbstverstindlich zn ergiinzen; cs gesc

Fines der obizen Vorzeichen kann nusgelassen

fics fiir die positiven Zahlen: a ist ein
11a |—al

= — al

pogitives a.

—-a [addire a positive Zahl] und

ipel eiehen, von denen das eine Hech-

Virzeicken ist, i eiies ither nnil Zwar, jenachdem sie dieselhen

Whl) ist. B0 gefien

_a [abreroren o als positive ]

nungs- (Additions- oder Subtrakd dchen), das a

oder verschiedene wind, i das Addit ¢ Subtrakionsseichen.

§. 12. Nach den bisherigen Betrachtungen lasst sich eine gewisse Zahl entweder durch ein
einzelnes Zahlzeichen ausdricken (absolute Zahlen) oder durch zwel oder mehre in einer ge-
wissen Beziehung stehende (relative Zahlen). Die letzteren Bezichungen werden durch die sechs
Operationen angegeben. Da aber Addition und Subtraktion in einander fibercehen oder ver-
wandelt werden kinnen, so gibt es im Ganzen nur seche verschiedene Zahlformen oder formelle
Ausdriicke firr die Zahlen, Nimlich:

1. die absoluten ZFahlansdriicke (4-a, —a);

9 die durch die Addition oder Subtraktion oder durch beides aus zwei oder mehren Zahlen
entstandenen Ausdriicke, die Polynome:

(—a)+(+h)4+-{(—e)—I- d)—(—e)=—a+b—c—d-e;

m der Produkte (n.a oder na),
4. die Form der Quofienten (n:e),
5. die Potenzialgrossen, dargestellt durch Basis und Exponent ( Potenzialexponent, a®) und
6. die Wurzelgrissen, dargestellt durch Radikand und lkxponent (Wurzelexponent, i ).
Weil man wissen muss wie jede von den sechs Zahlformen in jeder von den sechs Rech-
pungsoperationen zu behandeln ist. so besteht der theoretische Theil der Elementararithmetik

in 36 Aufeaben, deren Auflisung das zunichst voreesteckte Ziel ist,

lormen zit

Fs ist zwar nothwendig die Vorzeichen der Resultate bei der Behandlung einer jeden von den sechs ¥

m relativen

hestimmen , aber es wird hinreichend sein die Regeln daffir bei den ahsoluten Zahlen anzugeben, weil fir

Ausdruck ein ahsoluter Werth sich denken i In den rusammenzesetzten Zahlformen wird also von den Hegeln in

Betreff der Vorz n nicht mehr die Rede se
Nachdem jede Zah

hiedene Zahlformen in einer Operation vorkommen, ohne dass es nener Regeln bedarf.

form fdr sich in ihrer einfachsten Gestalt in jeder vom den ”['i'l".l:iutu-.". hohandelt worden. kim-

neén ver
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Kirster Abschnitt.
Die absoluten Zahlen,

1. Addition und 2. Subtraktion.

3 Y R ik | Cl=—1a=-r=00 B. (4-a)—(-+¢), wenn 2 0
{ } == { )= (a [i ([==a)—(—+c)=("1a){ ), wen -
== 4aj { Cl=(=+a)—(0¢), wenn &= f—o)——C) Wenn a~ug;
[ (=)= e = 1) fe= = a),y wenn c>ga. [—a)—(—o)={ 1)~ o). WENN a
Y| e ol e 1| n)— ), Wenn a>>qg. (==a)—(—e) ()1 -¢),
jl—a)—{4c)j=(—+0C)—I(-+n), wenn ¢ ==i. ( A)—(+c)j=(—a)-(—p).

Die Summe tbereinstimmender Zahlen hat das Vorzeichen der Addenden und die Addition
gleich sind, Null

und richret sich, wenn sie unj_-'i--i-'h sind, nach dem orosseren Summanden, wohel stets die Ad-

wird beibehalten; die Summe zweler entgecen wesetzten Zahlen ist, wenn =i

dition des kleineren in die Subtraktion verwandelt wird,

Sind mehre theils |=u.—'i1.‘:\'1-. theils negative Summanden vorhanden, =o bildet man zwei
Theillsummen, die eine ans den positiven, die andere aus den necativen Summanden und

VEDr=
fihrt mit ihnen nach dem (Yhizen,
Sind Minuend und Subtrahend iibereinstimmend, so wied die Subtraktion nur dann heihe-

halten, wenn jener orosser, als dieser ist: im entoecen gesetzten Falle wind sie in die Addition
verwanidelt. Die Subtraktion entreren cesetzier Zahlen wird stets in die Addition itithberein-

stimmender verwandelt, wobei das Resultat sich nach dem Minuend richtet,

I welehen | sind also die Smnmen und die Daffs 261 i welehen nepativy
[as Addiven wnd Sobtrahiven wird dorch eéin doppeltes neben einander laufendes Zahler rk
P
|1 Addiren von dem @i Addenad wmseren) zo o wikhile 0 n T o lar iz
bis dadurch der anders Addend erechipft ist;
i) beim Subtrahiren von dem Sohtvaliend begimend bis der Minuend erveielt ist. we lig Menge o ne
wihlten F
o also etwas Mechanischeg: Addiven nnd Subtrahiven whor eine Verstandes-

3. Multiplikation und 4. Division.

i

Die beiden bestimmenden Zahlen konnen entweder tihereinstimmend oder entoece

oesetzt seln.

A. Ist der Multiplikator positiv (4-n), so zeiet er an, dass der Multip

EI\_ZI!IIEII" 20 wWie¢ i
ir-": L =r—f l-li.'t'l' a] -"I!r." “I'] 'f||1|J:1l_I FESRLEL \\"'I'II&L'H .-|||;, B ||;|_.-.-c -:‘||-]| Hir ,|]¢-__,-:| Jl|: |;__|= e

dukr nach dem Multiplikandus richiet,

L. {(4-n) . (F+a)=(da)L(-La)L(+a).....nmal= 1it,
2, (+n) . (—a)=(—a)+(—a)+(—a)..... nmal=—na.

l:c'1 :l|H'T '\I"l' ”U]!i['lli.]i.‘!!(ll' 'I'|-."_":1lll'~', -'|>|] man .'If:-eu wim- :-‘i:|.|||
jene Zahl ent:

—nmal nehmen, so soll man

rén oesetzt als Theil nmal zetzen, wodurch das Produkt dem Multinlikandus

enigeoen Cesetzn \\il"]i




3. (—n).(+a)y=(—a)t(—a)4(—a). ...« nmal=-—na,

. (—n).(—a)=(-+a)4(—+a)+ (4 a).....nmal=-na. Darin liect das Gesetz:
Uhereinstimmende Faktoren (Fall 1. und 4.) ;_-'r--‘lr-'-'l ein J-'fe-'h':"-"-'.-.'r'a', entgegen fesetzte {(Fall 2. und 3.)
et Regalives Frodufit.

B. Da das Dividiren aus dem Produkte nnd einem seiner heiden Faktoren den anderen

finden lehrt: so miissen, wenn der Dividendus (das g rehene Produkt) positiv ist, seine beiden

Faktoren (Quotient und Divisor) fibereinstimmend sein, oder der Quotient richtet sich nach

dem Divizor:

1, {(+a):(4c)=-+mn, 2. (—a):{1+¢c)=—n.

[st aber der Dividendus negativ, so muss der Quotient dem Divisor entgegen gesetzt sein.
3) (+a):(—e)=—n, 4, (—a):(—e)=-+n,

ey [‘_r-"l'-'l'lf nt fibereinstimmender Zallen ist J;ru.*-.'.".". der -"u.--"la.'r'-_r- b I:.lr'.w.":fld'.«' .-'.:-'.rf-a:'."n'_

5. Potenziren und 6. Radiziren

§ 15. A. Beim Potenziren konuen sich die denkbiaren Fille nur auf das Vorzeichen der
Basiz und auf die Grisse deés Exponenten oder die Anzahl der gleichen Faktoren beziehen.
Alle ganzen Zahlen zerfallen namlich in solche, welche ein Vielfaches von 2 sind (1.2, 2.2,
Fapsad. IRl n.2=2n) und graede Zahlen heissen und in die anderen, die wngraden Zahlen (1. 3,
500020 —1). Die Fille'sind also:

L. (4ayn=(4a).(4a).....2nmal=-1a?,

9. (—a)m—=(—a).(—a)(—a).....2nmal=-Fa*, indem man behufs der Ausfihrung
der angedeuteten Multiplikation immer zwei und zwel negative Faktoren zu einem positiven

Produkte verbinden kann und dann n positive Faktoren hat, welche ein positives Resultat geben.

3. (+ayi=(4a).(4a). (1+a).... (2n—1)mal=-+}-a*—,
L (—a)——(—a).(—a).(—a)....(2n—1)mal—=—a?1 weil, wenn man bei de:

Austithrunge der l[nllip!il;:lricm zwei und zwei negative Faktoren zu eInem Flr'-ﬁhi\t‘n Produkte
gusammen fasset, ein necativer fibric bleibt, weleher das eanze Produkt necativ macht, Diese
4 Fille lassen sich so zusammen fassen: die Potenzen mit graden Ezponenten sind positiv, die
miet ungraden richten sich naech der Buasts,

B. Bei den Wurze

1I|"|'1|1'2e-|1-xlunn-m Iul'[]l[t' oder ungrade ist.

2n

n kommt es auf das "«.(II'ZL"-II,‘l'I["!} des Radikanden und darvauf an, ob de

1. J(a)==x¢, weill (Z£c)"=-}a war;
an
2. |/ (—

a) ist unmoclich, weil jede Zahl, sic mag positiv oder negativ sein, erhoben

in eine grade Potenz (die des Wurzelexponenten) nie etwas Negatives (den Radikand —a) gibt.
—1
5. 1 (4-a)=-¢ und
In—]
4, 1/ (—a)=—c, weil (d=c)n——==q vibt. Es sind also die Wurzeln mit graden Fi-
III-IH—’.i‘i'-'— 1orus Jri-U--'l-f-'-?'-' i zrr."u'l--u ,-..'.:."m".-." ].'rJ-'.“.!lIJJ‘." {‘_Jr.\f _'r.'r_rf-'fg-f'1 (A TES .'...-l.m'.f-"."r.r.' /-‘fm".'fr-.ra r-'rfr.'r-"'_ff"l;"-'lf-f die War-

TR TE D a.l.l.=_-.l.-'-.l.-."--rr f',.-'l.n.”.-'.'.-.fr,-;r i'rr'.l"n'.v.';! .<g'.l')l.l Hrrr'.l'l.' dem fl‘.;.l",u'.':-u“.f.—r,._
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Zweiter Abschmitt.
[)je J‘-v]:-.'|||n:|1|-.
1. Addition und 2, Subtraktion,

g 16. AL Soll ein Polynom addirt werden zu irgend einer Zahl, welche selbst auch ein
]’l-|_\'I|uI|| sein kann, =0 addirt man nach und nach alle seine G’Hl-ilur‘ wodnrch diese sich mit
ihren unverinderten Vorzeichen als Theile an jene Zahl schliessen.

(—a+b)4+(+r—n)=—atb-+r—n, woraus dann noch (b-+1)—(a- n) cebildet wer-
den kann,

B. Soll aber ein Polynomn subtrahirt werden, so kann man es statt dessen addiven, nach-

dem es entoegen gesetzt memacht worden ist. Da ein Polynom enteesen gesetzt gemacht wird,

wenn man alle seine Theile enteesen gesetzt macht; so schligssen sich die Glieder des Sub-

trahend mit verinderten Vorzeichen als Theile an den unverinderten Minuend,
(—a-d-b)y—(d-r—n)=(—a- |;} = r-n)=—a--b——r-tn i 8w

Es kinnen auch dem Minnend die Glieder des Subtraliendus mit beiden Zeichen sereben werden, ohne thn zo

stiven; dann wirden lei der Vollziehung der Subtrakton von il die Glieder des Subtrahend mit ihren Zeichen ver-

schowinden und il die entgegen resetzten Glieder desselben bleiben.
3. Multiplikation und 4. Division.

§ 17. In beiden Rechnungen sind drei Fille denkbar: 1. Multiplikandus und Dividendus
kimnen Polynome sein, 2. Multiplikator und Divisor konnen es sein, 3. beide konnen Poly-
nome 2ein.

A, a) Wie wird ein Polynom multiplicirt?

al(b-+¢)=(bh--ea)- (b+4¢)-+(b-+c)

(b++btDb.....amal) 4 (etecdc..... amal)=ab -}-ac; also ist

ilLl'-' '!L]—-'ih"' HE |Q‘ M [: } ]tl .‘n.: & ?:l, tl. !],: ein p“-u."r_.',u.-.-.-,r.: fi‘f._.'ll'l .-.'a.l.h".fi.l,rrl"l'a'.",".'L WL
THLEETL .I.-"f-ll"'-"" seiner (rlieder mit dem .]."m".n'-‘lhl".;}:m‘--.i' .u-"’-'"l"";ll"-'r.'.:-"rr' f-!?r-fl'l -'l'l?'f' .-,.-f.-nll'.f_f,.,-,.-” -.l'r-."'-'f'-'-':f'i"rJf.u"-'n':'-'r' rm"{.lrf'i'ﬂ.
|'I-_1 il|| |°-:]_'\-|||r||| ‘l\'il'i] '|'|'.'l]'ll'.-'|']|t'i]!JiI,']J ;t|_-_'|1 1[i\'ii]i|'[, LEERN WL J'.-':J"J'l-.' ._.'-',"Hf'.u' fr'glglf'.'!l.-,-' (.'lg'lj'f:|f|ll|l'|r

e e erlialtenen -]f‘fh'-'l."-lrr.”.lu'.l.-.l-fr-fn' alilint »

a:fbte)j=(a:b)4(a:e), welches in der That der wahre Quotient ist, weil er, mit dem
Divisor a multiplicirt, den Dividendus (b--¢) gibt; nimlich
a.l(a:b)4(a:e)l=afa:h)+ala:c)=h-Lec. (8 T AL G & 90,03

§ 18. Anwendung. Da jede ganze Zahl ein Vielfaches von 1 ist, so kann man auf sie

diegsen Fall der Division anwenden; nimlich
a:e=n;: (14141 ..emalj={a:1)4(a: 1)+ (azl)..... cmal.

Soll nun a in 1 dividirt werden, so soll man die 1 in a einander gleiche Theile zerlegpen,
welche atel heissen, und einen derselben angeben, wodurch man (nach § 4., 2.) % erhilt: also
15t der letzte Aunsdruck oleich
el - SPS emal; §aber als Theil cmal oibt —, 80 dass

a:o=—18t; d. h.: __,--,'r.‘l-'r Lhuotient {asst steh als Bruch davstellen, wenn man den fHvidesn-
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dus zune Aahler und den Divisor zum Newmer macht,  Dieses Verfahren heisat die Seweheeise

Diviston.

Das bruch I¥ividiren fitrr den Quotienten; ist
il il eine wenn der Dividenduos entwede
I ¥ B £ oder hin dst. %o Be 5:19="5: 144 = -

Die Gleichheit des (Juotienten a:ze mit dem Bruche = berechtigt noch zu dem Schlusse, dass

sich aus jedem Bruche ein [«eli'lli:t'll'- hilden lisst, wobet snan den Negeer zmin Ihvisor . den Al

\ |
s dMeidendus macht,

[arin lieet das Mittel die in einem unichten Bruehe enthaltenen Ganzen (Einsen) zu finden
g I
Qind  Zahler nnd Nenner ibereinstimmende Zahle = cs0 dst der Broch posity = =351 pher eincr
I P = 3 s i X o =
T ) . g0 ist der Bruch negaty o s izt also gestartet ohne die (risse und das Besennngsaeieng

1 stiren ZAliler und Menmer ins Entgegengeseile o verwe ud el

5. 19. B, a) Wie wird mit einem Polynome multiplicire?
(r--n)s=s(r-n)=8sr-sn=ra—-ns, alzo ist auch

(rLn)e=—rad4-ng, d. hi: mil enen Polunome multiplictet man eine Zall (5), wenn man

(+liocle ..-..l.'.".l‘."l..-",..-'-, t und e prhaltenen The -I.'I-Ir.-.u-.-,-ll.ln,l:..'.' addirt,

B 3 Dia iederholte Vertauschung  der Faktoren

am v ond 0. die dem thitigen Faktor angehiren, wieder ale th n #u

n Polynom weachieht bruchweise:

i, Die Division eines einzelnen Gliedes durch «
|c=n}is= e
B

§, 20. C. o. Wie wird ein Polynom durch ein anderes multiplizirt ¢

lr-=—nj. (b--e) =1({h- cl-r-n| h4-¢)=rb4t-rc- nb-+nec, d. h. man el

Mun Eann daher aoel m

nnil der Differenz ihrer Basen machen.

b, Bei der Division eines Polynoms durch ein anderes zieht man den Dividendus in z0-

','i_.-].:!i.-li:"]:_rl _\Il']]:'i]c- Zusamimen, \'."l-' '\.':.‘.'ll.' i:'|-|<'||.l.'l' l].l'l' ].]i.‘-'i:-‘-lr!' ||<'ll. ‘-\'1I|s-'i l'i]]-.' :‘||'I!-.'illllii.='.-:|:_

201

richtende Anordnune ancemessen ist,

nach den Gliedern des Divisors &i
Hauptsache nach den ersten Fall: also

[x nj: {(ar—anj = br bn) == (+er en)=d |.

Wie wird nun der canze hier zweitheilice Divisor in die Binome des Dividendus di

ceschieht dieses durch einen vorlaufizen Versuch, indem man zuniichst ermittelt wie oft das

orste Glied () des Divizsors in dem erzten Gliede (ar) des Dhvidendus enthalten ist: v:ar

(das Auslagsen eines Faktors ist eine Division). Der ganze Divisor (r—n) 18t nun m dem san-

zen Antheile (ar—an) des Dividendus wirklich amal enthalten, wenn das afache des Divisors

don Antheil des Dividendus eibt, wie es hier der Fall ist. — Auf oleiche Weize wird nun mit
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den anderen Antheilen des Dividendus verfahren und der l'[“:l.t;.'_".' Rest (d) desselben. welches

wenicere Glieder als der Divisor hat, wird bruchweize diwidirt, so dass fiir den obigen Fall

PRy et B . T e *a
a— bk o de ranze (Quotient 1st,

Sollte der sanze Divisor in dem ehensovie

orliedr

', Zur __|{-1|r-:-'|||:|

5:_"“I:L ”I 't].‘“:ltlll reROFenen

Antheile dez Dividendus nicht so oft ent

wlten sein, als das erste Glied in dem ersten Gliede,
sondern bei der Subtraktion des Produktes aus dem oanzZen Divisor und dem l-|L'|.‘|I.:,-'|||'.||iu-'|!
Theilquotienten ein Rest bleiben: so benutzt man von den noch fibricen Gliedern des Dividendus
ru diesem Reste nur so viele als nothwendie sind, um die Gliederzahl so wross als im Divison
zu machen.

Biese Methode wird o

» Abdindernng fir

withlenden Glieder durch die bisher

Wenn anch die Form der zm en Betrachmpeen besch

Methode des Vi

nkt wird so ist doch die

\rens nz alleemein.

5, Potenziren und 6. Radiziren.
Diese beiden Operationen werden hier nur fiir die Exponenten 2 und 3 durchgefiihet.
2l AL a) .IJ',I.'J.I'.”'-_"r:'.":'--l'ln'.'nl-.r des l"__-'.'.l-.l.-fa'a.l."f eines Polvnoms, Das IE““.]T:” von einem Monoms

Sy

a ist wieder ein Monom, a2, Tritft zur Basis a ein zweiter Theil b. so ist

Fbyfa--b)=a2t-abd-Da-l bh2=a? -t abd-ab-+b2—a2 234

H|
L 2ah II"': 1|.:t|'lL'I' |i-:_|I||I||I'I1. VWETLTL ll zur Basis a rl'il!1 Z1111 ie::.‘ll!:':[:u VOTIL &

-h#, also

zwei Theile, nimlich: das doppelte Produkt beider Basistheile (2ab) wnd das Quadrat des
ten 1hetles (h2 Ju

THTL=

[Kommt zur Basis a---b ein dritter Theil ¢, so lisst sich die Entwickelung des Quadrates
von (a-b-e¢) sehr leicht auf die eines Binoms zurfickfihven: man darf nur a—-b=—n anneh-

men; dann st

{2 b - e —(n

=2 Zne4- %, worin wieder das |||;'r-_"|' {reselz “1"_!':_ namlich
*lit-‘*h. wenn zur Basis (a--b) ein nener Theil o I\'mmnl. AUm ‘31|:|r3:'.11-- der fritheren Basis

(= (a- h)2 =gq2

{~2ab b2 | auch zwei Theile treten: das doppelte Produkt der fritheren

Baziz und des nenen Theiles :,‘_’|||'—';;‘|':n ! h]:'_ und |E:1=_-{,.31];|-]r:[| des ILI.'III'1|'I-|:||"||('.--[l'-j. FEs ist also

(a=bh4cy2=n2 - 2ab-1-h2 1 2(a- by ot

Diese HL'II':h'hrEIII;_- kann mit allep Hll'c~||___..- fiir _i|'|||-1] nenen Basiatherl |'|pg'r_-.:|-|'i|}||'1 und =omit

behaupter werden, dass zeinetweren zum Quadrate der friheren Basizs zwei Ausdriicke treten:
1y das rf'r-;'al.'a--l"l"l' Produbt aus der Swmme aller fritheren Theile mal dem newen mnd 2) das Chua-

drat des newen Theiles,

Hat die Basis n Gilieds

80 hat dag Quadrat deren 2n .
Die drei Theile des Quadrates eines Binoms sind positiv, wenn beide
giner von den Basistheilen ne

Basistheile entweder positiv oder negativ

simed, QgL

My, 8o ist ¢s auch das doppelte Produks beider Theile.

Das (uadrat eines Polynoms besteht nicht nur ans den Quadraten aller einzelnen Basistheile. sondern auch noch
aug den doppelten Py

ukten

edes nenen Theiles und der Summe aller ihm vorhergehenden
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§. 22, b) Fntwiekelung der Uuadratwwrzel aus eimem Polynome. Um ans einem Polynome
lie [&Il;ulr:ll\'{ll‘.'f!‘] on zichen miisgen aus ithm als dem Radikanden die Theile des (Juadrates
ines Polynoms, der Wurzel, nach und nach abgezoven werden, Zu diesem Zwecke werden die
Glieder des Radikand zunsichst so geordnet, dass das erste eine Quadratzahl, ein Produkt aus

sweil oloichen Faktoren, ist; emer von di

en 1st der erste Wuorzeltheil.

/(a2 Jah 4-bh2—2an--2be - c2)=a.

Nachdem wegen des ersten Wurzeltheiles a sein Quadrat a? von dem Radikan

&1 :II\!_'I'}'_CI-

ven worden, et wegen des unbekannten sweiten Wurzeltheiles x in thm zunfichst enthalten das

-l.;|-r|-'|l-- Produkt beider Basistheile, s ist also das foleende Glied — Jabh=2 . ax, so dass der

zweite Wurzeltheil x= _:L“ - b ist. Die Regel fir die Auffindung des zweiten Wurzelthe:-

i.-. 18t man dividire |||]_1 dem I':u'||||-'|li‘|| craren '[i]ir:]ll' der “-III':""'l in das 1'”"_‘"1'(]" tlll'-"ﬁ] des

bei welchem diec Division aufoeht.

ii;|||i|..;i|-|:||-:-_: I‘Il.-'l' 'l:l-j!

Ehe man zur Auffindung des dritten Wurzeltheiles schreiten kann, miissen von dem Ra-

en werden: das l.||:-|l]t'.'!-h- Produkt der beiden sefundenen Wurzeltheile und

di

laz iLmurh':a.e des zweiten ; nimlich

'I!i']l'!l -'I‘l'i"'i"-

|/ (a2 —2ab 4-h? —2ac Ohe 1 ¥y =a—Db

Zab -+ b=

:';|]| L ha

L]

Der dritte und jeder etwa noch folgende Wurzeltheil wird ganz so wie der zweite gefun

en. wenn man die beiden ersten, iiberhaupt alle bisher gefundenen Theile als Ganzes betrach-

(2a '-:_J]r:- .III Ilt']l

tet, Man wird also mit der doppelten Summe aller schon oefundenen

Rest des Radikanden, von welchem so viele Glieder (— 2ac--2be) verwendet werden, alz deren

der Divisor hat, dividiren und wegen je cines Wnrzeltheiles (—¢) von dem Radikand das dop-
: ) I

pelte Produlkt des neuen Theiles und der Summe aller fritheren, so wie das Quadrat des neuen

heichen, Filr das obive I’.---|-'||i|-| 18t also die Warzel cenan a h ¢. Bliebe cin Rest, so

witrde das obize Verfahren auf dieselbe Weise fort: tzt.

Binoni, so gibt o8

Momoms

HHITL Tl

en. Solehe Warzeln heissen derafional

§. 23, B. a) Entwickelung des Kubus eines Polynoms. Der Kubus eines Monoms
(a) ist wieder ein Monom (a?). Kommt zur Bagis a ein zweiter Theil b, so ist
{a+-bi2=(a-+-b)(a+Db)(a-tbh)=(ath) (a2t 2ab-4b2)=a3+| 2a2h | ab®~ azh -4 2ab2- b2,

onnen einerseits das zweite 2ath=a2b-+a?2b und das vierte a b in 3ah,

Von diesen Gliedern

so wie andererseits das dritte ab? und finfte 2ab? —ab?-L gh? i Sab? zusammen gezowen wer-

en . 830 (ass

(a--b)¥—a% -+ 8a2h4-3ab21-b?: also kommen, wenn zur Basig a ein zweiter Thell b

zum Kubus von a, nimlich zu a?® drei Glieder: das dreifache Quadrat des evsten Theiles
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il dem zweiten, das -.l'.----r_',r}n-,",.- Frodukl aws dem ersten mit dem Cheadrate des zwetten und der
Koulres des zweiten Theiles,

[Kommt zur Basis ‘a--b ein dritter Theil ¢, so lisst sich der Kubus von a--b ¢ da-
durch auf den eines Binoms zuriick fithren, dass man fir a-- b das ahsolute Ganze n actzt.
Nun 1st

(a bte)¢=(n-} ¢)?'=n*4-3n?¢--dnel-+ci=(a-}- b)) +3{al-hize 43 (a-t |-,'u--:- cd .

also kommen Weoan des zur B tretenden dritten Theiles ¢ im Kubus zu dem Kubus von

{a~-b) auch drei Theile: das dreifache Produkt ans dem Quadrate der Summe der beiden

er-

sten Theile und dem duiten Theile, das dreifache Produkt der Summe der beiden ersten Theile

und des Quadrates des dritten und endlich der Kubus des dritten Theiles.

Diese drei Theile sind ganz wie die fritheren, wenn man nur die Summe der beiden ersten
Theile alz ersten und den dritten Theil als zweiten ansieht,

Fiir je emen zur Basiz kommenden nenen Thell erhilt der Kubus der fritheren Basis:

. das dveifache Quadrat der Summe aller fritheren Theile mal dem neuen, 2. das dreifache

o

der Summe der fritheren, 3. den Kubus des neuen Theiles,

Quadrat dez neuen ma

Hat Glieder, so sind im Kubus dn—2 Gl

Wiy ender Wuben: [a—b)?, [—a-4-hb3, [—a—1b)"?

e i n von Gliedern; welche?

Ihe « dnss man allpemeine Gesetz fir die Multipli-

Lation ¢ines

lition a8 b | kenmt,

§. 24. b) Entwickelung der Kubikiurzel aus einem Polynome. Es miissen aus dem Radikand
die Theile des Kubus der zu findenden Wurzel nach und nach genommen werden. zunichst
also der Kubus des ersten, vorliufic noch nicht bekannten Wurzeltheiles. [resshalb wird der Ra-
dikand so geordnet, dass sein erstes Glied ein Kubus oder ein Produki anz drei _-_:'||-5.;-|||-,-, Fal-

toren (formell) ist oder als solches ancesehen wird: einer dieser Faktoren ist der erste Wuarzeltheil.

l [—a* 4=aath Jab? L-h?*-4-3ade Babe - 3b2e dac2 - 3be2 A — a.

Nachdem der Kubus (—a?*) des ersten Wurzeltheiles (—a) von dem Radikand abgezogen wor-

den, st in thm wezen des zweiten Wurzeltheiles zunichst enthalten das dreifache Quadrat des
L2 ]

eisten (3a?) mal dem zweiten (x). Da nun 3a2x=3a2h, so ist x=Db der zweite Wurzeltheil,

Ehe man zur Auffindung des dritten schreiten kann sind die W

n des zu H | .-_1'1']{-'|1||I|||'!a-'||
zweiten Wurzeltheiles b im Radikand noch enthaltenen drei Glieder Sazh, dab®* und b#* zuerst
abzuzichen,

Weeen des dritten Wurzeltheiles y steckt in dem Reste des Radikanden (3a2e—6abe 4 3h2e)

zuniichst das dreifache 'f\}ll.'ll|r;lr der Summe der beiden ersten Theile mal dem dritten oder es 1st

ol —a- 3|J—'_\'- Ja2c— babe 4 3ah2e. alzo

Sale babe +— 3h*e 3 . 3 g
YV —=—5 ~ = —-¢; d. h.: man findet den drvitten W urzeltheil, wenn man
: aa*—bab - 3h2

mit dem dreifachen Quadrate der Summe der beiden ersten Theile in die nichsten Theile des

Restes dividirt.
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Aunch wegen des dritten Whurzeltheiles muss vom Radikand Dreerlei abgezogen werden,
she man zur Aufsuchung des etwaigen vierten Theiles schreitet.

Die Berechmume der obigen Aufgabe wiirde sich auf folgende Weise gestalten:

|/ (—a? - 3ath—3ab® 4 h? 4 3a2c— Gabe |- 3b2p—3act 4-8be2 fe?)=—at|b+c.
2 :3a2h—3ab24-h?
dath—3ab2 4 b*
(Ja2 bab -1 3h2) : (3ac Babe - 3b%e
da2¢ — Gabe -+ 3b2e
0 Juc: L Fbe?
ane= dhe?
F {=na
|
0

Statt di

Auch fiir irrationale: Wurzeln sind die Regels

likand auch andere Formen haben

Das Methodische des Verlahrens dndert

t.), ohne dasg dem Folgpenden

lukte lassen kich

voroeorllen v
rgegrilien wird

Dritter Abschnitt.

Die Produlkte.

1. Addition und 2, Subtraktion.
§..25. Es sind bei diesen zwei Rechnungen zwei Falle denkbar: entw eder haben die Pro-
dukie nur vers

_»,.'.l',-a'.-f';',,u.-.-;,:.n._l,,u. r’:'*-'.f.--'l-'i-.

hiedene Faktoren oder es kommen unter ihnen gerenseitig auch gleiche vor:

A. Im ersten Falle lassen sich die beiden Rechnungen nicht ausfithren, sondern nur for-
mell 1[:!5'*‘1#”:‘“. '\.l:r-l_'

B. ) sb-teb=h-+h-+b....amal4b-+b....cmal=b4 b4 b.....(a+ cimal =(a-e)b;
also auch ab4-cb=(a-+ ¢)b, d. h.: Produkte, welche einen .a.'-"-'-'--'-‘l-'r'u Faktor haben, werden addir,

a1 g v y LI | 7 | g i e Ty
wenn man il der Suinme der perscfiiedensn Jr'..',..'.'.,,.-,-” den gleichen Faktor .'r.nun'-frl,l'-"r-'-'-"-'.

by Die Subtraktion lasst sich auf die Addition zuriickfithren, nimlich:

ahb ch—ah - { |']r:_:[]: -1“:||::"':| = | |-]:]|':'i':[ L-J|:|‘ alzo

ab u'h_.'{.'l ('ILI'. III. |I'

nur dann addirt oder fubtrahirt . wenn s :u gensel-

v (ilieder,

werden bei der

1 wWerien

(resots o

 kann eine irgendwie bonannte Hinhed

vertreton
4, Multiplikation und 4. Division
q 26, Hier sind dren I":"[“i' ||,'.|"|I-_.f]‘||:]]: ]_ [} |-E der i\-[!llli]l“l—i:milll.ﬁ oder [H'\'hlt'llil]l,"\ eln
Produkt, 2. der Multiplikator oder Divisor ist ein Produkt, 3. beide sind in jeder Rechnung

Produkte.




17

A. a) Wie multiplicivt man ein Produkt?

= (¢4 cooobmal) e te... b mal) - () 4-.....amal

a. be=bhe-Lbe L be.....oma
ab .o, also anch a.be=ab.¢, . h.: ein Produkt wird mit einer Zahl mulliplizivt, wenn man

wur einen seiner Faktoren Jra.'rl‘l.f.'ll.'n'.'r:.'.-'.’ wund den anderen Fakior (die anderen E'.‘I!-'lrl""‘” als solehen

wunverdndert I :
iy Wie wird ein Produkt dividirt? Wahvscheinlich waohl, wenn man einen seiner Fakio-
ren divtdivt und den anderen Fakfor als solefien wnverdndert Lisst. . Niamlich:
a:be={(a:b)e: denn setzt man
a:bh=x, (4 hRAL go1st
b—ax, f§ 9, 2:6)
by =—axe, I'{ D.-Hig)

a-nha—xay.(§- 0.5 ds § 04

ik o

CE =1z iu]u-. wie |‘I'F[:l||ll[|'|’ worden.

Darauf lisst sich anch §. 9, 6 zurickf
§. 21, B. a) Wie isulllri|=f'l"i|" man mit einem Produokie?

IM..8—8.I'N—58'. N=—1.3I'—1MnN.I'S, .'I]-'I! :Ii“‘h

I'm.8S—T . I8, l]. ||. neEl  eLnem Jrr'ur-"r-'.'.'l'-' II'|I_:| .'.l-.ri"-'-'."frr'n'f TR ELNE Z-'-'."Ih'l L5 ), TOERM N sté

il |'.'..'i|"pr.' i‘:r,"‘.‘."tu' (r) rar.l-'.'l-'r.l,'.-n"r'r'.u-.n'|" Uil J.lr-.g.-" Tl lteny |"|'_i;| noeh mit dem anderen ;'.rr.""."nr_ B Lo

wenn der Multiplikator noch Faktoren besiizse.

Dicgser Fall grimdet gich also auf den ersten und die Umtanzchnng der Faktoven. Diese ist zuletst wiederholt vor

eenommen, um die Elemente des thitigen F ore o selbst anch als thi Faktoren zn erhalten.

&y Dividict wird mit einem Produkte wohl, wenn man mit einem Falbtor dividivt und das
Frhaltene noch mit dem anderen (U, =, w.l, niimlich:
rm:s—n:(r:s): denn ez sei (8.6, 2)
ns(ese)y==x, so ist (§; 9 2, &)
T g=—=nx, (4.0 200
g=rnx, (§. 9, b, dund § 9, 4)
T i < )

rn:s=mn:(r:8), also

lic obige Vermuthung richtig,
§. 23, C. a) Wie nmltiplicivt man ein Produkt (be) mit einem andeven (rm)?
tn, be=n. {r.bey=n.(rb. e¢)=rb .nc also auch
rn. be=rb.ne, . h.: ein Produkt multiplicict man mit einem anderen, wenn man dic
Faktoren des .”Jr.":'.l"rn".;,':n.-.u--f'.l.r-f der Rethe nach mit denen des .|fr-'-""-l-l,l.la'#'.l‘.'l.."ru.".\ f.lrl-'l'ln"f-l,l-'"lJ"'i'-"-" wnd die fle-

= evnander ."u',',-.-.'.".l',u.".'.",

aultate als f':'.',l':'-'u."f',r.'
Hitte der M

er Multiplikator mehr

plik

n nnyverfndert als Faktoren bleiben:

e, al i

or, Bo wurden

milsste man mit den i

hiktte noch multipliciren.

.‘I-} “i\'ih‘iull l'ii][‘.‘- J’I'-.l]llkrl-r‘ |H' lg;]l l'inl'lll :IIIIII'I't‘II I'm.

r:hbe)=n:({r:b)e=(r:b) (n:e), also auch

rn:be=n
tn:he={r:b) (n:c¢); d. h. ein Produkt wird durch ein anderes dividirct, wenn man die

Hll’l"."lr !Iu |_|'I.II|- r.lll'\' ]'l.}f.u.g

Falitoren des Thvizsers der endics divtdirt und die Resultate als [falk-

toren zu emnander belrachter.




)

im 1ivisor nnd

Itip ikt on

werden oder:  men

dengelben Faktor

Divisor und Dividend mi

rentweder

ey H
Linhl
I au mnehen, Aus
n F
5) Potenziren und 6) Radiziren.
1 n 4
8 2. (ac) X e nmal S0 1) S ymal ) eee...on mal—a . ¢ also auch
i i 1 5 e gl P ¢ i T i LT = -
{ ac) . c v dohoein roduld (ac) wird tn etne Dofenz evfoben, wenn nian jeden sei-
~ 3 AP e &) = erhebt und diese Potenz ls. Falloren 2 mander stz
ner Faktoren i otese olens erieht und dLes: tHenzen s LT e 2 finaruer selzl.
§ 380, Darnach wird wohl aus einem Produkte radizivt, wenn man jeden Fakior radizivi

als .If';l’.'l.rJ'.l'J'.'l get=t, ':.'.-|'|||-|i:';:'.

| [ae) E a .

Jep=(]

11 .Jl'.'_'J .",-.

oihit,

FAL R

rotensren  and

werden beim

Wurzeltaleln,

e Koae Radiziren

Potenzen vo

| ¢, Wik3 H'il'l\.l?l'll l':"|I|LIl_" I‘*"

weil

Tt Fn R

ateks |n.'_.-:;-'.r_i"| unid radizirt.

n und Wurseln ans den absoluten Primzahlen

Vierter Abschmitt.

Die Quotienten oder Britche.

theore Betrachtuno

fithrt werden.

Da ferner bei jedem Bruche der Zihler die Meno

werth durch den Nenner ansezei
Lihler und der
Multiplikand; z. B. ——=ua. .!'
Viellache ung

gleichnamiger
2.

und = Py

g0 lisst

ot wird,

“I'lll']l* i‘. ||= . + flere
Wer

inheit

als Koeffizient 1
m. demnach zwei

n o I'y

5 -_J 18

f‘\‘t'l'.lﬁl. { 4, Ne

]

dureh die bruchweize

ich je

und . .I.l: sind ;Ilr.'l‘ die _\"Illl-.-'l' ;_":5'-|I'i|. g0 heissen sie

Division als Bruch sich darstellen lisst, so

n an l|.||||:1-||-:'|ll"_Q oder an Britchen durchee-

en Binheiten angibt, deren Grd

1)

ler Bruch als Produkt ansehen, aus dem
Werth dureh den Nenner ancezeigt wivd, als
eleiche

Reeht ungleichnamiee

Recl

Briiche un Nenner haben, =zo =sind sie

b. = und

IR K
b, .

1) Addition und 2) Subtraktion.

§. 22, Entweder sind die Briiche |
i — el .- =0, L e I: es lasst sich -also (8

P i -
ansfithren, sondern mur formell darsiell

By At 4y, ! SR8

b)) —=—=—a. . —=(ac=ET)

el diesen Rechnuneen

unol

I;E'llli:II'IIi_'_' oder ;'|"l-"||!|?'III.-:-;'.

20) die l{u'.'||||a;|,:_- mit thnen unmittelbar nieht

, alzo auch




| e d. h. man addirt oder subtrahirt '_:'ll'i'!'ll'!:llll:;'_l' Betiche . fGoenn WETE AL

e ouer .I'I-Jflll'n'"r'i'-'f.'L threr .”.’-.':_l'l-'-'l-.l' den r_rl',lr,u'r.,r,l,-.:",l'.|-.-_|"|’."..l..-'||lp'.lJ ,‘\.-- T J.l_"lé .*f“lli'lll.'rf.l i,

Lis lisst gich auch leicht cin analytischer 1

T ; 2 |
L T L 0o I Tk | - '
1 . wiil [ ' e o | [erajt(ezr) {]:1 g2 & 17 A,
Der orate Fall fa) liss E..m At done ewedten (H) b o g die Teel oo i N
i i (43 L &, 28, anf den sweiten ringen. so dazs die Rechouoe dann aoncl 1

3) Multiplikation und 4) Division

Ty
t‘. (31 ]

. In jeder der beiden Reehnungen sind drei Falle denkbar: 1) es ist der Muli pli
kandus und Dividendus ein Quotient oder Brueh, 2) der Multipl

[l_'lllilil'1|:t'|| oder |:"i-|4'|||'.| al heide .-i1H|'];I't"I€'|'II',

kator und der Divisor sind

s Aca: 1) Aus mzirs —(ms e R =gt (8 260 AL bis b

& 8. 1) t naeh G2y disln ) m: 81

d. ho: ein "-'_'I””""l nt (nzr) wird mat etner Zoahl [5) Jn""""l""-f"”'-"-'-."u". wenn nan setren fHeidendis L)

-rm"-“fJ.' t, wobei der Divisor (n) alz soleher uneedindert bleibi.

=k

} Schon aus der I']IIH"'IIi.'_'t'II !il':l':lf']JEII!!_u'. dass emn 'e:llllit'lﬂ wichst micht nur mit wachzen-
dem Dividendus, sondern auch mit abnehmendem Divizor, lisst sich entnehmen. dass ein Cuotient
auch multiplicivt wird, wenn man seinen Divisor dividirt,

verindert hleibt:

wober der Dividend als solcher un
mlich

s.(n:irj=(s8:n): r; denn es sei
(g:n):r=x, 80 ist
r=x{(s:nj, mif x nach dem i”:]lg_f: n ||||,|.||‘:E||i.'_|1'.'_ :_"i|r'|
I'—18 5 XL

sr=xn, durch n dividirt:

n:sr=x, und nun substituire (Fall A. a. 1 und § 5

) B
s{n:ri—(s:n)y:r, wic obhen.

15t vorznzeheny

Wie wird demnach ein Brueh multiplicire? (<. " oder ===+ -- | Welche Methode

) Da das Dividiren dem Multipliciven enter

renoesetzt 18t, so wird e [¢|||-|i|-||.‘ walil ofi-

vidert werden, wenn man enfweder setnen hvidendius dividirt oder - seinen Floison ,,,,,,-'.',.'}..,.'..',-,'J fawohet
:

e ersten Falle i Divisor, im zweiten der Dividendus uneeindert hleilst

, nitmhieh:
I)asi{nisry—n (s ) oder

2) s:(n:e)=sn:r. Denn es sei fiir

1) nifs:ry=x. 8o 18t

B T=—nX
— 81X

=%
si(n:r)=x, und fir x seinen Weorth oesctzt:
s:in:r)=n:(s:r), wie vermuthet worde. Und fin

2Y sn:r=s8:(n:r) 1 A R

W wird algo ein Broeh dividier? (= .I. ..:..- adern I.. ]  Welche Methode verdient den Viors
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§.84. B. @) Da mic:a)=cima=—c:am und
mlesa)=(c:a)m ist, so muss auch
(¢:aim—c:am sein: d. h. mit einem Juotienten (¢ a) mudtipliciet man eine Zahl m,

wenn anan ste il dem Thvtdend a ,..-;f.l-'.'fr-.".-'r-.".--‘ wund das FErhallene mil dem Motsor ¢ divielert.

Mit einem B t man eine fahl, we

multiplicir i man gle mit dem Zihler multiplicirt und das Erhaltene mit dem

Nenner dividire, wo an gueh mit der Division beginnen kamn.

[st der Brmed ehitir. so ist das Produkt Kleiner, als der Multiplikandus,

By Mit einem (Juotienten (c:a) dividirt man etne Sahl m wenn man gie mit dem IHeidendus

a dividirt (a:m) und das Frhaltene it dem fhivisor © .lra!ll"-'-‘!n."."-"."r'f. nimhich:
(e:a)rm=c(a:m); denn ¢fa:m) oibt nach § 33 A.a 2, (c:a):m i
Frhaltene mit dem

Mit einem Bruche wird also) eine Zahl dividivt, wenii man sie it dem Fihler dividire nd

Nenner multiplicire: sm

et der Bruch ein chter, so ist der Quotient grisser, als der Dividendus.

Siatt mit einem Bruche — zu dividiren, kann men mit dem nmgekehrten . also mit - multipliciven, indem in jedem

irt werden muss.

{or beiden Falle: mit o dividict und mit ¢ multiy

§. 85. C. Unmitielbar aus den obigen Fillen A und B ergibt sich, wie man zwei Quo-

tienten oder Briiche multiplicirt, wie man gie dividivt,

RN _\ o il
) = C 5l = - ||I

Es wibt also vier Methoden fiir die ."-inlri]||':|\n|inr| zweier Briehe :

1) Das Produkt der beiden Zihler wird durch den Nenner des Multiplikators dividirt, wohei
der Nenner des Multiplikandus ungedindert Lleibt ;

2) Das Produkt der Zihler wird Zahler, das der Nenner wird Nenner des Resultates;

3y Zihler und Nenner des Multiplikandus werden in dieser Ordnunge durch Nenner pnl
Zahler des Multiplikators dividint und die Quotienten in derselben Ovdnung zn Zihler und Nen-
ner des Produktes gemacht;

4y Das Produkt der Nenner wird durch den Zihler des Multiplikators dividirt, wobei det
Zihler des Multiiplikandus als solcher hleibt.

Die zweite Methode st

lie immer anwendbare, die dritte aber ist die vortheilhafteste, weni die Divisionen anfoehen,

i) Die Division eines Bruches durch einen Bruch.

' |

Auch hier gi

(S :g|-c.. Vier ."'-[L'l!:lnl:.t'lli
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1. der Quotient beider Zihler wird durch den Nenner des Divisors multiplizict, wobei
der Nenner des Dividendus als solcher bleib;

2. s wird Zihler in Zihler, so wie Nenner in Nenner dividivt und diese Quotienten wer-

den in der Ordnung zu Zihler und Nemner g

macnt;

3. Zihler wid Nenner des Dividendus werden in diezer Ordnung durch Nenner und Zih-

ler des Divisors multiplizivi nnd die Produkte in der Ovdoung zu Zihler und Nenner gemacht ;

L der (Juotient der Nenner wird durch den Zihler des Divisors ||||||!'|||Iizi|'-., waobhel der
Ziahler des Dividendos als =zoleher bleibi.

IYie dritte Methode ist stets anwendbar; die zweite aber ist die vortheilhafteste. wenn die 1

3) das Potenziren und 8) das Radiziren.

ety L e i H ! ANA - o oe 1AL Hh n
8. 36, — s i1 b — . alzo ist auch
. ¢ [ [ic o COG ey 1 mal L
a7 an '
‘ i — ol che: ein Bruel wied I.;:m'.n naart, wenn  man Zahler wnd Nenner in i
] I
{ [

J'.'_r'l'lrn'.l.'r,r."l Potenz l:'i'J'Iﬂ-'l'l.u" wnd diese .I'”r;h'f.l_“f-;.' e ider i'J;--.'.II,r!.-.-_r.'rr =1L Ziahler und _\la_'.l|1r|"'.l' sl

Die Potenzen von fichten Brichen mit Exponenten = 1 sind kleiner als die Basis,
§. 47. Dass das Radiziren aus einem Bruche dadureh weschieht, dass moan aus Zdaller wnd

Nenner die J'G}'lllfl',?i'll'.fri’ Wurzel =

.'.I’.ful'l diege ”'fH':J,'l'l,n'.! -'I,r.' lJ':',r'.{J:l'l-'r.lu"n II-'-'J.!l.'-.'.l',lr“ als Zr.'.,n'lu'lr i .'.l'.-rul'I \Il.ll—

ner annimant, lsst sieh bald nachweisen: niamlich

n n 1 n
] 7 a a i t JL} i : 4
' / —-.I : denn F = ] ——. (& 365 6. Y, 2, eound 3, o)
Fs " n n n n " - -
Ve el e
Die Wurzeln ans fichten Briichen mit Exponenten 1 sind grisser als die Hadikanden.

pR 1] i L]
Fiinfter Abschnitt.
Die Potenzialgrtssen.
§ 35, Da es bel jeder Potenzialprosse auf zwei Stiicke, anf Basis und Exponent ankommt,
so wird es in allen den Rechnungen, in welchen zwei Potenzialgrissen verbunden werden sol-

len,

welches 1 den ersten vier Operationen geschichr, vier Fille cehen: es sind in den bei-

den Potenzialerissen

1. die Bazen und die Exponenten verschieden, ar, o

2. zu verachiedenen Bagen ochiiren eleiche J.';3§|H|IH‘|'L[I'JI. ar, ¢ (eleichartice Potenzen):

3. zu derselben Basis gehiiren verschiedene Exponenten, ar au;
L, die Basen, so wie die |'_,H§11|111=t1[l'|1 gind dieselben, ar, a* (gleichnamige Potenzen, nick
qleichartige).
1) Addition, 2) Subtraktion.
§. 89, In den drei ersten Fillen sind die Addition und Subtraktion nnausfithvbar, alzo nn
formell darstellbar; in dem vierten ist die Summe das llrzmu-ln' des einen Summanden (wenn

sie ithereipstimmend sind) und die Differenz Null.




915 ]
il el Rt o la | Zaf, af—a'=\.
mn G KNI THS

LEICITEATILEE higr.
o

Betrachtungs Produkten. [§.

Division.

und 4

fion

unausfithrbar |

ST ."

by |1,| I :\]lll:‘lllji.:'\':i'_.lllll.

Da (ac) . 80 ist auch arer={(ag) d. h.: das Produkt
aleichen Erponenten als solchen.
by Bei der Ihwi s
- war, 20 18t auch

dar ’,_Jn'.'l'-"?-.' ni der bevden

il )
erar= (1),

C. Dhvitter Fall.

1) Ber der ."u|.I1|l;.]hi-lx:IIiH!|,

a4t —aax ".l'.:l] . Wb e :llii‘.! = ANRAN e s s L1110 I|'-l||

: ; gy y i -
ot n . h.: die gememnzelaltiiohie Basts |.-'l'l.'-'-'-"' die Sum

) Ber der Division.
*, der Quotient kann als Potenz derselben DBasis an

D:

v Exponent vorliufic nicht bel

)

aber d

4 &

[ e v |

) —ar—~% (4. \ )
n=r-Lx (§ 9, 5, &) also nach & 9,5, b
1l I* v zein. was in den obiren Ausdruck substituirt

{

||| ]|_: £s .'.".'.r'n'I (AT R |1'l".',lr ,If',llr'lf_:.'u_r,-.'-..:.';.'.l,-

Fole |'.'.:.l.-.ll'l

al:pl —a? eibt,

yonent zur Dasis geselzi.

Divigors und digse f:'-.'_.l'- Tenz |

Fiwr die relative Grisse des r wnd n sind dry
5 T, 5O 1 r |----i|i\. . B. SR i
. 15t Pl ea r negativ oder r—n} gleich, #. B, a |
1. A8t n=r; &0 ist 0 o und
fn ] a', aber auch
ar: ar 1, weil der Divisor gleich dem Dividendos und jede Zahl
(i Daher ist nun
L e otz Null izt aleteh
. Der o Fall ist nach dem dritten zu behandeln, wi

cinen  zusammenzichbaren !':.‘{F]IJIII-."JI": hat (a*. a

Resultat

Da wir anf newative j'H1‘-'I'l'.f.iil]t'.‘\']ltllll"lf"ll cekommen 8

o

nntersucht werden.

Basen erfuilt den gl

{xeld

die DMvision nur bruchweise)

der hetden Basen erhdlt den

et hert Fr'..."f'-'-'-'al'-rrl'-'r.- als solelen

e ey f_‘.r'lgl-:.i.'l'.l.-"r'rr '-'.'l‘ solelien,

ancenommen werden., wovon

NI Mmuss

Dividendus « der des

TEZOG en

eleichen oder sich

bei in der Multiplikation das

der 1

und 1m IViglon

]

md, go muss nun thre Bedeu-




LED M=1T; 80 wWar aliat—n uooeR Rt aber auch

; an a8, oo mal | I
| H ha— — = - = o AlE0 - 181
ar 2 1 1 mal LI Rl [ n)mal | n
1 | : .
| I, = B Booasi— ol h. ee soll die “él-iln, welehe den negativen Hx-
pr—n A 3

ponenten hat, als Faktor zwar so ofi copsetzt werden, als es der l".\'||-'-||r-||| anzeiot, das Erhal-
tene soll aber als Nenner (Divisor) zu 1 als Ziahler etzt werden, wenn nicht etwa ein an-

derer Fakior, als 1, bei jener Potenzialeriisse stand. Oder: sttt mit einer Potenzialzall, di

AT neqaitven ."','.-".'uun nten hat, z2u _-.'-.u."!.l'Ju."f'_'a'r-. n, bann man mit the. nachdem ihe .l",-,al;.f nent nogl-
: !

fn gemacht worden isf, dividiven nimlich die andere Zahl, welche bel the als Faktor stand.
H |

H L
=

§ 42, Da nun die Entstehung und Bedeutunge der necativen Porenzia

Xponenten abgelel-

tet worden ist, so entsicht die Frage, ob die Fir po Exponenten der _‘\E|||[r_||s!'||t:|r:-un

und Division nachoewicsenen Reeeln auch fir ne

ative Exponenten gelten.

Wenn n=r ist, o war an at=a—{—m: also muss a’. a— den Dividendus geben, was

nur fadoreh -_-'l"*'i"I:I'rH. dass bei der :‘l]llllill]i]ﬁl'i”:l auch dieser Poteng |_-:|'|"r.-,-|-||__ von denen di

cine ¢imen negativen [ixponenten hat, die Summe der lixponenten zur gemeinschaftlichen Basis

alz Exponent sesetzt wird:
1

ar. a T a W—r—nqn: 7 B. g3 §g—23—qf - Ist hierbei der |||,*_"_!1|iu~ Exponent

arieser, als der ]ul-*'.lli\'-' (s=1r), g0 hat das Produkt einen NEoAtven ]".\'Em||-:-||lc-||'.
RS i b i R i A DR T
Aus dicsen Fillen fiie die Multiplikation lassen sich neue fiie die Division ableiten. Wenn
man niimlich das Produkt als Dividendus, den einen seiner Fakioren als Divisor anmimmt: so

mugs der andere Faktor CQuotient werden.

\us af.aw—gn wird a0 gn—gn— | Ar—u l=—af—: 2. B. a7 ?:a9=a";
ans &, A f=a—0—r wird av;a—t-—1 —_at—rn—r_—g—s. o P, a—2=—a~" und

EELEt il =g, k=gl —qgr: 2. B aPra—%—ab: alao wenn

auch ber der Iivision entweder blos der ]':X_}1rlil-'~i|| des Divisorzs oder der des Dividendus ];u_:_-;lr]\

ist oder wenn beide negativ sind, so wird doch dic obi wie sie fiir positive Exponen-

ten statt fand, il:|||-_fl-w1-m|.-r_

Wenn 1m letzien Falle der Exponent des Dividendus prisser, als der des Divisors ist

(—m=-—s), 20 wird der lixponent des Quotienten auch negativ:

tzte denkbare Fall

g m—gin=sl o B ogfrg-T=—g—2_ Dargus ergibt sich der

e I]:." ?\['-1||if'.|i]1=l|il!ll. i11¢]|'1|| f L A e T lL;l;[.] c||'t! ])E\iula-m]m [+ et _:]|J|i wenn man auch

hier die (nerativen) !-:xfnun-ni.-]: addirt. | —(m—z) +(—s)=—um. |
ok, S N, 2 a1, gqn 4! 1
% 43. Es 1st micht nur a "= — — —, sondern -auch
L :I:I :1' ”I
av, gt ! 1 . » v
B — = = % J_Ull.\l- o ||'I-" /.-’l.'l'l.'."_ welelie als Fakfor (auch
n

B ML H]

blog zn 1) stelit, kann nan statt dessen als Nenner zelzen mil entoegen qesélztem a'"..-'J.'n,-u- nien
Lk .
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Aber man kann.auch umgekehrt die Division in eine Multiplikation verwandeln, niimlich:

o GRT (b e
- — = — ca—" uni
1 n'a al 1
Gar (i | o’ - ” oot o,
= - —cars d. h.: statt mit einer Zahl zu dividiren, kanun man nuf

en wesetzt cemncht worden ist, die andere Zahl multipliciven.

LI 21
Verwandlung der Addition und Subtrakdon in eimander das Vorzeichen des Koeffirienton, 20 muss
R der Multiplikation und Division in einander das Vorzeichen des Exponenten verfindert werden,
e it weiot an. wie oft der :\-l_'.lr:]'l.'l\-;l'ili:i-i als Summand, der negative wie oft er als Subtrahend (zn o)
werden soll: der p Exponent sagt, wie oft die’ Dasis als Faktor . der necative wie oft sie als Divisor |z 1)
setet werden soll.

5 Das Potenziren umd 6) das Radiziren.
§. 44, Das Polenziren, Da das Vorhandensein necativer Potenzialexponenten erwiesen

worden. so lassen sich vier Fille denken.

bt [.'1: J'=a" va - o nmal=a' o L —=at f:||.'_f1lll‘h ist [a ]" -a"" . h. eine Fo-

tenzialgrisse (af ) wird in eine Potenz (die nte) erholen, wenn man der Fasiz(a ,l-'l'IJE.\' Fradukt der J'l'_.,r',llr-.u-'u-

ten aly Potenzialezponent gibt.  (Der Exponent der Basis wird mit dem der Potenz nmmltipliciet).

0) (a—r)n — l ll ]I — . e ] —7 it L
ar (ar) i
] 1

Srolan=l— = =8 "
r [:ll JII :’I.JII
] ]
d) (a i — — gt ey
"I :I Iil Ifl i 18 ! :

§. 45, Das Hadiziren. Da man beim Potenziven mit dem lxponenten der verlangten Pao-

) st wleo fite alle Fille ol

tenz musste multipliziven, so wird man beim Radiziren mit dem Exponenten der verlangten Wur-
zel den ljﬂl'l".|J-'.;.:I!It'h[ll'“.l"||-'t'1.l des Radikanden wohl dividiren.

a) JI (arye— :|:I" indem (:L.: rl —an - —a wiedergibt.

a " owie un ersten Falle.

rta schliessen, 55 pine Potens

Wenn
v, welche den Nenmer als Wurselexponent by

bei “der Basis verblaibt,  Dies st die Bedentong des gebrochenen Po

sitwt i

'--!:.r_i;|!.-x|--.|n_=-y:n1|: A & 1000 I 12 I TOABCHAT L0,

Was man mit Zahler und Nenner eines Bruches vornehmen kann ohne die Grisse und das

1ETNTET

st sich auch mit den beiden Expo

Bezichungszeichen desselben zu dndern, dasselbe 13

(Wurzel- und Potenzialexponent des Radikanden) einer Wurzelerisse vornehmen. Darans folor, dass

o) i— | 4 u||||

a A= Va
¥ ' n . . 5 . g Ay s I
) o=y 5=/ ¢ 18t Die allremeine Regel fine das Radiziven aus emer Potenzial-

orsRe 121 :ilﬂl: Ta --"-"l'a,lnl'l-"f'f den f‘.'.a'liu-'urf-:.'-'"'.'.' des f.’rrrf'r'.l'.'-'i'.*irf'a'.lr -JrJJ'J'a".'IJ den ”-rr-'-":'n'lf--";'r-n'-'".fl-'-"ﬂ TETE

aibl diesen Quotienten der Basiz als FPolenzialerponenten.
- 4 f




3. 1”. “!ll'rli!i‘h l.‘"l:i.i-l -"_-'|| anch f“t' Hl'lti'llllllll_; des ||+'--':I1'_I\'l‘tl 1'|"'|_lll".!.vh'_\'|1[|l_|.l-n=_l-|| cntnenmen.

B B : . h. man soll den Radikand (e) zwar in so viele oleich

t, aber einen dieser Faktoren als Nenne

Faktoren :Jllﬁf".-'i'h. als es der ".‘--||r:f_<-||-x]mr||'|11 anze

setzen, wobel in Ermangelunge eines anderen Faktors bei der Wurzelortsse die 1 als Zihler steht
¥ o

z. B | =1,

¥

g¢ gein, lfsst sich, wenn sie als Fakoor steht, statt

Potenzial- oder Wurzelz

Jede Exponentialgrn

dessen als Nenner setzen mit BhLg e gesetztom  lxponenten und anch umgekehrn

§. 47, Ferner ergibt sich auch:

x a0
i af— |/ asr, i
T . g 1 B11 BT
I ar—gn — - :l]r;lh I af = F 0T ul,l-:-r'.-"l R ||. ||.
F n I -
af =1\ u

hatedy f‘,'.f“!u.'r,rr.-n.f.'.a,u etner Wigrzelardsse [assen sieh. ohne dieselbe 2u stiiven, mit derselben Zall eni-
|

weder multipliziven oder dividiren, u

kommen, | a=a" f basiidh hiist der - Wurzelexpo-

Dadureh ist man anf gebrochone Wurzelexponenten g

uent ein Briuch, so soll mun den Radikand in dic Potenz des Nenners erheben und daraus die Wirzal des Zahlers zickhon

& B 100 [ 1o0* {5 EE LN TA T 1000, Der Wurzelexponent kimnte anch ein negativer Bruch sein: z. B. |'. 100

|--'-'-i- (0071,

Die Multiplikation beider Exponenten ciner Wurzelgrdsse enthilt das Mittel ans Wurzeln mit verschiedenen Expa

nenten (ungleichartigen) solche, die eleiche I-'.x|--|||.-:||,-[: besitzen, |gleichartice] 2z bilden, Ans
- i - .

I a® und I b¥ wird J o und [ b, | oder. ans

il i | H

|7 2" una I.w. b? wird |/ a2 una | Iy,

Nechster Abschnitt,

Die Wurzelerdssen.

§. 45, Da bei jeder Wuorzelgrisse zwei Stiicke vorkommen, Radikand und Wurzelexponer

50 kommen in den Rechnungen, bei welchen zwei Wurzelordssen in Verbindune treten. also in
den vier ersten, vier Fille vor: heile Stiicke konnen verschieden sein, eines derselben kann ver-
schieden sein, beide kinnen cleich sein.

1} Addition und 2) Subtraktion.

¥ n T n T r r I r ¥
Vazlie; [Vazk)a; Vazk) e: Vat] a=2a, |Va—) a=0.

Die Fille, in demen Koeffizienten vorkommen . rahfdren micht unmittelbar hiecher. Wurzgelgrissen mit eleicher

Exponenten [(gleichartipe] lassen sich nicht addiren und subtiahiren, sondern mur solehe, die auch eleiche Radikander
K ¥ T
haben (gleiclmamige): m [ ad-n]'a=(m+ n) ) a.

3) Multiplikation und 4] Division.
§ 49. Fir die zwei Fille, in denen die “-11|';a:t'|l'?x'[:lbtit']]'[i-u verschieden sind . lassen =ich
diese Rechnungen nichi unmittelbar ausfithren.' sondern sind nur formell darstellbar:

i




1) J e ey dlasi e und
2) Va. Ja, Mas]ias aber
T  § ¥

LA e =, weil nach § 30 [ ac=|

-Ii- L3 ‘ il
‘
I I
¢ o g L | /-" E & 1 ¥ i b i
, weil nach § 37, : — 1 a: ) e war. Darin ist auch det
f i f
o }/a
etzte Fall o
¢ ;
Bl /2. ) a=a nnl
; r L fr I s i . . -
by Jas a=] =1 1=1. Also: Wuarzeloerossen it eleichen  Wuorzelexpouenten

werden multiplizirt oder werden dividirt, wenn man in jenem Falle dem Produkte, in diezem dem
i

3 ; AP : t .
sanlen den gletcloen f'__-’r’lh’,ur.l.’.r!-,',l (ils .\'|I|'|'||I.l|,l| i

(heotienten der el

1 Fille lassen’ sich auch susfithren, wenn die Wurzeln so nmg

Die Rechnuneen fGr die bheiden or:

dngz ihre Exponenten

%) Potengiren und 6) Badiziren.

§. 50. | |I ar .h-_'“:l" }— hp=t o also l], ar ’ =} ad oder = | ary d. h.

oine Wurzelertsse ()/ar) wird in eine Potenz (die ste

dem "II"“"J"""‘F-".'"'!'J.! (=) der verlangten Fotenz sl

) | 1
1] n'|'lL|:|-l'1!, wenn  men eniieeder e 'F""'."

!

Wlizied, oder den

nenten (1) des fl'l{ll"i'{'-'.f.lillrr'.-'r Tl
Warzeleaponenten (1) nut thn dividirt , die andern St e aber wnverdndert liizat,

e Divisionsmethode ist vorzuziehen, wenn die I

1:!;:' ' :'.‘I‘-;' — l'\:llll _! i also | l]l ;I'b._ | :|. oder Pl e o 1 -

& hl. ] H a ] == ;- ’ q
=l gk

i

aus ermnel "|\ nrzelorisse I'[ ar ;\\5|'|l --:.||:- -hru' BlE) I|l|".'||'r_'-'.|'| LA RN, AP ERT Ly |ar|"l"c"'-'l-"-" ded b rROnen-
ten ) des Rodikanden i -I'I"Hr f’:-‘f'fffe"irh'n 1 &) der - varlanaten ”lh'.r.'.:n" f.."r':'.l'u'i'."-' oder den Wunzel-
-'..llli—u.ur'-.l"n'.n (1) meet thm ..'-JrJ'l’.'I_Irn"J':r.,'J" die agrderen  Sticke aber unperdndert dast,

s ist hier die Bestiticung ener [riheren Behouptung (8. 47.)
Was ¢ ieht mit ciner Wurgelgrisse ;. wenn der Exponent ilires Radikand multiplizirt, wenn et dividirt: wag., wenn
der Wurzalexponent multiplixict, wenn ér dividirt wird?
Einige allgemeine Betrachtungen

er vor. don  sechs Rechiimgen. Hesonaers

von den K

v won- dom sechis 7
neter Gesete bedarf, verschiedeng: Zahlformen in jeder

mit Pelvnomen, fior deren Behandlong na

Hechmmgen




v ohne der Allgemeinheit der entwickelten Gesetze Eintrag zn thu

BB §

jetzt alle miwli ropewihlt werden.

Darnach Eoonen jetzt = B, die Niherungswerthe i wler Wurzeln gefunden werden: auch lassen sich, wenn

Lhivi

us-woenizer Glieder hat, nlz

it (wenn der letzte Rest des 14

eing Liivision micht anfe

i Theile bere
» Yorkle

ereinstim

e fiie die Anffind
Voer

Weiterfihrong der Iteg

quotienten durch unverdndert

. 8l Keine von den sechs Rechnonpen ist anbedingt

deren Xahl oder ihr entgegen gesetzt: hei der Mult

il an, ob der Addend, of

jon  kommt ¢ dan

1on und St

) tor ader ob v Divisor crisger

likation und Division ob der Munltipli

I iet und ob in

Potenziren kKomme cs daraul an, ob die Basiz erbsser oder k

wem oder-in diesem der Exponent grisser oder kl

srfisser oder kleiner als: 1 sein und

rohil Lieim P

diziren k der Radikan

h beim Rad

the Beschaffenheit habon, so dozs 3

iy

vwirrden w il

15 heim Potenziren

it rleieh der anderen Zahl: st die

Ist der Multiplikator oder Divisor 1. s0 igt das Ttesalts

L o 1* Tead a
piren 1, so sind die Resultate auch

I der Letreffenden Grisse wn

Eing kann man als Faktor ;. Divisor und Exponent ergingen, ohne dadurch

nothw

TLELTEE

e mit den 1 FOTIETI=

gen mit den Koelfizienten, welk

Kecl

inderungen it verschic

tkung, wo unbed

rkomment Yo mit nsch

%04, By der Verbindung der Zahlen kommt es aonf deei demden Zahlen und

entsteht: o5 absoluten

abzolute Za

aul die, welehe ans der Verl

im Granzen enartige Verbindungen unter

1. L e der dvittens
2 VoIl an. wie oft cine der andern als Summand [(Theil) gesetar werden muss, om die
dritte 21 « LS B

A, eine von den deel Xoahlen zeigt an, wie off cine der andern als Faktor eesctzt werden mnss, am die dritte en

Irei Eahlen ihre Bedewtung v ind

M EWE VOn o den

jeder von den beiden ersten Verbindungen

Fechnung aher n der dritten war keine Vertapschung mi

dthmiren aber tritt aus dem Kreise der

ihrer Nawr nach verschicdene Rechnuneen schliessen mbehte, Tag Loy

22 keine von den andern thr entgecen gesetzt 125t und doasselbe aufheben

hiformen erscheinen. Sollen aber alfe denkbaren Zah-

kommenen 7

. 5h. Jede Zahl konn in jeder von den vo

mit derselien Basis dargestellt werden, so darf die Basis nic beliebire sein. Ausgpaschlossen sind :
i
i Potengen von 1 wicder 1 sind (1 . & Wi
9, di e s Liriteke . weil keing Mo ihnen eine ranze Zohl gein ki (haben Xahler 1

g keimen remeinschaftlichen Faktor. =o aneh mit Zihler nnd Nenner jeder Potens: nmid jeder

Nenner eines Brocl

Wrzel von ihnen

geraden. Potenzen derselben positiv smd.

sser als 4 soii,

Die Basis muoss | n Zweek eine g
inen.

tiven Zahlen ki it als Potenzen e n Basis

§ 06, Wenn alle denkbaren Zahlen als Potenzen einer hesiimmien Bazis b dareeste

e ne

It wii-

ound o es sollte ermittelt werden, die wievielte Potenz ¢ von a oder die

v 2o Bea=h', e=

wievielte Wurzel a aus ¢ ist, also aus a*=¢ oder l c=a das x anveweben werden; so stinde
1
(bt P=Dh» oder (§ 44, a.)
brr=hb* woraus (§ 9, 5, ¢.) folat, dass
%i'=—n und x__.::_ d. h.: der wunbebannte J5 ponent il i funden, wenn man den zur

Fotenz I'.'-"Jlr"J"'l'.ll' n B ponenten (Lioranithmus) dwreh den zur Basts gehiriaen dicidert.

L. B, die wievielte Potenz st eine X

(TN DO s T L Y] 104 also % % -
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Davaus folet alzo, dass das Graduiren oder Fogarithmiren keine besondere wnd selbststin-
dige Rechnung ist, und es im Ganzen nicht sieben, sondern nur sechs Rechnungen gibt,

v dem Obigen alle theoretischen Bezichungen der Zahlen erschiopft sind, 8o werden die fibrigen in der kile-

ichtet sein jene Gesetze aul bezond

mentar netik noch vorkommenden Betrachtunzen entweder darani ge

mwenden  oder ans mannicfachen Bexichungen bekannter nnd unbekannter Zahlen die Iotzteren ang ersteren

wobel zu einem einzelnen Zwecke oft verschiedens Operationen angewender werden milssen

ZWEITE ABTHEILUNG,

Anwendung der Theorie auf besondere Zahlen.

§. 7. Benennung und Bezeichnung der besonderen Zahlen: die Ziftern. Entwickeluns de
Nothwendigkeit der Zahlensysteme. Grundzahlen, Einheiten der verschiedenen Ordnuneen.
Vortheile und Nachtheile orosser, so wie sehr kleiner Grundzahlen. Angemessenheir des deka-
dischen oder Dezimalsystems, Okonomie in der Benennung der verschiedenen Ovdnungen. Bil-
|||_m_:- l.ll'_-i.-d'ilH'll VT ch-:: [Cinern ]:'u'h[ nur zu ]n"r'u’]'-'n. r-IHIIL'L'I'II :lI]!'h AL Il"ll'lai'l'l':t ”J'I|i|li||:1"'rl-
Die Benennung geschriebener und das Sehreiben :lnc;‘e*i]ul'usu-i:vllr-'.' Decimalzahlen.

Die canzen Fallen werden stets als Einer dargestellt; bei den Deximalbriichen ist der Gesammmame von der mie-

drirsten vorkommenden Ordnung  genommen [die Zahlen aller hitheren Brochstellen smd and die medriecsse Ord-

nung verwandelt).
ZLahl #u storen,

g Nullen i shiingt werden, ohme die

S0 wie den Ganzen links kinnen den Dezimalbriichen recl

links, der Dezimalbreifiche nach re

nach der Stellung von den Einern n

sind in den verschicdenen Rechnungen dorchaus nicht anders zo behandeln, als die panzes

Die Dezimalbriiche

demselben Bildun

Zahlen, weil sie rpgetze unterworfen sind, wie diese: desshalb kinmen sie auch rcegelindsstge

Briiehe heissen.

Die unregelmissigen Bri

en Ordnung verwandelt werden; = 1B,
4498 :71 0, 14343, ...,

he forteehenden (reinen. cemischten) Dezimalbroch.

Zahler dividirt, wobei di

1 4= =071

.:||r entweder einen Fenaten oder einen ing Unene

Man erl

Mittel jeden regelmiesiren Broch in cinen nnregelmilssigen zu verwandeln

Es ist hier nur Zweck die Hauptsache in allzemeinen Umrissen zn geben.
I

§. 58. Die durch Ziffern dareestellten Zahlen sind entweder einziffrige und dabei einfache

Einheiten irgend einer Ovdnung oder mehre Einheiten einer Ovdnung oder sie sind mehrziffrige,
l. Alle Einheiten des dekadischen Zahlensvstems sind Potenzen der Grundzahl 10, deren
Exponenten so pross sind, dass sie anzeigen, in welcher histheren (nach links) oder niederen (nach
rechiz) Ordnung die betreffende Einheit steht und sind in jenem Falle positiv, in diesem negativ
1000 | 1001 10 | 1 01 | 001 | 0,001 gibt
102 | 102 | 10 | 10° | 1022 | 102 | 10-% u. s w.
.":n 151 u]l--,' E'::,\'iuml,-]s: AN | .‘ili”'ll:u:'_ ' “I, g 1 :\H”‘Iilll'll'l E_Lily,
2. Ist eine einstellige Zahl keine Einheit, so ist sie ein Produkt aus der geltenden Zahl

und der zu der betreffenden Einheit cehdvigen Potenz von 10; z. B.

000="7.1000=17.10°; 0009 =9. 0,001 =34
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3. Ist eine Zahl mehrsrelliz, so ist sie als'ein Polynom davstellbar, dessen ecinzelne Glie-
der Produkte wie in Nr. 2. sind; z. B.
4328 =T7.103 4-4.102 43,100 2. 10— L 8, 10—,
Darnach ist in den Rechnongen mit besonderen Zahlen vorziglich anzowenden die Theorie der Produkte, Poten
zialgrissen nnd Polynome.

. 04, Die Addition einstelliger Zahlen, welche derselben Ordnung angehiiven, geschicht

Lo

durch ein 'l”"E’]"'h*'-" neben einander laufendes Zihlen, indem man von dem einen Addenden
(dem grosseren) zu zihlen anfingt und eine nene 1 so lange hinzuzihle, bis dadurch der an-

dere Summand erschopft ist. Das Theoretische ist enthalten in ab"-} chr=(a - c)b".

Fiir mehre Summanden wird dasselbe Verfahren fortgesetzt. IDas blosse einfache Lihlen ist etwas rein Mec
§. 60. Bei der Sulbtrakiion solcher Zahlen finst man von dem Subtrahend zu zihlen an,
bis man den Minuend erreicht hat; die Menge der dazu gezithlten Einheiten ist die Differenz.
ab®—ch"=(a—¢) b,

Die Addition und Subtraktion mehrziffriger Zahlen grindet sich auf die der Polynome,
deren Glieder Produkte sind, von denen der eine FFaktor eine Potenzialerisse ist.

§. 61. Die Multiplikation ecinstelliger Zahlen geschieht ecigentlich durch eine wiederholte
Addition. Wenn nun hierbei der Multiplikator aus Einern besteht, so hat das Produkt (wegen
§. 26, a.: b.8a=1ba; 5.3bn=15b"; 2.4eT=8c ) den Orvdoungsnamen des Multiplikandus:
aber mit jeder niichst hiheren Ovdnung, die der Multiplikator einnimt, rickt anch das Produk
um je eine Ordnung aufwiirts, so wie mit jeder niichst niederen Ordnung das Produkt um eine
Ovdnung herabivitt :

L 000e=hi1(a . W3y =15 {10=2):

50 0,003 =5, 101 (8", 10—3)=15", (102}
05.0003=5.10=1(3.10=3)=15.(10=%). Ferner

500, 00083=15 und 0,05.0003=000015 u. s. w. (§. 40, C, a).

Daraus ergibt sich, dass, wenn Dezimalbriiche vorkommen, das Produkt um so viele Bruch-
stellen mehr, alz im Multiplikandus vorhanden sind, besitzt, als deren der Multiplikator hat
oder kurz: das Produkt hat so viele Bruchstellen, als beide Faktoren zusammen.

Wird bei ciner Zahl das Einerkomma nach rochts gesetzt, so wird sie mit einer hiheren Einheit multiplizice (8. 17, Ao

§. 62. Besteht bei der Division der Divisor nur aus Einern, selbst wenn auch deren An-
zahl eine mehrziffrige Zahl gibt; so hat der Quotient den Ordnungsnamen des Dividendus (§. 26. 6.):

hi-dha—3a bl hha—3hu. Sg ] (0 e o OR=(4 + gl0%=g Sl LE D= (a He) 10"

12:3600=12:36.102=3 . 102 =300.
12°: 0086=12:36.10—2=3 . 10— =0,003.
Kommen mehrziffripe Zahlen vor, so ist die Theorie der Polynome anzuwenden, st di

Division bis zur Benutzung der untersten Stelle des Dividendus gefithrt, so hat der Quotien

so viele Bruchstellen, als der Dividendus.

Hat der Divisor auch Bruchstellen, so erhilt man dadurch den vorigen Fall, dazs man

-
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den Divisor und Dividendus mit derjenigen hoheren Einheit multiplizirt, welche so viele Nul-
len hat. als der Divisor Bruchstellen besitzt. (Das Binerkomma wird im Divisor und Dividen-
dus um so viele Stellen nach rechts gesetzt, als der Divisor Bruchstellen hat (§. 17. A. a.);

s der Divisor, so miissten ihm die fehlenden ersetzt werden).

hitte der Dividendns wenigere a

Wird bei einer Zahl das
w, o Werden beim FPotenziven die 1|h-||‘.'.=-'l']|:.:_"1'[L :“::L]lh'!l wie die lln]}']n-im_‘ iu-h.‘llllli'h. S0

Y

mma nach links gesetzt, so wird sie mit ciner htheren Einheit dividirt. (5. 17. A, )

hat wegen je einer nichstfolgenden niedrigeren Ordnung in der Basis das Quadrat zwei, der
Kubus drei nichst niedere Stellen, welche sich von dem Einerkomma zu beiden Seiten eleich-
niissig abgrinzen,

1. fa b2 eobl 4= dbtrd-eb=1)2—=a2b* Faclid d-e2h2 4 2(ab4e)db!4-d2ho-

9(ab2-- ch! - |“+"]|-i| n_|. a2p—=

7z B. 847 62 =9.10% 24109 =16, 1024476, 10 - 49.10% 4 4164 . 10— 436, 10—=.
9. alt d-oh® L dbh—1)2=—a3 b 4 3a%c.b? 4 3act.b'4-c3. b0
3(ah!--cb?)2d.b—1 3(ab!+cb)d2 . b—2 4 d3. b3
v B. 4699 — 64,109 - 288.102 -432.101 -+ 216.109 412606, 101 4-552.10—2 - 8. 10—4.

Jede 1eii:‘.llI':ll',f.:‘.||| hesteht also ang Klassen zu II zwei, jede Kubikzahl aus Klassen zu je
drei Stellen vom Einerkomma an, Die hiichste Klasse brancht nich vollatindie zu sein. Warnm?

§ 6d. Beim Radiziren wird der eeochene Radikand for das Quadratwurzelanszichen in
b} = g o u

[Klassen zu je zwei. fir das Kubilkwurzelauszichen in Klassen zu je drei Stellen vom Finer-

komma nach links und ree wotheilt, Die Anzahl der Klassen gibt die Menge der Stellen in

der Wurzel und auch ihre Rangordnung amn.

st die unierste Klasse bei vorkommenden Dezimalbriichen nicht vollzihlier, 20 kann sie
swar durch Nullen vollstindig gemacht werden (§. 57.), die Wurzel ist aber irrational. Eben
so bei ganzen Zahlen., wenn die unterste Klasse nicht etwa ganz, sondern nur in den unteren
Siellen mit Nullen oder solchen Zahlen beseizt ist, wie sie daselbst nicht vorkommen unter
den Quadrat- und Kubikzahlen der Kahlen von 1 bis 9.

Das Aufsuchen der einzelnen Wurzeltheile selbst j_---s1'||'lx-]|[ nach den '.1|]___'|-L1L|-':|||-r: {(Fespizen

des Radizirens ans Polynomen, Nachdem man aus der in der hischsten Klasse stehenden Zahl

die betreffende Wurzel eenommen und von dieser Klasse deren (Juadrat oder Kubus abgezogen

hat. benutzi man fiir die Aufsuchune des zweiten Wurzeltheiles von der niichsten Klasse nur
die hochste Stelle. weil nur von da an beim {,l||;||1|';lr|' das c||>ll]l1'|l1' Produkt der beiden ersten
Wurzeltheile, beim Kubug das dreifache Quadrat des ersten mal dem zweiten enthalten ist und
dividirt in die so erhaltene Zahl hei der Quadratwurzel mit dem doppelten ersten Wurzeltheile,
bei der Kubikwurzel mit dem dreifachen Quadrate des ersten Theiles. Wegen des zweiten Wur-
zeltheiles sind von dem Radikanden im ersten Falle zwei, im zweiten drei Theile abzuziehen,
entwader einzeln oder 1thre Summe.

Fiir die Auffindung folgender Warzeltheile sind keine neuen Regeln anzuwenden.

Hihere Wurzeln 1 icl i
die Faktoren 2 und 3

durch it= umd Knbikwurzelausziehen finden, wenn die Wurzelexponenten in




a1
§. 65, Sind alle Zahlen als Potepzen derselben Basis b dareestellt (§, 55.), so heissen
.-Ir||']|t' []Hli'lIZi:IJ!‘}C!H\HE'JH"J] I!i" f.-.J_».'--'f'.-".f'Jf.-r."u .[:,1-~.|_-|- ;‘5:1]]]111. ].-r r'_.ll", B0 i-': n |11-]‘ I,n-_-_‘urilhrru:_—-
Vo1 e-.tll_l‘ul-_{u],

Da zu einer bestimmten Zahl ein hestimniter Lowarithmus eehirt und umeekehet, so lassen
sich in den Rechnungen statt der Zahlen ihre Logarithmen einfithren, was in den vier letzten
Operationen, in denen ".':-t':"r||a||'|'||||;_rr-;] mit den Exponenten vorkamen, namhafte Vortheile

withren wird,

1¥ie Logarithmen sind Poten alexponenten, aber nicht jeder Potenzialexpenent ist Logarithmus

§. 66, Ist e=h", also loge=n und

a —El", also lora=—r: so ist

L. ac=br+2, mithin logac=r--n —loga-tloge;
2 S —=hr n . mithin '|||: =

=r—n=—loga—logec; d. h.:

1. ‘der IF-".'-""-"-'l"'.'r'-'.'-'-'-'--' EiTes .l'“!'r---'r-'fi tes Taf _m".l teh der -"’-'.-.u.'r.'-,' der f’,-‘.-_r-'rl-'-"r."l--'.-'-“ 1 setner Fakior o uni
2, der Log. etnes Bruckes (Quotis nien) st gleich dem .I".-_llr.'. des Ziahlers H'-'rr."_rf-'.r' e f.u.-.f.
L \-r';rr.l-r'.\.

Der Log. von 1 oder — ist Null. Der
der Brueh ist: der Log. von Null

cimes fdchten Brn

st unendlich ne Der Log. einer

lisgelbe in einen gemis

n Bruch verwandelt.

4, Izt wieder a=br, also loca=r; so ist

a*="b, also loga*=—sr=sloga und somit

|tJ.'_

; : : Ja .4 ey
—s&.loga; d. h., der Logerithmus einer Potenz (28) ist gleich dem Produlte aus
dem J"'_:.-FII-'J.r--.?r-"-'r.- und dem Logarithmus der Basis.

log a——= gloga 15t mit Benntz

i des gweiten Falles leicht nachzuweisen.

l. Wenn a*=¢. also auch [ c=aua ist; so ist
-".|1I_’_":’.—|H'_;'c' el
laE
loga——""EL sder
Il"'.'.'l oe=-"22. d, h.: der Logarithmus etner Wurzel [i e) tst gleioh dem Loa. des
Radikanden, dividirt dureh den Wurzeleaponenten (welcher aneh necativ oder ein Bruch sein kiinnte),

Dadureh ist das Radiziren auch fiir grossere Exponenten als 2 und 3 oder andere als soleche, die sicli in die Fak-

toren 2 und 3 aufldsen lassen, ausfibrbar gemache. (8. G4, Am

§ 67. Wenn man pun die simmtlichen Zahlen, mit denen man die Anssicht hat zu rech-

nen, als Potenzen der Grundzahl 10 des dekadisehen Zahlensystems ansieht {brig

rache I_,u;_".'l—
vithmen, Logarithmentafeln); so sind schon nach dem Obigen (§. 58., 1.) die Logarithmen der
verschiedenen Ordnungseinheiten ganze theils positive, theils negative Zahlen, welche anzeigen
in der wievielten héheren ader niederen (hdnung die beireffende Einheit steht.

Fiir alle fibrigen Zahlen sind dadurch die Grinzwerthe ihrer Logarithmen bestimmt, Jede
Zahl nimlich liegt ihrem Werthe nach zwischen zwei Einheiten: also muss ihr Logarithmus

auch zwischen den Logarithmen dieser Einheiten liegen; z. B.
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- 100 = . \ ; K
1. 3465 l[ ‘J |1LI-l|1:'- log 5346,5 ; f a3 log 3465 =24 m, wobei m der angemessene dchte Bruch

(Dezimalbruch) sein soll (auch fitr die folzenden Fille).

~ 10 =1 . )
1003 log 84,29 {1_.._._- 94 log 84,20=1+-m.

2. 8429 |
2 7513 =i low 7513 loz 7513=0-m
i O tl{; 103 T oL R B i ¢
= (0.1 f=—1 250 : AL
4, 035 I:} 13 log 038 (- 3 log 038=—n=1—n—1l=m—1, wobei n ein fchter

Dezimalbruch ist, so dass 1—n=m ecinen positiven dchten Dezimalbruch oibt
~ (1 o f=>—2 i ; z
01 log 0,047 teeaady log 04T =—(1=4n)=2—(l+n)—2=m— 2,

= 0001 [ >—3 o | : P o
i H,l}f]:m’i;__,_._““] : log 0,0055 :_{ 95 log 00008 =—(2 +m)=3 —(24m)—d=m—a.

5. 0,047 {

Ist ein Logarithmus gans negativ, $0 wird er urch portioll negatiz mit positivern Dezimalbruche und negativer

nmis Anzel-

ganzer Xahl hergestellt, man #u ihm sine nm 1 Zall, als die Ganzen des negativen Log

t t und dann den nepativen L thmus mit der positiven Zahl znsammenzieht

gen, positiv und neg:

Fiir alle Zahlen also, welehe nicht Einheiten des dekadischen Zahlensystems sind, haben
die Logarithmen zwei Bestandtheile: einen positiven Dezimalbruch (die Manfizse) und eme ganze
Zahl, welche angibt, in der wievielten hiheren oder niederen Ordnung, von den Einern an
{(dieze nicht |||'|[.-_(uy_ji]|1[;| cerechnet, die hiichste Ziffer der Zahl stehit { Charakteristil, sie charak-

torisizt die hichste Stelle der Zahl) und in jenem Falle positiv, in diesem negativ ist.
| ] !

nothwendig in den Loga nentabelien, raichtlich die Zahlen mit ihren Logarithmes

lten, die Gangen der Logarithmen mit anzuftihren,

Sowie aus der hochsten Stelle der Zahl die Charaktevistik ihres I.ﬂ;,:':tl'ifl'll!ﬂl.n s0 wird auch
aus der Charakteristik eines Logarithmus die Stelle der hichsten Ziffer der zugehirizen Zahl

ganz wie oben fiir die Orvdnungseinheiten erkannt, wenn nur die Mantisge immer posifiv ist,

DRITTE ABTHEILUNG.

Einiges iiber Gleichungen.

5. 6% Fine wvewisse Zahl kann durch zwei oder mehre andere auf verschicdene Welse

dargestellt werden. Da nun jede Grosse sich selbst gleich ist, so konnen zwei solche Darstel-

luneen doreh = verbunden werden und seben dann eine Gléichung, Liisst sich die eine Seits

durch Auflosune oder Zusammenziehung nicht auf die andere zuriickfiihren, 2o heigst eine solche

Gleichung eine alyebraische (analytische, identische Gl). Unter den vorkommenden Zahlen kon-

nen auch ecine oder mehre unbekanute sein: bestimmie, unbestimmie Gl Es liegt nun der Zweck

vor diese unbekannten Zahlen aus den belannten zu finden (die Gl auwfzulisen) oder zun zeigen,

ibekannte Zahl aus den bekannten unmittelbar ziusammenwvesetzt igt, was dann erreichi

wie

gein wird, wenn die unbekannte anf der cinen Seite allein steht, wihrend auf der anderen nur

I-I'l{:I‘.'..":il' 1l \I".'H'I.LEL"\]!II1'II \'!:]']ri.’llhl”'_!"ll \'IPE'E'.IH'II'I'I"lI: f'-l-'-'-'-'ll'l-"""."l'l-'"'-l'-'fl'.
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eheld

§.069. Um die in einer Gleichune stehende eine unbekannte Zahl in méelichst emnfacher
Weise aufzufinden und darzustellen, werden
1. die Nenner wes

man die ganze Gleichine mit diesen Nennern multiplizivt, wenn sie relative’ Primzahlen sind,

-':-'~'l']I=Ii||J flli1?:1"llf]it']J l“I'. iu‘l '-t'l'["]H'I! 1I‘ ['I!|\"]_\;I|||||-- \'::1']cu|l_l_:;.r_;. En:l.-:”

oder, wenn nicht, mit der Zahl, worin als der kleinsten alle Nenner ohne Rest enthalten sind,

Dabei kommen die Gesetze von der Multiplikation d

r versehiedenen Zahlformen zur Anwendung,
Ans— b= ex - wird ag — bex=¢*x2 |- ax.
2, Litset man dicjenizen Parventhezen auf, worin die Unbekannte steht,

Kommt - sie als Theil eines Faktors ver, g0 wird die nneedenteto

ition’ des Polynoms vollzogen: steht sfi

in cinem Radikand, so bringt man die Wurzelgrdsse auf die eine  Seite in, und erhebt dann die Gle

Potenz deg Wurzelexponenten (wiederholres Potenziven bei mebren Wurzelgri:

Aus (x—a)bh=¢ wird bx—ab—=c¢;
aus I I 1 Xl=C : \\.i'."] q4—X—=(r= "I- |

Nach diegen Verwandlungen zeiet sich, ob die nnbekannte Zahl nur mit dem Exponenten
| vorkommt (einfache GL) oder mit 2 als hochstem Exponenten {(quadratisehe (1) oder mit einem
noch hoheren (Lakere (1),

A. Ist die Gleichung eine einfache, so werden

3. alle Glieder, welche die Unbekannte enthalten, anf die eine Seite der Gleichung ; alle

iibrigen auf die andere l'_'l'li'J':ii'[tl, wodurch sich 1thr Yorzeichen findert.

Additionen oder Subtraktion Riicksicht davanf dass x positiv werde.

Aus b - ax= bz 4-¢ wird ax-4-hx—e-b.
4. Nun werden alle (GGlieder, welche die Unbekannte enthalten, addirt.
Produkte mit einem gleichen Faktor: §. 25,

Aus ax—+-bx=e- b wird (a<-bix=c-+h.
5. Endlich wird x von seinem Faktor (mit welchem man die sanze GGleichung dividict) befreit.

Auvs {atbyx=c-t b wird \_LI]1
Dadurch ist nun die (zleichung, wenn sie eine einfache war, aufeeltst; war sie aber eine

quadratische, so sind zwei Fille denkbar, niimlich: es kommt entweder nur x2 ein- oder mehp-
mal vor (reine guadratische GL) oder es kommt ausser x2 noch x ein- oder mehrmal vor

{_J.'r'-'.'.'-'---'fl-'-:- ’J."rt-""'.'".-'-fn'l-\-"."lrr' {-rl. 1=

B. Bei reinen quadratischen Gleichungen muss noch, nachdem die Glieder mit x2 zusam-

MEn Ferosen (Nr. 4.y, x2 van seinem Faktor befreit (Nr. 5.) und dadurch die Gleichung auf die

Form x*===a gehracht worden,
6. aus beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel gezogen werden, wodurch man aus
x2=-a zwei gleiche entgegenvesetzte Werthe: x=-t£1]/a und aus x2=—a etwas Unmogli-

(§. 15., B.)

ches fiir x erhilt.
C. Ist nach Anwendung der beiden ersien ohigen Regeln die Gleichung eine gemischte
quadratische, so werden béi N 4, zwei Zusammenziehungen vorgenommen: die Glieder mit

{
)
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¢2 werden addirt und die mit x for sich aueh; bei Nr. 5. befreit man nur x* von seinem Fak-

tor und stellt es positiv dar. Dadurch hat man nun eine Gleichung von der Form
x2tax—===b erhalten.

Dureh Anszichung der Quadratwurzel auns dieser Gleichung wiirde man nicht zum Ziele

kommen. weil die Wurzel aus einem Binome (x®zkax) ireational ist. (Sie kann nicht ¢in Mo-
nom sein, weil jede Potenz eines Monoms wieder ein Monom izt; auch nicht ein Binom, weil
das Quadrat eines Binoms drei Glieder enthile; chen g0 wenig ein Polynom.)

7. Das Binom x*-tax

ist aber der Art, dass ez durch L
zi einem Quadrate vervollstindigt werden kann.

nzung eines dritten Gliedes
Namlich x2 ist das Quadeat von x und da
4+ ax den ersten Basistheil x als Faktor enthilt, so kann es als doppelies Produkt des ersten
{x) und des noch unbekannten zweiten Wurzeltheiles (y)

alzo zEax—=32xy angeschen werden,
g0 dass y==t gich als zweiten Wurzeltheil ergeben witrde und sein Quadrat (=2 )" = =
(d. i. das Quadrat des halben Koeffizienten von x) auf beiden Seiten der Gleichung nur addit

zn werden brancht, um auf der linken Seite das vollstindige Quadrat eines Binoms

{ x4 = ax | '.: —(xt— ]3; zu erhalten.

Die nene Gleichung ist alzo

x2bax- A —A ]

8, Aus beiden Seiten die QQuadratwurzel gezogen, ergibt

rrm o Kl " =h) und hei x

9, das =2 auf die andere Seite sebracht, fithrt aul

==L (b als Endeleichune,

Die allremeine Grundgleichung sowie die Endgleichung enthiilt vier eingelne Falle, nimlich:
. x3l gr— L h x— ‘(2* Y 2 x2—ax—-Ab, x=4-2]/(n* b):
a. —b, x=—=12 (2*—h); 4wl __ax—e—hs x=—u, b).
Die hat hier stets zwei verschiedone Werthe, i

die beide pos
einander @

o2, &),
lich sein konnen (3. 4). Wele

1, 2, 3, 4] oder anch unmi

10. D). Hat sich durch Anwendung der obigen fiinf ersten Regeln eine (ileichung von der Form
zr—=l=q" .

A

eine retne hohere Gl ergeben, so In_'-;u-.u'v!aii-hl ithre weitere Aufldsung 1m
leemeinen durch Loearithmen, ndmlich:

n fog i a.

x=J/=£a umnd loex=—

1
11. E. Endlich kann die nnbekannte Zahl in einem I':x|:|l|||'::tvn (Potenzial- oder Wurzel-

exponenten) vorkommen und damn kann die Gleichung nur durch Logarithmen aufoelist wer-
den: logarmthmizsehe Gletchuna.

“ i A loer
a*=g¢ oder | g=gq pibt x = - :
3 O A
L | log ¢
. O o 10
ar—¢ oder =2 ribt nx = und x—— v
x = Lifig ! niorn
b (1] -|
a'=c oder I':'-—'{l. :ﬂ:l — und x— '; PR u. 4.
L il (s Figi |
§. 7O

Ber Gleichungen mit zwei oder melren unbekannten Zahlen lassen sich fir diese
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nur dann absolut bestimmte Werthe finden, wenn so viele selbststindige (von einander unab-
}I:'ill_u'i.u'('] Hll.'it'i'lll!!;’_ft'l] vorkommen, als unhekannte Zahlen.

Sind zwel unbestimmie ( Hl'ic'hlln_ul'u, mit denselben zweil unbekannten Zahlen in jeder _-_rl-_l_ru]wu,
so- schafft man eine der unbekannten Zahlen aus ithnen fort (eliminirvt sie), um ecine bestimmie Glei-
chung zu erhalten, aus welcher sich die darin vorkommende unbekannte Zahl nach dem Obigen fin-
den ldsst. Ist dieses geschehen, so setzt man ihren Werth in eine der gegebenen Gleichungen
und findet dann davaus die andere Unbekannte.

Bei drei Gleichungen mit drei Unbekannten eliminirt man zweimal dieselbe Unbekannte,
indem man von den dree Gleichungen zweimal zwei derselben verbindet (von den drei mige-
lichen Kombinationen zwei wihlt) und hat somit den vorigen Fall, nimlich 2 (rleichungen mit
2 Unbekannten,

Ebenso bildet man ans 4 GL mit 4 Unbek., durch dreimalices Eliminiren derselben unbe-
kannten Zahl 3 Gl mit 3 Unbek., wodurch der vorice zweite Fall erhalten worden. Auf
diese Weise ist das Verfahren ganz alleemein fiir n Gl mit n Unbek.

Die Methode aus 2 Gleichungen eine unbekannte Zahl zu eliminiven kann darin bestehen

I. dass man fiir die weozuschaffende Zahl aus der einen Gleichung den Werth sucht und
denselben in die andere Gleichung allenthalben dahin setzt, wo jene Zahl steht (§. 5., 2. die
Substitulion )z

2. dase man fiir die weszuschaffende Zahl aus beiden Gleichungen den Werth sucht und
diese beiden Werthe zu einer nemer ”ii‘il']JH!I;_" verhindet f\'} h... 8. die f\-ra.lr.l_lprr.n'r.'."t';.-.u_ nreht Ko
limation):

4. dass man die beiden (rleichurigen addivt oder subirahirt, wenn die weozuschaffende
Zahl in heiden H|:'i|‘]:|ln-;<~|| auf derselben Seite mit denselben Faktoren, Nennern, I‘:'(]]I?lll'_l\[l'j]
und beziehunesweise mit verschiedenen oder denselben Vorzeichen workommt (Addditions- und
.“'Jh"r.fa'-i.'i.'.’.fu.l:.\'.'n'"fl;uul"rj.

Dig letzte Methode wird auch dann gewlhlt., wenn die Bedingungzen

fiir sie mit Leichtickeit sich herstellen lassen.

Welche von den Eliminationsmethoden diberhanpt zun wihlen ist. ergehen die Umstinde.

Wenn micht alle unbekannte Zahlen in jeder von den in einer Auferabe verbundenen Gleichungen vorkommen, so

erreéicht man das Ziel doreh eine geringere Anzahl von Eliminationen,

Gliminationen fithren hisweilen von niederen Gl

bungen auf hohere und umgekehrt,

Algebraische Aufgaben.
&, 71. Wenn Il:':||{1'|.='."|u- _".11[:_{:[}]['11 jedingungen zu aleebraizchen 'f'.]'-:.--lmn_e_n-n enthalten,
20 heigsen =ie f-'-'lrrrl‘lu'ui'.-'r‘."-r=. sind so viele selbsstindize (;ll'il']lll]'ll‘_'l'ﬂ in der _'\u[;_{:tln- enthalten,
als unbekannte Zahlen, dann lassen sich fir letztere absolut bestimmte Werthe durch Auflosung
der Gleichungen finden und deshalb heissen solche Aunfeaben bestimmie: sind aber Weniger
Gleichungen als unbekannte Zahlen in der Aufeabe, so ist diese (wie die Gleichungen) unbestimmd.

abe vorkommenden unbekannten Zahlen aufzufinden hat man

i

Um die in emmer algebr. Auf

nur nothwendig
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2y alle in der Aufeabe vorkommenden Zahlen (auch die unbekannten) der Kirze nnd All-
semeinheit’ wegen mit einfachen allzemeinen Zahlzeichen zu bezeichnen,

) den Zusammenhang der in der Aufeabe enthaltenen Jedingungen so zu durchdenken,
dass man in bindicer Weise den Inhalt der darin steckenden Gleichung (oder Gleichnngen) il

daraus die Gleichung selbst darstellen kann. Das weitere Verfahren ist in § 689, und 70. enthalten.

1en zwei  oder unbekannte Zahlen vor, so lassen sich hinfiz' auns ciner derselben und ihrer Bezie-

1 Bekanuten aderen unbekannten Zahlen davstellen. Man muss es vermgiden, mehr unbekannte Zahlen

zu bezeichnan.

wendig ist, mit selbststindigen Zeicl

des Zusammenhanges Aufstellung der Grundgleichung kann nicht gelehrt werden,

T £ ] ine Rorel eeber 1
waben keine ol neine egel geben kann

sgerordentli
Binige Beispiele.

§ 72. 1. Von dem Orte M gehe ein Korper A mit der Geschwindigkeit a, von dem um

Wececinheiten (Meilen u. & w.) vorwirts gelegenen Orte N ache der Korper B mit der klei-

neren Gresehwindiokeit b friher aus um d Zeiteinleiten (Tage, Stunden un. 8. w.); wenn nun

A den B. auf seiner Bahn in n Zeiteinheiten im Punkte O eingeholt hat, welches ist dann die
Gleichune fir das Zusammentreffen?

@) [Der 'l.‘\_:-_'_:' des” A 1st nn |

der Wer des B ist (n--djb |

by der Unterschied der Wege des A und des B st gleich der Entfernung der Aus-

--';|'|].-_-'-']|I|_:|_]L[|' (MO —NO=MN), daher die Gleichung:

cin Produkt aus Zeit und Geschwindigkeit.

. ma—mI+q4).b=c :
Aus dieser Gleichung lassen sich durch '\-('I'.;illill-'l'l.ll]_ﬁ einzelner Bedingungen andere bilden.
Ciolt T nicht frither, sondern um d Zeiteinheiten spiter aus (freilich nicht so spiit, dass A
in der Zwischenzeit fiber N hinaus gelkommen wire); so iet atatt -d zo setzen —d und die
Gleichung ist:
9, na—(n—d).b=c.
Wenn beide zueleich ansgehen oder d=o 18t
i T — nh=c¢.
Wenn B zwar frither auseeht, aber A ihm von demselben Orte N aus nachfolot oder
0 18t; BO *-"'II||:
I, na=(n-}+djb.
Wenn B. dem A entgegen geht, also seine Geschwindigkeit der des A entgegen gesetzt
ist (=a. —b) und tbricens die Bedingungen des ersten Falles festzuhalten werden; so steht:
5 mal(nd-dy. h=4¢, indem hier die Summe der Wege Beider gleich der Entfer-
nung der .'\_1|=u':1||;'sgnll!|l'\u- 15t
Wenn fiir diesen Fall B spiter ansgeht:
6. na--{n—d) . b=gc:
Wenn sie zngleich ansgehen:

. nat-nb=rc.




Jede von dicsen siehen Gleichungen: enthilt so viele selbsstandige Aufgalien, als verschiodene Zahlen in ihy vor-
kommen [im Gangen 32).

[1. Zwei Stoffe, von denen die Werthe der Masseinheiten a und b sind, werden zu einer
Mischung (oder einem Gemenge) verbunden, deren Masseinheit den Werth ¢ hat: wenn nun der
zu einer Masseinheit der Mischung genommene Antheil von der ersten Sorte n. also der Antheil
von der zweiten Sorte (1—n) ist; welches ist die Bedingungsgleichung ? — Alligationsrechnung.

a) Der Werth des von der ersten Sorte genommenen Antheiles ist na,

b «  zmweiten . ; : - (I4-n)h.
b) Die Summe der Werthe der Mischungsantheile ist gleich dem Werthe der Mischung, also:

na-+(l—n)b=c.

Die Gleichung enthilt vier Aulgaben. — Wie, wenn ein Mischungsantheil werthlos witre (z. B. Wasser]?

Sollen m Masseinheiten (nicht blos eine) pemischt werden, so ist die Gleichune nn--{m -nlb=me,

III. Welches ist die Gleichung fiir den kimftigen Werth eines Kapitals, welches zu ein-
fachen Zinszen angelegat ist?

a) Wenn C das Kapital, p die Prozente, n die in Jahren ansgedriickte Zeit ist: so sind
Cnp
(R4
b, Der kimftice Werth K ist die Summe aus dem angelegten Kapitale (baaven Werthe)

die ]|_i:"1]'|r‘|gf'n Zinsen .
und seinen Zinsen, also die Gleichung:
- \ Cnp
!\.—l_ 1 I-.
100
Diese Gleichung Wsst vier Aufeaben aufligen, — Die Diskontorechnung.
I[V. Wenn man, statt a Rthl. nach m Jahren. b Rihl. nach n Jahren, ¢ Rthl. nach o Jah-
ren zu zahlen, (a-=h<-¢) Rthl, nach r Jahren (der mittlere Zahlungstermin) zahlies welches

witre die H{'il-lll_'_"'ll'||;_\-'-:_-_l'l|,']i~]]'|]“.._r i

. o . amp

a) Die Zinsen von a Rthl. zu p Prozent nach m Jahren sind |I|I ;
+ M
Linp

h ‘ n ey
100

o 4 eop
| R

{a==bd=gjr
- (a-b-e) - . r - Ly

i L0
iy Die Zinsen des Gesammtkapitales (a-b—-¢) Rthl, nach r Jahren miissen, wenn weder
Gliubiger noch Schuldner einen Verlust haben sollen, rleich sein der Summe der Zinsen von
den einzelnen Raten; also

(a=t=b - clrp nmp Imp eon
e £ 2o L dar (a-+b - c)r=am-bn - co0.

1040 T 100 -T“”]hu 1iH¥
V. Von zwei oder mehren Kriften bringt die erste allein einen gewissen Erfolg hervor in
a Zeiteinheiten, die zweite allein denselben Erfolg in b Zeittheilen, die dritte allein in ¢ w & w..

alle Krifte zugleich in Thitigkeit versetzt in n Zeiteinheiten; welches ist die Bedingungsgleichung ?

' - . i 4 ' ] . 1 * FFow n
a) Die erste Kraft bringt allein von dem Erfolge in 1 Zeittheile —, in n Zeit -,
= i ¥
zweite ] 3
% h ! b ?
. 1 n
dritte A bt . hervor,
[ G
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) Die Summe der Wirkungen der einzelnen Krifte in n Zeit ist gleich der ganzen Wir-
kung, also die Gleichung:
1
LU
VI. Von zwei Kriften sei das eine Mal die eine duvch a, die andere durch b Zeiteinhei-
ten wirksam, um die Wirkung ¢ hervorzubringen; ein anderes Mal wirke die erste durch m,
die andere durch n Zeittheile und der Eirfolg beider zusammen sei o: wenn nun in einer Zeit-
cinheit der Erfolg der ersten Kraft v, der zweiten Kraft s ist: welches sind dann die Bedin-
euneeeleichungen ?

a) Die Wirkung der ersten Kraft im ersten Falle ist ar,

zweiten - ’ - E - |J-'=.
frsten . }‘.\.'\'i'iH*tI . = AT,
Zwelten - . . . « NE,

by Die Summe der Wirkungen beider Krifte ist im ersten ¢, im zweiten o3 also die Be-
dingungsgleichungen :
1. ar+bs=g¢,

2. mr—4—mns=o.

VIL Jemand diskontirt zwer Weehsel, den einen iiher a Rthl. zahlbar nach m Jahren

(Monaten), den andern fiher b Rthl., zahlbar nach n Jahren und gibt fiir den ersten d Kihl.

mehr als fiir den zweiten; welches ist die ]‘:t‘ﬂin;_"LEIh'i:-';'.'ll'i"l'“”:‘—'"-'
Aus der Formel fiir den kimftigen Werth (Nr. TIL) K =C+
; ; 1008 100 6
;:|-in fiie 1|_|:' |1h:f_"l.'|| |‘ :I]|.l': = _‘l
£ '||||_|_._|||'|| T 0= np

Cnp 100 1K

(L]

eroibt sich C= TE Eet

VIERTE ABTHEILUNG.

Von den Verhéltnissen, Proportionen, Progressionen und summirenden arithm. Reihen.
A. Von den Verhiltnissen.

§.°73. Wird bei der Vergleichung zweier gleicharticen Zahlen a und b gefract, um
wieviel T arisser als a'ist, so nennt man diese Vergleichung auch ein arithmetisches Verhalt-
niss. wobel die Differenz b—a die t"l':l:ﬂ' heantwortet: wird aber gefragt wieviel mal b orig-
ser, als a ist, so heisst die Vergleichung ein geometrisches Verh. und die Frage wird durch den
Quotienten a: b beantwortet. Die absoluten Werthe ¢ fiir jene Differenz und diesen Quotienten
heissen  Verhilinisswerthe, die verclichenen Zahlen Glieder des Verliilinisses,

sreliedern (in die erste Stelle), der! Minuend und 1ividendns zn Hin-

n fiir die Differenz und den Quotienten werden als, Verhilliniss-
wehalten und durch das Wirtchen a—b—c md a:b=—¢, Nicht jeder (Quotient ans zwel

Ziahlem (3 : 15 Oh) kann als geometrizches Verd

i werden, wohl aber umgekehrt. — Jonachdem das Hinter-

glied grisser oder kleiner als das Vorderglied . heisgt ein Werhilltnise steigend oder fallend.

§ T4. Die beiden Glieder eines Verhiiltnisses und sein Werth sind stets von einander so ab-




hiingig, dass aus zwei Stiicken das dritte bestimmt werden kann: das Hinterglied des avithme-

tischen ist eine Summe, das des seometrischen ein Produckt aus Vorderglied und Verhiltniss-
werth. Daher kann

1. fiir a—b=¢ gesetzt werden a— (azte¢)==Ec und
2. r arb=—¢ vesetzt werden a:ac=ec.

Dieses sind solehe :1||;'1.-ILLE-5111- Formen der Verhiltnisse, dass an thnen das Wesen dersel-
ben erkaunt wird, so dass sie zur Entwickelung alleemeiner Gesetze dienen. '

Ider Verhiiltnisswerth des steizenden arithmetischen Werh. ist positiv, des fallenden negativ: der des steirenden
geometrischen grisser, des fallenden kleiner als 1. — Es ist falsch den Verhalmisewerth des ceometr. Verhillinisses for-
ponent N NeNe.

§ 7. Was den Verhiltnisswerth nicht findert, stort auch das Verhiltniss als solches nicht :
daher:

l. a—(azke)=(azkn)—(aztetn)==¢ und
‘). i H

f

4ac—an:acn—-—: =gl thes
| n

man kann, ohne etn Verlidliniss 2u stiren. setn Vorder- und Hinterglicd, wenn es arithmetiseh 15t

um diesellie Zahl vermelren oder vermindern und, wenn s ‘J.'r'f.w.r-”.':'.r'."nf'."'r tst, it deraellien Zahl mul-

J'.l'J.u."r':J'.r'..lr ader dividiren,

Lo i =a:b, d h: dos geometrische Verhiiliniss gleichnamiger Britche ist gleich dem Verhiilnisse der Zihler.,
Pl i m-=an:ar=n:r und daher ~: % —n:r, d h.: Briche mit cinerlei Zahler verhalten sich
gekehrt thre Nenner.
B. Von den Froportionen.

§. 76. Sind die Werthe gleichartiger Verhiltnizse gleich, so sind es auch die Verhilinisse

I, fiir a—(azte)==te und e—(etc)==cist a—(aktec)=—c—(eze),

2, J0r A sac=cund esec=0 isti iac—c: ec.
Eine zolehe I'i.-l'l'hi'lll||:ﬁ‘-'\'_[]I'[[']II.IH:_( wird Jl:'i'llfln'_.'.l'."rlr_'-'.u genannt; — wird durch i oelesen,

Dias Yorderelied des zweiten Verhilinizsses kann :_-;]v]rf: gein dem Hinterghede des ersten, also

. a—(az=e)=(aztc)—(a=t2c) und 2.oa:ac=acacs,

Diese Proportionen heissen stefige, jene gelrennde,

In jeder I'roportion sind swei Vordeeglicder und zwei Hinterglieder, also zwei are homologer Gheder: dann
nnd zwei innere, welehe bei der getrennten ungleieh, bei der stetigen gleich sind (dag arithmetische, das
Mittel ).

Die an digsen allgemeinen Ausdricken, welche zu b das Wesen der verschiedenen Proportionen charakterisiven,

sich ergebenden Walrl

dten sind allgemeine,
§ 77. Aus den alleemeinen Formen der Proportionen
a—(azte)=e—(ezke) und
asag=e:ec ergibt sich, dass
1, &n _f:rnl"i-i" arithmetisehen die Summe der dusseren (Flieder a {e=p) :-.l-":'.'"'l".l tal der Sumiane
der dnneren (azte)-+e und

2 in J.'p*r.l'.-;‘ geometrischen das Prodult der dusseren Glieder a.ce :,rl"r:_:r.-"r ist dem Frodulie
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dur inneren (Alieder ae. e, weil dort die Smmmen aus denselben Summanden, hier die Produkre

ans denzelben Faktoren bestehen.

In den stet y arithmetische die Summe der fins

Proportionen ist flir seren Glieder gleich dem |'1.n5.|ru|u'1| Miteel,

fiir. die geometrische das Produkt der fusseren Glieder gleich. dem Quadrate des Mittels.

. Ist in einer |‘|-“-|,“|-ﬁ“” ein Glied unbekannt. so lisst es sich ans den anderen finden.

1, @) in ¥x—a=b—ec ist x-}-c=a-}-b; also x=a-{-bh—e,

b) in a—b=x—c ist b+x=a-c¢, also x=a-4c—h,

3 - ah
¢} in a—b=h—x ist a-+-x=2h, also x="—

" ¥ { t-=—h
dyin ai—x=x—h ist 2x—a-+b, also x= ——

. . ab

2 a)in x:a=—bi:c ist ex—=ab, also x=
r

: g ac
b)in-a:b=x;cist bx=ac, alsno x—= =

' = ™ - h?
¢) in a: b=b:x ist ax="h2, also x—=—\

i

a.l"J in a:x=x:b 18t x2=ah, alzo \——I alb. Im Worten?

§ 79. 1. Aus einer arithmetischen Proportion ergaben sich zwei gleiche Summen, jede aus
zwei Summanden bestehend, Man kann also wohl aus zwei gleichen Summen, von denen jede
aus zwel Summanden besteht, eine arithmetische Proportion bilden, indem man die Summanden
der einen Summe zu #usseren, die der anderen zu inneren Gliedern macht,

a) Ist a--b=¢c-4d und wird dies z. B. mit

a-+¢—a—+¢ durch Subtraktion verbunden zu
h—e=d—a, so wird aus diesen gleichen Differenzen die Proportion:
c—b=a—d.
by Ist a--h=e-Lt ¢, so ergibt sich a—c=c—h.
2. Aus einer geometrischen Proportion cronben sich zwel gleiche Produkte, jedes aus zwei

Faktoren bestehend. IEs wird sich also wohl aus zwel gleichen Produkten, _'[t't|l'.-' aus zwel I

Loren |H".-II']|<‘I1|:|. "i}!l' '_"l'nllll‘{l"l.*l']l(‘ IIJ‘Ui]GII'TiI'hII I];llh'll I.‘I."Hi'!l. illl!': I {!i[‘ l“itl;'.f"m'“ des l‘i-!'-'l"l

Produktes zu #iusseren, die deg anderen zu inneren Gliedern macht.
a) Ist . b=¢.d und wird dies =z B. mit
ad=ad durch Division verbunden zu

T —, #0 folgt ans diesen gleichen QQuotienten die Proportion:
di:ib=n7re.
by Ist ab=c.c, g0 steht a:e=c:h,

der Frktoren aus den gesebenen Aunsdriicken (n—=h=
ache sein kann (a.c: a.d: boe: bd) und

1. Da die Wahl bezichungeweise der Summanden und

do man die gebildeten Aunsdriicke doppelt mit den gege-
emen verkniipfen kanny so ist eine achtfache Stellung der Glieder denkbar,
. Aus emmer

i) Die Vordergh

i, Ist ai ch, s0 ist es auch das andere,

:', =i, \_”1 \Il'!'}lrll!\'l'lt]|§_l'|'||. \\I.']l_'hl'

Proportion lassen sich durch Vertauschung der Glieder 7 nene¢ Proportionen
virh

g 3
aufstellen.

wie die Hinterglieder
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L. bei der arithm. Prop. die Gleichheit der Summen, bei der geometrischen die Gleichheit
der Produkte der #usseren und inneren Glieder und welche

2. die Gleichheit der Verhilinisse einer Proportion nicht stiiren, stiren auch die Propor-
Fit]]] :ll.‘" !'_“Ji"hl_' Jlil'l!t.

I. Ist & h=¢-—1-d, so ist auch A a—d=¢-—h,

1. faztn) <= (b 4 n)= (et u)4(dtn, ‘ L. (& ==n) — (d =k n)=(c 3= n) — (b 2= 7).

2, na - nb = n¢ -+ nd, 2. na — nd =ne —nb,

) daraus folgt:
e 1 b i il T ! 1 d i b
A T B Rl $ 3 B e T, ATt

4. (atn)+-b=(ctn)d-d; 4. (azkn) —d=(ctn)—1h; d. h.?

II. Ist ab = ed, 8o ist auch aid=uarh,
1. ne. nb =—ne, nd, 1. na:nd ne : nb,
1s o i i || @ L
3 R s
I n i1 I e | n ! m !
3. am b cn o dn, 1. an: u of :

3 daraus folgt:

{. 1:;|.||- e, d, ‘ 4.V arkd="1e:}b,
'

indernngen aweier Glieder kinnen auch die Hinterglieder betreffen oder man kann auch umid zwar 1) bei

Prop. e dusseres um eime gewisse Zahl vermehren, das andere fussere nm diess Zahl vermindern: 2] bei

ziven und dividiven. Dieses kaun auch mit den inneren peschohen,

isehen multiy

§ 81. Es lassen sich ferner zwei oder mehre arithmetische, so wie zwei oder mehie rep-

metrische Proportionen in eine zusammen ziehen (Zusammensetzen).
| B S h—c—d :_[”H at+d=h-¢

Z.m—n=o—pgibtm-+p=n-o |

aus beiden wird

(a+d)=(m+4p)=(b-4-ec)zE(n- o) oder
(azkm)+d==p)=(bztn)-4-(c=to) und daraus

(atm)—(bzn)=/{(e +o)—)d=tp), d h: es werden die Glieder dey apreh, Pro-

wrtionen nach der Reihe entweder addirt oder subtrahivt und die Resultate 1. s W,
IT. 1. a:b=c:d gibt ad=he

. WOTrans
Z.m:n=o0:p cibt mp=na |

ad L - -
ad . mp=he.no und =—— oder (§ 28., a. und b,)
i 1o -
diocdid e o :
am . dp=hn.co und . —= : und darans
m '!' n LL
# ] (L d
am : bn=co: dp und = folet, d. h.?
m i} (i} I .

I, Dde zusammen susétzenden Proportionen kimnen dieselbon sein.  Dies gibt eine Bestiticone von &, 80.. L b
md &, 800, 1L, 8.

riion stehenden Verhitnisse sind auch znsammengesetzte, 'Wie werden

2, Die din einer zusammen resetzten Pro

geometrische Verhiiltn ZUBAINT &I 2 t¥ Wie entsteht der Verhflmnisswerth eines znsg

Wie catsteht das aus stet
] may

i)
=yiz

x

Verhitltnissen zusammen ges

dife: 1} mix oder

ENEAmMmen Fodelate i’r.r:._ 15t
: bdi m &

Lis kann also ein Verhiiltmiss, welches die Gestalt cines einfachen hat (m: %), aug zwei oter mehren Verhlilinjsser
TUSAMMCN gesctzt sein.

4. Auch in einer zusamimen gesetzten Proportion lisst sich ein fehlendez Glied ans dén ander
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§. '82. Aus einer geometrischen Proportion lassen sich durch Summation oder Subt aktion
wewizsser (ieder (der Glieder desselben Verhaltnisses oder homologer) neue Proportionen hil-
o i F -
den. s sei:

1. a:b=c:d, so ist

S und da | Tt & oder
a L

a C it
i e . ath c-kd % i
— . go ist H 2 —=— = syoraus sich
i [ i (¥
a:(azEbh)y—=c: (c==d] oder (a=Eh):(ezkd)=a:c |'1‘;_fl|:r: d. h.: in -j.r-r.l',-;- geoin fi—
sehen .l”J"lJ.‘Jr-r'.'a'.-u {a:h—u0: 11_," verhdalt steh die Swmme oder Jr"{'_.fflf’-’"'lri dey (Glieder des ersten Ver-

Jiltniszes zur Summe oder f.r,.l.,r.r.j';'h: der (rlieder des zwetlen Verhiiltnisses wie ein Foar hiomolog

(a:c oder bad § 79, E. 3.).
9 Wenn a:b=c:d ist, so ist auch
are=Dh:d und daraus nach dem ersten Falle
(azte):(b=td)=a:b, d. hi: in jeder geometr. FProp. (a:b=c:d) verkalt sich
i J

dig Sumane oder

Differenz der Vorderglieder zur Summe ader [hfferenz der Hinterglieder wie ein
ok . 3 B
l'u_.-f."--;'u.r-"a'---.l' e I 2Lt ”f_rr-r- ."n_f!'la.-'h'l-.'.

Wenn a:h

(2 [a: | und
[ d - —n:b u. 5 w. fir mehr Verhialimisse; . h.
Bei mehren gleichen g h. werhiilt sich die Summe aller Vorderglieder zor Summe  sller Hinterglieder

pin heliebires Vorderg

Wenn ath

m Hintergliede.

d) (b == i di hi:
Wenn eine Raih o geomaetrische Verhiltnizse hilden, so verhiilt sich die Stmme
aller Zahlen 1 tzten zur Summe aller weniger der ersten wie zwel aonf eimander folzendo,
Ist a==b=fc=t=d=..... L1 s und a:h &, #lso b ae: so0 steht auch (s uj:|s Hy| Laesods ha?
C. Von den '!’1'04_4'1'{-;51'0:1::”..
§. 83. Bilden Zahlen (Glieder) in ihrer Reithenfolre stetice wleiche arithmetische oder veo-
metrische Verhiltnisse; so nennt man eine solche Reihenfolee beziehungsweise eine avithmetisel

oder geometrische Progression, welche nach den Verhiiltnissen steigend oder fellend 1st. Die Zahl,

welehe anzeist das wievielte Glied ein betrachtetes von einem Anfang

oliede ist, heisst der Zei-

ger dieses Gliedes.

2. In der arithmetischen Progr. st s Cxlied cine Sumine.

den Glhiede und dem Verhfilmisswerthe; ¢4 pinem g

wenn man den Verhltmisswerth

withmetische Progr., wenn die Differenzen, und dann eine peo-

en je rweler benachbarter Glicder in derselben Ordmmng eine bestindire (konstante) Zahl ceben,

aset gich vom Hode und Anfange an, also vorwirts und rvickwirts nach Belichen weit fortge-

letztes in Beziehung aul die vorhergehenden, wnd als ergtes in Bezielung anf die fo
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f. 1¥ie Zeiger bilden fiir sich eine arithmetische Progression mit dem Verhiltnisswerthe 1 und werden beim Rick-
witrtafortsetzen negativ.

§. 84, Weil jedes Glied einer Progression auf dieselbe bestimmte Weise entsteht, so muss
es em allgemeines Bildungsgesetz oder cinen Ausdruck geben, in welchem die Entstehung jedes
(iliedes der Progr. enthalten ist.

[st a das erste Glied, ¢ der Verhiltnisswerth, so sind die Anfangs,

1. der arithm. Progression a, azte, azE%¢, ad=3e, azkde.....

2. der geometr, ]Jru‘t_-"r Byl B0, ace, acd, gl e und die Zeiver dazu
| o, 4, D.vieivwn Daraus ist zu vermuthen,

dass das n*® Glied u
fiir die arithm, Progr. az=(n—1)e¢,
geometr, - a. "1 sein werde.

Fe kann nun in der That anf diese Ausdriicke weiter gebaut werden,

bestimmte (Glied der obigen Progressionen vichtic anseben, wie es wirklich der Fall ist, z. 1

wenn sie jedes

]
L

das zweite, wenn 2 fiir n gesetzt wird,

Wiren nun die obigen Aunsdriicke fitr das n'* Glied vichtie, so witede aus ihnen sicher
das (n 1y* entstehen, wenn man nur n—1 filr n in sie zetzt, Dadurch wird
az=(n—32)e aus az=(n—1)c und
.2 aus a.e" ), Wird im ersten Falle subtrahirt, im zweiten dividiet, so entstehen
in der That die konstanten Verhilinisswerthe ¢ (§ 83., 8.); also sind die Ausdriicke wirklich
je zwei auf einander folrende Glieder der Progression, so dass jedes das Recht hat, das Ge

Sers ']1‘:" ]’I'E'_{_"l'l'.“:—ll”l c'll]?,”‘_"'!'lll'li,

1. Btate der Ausdriicke

) Ay =, A= g

n—d, i nind

1 I gesetat werden,

ug—=, ne *
20 entsteht

arithmetischen und in der geometrischen Progression a

§. 85, Will man die Summe 5 von n Gliedern einer Progression auffinden, so stelt

a) fiir die arithmetisehe :

] a-+lazt=c) 6l b e F2C) sl oder
s=u-(nEc)tu2c). ... ... . (azt2e) - {az=c)+a, beides addirt:

28 w)p (a-Fu) e (aw) .. (- u) - (as=a) = (a-=u)eder bei n Gliedern
2r u), alsa

&

b) Fir
5 e, dieses mit ¢ multiplicint

n--ue; subtrahirt:

5 — L == {1

B — A0 ——al" ——ac® ., ... 00
B0—E=UCG—, WOIAls
(e—1)s=uc—a und

une

i
8= - I'."|1.\'I|"E||'.
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¥ % =T o 3 3 2 S
Ist die geometrisshe Progr. fallend (e<<1), 5o wird 5 === fir die Berechnung genommen. (Die Vorzeichen
des Zahlers und des Nenners eines Bruches kimnem verfindert werden.)

§. 86. Sowohl fir die arithmetische als auch fir die ceometrische Progression haben wir

hisher zwel Formeln aufeestellt:
.. a)y u=at(n—1)ec,
by s=2(a-u) und
2 ay 9=—a .88l
(W

My g=— | Aus beiden Formeln lassen sich in jedem der beiden Fille die ge-

meinschaftlich vorkommenden Zahlen u, a, n eliminiven und daher in jedem der beiden Fille

noch drei selbststindige Bedingungseleichungen aufstellen und zwar:

1. fiir die arithmetische l’l'irf;'1't'sh]|+11
o ! |n 1in yye .
¢) s=tlatat(n—1)ci=mnaz ¢ durch Eliminaton des u,

{ I — 1} Ny .
d) ‘=8 (n—1)et+u|=nuwm % ¢ durch Elimination des a,

28 T .
¢) u—=—a:zl [-_l Teaa t]v durch Elimination des n;

2, filr die :_f1'1|'|||"1!'i.-l'h:' I’I.'H:_"Tl'.‘:-"-l'.'lll-'
aca—l ., ¢—n on 1ia

o = i ——— durch Elimination des u,

i
. en=—1 [en—1}jn o LI .
dIrE= T e durch Elimination des a,

B o \n—1 3 yyr ® -
&)l =1 { = | durch Elimination des e,
§. 87, Jede von den finf Gleichungen (§ 86.) enthilt in jedem der beiden Fille 4 Grissen,

20 zwar, dags alle fiinf _.r‘:||_:~"_1|lluu'||.-'~rl':||1II|_'_{("|1 aug den 5 Elementen a, ¢, u, n, 8 zu it' VIETEL

vertreten ginds. Jede von den fiinf Gleichungren lisst also vier Aunfraben zu, in denen jede Grisse

aug den gegebenen anderen der Gleichung gefunden werden kann: also im Ganzen zwanzig
|-'J|':-'r-'-"--'.l-. Davon s five die arithm. [’|'|>I-_;'|', nur 4 _'\JJI':_I':||\|']| _<_'|']||isr||lx' llll:ldz':t-'.ibl"]l' {in ¢ fiir n,
in d fir n, in ¢ filr & und u), die anderen sind einfache; fir die geometrische Progression sind
e l1'||"|-'||%||'|_',_'t'|| theils einfache, theils reine oder :_-'l-lni.nl']n(_' hishere, theils ]u:_-:ll‘il||llti~'l'|':t'. Nach
Abtheillung 3 kinnen also nicht alle _\.|1|':__-';|Eu-|1 :l1|l:_l'1-|_|"mr werden.

D. Von den summirenden arithmetischen Reihen.

§. 85, Aus einer arithmetischen Progression kann man die Summe von je n Anfangs

dern hilden und diese Summen in der entstandenen Reihenfolee ordnen (das erste Gl der arvithn,

Progr. wird wicder erstes, Surme der beiden ersten zweites, die Summe der drei ersten
drittes w. 2 w.). Dadurch erhilt man eine neue :_-n«,=.-|;.-,1||_’i_nij_r ::_-'u-hHsh-u- I.'.L-i[u-aal'n];'-- von Zahlen.
Behandelt man dieselbe wieder ehenso und fihet damit fort, so heissen die auf diese Weise
:'.']ii]l[l'rl':1. Zahlenvethen hdhere avithmetizche .Il'r'u‘rr.-':'.\.u'r-ru.H, welche zu den summivenden Reihen
I"Iin't']',:illil'. oehiren, Wenn man in emer Reithe von I-|1'I|:E'||| nttn (Gliede das (n ] ) ahzicht
und die Differenzen zn dem je (n—1)*® einer neuen Reihenfolge macht, 2o heissen die neuen

Reihen ,"f.'”", rom el lien.,
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1) Schon die erste Differenzreihe ciner arithmetischen Progression wird gebildet von einer hestindigen oder kon-
stantem Aahl, dem Verhiltmisswerthe: also kann man die arithmetische Progression eine Reihe der ersten Ordnung nennen.
Ist von einer arithm. Progr. die summirende Reihe gebildet und sucht man von dieser die Differensroihe, so ist sie zwar

= -

die vorige arithm, Progr., aber olme deren erstes Glied und crst die zweite Differenzreihe wird konstant: daher eehirt

jene summiremde Reihe der zweften Ordnung an v, s w., wenn die nte Differenzreihe konstant wird, so gohdrt die cepe-

bene Reihe der nten Urdoung an.

2) Bildet man von einer arithmetischen Progression die summirenden Ieihen hiherer Urdnungen und sucht dann

ritekwiirts von letzteren die Differenzreilien. so fehlen, wenn man dadurch aunf eine arithmetische Progression rekommen

igt, vom der urspringlichen Propression nm so melr Anfangselieder, je hoher die Reise ist unid zwar
'y g !

fiir eine Reihe der zweiten Ordnung das erste,

dritten - die beiden ersten,
pien v Ir=—1} ersten Glieder. Die Anfancselicder lnssen sich crgfingen (8. 84., 2.).
4. dieht man vom dem nten Gliede irpend einer Reihe das (m—1)t¢ ab, so ist der Rest das nte Ghed der v rher-

gehenden Ordnung.

b, Addirt man znm (n— 1jte

das nt® der summirenden.

n Glicde einer summirenden Reilic das nte der vorhergehenden Grundreihe, so antstoht

§. 89, Setzt man in der arithmetischen Progression a=c¢=1, so erhilt man die beson-

iere z-‘lli]l'n||-'I'i'llf,:'t'f'.-'::i1lll

Un a2y Bk — B fi.....oooon, daraus die summirenden Reihen

2 il 3 6% 0 mdS TR e fan

. A5 i 10,900 B85 hGL Tn, e

7o L SR B e S (0 e o R w. & w. ks ist nun die Frage: welches sind fiir diese
Reihen die allzemeinen Ausdriicke ?

Fiir die zweite Reihe 1, 3, aEat o e entsteht der allcemeine Ausdruck ans na - ™ - L':'.-_

wenn man, wm auf die obige Zahlenprogression zu kommen, a=c=1 annimmt: also

e fn—1In HRE nin—-1|

)

1.2 1.2
Der algemeine Ausdruck der ersten Reihe n— ¢ hat im Zihler und Nenner einen um eine
L grisseren Faktor bekommen, um den fiie die zweite Reihe zu geben. Wahrscheinlich also
wird dies auch fivr den Ausdruck der dritten so sein, da die dritte Reihe aus der zweiten a0,
nin--1}) (n=2j

wie die zweite aus der ersten’ entstand. Nimmt man versuchsweise als das rvichtiee

1.2.4
: i i 4t 4 Lim{n—=1} r a . a L
n' Glied an, so wire das (n— 1) aus ithm s Nun aber ist in der That
mn—=-1} La) m—1lnn-L1) l—(n—1]].n(n--1) nin==1J e . <
1) i ! A 1 = das n'* Glied der zweiten Reihe.
1:2.8 1 3 1.5 3 foo

5

also ist jener Ausdruk das n*® Gl. der dritten Ordnung,
1) (n—+2) (nd-3|

L. 20304

(vanz 1in oleicher Weise izt das n* Glied der vierten “I'llnunj_[: ) und

ll:l:-‘- |[r-|' pben ) e nin—+1J..
| [ e

Diese besonderen Zahlenreihen heissen figurivie Zahlen,
§ 90, Fiir die arithmetische Progression

lajdzEe, ae2e, tack3e] Catkdel . ok (n—1)e ist die summir. B, d. 2%» Ordn.

3 ” | 1 . P
2. a, Zazke, 3azkde, da=khe, Ha-k Hiu‘..:::!ilul L6, die der 3n Ordn.
3. a, 3azte, bad=de, 10a==10¢c, 15a420¢ .. ...

4, a,daz=e, 10az=5c, 200t

e | , der 4ttn Opdn,

o0, 3da=zE35e. o

s entsteht nun die Frage: welches sind die allremeinen Ausdriicke fir die Reihen der
der 3teu, 4ten  pton Opdnung? Es kommt hier unstreitig auf das alleemeine Bildungsgesetz der

12
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Koeffizienten von a und ¢ an, welche die in § 39 entwickelten figurirten Zahlen sind, und

Zwar 1st

in der 2t» Reihe bei a die n* der 1 Ordn., bei e die (n—1)¢ der 200 Ordn,,
3 2 . Wi . SR |
4 . {3 g 3 E ST 4
- ; s 5 bR rE L : e
daher wird wohl
T $ Fy i nin=+1J HE n—1nin-1] .
das nt= Glied der Rethe der 8t Ordnung — e e g ¢ gein, was aunch
richtig ist; denn bildet man aus ihm das (n— 1)%, nimlich
n—2 1 : g . G
”'] 1}'” a0 ll_llll s I" o und zieht es von jenem ab, so bleibt wirklich
{ nin~-1) gk (o= 1_|_|||||—~'| |t { [n—1)n i (n—2) [n “.“..:- o |m=—1}n P
| | | | B | \ | 1.2 R P | T
Glied der zweiten Ordnung,
e ; 3’ 5 nin-1) (n--2}) (n—1jnn—1}(n--2} .
Das ntt Glied der Reihe der 4% Ordnung wird — ; .‘I I.] a=t e ¢ B,
||1||n—'|| In )| 1lnin 1)
denn zieht man das aus ihm gebildete (n— 1)t Glied nt Amlich A=t : : e

1.4 1,
von thm ab. so bleibt das nt der dritten Ordnung und so wird 11.1- nte (zlied emer Hulu der

2l . n{n=—=1)c. . A 0=—T 21 n—1).n...In—-r—2|
ren Opdnung zem ac= .
y ) B iRl | 1] B r

FUNFTE ABTHEILUNG
Einige Anwendungen der Proportionen, Progressionen und summirenden Reihen.

A. BRegeldetri.

a 'E.'], |||| ]1|-;]t;|i_;-'u-||i-|| L._-]u,-n '.\'1-|'|I|-_n ]|-,"|lLt'|_-_-' ;{\\.‘1-'1 m]_rr 1]1e‘hl":' 'L'["_':-il'llil'llll']1lll'|i'?1't' “ih:_'t, i!:.l'
in einer gewissen Abhingiskeit von sinander stehen. nach ihren Grosggen in zwel solehe Reihe-
foloen gebracht, dass in der cinen alle Zahlen bekannt sind (Angabe), in der anderen, worin die-
selben verschiedenartigen Dinge in emner anderen Grosse vorkommen, die eine Zahl unbekannt 1st
(Frage). 7. B.

a) 1. 4 T kosten 5 Gulden (Ancabe): wie viele Plund

le bekommt man fir 9 Guolden?
(Frage)., Cder:
2.7 Avheiter vollenden’ eine  Arbeit in 9 Tagen |( Ang.): wie viele Arbeiter werden in

en damit fertie (Fr.)? Oder:

) Wenn 10 Arbeiter in 4 Taoen 100 Sohachtruthen Boden auf 2000 Fuss Entfernung ah-
fabren (Ane.); wie viele Arbeiter muss man anstellen, wenn in 2 Tagen 50 Schachtrathen aul
1500 Fust Entfernung sebracht werden sollen (Hr)?

a) Linfache e i Kommen zwei verschiedenartice Dinge wor; so' wird das Ver-
haltniss' desjenigen, worin die unbekannte Zahl ist, nur vo demn, worin heide bekannt sind, ab-

hingen.  Behufs der Anordmung der Glieder fiir die i’m|mz-|i|:|| mugs man beurtheilen, ob bei
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der Verinderung des einen der verschiedenartiven Dinge das andere dieselbe Art der Verdn-
derung erleidet (beide wachsen, beide abnehmen: grades Wirken), oder ob bei der Verinderung
des einen das andere die grade entgerengesetzte ‘,Iq'['f“}{l{!["[l“-!_l: erfithrt (wachsen und abnehmen :
verkehrtes oder wmngekelries Wirken).  Darnach miissen

L. beim graden Wirken die Glieder der Angabe das eine Paar homologer bilden, die der
Frage das andere Paar;

2. beim umgekehrten Wirken die Glieder der Angabe innere, die der Frage #ussere oder

umgekehrt, wobei in beiden Fillen die Glieder desselben Verhéiltnisses gleichartio sein miissen.

&) Bekommt man fir a Geld @ Waare und fir b Geld 7 Waare derselben Art, so steht: a: b — @ 14
,5’; Wenn a-Avbeiter @ Zeit und b Arbeiter ,--f Zeit zn derselben Arbeit gebramchen, so steht a: b I.J-' oI/ B

Zuriickfithrung der Hechnung auf Einheiten.
b)) Zusammengésetzte ftegeldetrs, Kommen drei oder mehr 1'e-L'.-':']1'tl-dl'mlj':]w- aufl einander

wirkende l}inln_l;i.‘ i zwel verschiedenen ?‘,Ilri:ltm111-rllu'l'|1i'=1'i:_rl-]1 ]h-ihvi'u.l;gpn vor: so 18t das Verhili-

niss desjemigen, worin die unbekannte Zahl steht, ein aus den anderen, theils oraden, theils nm-
gekehrten Verhilinissen (je nach dem graden oder verkehrten Wirken) zuspmmengesetztes,
Fiie das obige Beispiel ist

10 Arb.....4 Tg.....100 S.R.....1000 F. diec Angabe,

X SRR e T (| R R 1 5 I 1 Frage,

Man konnte nun die frasliche Avbeiterzahl allmithlic einrichten nach

L. der Arbeitszeit: 2:4 =107y und y =20,
2. der Bodenmenge: 100:80=y:z und z= 16,
3. der \\'-l-;_f'FiizI;'l:: 1000: 15600 =z :x und x = 24.  Diese |'1'u]|u|'li|||u-|| veben als zu-

sammengesetzte
i

il :
100 : 80" } =10 :'x, was Kiirzer ist.
LOCK) = 1560

sind die Regeln des

schen Mittel file die Aufldsang i beiden Fallen =imid:

alicder des: en Verhilinizses we

Die Benenmingen werden in allen Verhiil

V erhilemis WOLI X seinem Namen behalton).

em im LT

* WRE el dussern, and un gesetar, woliei X mit Faktoren zu
verschonen st

Inners GGl

fi. e Propo

Die P

B. Vou den Eugelhaufen,

§. 4. a) Nimmt man in einer arithmetischen Progression a=1 und auch ¢==1 an, bildet von il

[ o L e i n die Reihe
dei2. [Chrd: T AEESTORSTaY, ST T und. die
0 1 1 o E nn 1} [n—-2} : Wy i S :
daegs Ord 4 D020 a5y ; ! — wie oben und denkt sich die Einhelten

8.9,
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dieser’ Reihen als Kugeln von gleicher Grisse; so geben die je n evsten Glieder der ersten Keihe
parallele Zeilen, deren Summen in gleichseitigen Triangeln licgen, weshalb auch die Glieder
dieser Reihe Triangularzahlen hiessen. Je n erste Triangel (1 bildet fir sich freilich noch keinen
'[‘r];l”;_.-p!] lagsen sich, vom _<_:-1-."|_.c_-.-[|-||, als r||1i::']:1.g_fl' ]H'f_{itl:li'ull AN llL'l‘i:::t'.ITi:_H'H _l_['ll'it’h.‘['i'ldll:_'“l.'ll E]':-'l‘:l~
miden zusammen schichten und desshalb heissen die Zahlen der obigen dritten Ordnunge drei=
."r;,f..-:'l.p' |IrJll_n'.l'rr,luiIrJl({fl,‘l.lJ'l.l'r-H.

Die Kunweln in den Zeilen der Grundfiiche liegen so, dase die der vorhergehenden Zeile in den Kwischenrinmen

der folrenden legen. Die ‘Seitentriangel der Pyramide sind kongruent der Grundfiiche und die Anzahl der Kuzeln in

siner Seitenkante ist so wross, als in einer Seite der Gromdfliiche und als die Menge der Zeilen in dieser.

1) Nimmt man in der arithmetischen Progression a=1, e==2 an und bildet von ihr

P S i ) S (2n—1) die Reihen
A2y Opdindy e lh: s B T n? und
3 Pt L 6w LA Dl R [ 00 s TR A e {20120 I:!-_H: g0 bilden die Zahlen-der zweiten (drd-

| P

nung {é“;u]]';l](l. sind also Tetragonalzahlen und diese Quadrate lazsen =ich so fiber einander
schichten, dass viercckioce orade I}_\"l'::ln"uh'n entstehen, fiir welehe die Berechnung durch den

soeben _Q:Lhilulq-nrn Ausdruck der Reihe der dritten {}t'lillllil_if f_L'l'ﬁt']Iil']li.

Aueh hior sind die Seitentrinngel gleiehseitipe, so dags zor Berechnung der Kugelmenge her einem vorhandenen
Haufen in dem obiwen allgemeimen Ausdrocke, welcher ans der Formel fir die Heihe des dritten Ranges (5. 88.] cnt-

standen ist, fir n die Anzahl der Kugeln in eimer Seitenkante zu setzen ist.

¢) Haufie sind auf Waffenplitzen und in Zenghiusern die Kugeln in langen frei ste-

henden Haufen, deren Grundfliche ein Oblongum ist, geschichtet. Ist der Haufen vollstindig

und sind in der Zeile, welche den Ricken bildet, m Kugeln; so sind in jeder von den heiden
Zeilen der ihn stittzenden Schicht m-+1, also i dieser Schicht 2{m--1)=2m--2 Kueeln,
Dicse Schicht stittzt sich auf eine dritte mit 3 Zeilen, in jeder m-2 Kugeln, im Ganzen mit
3(m-+ 2)=3m-+ 6 Kugeln, die vierte Schicht hat 4{m+-3)=4m--12 u. s. w. die n'* Schicht
n(m-+n—1) Kugeln. Sucht man von der Reihe der Schichten, niimlich
m | 2m--2 | 8m-+6 | 4m-4-12 die Differenzreihen:
m—+2 | m-+4 | m-+6 und
2 2
so ereibt sich, dass die Schichten einer Reihe der zweiten Ordnung angehiiven und dass der

v ein (flied einer Reihe der dritten Ordnung ist Wollte man aber die anthmetizche

Hau
Proer, m+2, m-+4, m 6 fir die Bildung der summirenden Reihen zum Grunde legen, so
kiime man nicht auf die Schichten und den Haufen. Man muss demnach noch das dem m -2
vorhergehende Glied m als erstes bilden (§. 33., 2). Setzt man nun in den Ausdrok [fir die

Reihe der dritten Ordnung, ndmlich in

nih-—1 Im—1jn{n==1) Lk s
AT Tt dag m fiir a und 2 filr ¢; so erhilt man
nfn—-1j (n—1)jn(n==1) (3m--2n—2)n(n-1) 5 . :
m - BT 9 — ils Formel fiir diesen Haufen, worin

1.2 1.2.3 12008

n die Anzahl der Kugeln in einer Seitenkante oder schmalen Seite der Grundfliche ist.




i) Ist ein linglicher Haunfen zwischen zwei Pyramiden eingeschichtet und hat er im Ritcken
m Kugeln, so liewen in jeder Zeile der zweiten Sechicht (m—1), in jeder der dritten (m

23,
der vierten {m—38) u. 5. w. der n'® Schicht m -{n-

l)=m—n+41 Kugeln, Sucht man auch

hier von der Reihe der Schichten, namlich von

m | 2{m—1) | 3(m—2) | 4(m—3) die Differenzreilen
m—2 | m—4 | m—~6 und
9 (L TE

so wird man, num fitr diesen Haufen die allzemeine Formel zu finden, in den Ausdruck fir die
Rethen der dritten Ordnung m fiir a und 2 fir ¢ zu setzen haben, wodurch

[ —2n+=2|n{e41

e

entsteht.
¢) Legt sich ¢in Haufen nur an cine Pyramide und hat er im Riicken m Kugeln, so lie-

wen auch in jeder Zeile jeder foleenden Sehicht m: also die Schichten enthalten

m | 2 3o s nm Kugeln und cehiven einer Reihe der ersten Ordnunge an,
der Haufen einer Reihe der zweiten Ordnung, so dass, um fitr ihn die allremeine Formel zn
. 4 lin :
erhalten, m na 5 ¢ fir a und ¢ nur m zu setzen ist, wodurch

m.nfn=-1)

T l‘]llbl{"hf.

1. In den Formeln fiir die Ber

houng der Kngelzabl in den finf obigen Fillen. nimlich

nin==1} (n—-2| 1=n--]
1.2..8 a8
: nin—1}{2n--1) nin==1j 1
| ] 3 I‘_: : i
in—— 1) |5 == 21 nin——1} T == 11 =11 E)==(m il 1
LA | - - . T}
1.2 58 1.2 3
p nfn—=1){3m 2 | 1{n | m -~ m n==1}—[m n==1)
LR 1.2 ]
y  Ojn==1}m nin-=1}) T == 11 ==1m

: sl nin 1) - '
! kommt dig nte Triangularzall als Faktor vor bei demn
1.2 3 s 1

9
gen Kugeln.,

dritien Theile welehe zusammen im Macken (such wenn eine darin T get) und den |

; beiden mit ihm pa-
rallel gehenden Zeilen der Grondfliche lieson.

den Fillen ¢ und d kinnen je zwei von den drei

otiicken: a) der Menge der Kurelo im lificken (m), #

ot
Sehichten oder der Kugeln in einer ikante wnd ¢) der Knrelmenpe in einer lpngen Seite der
Grundfliche {im Fg o 18t @8 m4n Ealle ber m—mn+ 1) zur Bestimmune des Hanfens dicnen, 2o di @ ilred

Aufgaber

wch  sind. [he obigen Formeln ent

Ihar m und 1

nnd dazw m oder nogegebon ist, ‘o mnss darags nooder m Lestimmt w

ten unmiit

1 lamge Seite

Girmmnil-

wehidem besichnneswi

m oder
1 15k,

arallel

3. Ist ein Hanfen |

mit der (Gr

liche nhpekiret, g0 miiszen dic

stimmungsetieke fiir heide Haufen
vou welchen der gerehene der Un

hied ist, hen

ein. Unter vier

rerschiedenen &

ken miissen hier ‘drei gegreben sein,
C. Zinseszins- und Rentenrochnuag.
§ 93, Ist e Kapital zu p Prozent angelegt eder bringen je 100 Rthl. Kapital in 1 Jahre
p Rthl. Zinsen, so folgt aus

100: 1=p:z, dass z= _p_ die Zinsen von 1 Rthl. nach 1 Jahre sind und dass aus

1 Rthl. nach dem Schlusse des ersten Jahres (1 - ) Rthl. =e¢ Rthl. geworden ist. So wird
in jedem Jahre aus jedem Thaler am Ende des Jahres stets ¢ werden. Wenn nun éin Kapital auf




510]
Finseszinsen aussteht, so wird das, was am Iinde eines jeden Jahres vorhanden ist, als Kapital
fiir das nichst folgende Jahr betrachtet und da jeder Thaler zu oleichen Bedingungen aussteht;
so werden aus

» Rihl. nach dem Schlusse des zweiten Jahres ¢.c=c2, aus diesen

o2 . . . dritten : a.ct=—c?, aus diesen
¢ : . . yierten . ¢.of—¢t und somit aus
[ b : n Jahren geworden e e oy i [ i L R T 3 (BT T

C ) ! ; : T SRR R . B B s L L

Demnach ist der kinftige Werth K des Kapitals oder die Summe des angelecten Kapitals

(! und seiner Zinseszinsen zn p Prozent nach n Jahren enthalten in

K=C(1-+ 2 ) wodurch sich vier einzelne Aufgaben (welche? wie?) losen lassen.

% ol 4 \F 1
. bei welcher der Verhdilt-

Heon Werthe der einzelnen Jabre sind Glieder siner reometrischen Progr

nisswerth gleich dem ervsten Gliede (14
94, 1. Es

ital o eriibrict und auf Zinseszinsen angelegt wird. Es entsteht die Frage: wie viel ist am

kann der Fall eintreten, dass am Ende eines jeden von n Jahren ein gewisses

e

Ka

Schlusse des n***Jahres iiberhaupt vorhanden ?

Die erste Rate @ wird (n—1) Jahre ansstehen und als kinftigen Werth a. e,

Zwoite o« e (s s By . . ‘ L
dritte - - - in—3) : el
drittletzte - 2 . : i, 82,
\'L||'|L'l?.ll' . l -i:t||1' . .0 It_"l'ill':i
letzte wird gar nicht mehr angeleot und bleibt, . .ooininnnnis R R

wssion von n Gliedern

Daraus ist klar, dass die kinftizen Werthe eine I:I'u===-'l1'-l.-t']u'
bilden. bei welcher der Verhiltnisswerth o 1st, wenn man a als das erste Glied annmimmt. Man

dart also nur in die frithere Summenformel der geometr. Progression (§. 85., &.)

ue—an E . i - <
e 1 fiir 1 und e die hier stattfindenden Werthe ae®—? und (1--.%.) setzen, wodureh
86—
i (14 pp=l (1T p i (1 o1 L e U
Q= / 1) . 1P T ol . & entsteht,
(1 J—1 (14,5 —1 b

&
2. Wenn susser obigen zu Ende eines jeden Jahres angelegten Raten zu Anfange des er-

sten Jahres ein -‘"\I:'.||||||]~.:'.|_r'l1ul . auch anf Zinseszinsen ancelegt wiirde; =0 wire die ganze Summe
nach n Jahren:

e B

= = 1 -

3. Kimen die n Raten schon zu Anfange eines jeden der n Jahre dazu, so wive der
orANze ]ci'lnf:if_'-jl' Werth

Q11— (Cand efon—1)

.
]

4, Wenn von dem Stammkapitale mit seinen Zinseszinzen am Schlusse eines jeden Jahres
a4 mit seinen Zinseszinsen wr,-:_gl{umnn_ g0 bleibt nach dem nt* Jahre

: on 1
Ri=Ce¢r—— T i




al

5, Kime a zum Anfange eines jeden der n Jahre wee, so hliebe
Lk cfeu 11
R11 = (Cen — oA
(i 1
6. Wenn im vierten Falle a prisser ist als die jihrlichen Zinsen des C sind, so wird ein
Zeitpunkt eintreten, in welchem das Stammkapital mit seinen Zinseszinsen durch die Riickzah-

lungen mit den von ihnen verloren gehenden Zinseszinsen aufoezehrt ist, so dass R!'=—o und
. fen—1) T . 5 :
Ceol=— o entseht, worin vier Aufgaben (welche?) enthalten sind.

Das Stammk oder Mise, die zurfickgezahlien Raten heissen die Bente, der Verwal-

ital neont man die i

ter deg Kapitals heisst Unternchmer, der Empfiinger der Raten Rentier.

Fitr den Fall 3 st das .":[:|1||[‘||\,;|ls"‘,:|| O gigentlich nm & 2u vermehren, fir den Fall 5 20 vermindern und dann

sind es die Fille 2 und 4.

SECHSTE ABTHEILUNG.

Aus der Kombinationslehre.

5. Nicht selten hat man die Frage zun beantworten, wie oft Zahlen oder itherhaupt

§
i_f'i.'::_rf-. welche man Elemente zu nennen |Iﬁ[':_-;'r, ZUSAMmen ;;1-.-‘1:-[]1 werden kiinnen, ohne dass
man hierbei an mathematische Bezichungen denkt. Gegehene Elemente kimnen theils mit, theils
ohne Wiederholung einzelner oder aller Elemente

1. zu je zweien, dreien u. s w. zn je r verbunden werden: Kombinationen im engeren Sinne ;

2, kann die Reihenfoloe der Elemente so lange als es miglich ist ahgeiindert werden:
Fermautationen :

d. kinnen die Elemente kombinirt und in den Kombinationen permutirt werden: Fariationen.

EKombinationen:

k 96, a) mat ||'."a,'-.l".'f'.".ll,.l.".'.rh:_,'_

l. zn je zweien {Amben) z. B. aus den Elementen a, b, ¢, d, e:

ab ]_H‘ od de

an bb ece dd ee ’

ac bd ece ) also die Anzahl=544--3-4241.
ad he \
ae

Bei n Elementen wird

daz erste zu sich selbst und allen (n—1) folrenden cesetzt, was n Komb. oibt,

Zweite . - . - (n—2) ' « (n—1) :

dritte . . : » (n—3) . ‘ «  (n—2) - . 8 L
drittletzte - . . den 2 letzten 3

vorletzte . . dem letzten . 2

letzte . . O I ST S e c LIS |

n(m==1)

Die Anzahl der Amben ist demnach die n* figurirte Zahl der zweiten Ordnung :

2. Zu je dreien (Ternen) aus n Elementen:




{1 |
]

nin—=—1|

= nimn==1j i =
Das erste 1. zu allen e 65 A e o et P gl S T R T Fernen,
. in lin » . |m 1t
Zwelte = ans den {(n—1) letzten El cibt -
. In 2] {n 1] n—=2jin 1)
dritte - : o (=2 . =
1.2 1.2
drittletzte - ' H . : : 3 ; @
vorletzte : v 3 . 4 e 2 : . ]
letzie der einen Ambe aus I Terne; also ist
110 I [ 2]

die Anzahl aller Ternen die n*® ficurirte Zahl der dritten Ordnung :
3. Zu je vieren (QQuaternen) mit dem ersten Elem.

. « Zwelten - - ~ .

dritten e
drittletzten 10,
vorletzten 4,
- - letzten 1, also ist
. . P . - & nfn=t=1] {n ) (n-r-3) 5 1
die Summe aller die n* ficurirte Zahl der vierten Ordnung: T und bei n Ele-
m—+1)......in=+r |

‘ fiour, Zahl der r*® Ordonune: >

menten zu je r ist die Anzahl die n*

-'-:‘,I (e ||_'r',,,J',-,.-,f..u"n'..'.'lr.f.
l. zu je zweien aus den Elem. a, b, ¢, d, e:
ab be ed de
ac bd ce Anzahl 448421,
ad be i
ae

Bei n Elementen wird

das erste zu allen (n 1) iibrigen gesetzt, gibt (n—1) Amben,
- Zwelte - . (n 2) - ‘ o (n—2) u. & w.
drittletzte zu den 2 letzten : . 2
vorletzie zu dem letzten . : I Ambe.

Die Anzahl der Amben ist also die (n— 1) fio. Z. der zweiten Ordnung: =

2) Zn |l dreien :
abe acd ade | hed bde | cde

abd ace hce
:Ll?“
T W R T O [ T R
Das erste EL zu allen - l'IIIII: U Amb. aus d. (- -1) folg. El, gibt f”. ') Ternen,
S ¥ In -1. i 2| J g 2] ] d : |n :.'-'III 2]
.2 T
fiinftletzte (] .o 4 letzten - b
viertletzte - 3 . 3 : . . 3
drttletzie « der 1 Amhbe sl 2 : . . I Terne: also
die Summe der Ternen ist die (n— 2)t figurirte Zahl d. 3t=» Opdn: & I?I‘lr“ = L):




1 = : . . = . [m—3)in—=2](n—
3. Zn JE VIeren it dem ersten 1',]l*||‘|t!]]|{l, ;_.';h[ e .‘I'

PR n—2Jin—1)n
zZwelter iy

Quaternen,

fiinftletzten - ‘ 4
+ viertletzten - . 1 Quaterne; also ist die Anzahl

aller die Summe der (n—38) ersten figurirten Zahlen der dritten Ordnung oder die (n— 3) fic.

h . n dIn—2)n—1]n M 3 . 1 X .
Z. der vierten Ordnung: ! ] .,'-'gl = and hei n Elem. #u je r die (n—r4-1) fio, Z.
der rtow Qrdn,: A _TTCHIN—Tralven T
! S T I
Permutationen:

-‘1\ a97. i) ohne Wiederliolung.
Ein Element steht natiirlich nur einzeln da: bei zwei El kann jedes die erste Stelle ein-
nehmen, also sind zwei Permutationen; kommt ein drittes dazu. so sind fiir dasselbe in jeder

ionen drei Plitze (vorn, in der Mitte, zu Ende), also 1. 2. 3 Permuta-

der vorigen 2 Permut:

tionen; fiir ein viertes El oibt es in jeder von den 1. 2. 3 vorigen’ Perm. vier Stellen, =0 daszs
. ‘27 3. 4 Perm. entstehen’' u. s.'w. sind fiir jedes hinzukommende neue EL so viele Stellen

rer des neunen  ElL

in jeder der aus den fritheren EL miclichen Permutationen, als es der %
angibt: also
die Gesammtzahl 1. 2. 8....... 000
LY, ”'F.-i.'ll'l-"i'.'rll'-'r-'l'.filr.l'.
Kommen unter n Elementen zwet oleiche vor, so werden diejenizen zwei und zwei Per-
mutationen, in welchen die gleichen El ihre Plitze vertauschen konnten. in eine ZUSATIINED

fallen, so dass die Anzahl nur

Kommen drei gleiche vor, so werden dicjenicen sechs und sechs Perm., worin die gleichen

El ihre Plitze vertanschen konnten, auch nur je eine bilden, so dass die Anzahl blos

) Bt e X ]
=4 5.6, .0

1.2 3

T : 1.
bei vier gleichen-

= * LS
bei r gleichen- :

1] Wenn von n Elementen r gleiche und noch & gleiche sind, so gibt es

(P 1) {r<-2)......n [s=1] (s

1. 5 R 4 1.2 3
2] Sind unter n Elementen r pleiche und die fibrigen (n
1.2.8 n =1Hr+4-2)....n (n

(1. 2...0) (1. =1l T 5.2 heein—1)-
Variationen:
§. 98. a) Ohne Wiederholung aus n Elementen,
1) zu zweien. Jedes der n Elemente kann gesetzt werden zu jedem der (n—1) fibrigen,
was n(n—1) Variationen gibt.
14
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2y Fu deetens YVerbindet man _i.-ch- der n (n—1) Amben coder Binionen mit Ijs'lll']ll e

1 Elemente, so wibt dies (n—2) (n—1)n

nicht in der betreffenden Ambe stehenden (n—2) iithr
Variationen u. 8 w.

zu je r Elementen (n—r41) (n—=r--2)..000.(n—1)n Var.

hy Mie Wiederholung aus n Elementen,

1. zu zweien. Jedes der n Elemeénte kann bei sich selbet und den (n LYy i'I|!1'-II'_"I'1| ste-
hen. was n.n=—n? Variat. oibt.

9 7Zu dreien. Die Ternen oder Ternionen erhilt man, senn man jedes der n Elemente
zu jeder der n? Amben setzt. wodurch m.n2=—n? entsteht, w s w. tritt mit jeder hoheren
\'<-|'|pi|ul|13;-;._- zn der fritheren Anzahl (nt1) stets noch n als Faktor, so dass

zn je r Elementen n* Variationen entstehen.
Der binomische Satz.

§ 99, Bine Anwendung der Variationen ist es unstreitiz, wenn man ein Binom (a1 b} in
ircend eine Potenz mit ganzem Exponenten (n) erheben soll: der binomische Satz im engeren
Qirne. Man musgs zu- diesem Zwecke (a--b) als Faktor nmal nehmen und die (n— 1) Multi-
plikationen ausfithren.

[si a—-b in die =weife Potenz zu erheben oder (a--b) (a-Lb) auszufithren, so muss jedes
Gilied des zweiten Faktors (a--b) mit jedem des ersten {a-b) multiplizict werden, wodureh
2. 2—9: (Glieder entstehen, die alle Variationen mit Wiederholung aus a und b zn zweien ent-
halten: aa, ab, ba, bb.

Soll a--b in die dritte Potenz erhoben werden, so muss jede der vorigen 22 Binionen mit

den Basiselieder (zu einem Produkte) verbunden werden, wodurch 22 Glieder

jedem  de
entstehen. welehe alle Variationen der beiden Elemente zu je dreien mit Wiederholung davstel-
len: aaa, ;l'.l]r, E'l]J'.i_. ably, baa, bab, bba, hbh.

y enthiilt 24 (Gheder 1. & w. die nt Potenz 2¢ Glieder, worn

Dic¢ vierie Potenz von a

alle Vamationen der Elemente a und b zu je n mit Wiederholung dargestellt sind.

Die n Stellen jeder Variation enthalten entweder

nur ‘a oder nur...... B e LT3 L W |- i o o F 24 s e N P gar St o s S SRR o

ferner a (n 1)mal und b 1mal, sind also a®'b eder a 1mal und b (n— 1)mal, sind also abn—,

afn—2)mal - b 2mal, : a*2h? . a Zmal - h{n—2)mal, a2hn

:l{:L——-'JJrn:l'l « b Amal, . - Lpp—thE . g 8mal v b (n—3)mal,: adhu

fiberhoupt & (n—r)mal -« b rmal, « o+« av—hr . armal - b(n—r)mal, - R
Diese Varationsformen sind Produkte, welche addivt werden sollen. Da pun dag Element

b nach der Reihe 0, I 2y 34 4. i nmul und

i e . 1, (n— 1), (n—=2) (n—d), |!||-----1_j,__.,|s|ur1f vorkommt: so las-

sen gich  die- 20 Glieder in.(n==1) Glieder zuzammen zichen: [a bei ‘der Bildung der Theil-

produkte ein Permutiren der Elemente a und b zu je n mit Wiederholung stattgefunden hat, so
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wird jede Zusammenstellung aus einer gewisssen Anzahl (r) von Elementen, deren jedes b ist,
mit den (n—r) lnt]'i'if_*l'll- deren jedes a ist, so oft vorkommen, als es die Permutationszahl mit

Wiederholung anzeigt. Also sind die Koeffizienten [Binomialkeeffizienten), welche dies angeben,

bei av=1bh und abs—1........
gh—dh p2hn—1 IIE'
)
" 2 1]
an—ths. . gab T e wi
B
at—thy ar i) | et n fn—r<-1)n—r-42)......[«0 1)
\ : S R T | e [ AT | 1.2.3 r

Nach diesen Auseinandersetzuncen ist also

1 X -2 Lin =r==1]..n—2
a4+ br=aqan - na"—h “| b4 = 1 L“ e “an—iha, . = :I ,“L-u S al—r
) ot A LR
[n—2) (n—1)r : (il 1}
8 [y e A I“ athn—2-L pahu—t | hu,
Lalood 1.4

Um die (zheder der nten Potenz von a—=b zu erhalten, hildet man aus a and b dic o

die

chen Kombinationen mit

Iung und in jeder besonderen Kombinatic

Aunzahl der jedesmaligen Permut:

e Gilieder s _:I'I.‘;Iil.‘ wenn b - gind ; jedes zweite Glied von den anfl einander folrenden

iv 18t, n mag grade oder ungrade sein; sind & ond b

osItY oder 1 achdem n grade oder ungrade ist.

taltet ist im

achdem der E
Falle

anf die Bestimmmng der Wahrscheinlichkait

[¥e Gl ahl ist

2 heiden

ersten Falle daz mittelste

Anwendnng der
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