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Kz muss in Erstaunen setzen. dass die triconometrischen Funktionen, welehe von den
Indiern emige Zeit nach dem Tode des grossen Mathematikers Ptolendins entdeckt wariden. in Ver-
bindung mit dem 1m 17, Jahvhundert dorech Deseartes and Fermat aufeestellten Coordinaten
Beorft nicht mehr anseebeutet simd. bevor man  dazu iberesine, nene Fanetionen sa o sehafton

Coeven und Fliichen von ungealmter Formentitlle und Schinheit lassen sich mit ibrer Hiilfe

finden.  Leider nmmss ich hier daranf verziehten, Figuven beizufiigen, indessen sind ja in
~analytizche Form der Bliitter® fast 150 Figuren bereits von mir veriffentlicht worden, . Dies
Arbeit wird sich vorwiegend mit Frochttormen beschittieen, doeh auch eelesentlich ander
organische Gebilde nnd verwandte Formen heranziehen. Zunr Anwendune eelaneen o ngraphischi

Coordinaten, so dass nnter (ff SLELS die geograplisehe Liinge, unter & di :'l'-.-:':'.‘l|l||.'"--'||l' Breite

verstanden sein soll:  dabei ittt ¢ von 0 bis 860, & von 90 bis == 90 Dem ent-
sprechend werden anch die Begriffe n, Meridian fiie i nound p. Breitenlinie fine 2 P ae-
brancht werden, ebenso Norvd- nnd ?ﬂ'illll'||u| Tiie o L), _"\,I'I|||.|'|||!' e & W,

e Art der Behandlone mnterscheidet sich wesentlich von der in der Flichentheorie
voreeschriebenen. imdem die infuitive Anschanung zo leisten hat, was sonst nur dureh i
denkbar sclwierigsten Rechnungen zo errveichen ist.  Man versuche nur einmal die Haup




[Criimmungsradien nnserer einfachsten Fliichen zn herechnen. die nnechenren Aunsdriicke werden
car hald vor weiterer Rechnung abschrecken.

Im alleemeinen werden wir von einem vorliesenden Natoekorper den Aequator und
dchengleichnmg  antstellen, die belde enthiilt.

ilen o-Mervidian sochen mnd damm die B
Besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung bei Rotationsflichen, bei denen wir

stets 9 0 ab Rotationsaxe nelmen, Der Aequator ist dann ein Kreis, alle Meridiane sind
eleich, also wnabliingiz von . Daher lanten alle Rotationsflichen

I (&) = B, die Seeigelform

I a--h sim® Die Birne bhat iiberall anniihernd den Axen-
sclmitt Fig, 40 (analyt, Form der Blitter), daher ilre Gleichnng

1 32 1 B sing 94 sin 34, Der Phrsich lantet efwa (Fie. 43)

I 50 V1-Ltsing: die Apteleleichung

L]

I 100 ¥ 1 --=sind 30 (14

sin™%).  Will ich die dor vezeichneten
Figmren verwerten, so muss ich sie neeative mm 907 deehen, damit die Syvmmetrieaxe zur
Axe o = 90 wird; dabel ist zn setzen fiir cospy
cOspd, wenn p L n
cosp . I k11
siup . P in l
sinp# . p—=4n—1ist. Fir Worzelansdriicke giebt
dic Reihenentwickling genfigende Auskunft, so geht z B
10— = Y 10 - S
V1 - cosg iiber in - V1 -4-sind.
In den meisten Fiillen ist aber der Aequator kein Kreis, Ein einfaches Beispiel wirid
nns zeigen, wie wir dann verfahren miissen.

Wir wollen die Gleichung einer Fliche aufstellen, die den Aegquator r 1 -} cosy

0823 hat und deren (0 Meridian lautet: r 2 - 8in & 4 eos2d 4 das geht. da sie beide den
Anfangsrading v — 3 haben.  Dorch Constantenvergleichiung und Beachten der Bedingune, dass

1 eindentie sein muss fie & 90 erhalten wir

I a-—h eosp - (2 a by cos23 g - (3 a) sin (1 i) eosn I cos g sin o
(1 ) Cosegn oS0 F [ ] h) cos23 if Sin o !- {a ' h— 1Y ¢tos2y if co=Eh e
da aber v auneh im Sidpol (2 90 eindentiz sein muoss, kommen noeh hingn die Be-
dingungen b—o, a—2, so dass unsere Fliche lantet:
I 9 L ain & = cos25 3 I'."l‘clf-‘}-',f ! CORf 1)L
sie hat anf demn Kegel - 18 die Breitenlinie r 291
o 30 2 I 1.59 L ¢ns o | <'||<":;r|f
N a4 7 It 2,51
4, ik i I’ 195 - C08 ¢ - COSE3. o
o Ba B I 1,69
of Al - I 041 -1 cosg - cos8y
o a4 - I 1,19

o V2 2 I 0,05 < Casiy l Cos=Hy
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ity o = 00186 1 =8
4 a0 1st 1 I
Aaf jedem Meridian findet die Beziehung statt:
ll.'} !l.'.f = ]I-" {- 18 II-'J -+ 18 3,92 =1n 5 JHI (= i .'J'il--- :hi'
1 I 2 2
Ant jeder Breitenlinie: v r - r 2 e0s2h O cos P— 1 g6
: f 7, %30 ¢ 30 TERL 5
Der 0. Meridian ist r = 2 -~ &in & -~ cos25d
300 e S 1 G oin & —0.18 cos25
(). = ] 2L anak- L5 co=end
. & S 2 a4 CO=En
120, - - 1 2 - sin o (O ensen
150, = 2 R T .87 cos2hlt
[s0, o oo T 2 - sin 9 eosIng
Der (z-fn). ist derselbe wie der (se—n). Der 30, weicht selr wenig von r— 2-1- sind

ab, welche Fliiche wir uns als Niveaunfliche vorstellen kimnen:; der 150, weicht am meigten ab.
wie der Factor von eos?Hd zeigt, er hat die spitzesten Lappen und besteht ans 3 Zweigen.

iie vomn Pole ansgehen, Zwischen den Hovizontalkorven, die fiie o = 18, 1+ 54, Kreise
sind, evheben sieh sewissermassen Bevee mit den Spitzen o 0, G0, 120, 180 und & 2.
S, 0, —36, —72: I Ganzen 80. Diese Berge sind getrennt durch die Mevidiane ¢ 30.
90, 1500 . . . Zwischen den Bergen befinden sich Thalmnlden ¢ 30, 90, 150, 0,

34, 72, im Ganzen 30, Fiir 9 J0 haben wir weder Berg noeh Thal, sondern eine

Art Abhang, der im 2. ind 3. Quadvanten besonders steil abfillt,

U diese Fliche zu zeichmen, stelen uns  verschiedene Mittel zur Verflioune, Wi
kKinmen die schrfige Pavallelperspective zu Grunde legen, bei der die Diazonalen des Quadrates
sich unter 307 schneiden, withrend die eine auf 1/, verkiivzt erscheint.  Der umschriebene Kreis

el

erscheint dann als Ellipse sie dient zmndichst als Grondlage fie die

I | --.';-i.‘-"ih'-'rjr.

perspectivische  Aequatorconstruction und  giebt parallel verschoben  einen Cierschmitt, des

Keopls & ests,  Ktwas deatlicher wird die Fienr in der Ellipse r wihel

V145 sin’ g
die Verkitrzung 2/, betviet mnter 80% Ieh zeichne die z-Axe senkreeht zur x-Axe. hierzn unter
1a0" eeneigt die y-Axe, dann die ]':”f|l.‘-|' deren Radien &, heissen sollen.  Der Schnitt des
Kegels =& mit der Fliche soll anfoefunden werden, Zu diesem Zwecke verschiobe ich die
Ellipse auf der z-Axe nm gtegdy. Die Fliche r = f (g, &) wird gesehnitten in einer Clrve
deven Projection ant die xy-Ebene lautet

o — vosthy, F (g, ). Um diese ebene Curve perspectiviseh rvichtie zn erhalten, muss

ich, ausgenommen gy und g, die Linge veon o d seine Richtnng verindern, Ks entsprechen
-“i"'l L] ||II1| e Oan I]II1| Eans Oyg0 Tl E180- [Das 4. 1\1-]:'|||'.~a I||'1|| 'l"alf I'lllhp]'il'h!. l-|'||;||||- 1'~'||
durch  Ellipsendurchmesser, die ich parallel zn den Seiten des eingeschriebenen reeuliven
Vievecks, Achtecks usw. ziehe. Habe ich das zun gy ehirige ep gefunden. so trage ich 0y
'.I

aut &y ab, ziehe im Endpunkte eine Parallele zur z-Axe und bestimme den Schnitt mit
1)
dem Kegel, inden ich aueh in seiner Grundfiiche & | ¢ o ziehe und die zugehivice Kegelseife
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ziehe, Da diese Constrmetion im  alleememen zn umstindlich sein

Frontperspective anzunwenden, ili
ist der fitr die Mittelpunkte aller y-Ordinaten

[z [=ung eine

i"\l il'lj‘l('ll

ceometrische Ot

wirdl,
Anfrabe

LAY

Wenn o und o die Coordinaten des geometrischen Ortes sind, haben wir
I' GO a easil
' . 3 y Yin . . S o
= =111 1f O =100, Cdie] hel=st der Ot
1 ;s :
o . el . — |, Sop erhalte ich z B. :
¢ | o COSEH Vi a0t
I h—— 2 Cosy 3 cosTey (Fig. 21) als peometrischen Ort:
1 _' ep=al 2 oensTil
i ) + -
- | | 3 eosdal l | D oense il I [ =k sy T1
Ordinate alleemeiner mceht sondern der alten betr; 20 150 21 =etzen
£ 11
o K n: in? 1) cos2i
Gias ey
COser 5 —, Diese  Arvt der Gestaltinderung
Fne (n= 1) cos=y
elliptische nennen, da bei ihre die Ellipse
i 1
I ——  wirdzu r , — ils0
Ki ¢ s5iny K1 (n* - en2—1) sin 2y

Fiir 1 } erhalte ich z B. aus Fig. 11 die hekannte Blattform:
i ; CORM)
0 — | 1 I, Diese Erkenntnis
= ¥4 Seosdn A LBl T} S Cassge
nmgekehrt verwerten znr Vereintachung von Constructionen: es liece z B,
das Bild zn liefern von
il or o] vl
i f & I LR ] |'J‘ i i If
¥ ] I_ % g I 9] Lk . I
I n? (n2 1} cos2y ¥ nt (1= 1) cosg Vin (1=
a0 zeichne 1eh 1 difa=l=h COs | |'|-_-".'I,-| nnd sehneide nachher von i| ier
In dhnlicher Weise, wie ich hierdwreh die Gestalt einer Figwre nach Bedart
ich sie anch gedrungener machen. indem ieh diezelbe Methode anf die x-tlo
dabel ist #zn setzen:
1 GOl
I 1] F1i BiE 1) cos=i ¢ CORey - %
V1 {n= 1) o=y
hesprechingen ist eine 1.|'||||||I|-]'-|||'I'|]“',ihl'lli' Darstellune unserer Flichen, he

£gp entspricht, hitchst einfach.
Als dritie A,
von Meridianen zu zeichnen. ansznschneiden

o |||'||i
Fliichen darzustellen.
il

i beste LETLS DM

gsukleben, indem man Keile sinschiebt, die die Lingendifferenz einhalten.

art 15t sehr einfach. ertordert weniger Zeit und vermittelt
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Nach dieser Abschweitune ither das Zeichnen. kehren wir
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md anch, wie man nach Belieben eine andere gerade Zahl erhalten kann, z. B. 82 Berge
wenn man coshp und  cos2hd oder cos®*Zg und cossd benutzt. Unserer Flhiche lieot zu
Grunde die Rotationsfliche r — 2 - sin %: von ihr bleitben nur erhalten eewissermassen als
Ufer. wenn wir uns die Muolden mit Wasser ansgefitllt denken, die Breitenkreise 9 ~ 18,
A die beiden Pole und die Mervidiane, filr die

I'IJ.‘-'-’.”rlJr ! Gy | (8] I-'~1_ |I!|| |ii|'-c|' Z11 |-|':'|;1]I|'||_
stubfraliere ich:  cos¥fEg 4 sindy 1 (0. Dann habe ich
sin23y cosg, welche Gleichung im 1. Quadranten drei reelle
Wnrzeln hat bei ungefiihe
il i
i 2d——, 400 71

Waollten wir die (Gleichung des Gehduses der ervossen Tellersclnecke nach dieser
Methode aufstellen, =0 hittten wir znndichst den \,|-||||;r-'_|||' und den O, Meridian ndétie, [y

Apgnator ist eine Spivale, die bei vorliegendem Exemplare die (0-Axe (von der Spitze

Munde)  in den  Entfernuneen L2040 8 mad 16 mm scelneidet, demnach  ist  seine

]
f
a:llf |
G leiehnnge I D : Der . Merdian® besteht ans sich berithrenden Kreisen mi
- | | - : ; g 3 3 |
den Radien ——. . 1. 2. 4 mm, wiihrend ihrve Mittelpunkte die Entfernung —, —, &, 6, 12mm
1 = 4 § .
von der spitze haben, also lanten =ie
- | 3 . FEdi I
= ' COS o — | i s () usw. his
LG 2 e
I 143 24 r cosp <= 122 0. Das Produkt dieser 5 Gleichungen

ergiebt dann den O, Meridian: indem ich il combiniere mit der Spivale als Aequator. er-
halte 1ch damm die Flichengleichung, die aber im ndiehsten Jahve sehon nicht mebr stimmen
witrde, da die Selnecke das Haus verevissert.  Deshalb und um die Gleichmne in handlichere:

Form zu erhalten, stellen wir folgende Ueherlegung an:  Der Kreis in der #=FKbene mit dem

Radins ¢ und dessen \]fill'||lllll|il Vit Punct die Entfernung a hat, ist
e 2 ar cos e 0. Wenn dieser Kreis gun die Axi
; : : - TR : ; a 3
[ 0y votiert, =0 dass sein Mittelpunkt die Spirale beschveibt. die dmeh E : 3, usw,

gehit und sein Divehmesser stets gleich dem Abstande der beiden benachbarten Windineen

ider wesprimglichen Spivale ist. dann beschrveibt er nnsere Fliiche, daher ist zn setzen

|'I|' |
A
= B. 2"
2 o I r ., wobei v der Aequatorspirale
i e if
f
) |
- £
angeliirt, also 2 e R il
[}
..,f .
7} e . Demnach ist die Schneckenhansgleichune
i { f
/ / | ®
) b

vi o S s B - 3 o =k ' GOS8 ] ! 0 oder




hieraus

Der 0.
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Meridian enthiil

t die

verlangten Kreise 1

repss -9 % 0, woraus folet
)
(3 cos O 1 Y gin?d).  Als Aequator haben wi
i ¥ a e - -
] (), welche beiden Aste aber denselben Wee machen,

= (3 cosd + } | Oain2d), =
)

L1 2

(3 cosd K1 O sin &) usw, Ist | 0 sind (0, also der absolute Betrag wvon
) 199 20,18 so existiert die Fliche nicht, ist ¢ — -~ 190 20,18, so beriithrt dieser Kegeel
unser schneckenhans, st 16902018 & = 192018, 50 wird von diesem Kesel unsere
Fliche in 2 Spiralen geschnitten, die fiir 9 O zusammentallen. die aber in allen ithrigen

Lagen symmetrisch liegen zur Spirale

‘-|-:|I:|'|'~.

i

«)
cogg = . Fie die Beriithvuneslinie liaben wir
-}
— ¥ 2 . also
i
i) —it
f
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. welehe Ranmkurve die Projektion
I'I|' . . I
2= in der q-Khene hat,

Manche Friichte haben Wiilste, die sich von der Basis his zur Spitze hinziehen, he
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ichte.
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viele Cacteen zeizen diesen Charakter selbst. Wir nelimen als Beispiel.,

Kirper autzustellen sind, die Froeht des orosshlittrieen Evonvinus, sie ist anndlierd

dqten Flilgeln und 65 niedrieen Willsten  dazwizchen von  doy

Diaher st der Aequator

2 p=Khene zn nntersnchen, d;

Setzen

Querschnittes im

Mantel

Wil

o

rosind und o

COTsEANS,

Wi

A ]
3 (eosPp —— cos2hp), der (0. Mevidian
'lf v 4 g e

b COS cost— ), T ilie Fliche lantet

.1 | : ot . i e . .

i 1 5 COE W COS=— [COS & cosEhge )| nat den  Kreizen

36, o4, Meridian, der 72, launtet wie der 0. der 12, ist 1 3010375 cos 9

3 ; - i - Tt ik 3 ; o ;
1 DT 3 (1 L1239 cosdt cosz— K= 1st nicht ratsam. Parallelselmitie

1 die ‘I||Il'1r~t'|llli|1l' meist i unitbersiclhitlicher Form anftreten,

I ocosd, 20 erhalten wir

he Vg2 L 2 5 = ] = T
. = : Gosny " |-|.--".|-l|. al= Giletchome es

o o -+ | n? e

\bstande b von der ¢-Ebene, Weit klaver sind die Sclmittilichien mit dem

berveits als Brettenlinien bezeichnet haben,  So halien wir fin



& =380:1r =3 (1
] 8 i b i 1 |

Polen #zu ebenen Chooven mad zwar Kreisen:

Ok (cosbyg
ehi = 0.2 (coshy
sich den
(1
I ans sl 5

-'4'|||
00D (cosby
!

und r 34

cos2og)) Durch Differentiation erhalt
0und 1 - 2 i

.99, also beide nahe eleich 3.

tos H

Wir wollen jetzt eine Fliche aufstellen. derven (0, Meridian unser Nesselblatt

If
I - 5 2 cosy 3 cos™ g — sin® L5, cos 1al oder nach 90° Dyelmne v 3
2 sin J 3 sin™ sin? 18 &, | - | und deren Aequator die Rosette
; 1O} i e ok ; ; . N
isf 1 ; (4 — 0823 ) mit 0 Lappen und ebensoviel Kerben. Wenn ich die Bedinenno
der Eindemtigkeit file 00 zunichst fortlasse. ervhalte ich leicht als Gleichone del
Fliche, die allen Bedingungen geniigt:
| b . sl e P g g [ rdasisa A
I 10+ & cos23g (1 ST 2 sy sin= 1o o (1 == sIn 4)E) —- 13 =in
0
s Pl i N P\ F
37 sm’g — | | sin® 1s & (] SR
wohei Il heliehie ist.  Fipe & 90 haben wi
10 £ =1 _ ) :

I 0 COS=D 1 - 1) d. b da wir necative Radien ansser Be-
tracht lassen: der Sidpol ist der O-Pankt. Allgemeiner heisst die Fliche olme Riteksichi
ant den Siudpol:

1 : i e - .

== i (2 1} s 3 |} sin™ 9 sin? 18 0
L) L] 1
iz T o o 3 L
(| si )2 cos® 3 g e | sin?l U
4] i
R :
29 11 EE T S 8 | 81N i)E
|
sy - . . . v ¥ .-' 1 i . 1
wobel | ond p beliehie sind ; sie wind fine | aue vorhergehenden spezicllen. In dem beson-
~ o L) . . . '
deren Falle p =] O erlialte ich die einfache Fliche:
401 | b g ['H b S
s s nsd 3 1 s 4 s J
0 0 : = e ST AR

et von

sin2 18 9

huf jedem Kegel o 4

T
Cliiehe

CoE by, -

der
welelie ant der rr-Khene die |']'!|Ii-.',!;ri..1; 7

lanten

I 1 L osin
150, sind wvon des
|

sie

sind nesselblattartieo, d:

]l ‘-'i!_lfi o
Nur der

Sk, 90, nnd einfachen Gestalt

e sin ) nund  di

(4D — 14

|“|' }"_:'i!:\_-l- ~-|'i-.\-i|]]|'||_ c||'|' i1, i*l <||-|'---:‘|‘I' als der (G0 1.

e ¢ emgesetzt in cos?3p den Wert nicht dndern:

oy

0, nimlich fiir ¢

Rosette der

COR=ap

cos2hp)).  [hese  Limien néihern
n - filr & — 80 haben wir r 5.

en wir die Maxima nnd Minima von

0,504 86 48, .o w3

| <111 42

s ff

|l.
Mertdiane

= |

Faorm 1 ;
tocosE 3 ) liaf, Lle
L& o (1 o )=

(] 8in2 1)

e schwach

'l.\l I'te

l=sen

henaehbarten

md der (GO . i dies




! : [ a0, R Ry 2 3 e ; R
10, lantet r = . aifld <t~ — sin' sins I8k | sind )2 der
20 H i 143
AR Bral
51 A R | e . e
AR R i s | <intl sin? 18 & (1 sind)? der
12 8] | T
_ 85 T N T I e
| 5. - g — Sl — smit o — S| I T N 1 = slnd)=.
15 ) b2 ba
: : . . = ; 5 Je= 18T
Setze ich aber in der allgemeinen (leichung G b — 1, so0 haben wir die Fliche
40 Al el ey [ L - ! A SR ) 5 ; et
I Gt 2 sindt —— 3 2y gin? 18 &, (1 4 sin #)? - — cos*dy 1 STIL+4),
L ! ! i
hei der die Projection der Breitenlinie unter &y die Rosette ist:
5 ; - s i
D= 1M - CosE o 4. C03 oy (] s oM ). welche die stirksten
¢ 0 1
Kerben hat tie 0. die kleinsten fiir & = 90, fiir 45" haben wir die Kerbenhihe 0.115,

fiir 800 = 0.24: fir GO0 : 0.037. Wiihrend wir bier ein einfaches Gesetz fine die Alnahme dex
Kerbenhohe haben, zeicte der vorige Spezialtall ein einfaches, fie die Abnahme des Grund-

kreispadiug der projectierten Hosette & o da

5 3

o= 5_| EO05 (20 T sin ) - o cos2d .
[n unserer 2, Fliche hat die 30, Breitenlinie annihernd die Projection
I = =

o '8 . (al.5 25 cosf 3 )

2] 1
ie GO 0 = a3 (59492 LGT cos=8 g ).

? I8

Deselben lanten anf der sidlichen Fliche:

0 K3 (285 1.0 cos=3g) und
¢ I8

I [ } i | Py iy :
f— K3 (2008 138 cos=5gp) wonit
f T

cine geniieend klare Vorstelling der Fliche erveicht sein ditcfte,
Wir stellen uns mun die Aunfeabe, die Bucheckerform in einer (ileichung aufznstellen.

Der Aequator ist cin eleichseitizes Dreieck mit eingebogenen Seiten.  Um dieses zu finden,

» )
gehen wir aus von der bekammten Cweve x 2 -y ¥ I, die ja ein gleichseitizes Viereck

mit eineehosenen Seiten davstellt.  Sie heisst in Polarcoordinaten

= T

[—— ) - sin? 2 g, oder
Lo 1
2 2 3
| | T g e
5 1 — =S8l 2 gpr | (COSi= i —=8In i

and Lat die 4 Maxima bei 0, 90, 180, 270. die Minima hei 45, 135 w s w. Nun sollen die
3 Maxima bei 0. 120. 240, die Minima bei 60, 180, 300 sein, das erreiche ich, wenn ich

3 . 1
Y statt ¢ setze. Dann ist der Aequator unserver Frueht

. 1 > & / L B A
1 . 5] g olf | g aaf S )
- 1 : =11 = LE0E / ! =111 ]

r e o | 1
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Sein Radins hat an den verlangten Stellen die Maxima 1 und die Minima
. Als 0. Mervidian haben wir die Cuorve 1 1 2 sy m o sehlankerer

3--2 s J

(Festalt also etwa 1 Do 0, Meridian und der Aequator beginnen mit 1
: - 1

V1 = e0ss

beide sind enthalten in der Fliche

I S S e sindt |
| — =~ o =l
1 & ens= I ]

£ 1 i
X 2

3 s11 89 | cos 839 sin 301 )
welche auch file & = 90 einwertie ist. aber fiir & 90 mehrere pozitive Werte ergiebi
nim diese Fliiche wegen ihrer Unstetickeit

i1l H:‘i.l%l“'!_ unbranchbar ist, sind wir gezwuneen, alleemein die Fraee zu heantworten: Wann

SEN
{ig [ 1elem

in der Umgebung von g 0; 120 mnd 240, Da

gieht es emne Fliche, welche einen vorgeschriehenen Aequator, 0. Meridian mit

Anfang, einwertigen Norvd- und Sidpol hat?

Der Aequator sei r el 7 by,
Der (. Meridian . v = £ (&, a; .. . s
Die Fliche S e S 1) wobei die a. b ond ¢

; in Ver

Constante sind. dass dann nz Constante ¢ dasein konnen. folet darans, dass _‘,.-|||--L C0s | i

bindung stehen kann mit jedem cost &, Ieh erhalte dann zoe Bestimmung der nz Unbekannten

Cyp alS ler i'|1'!.'1'|--.'|||-||
['- o O e |'“/| =E o Lo, II; o IIII
n Gleichungen, ferner » aus
I (LR v v R

Hierbei fritt eine Gleichung doppelt anf' da wir dafitv gesoret hatten, dass £ (o, & . . . e

g oo, by . . . by )oist, wir haben demnach bis jetzt ( n - 1) Gleichungen, dazn

kommen wezen der Einarvtigkeit in den Polen (n 1) ans

ENCOO e By s G constans, da alle Potenzen von
cosg verschwinden milssen und (n 1) andere ans

I LS BT 1 I e . also zusammen
3 N == x 3 Gleichuneen.,  Ist mithin

Il = gl Tl AR Fonlng ¥ = 3. =0 sind die Constanten
¢y eindentiz hestimmt: ist d. 50 sind sie wnbestimmt und wir haben viele Flichen, die

denselben Bedingungen geniigen:. ist # <= 3. so ist die Fliche im allzemeinen nach dieser
Methode nnmielich. Infolzedessen muss die Entwickline des 0. Meridians in Potenzen von

cosd weniostens 3 Glieder haben.

Nehme ich z B. den Q. Meridian der Bucheeker in der Form

E L - sin & - sin? &, so ist = # und die Gleichung lantet
i Fogin W) < cose P
| B ein®87. | cog 339 sin 394 )

57 &) l 1




Wirde ich als 0. Meridian wihlen.
I - 1 ] HE“ ol '- -:i||"- i, :-.ii|" o B/ erlhielte 'r|-|| Iiil' |'l].'i|.'|'II'H.‘-I'|I.'I,I'

- 1 sind)

coss Lk | |

VA

worin® A den obiren Radikanden hedeutet. Bei der Amnahme r = 1 - sin & - sin®

I Sgind & - mm o (2 {1l = 1) cose gk

L =ifgd 9 sint &, wivde ich die zweitach wnendliche Flichenschar erhalten:
r sin (1 -F n (2 S p)iain ok 1o n) sin? ¢ - (1 — p) sin? )
cos? & (1 n sind [r 8in? &
F A
e allerememne Fliche ¢ (A ey B, i [ Logos 9 e () R (rel ] worin f. g und

Funetionen sind, ist eindentiez an den Polen: .‘\l'lgll:llllr' nnd 0. Meridian haben

denselben Anfanesrading ¢ - o (0) F (0), Wie miissen die drel Funktionen gewiihlt werden.
dass die  Fliche den vorgeschriebenen Aequator r \ () mnd den vorgeschriebenen
0. Meridian r = M (#) enthilt?
ATB A () = 'C g (0). F () und
M) = ¢ S—sin & £ (F) coss koo (i B (o) folet:

ke ol (e 2 Sl S i T M () I s & £, Da
M (o I

cos? O forteefallen ist. haben wir anch die Eindentickeit an den Polen verloren, uwm sie

wieder herzustellen, milssen erfiillt sein

M (90 e £ (907 o il
M Oy T et B g = o, 4. h.
3 I 1 : s
f () [M () — ¢]sin = M Y % Deshalb st die Fliche

A I:'Jl ] - i 2 1

¢ - gin =Y [A (9 ¢l - SN e SIS )

cos? 9 ), welche
Gleichung filr ¢ = o ithergelt in
r— M (&), [=in2 ¥ cos? &), Mit Hilfe dieser Gleiclinng

iy

kann 1ch :|:||-| /,c'il .II';-'|| Wenn = 3 1st,

Fliche mit den geforderten Eigenschaften
antstellen.  So lantet die Buchecker mit dem =schilankeren Meridiane:
3 1 2 sin o COSE by ) )
I = | &in? |, wobei A in der dortioen
K1 o C0ss o | - 4
wen ist,  Dlass wir nnenddich viele Fliichen von dem verlangten Charakter

Bedentung zu verste

hekommen kinnen, erhellt darvauns, dass obige Entwicklung noch gilt, wenn statt ¢ eine be-

liebige Funktion von & genommen wivd, ausgenommen M (&) Nur wenn A () eine Uonstante

1st, Ll der Aequator ein Kreis, giebt diese Methode eine einzige Fliche, nimlich v == M (%)

da dann A (i Ao M (o) ist, wie bel dem hiéhlingslosen Ringe mit Kreisquerscehnitt
\ 'rJ[I " o

oS O Wo it 1 wird; ebenso  wenn
1l[ (i8] - {5

M (&) eine Constante dst. d. h der 0. Mervidian ein Halbkreis, verschwindet e, da dann

M (& M (o) ist. mnd die Gleichunge wird zn

P= 3

- . EX it
I Aol sin=y Aflg) o (1 sin“"#): aber infolge der n behalten




wir eine Flichenschar, z B, bei dem 0. Mervidian 1 - I und dem Aeqnator r
o1 ]
(1 - cos? 3 ) die Schar
I | 9. T T <=1 1) :
£ T {1 = CGO8=" 5 if SIN= a3 a0 SIS ), worin canech ile
GO und 120, Meridian Halbkreise sind. Um den Einfluss von n kennen zu lernen, priifen wis

den 30, Mericdhan an der Stelle & = 30. Der zneehivice Radins lieet zwizchen und 1, je
) [
byt e l . e RS f £ :
grosser n, um S0 niher an -, er ist | filr 1 = h1l|l' n=1, —fiir'n 2 Alse

werden die Kerben zwischen den 6 Willsten unserver Fliche sehlanker und  kilrger mit
wichsemdem v, aber auch die Willste werden dachfirmiger. bekommen mely Rippentorm, so

il ; , 1 : 43 :
hat der 10. Meridian in der Breite 10 fiir n = den Radinz 09375, fir n = 2 den

08826, withrend sie alle liegen zwischen 0.875 und 1

Um den Finflnss von ¢ zu untersuchen. nel men wir eine Fliche mit dem _‘\|--i|a,|||.-

I cos? 3 g ound dem 0. Mevidian r == 1 cos 5 O Sie ist fiir n

| BT ¢cos® h sin? 3 gy e
' — ¢ (I == cos2 5 4 &) | ; / |« was man nach einigen
Umformungen leicht ans der alleemeinen Fliche erlili.
= S ) e cos? &, sin? 3 o)
Fiir ¢ 0 18t 8le T (1 = cos2 D 9 [1 / .

=N , - cos? & sinZ 8 ¢ .
I & — CO8= 0.0 1 ] —— ¢os= H = Untersnehen wir in
! 2! cosE b

beiden den . Meridian, so hat die erste im_allzemeinen lingere Radien in bestimmter Broite

da, wo = = : sin® 3 i=t. Beide haler
[ coss B ) (1 4 cos2 o ) / g :

gleich aunsser dem 0, Meridian den 60. und 120., wie aus sin? 3 ¢ — o folet, ausserdem die
0. 18. 86., 54., 72. Breitenlinie, wie sich ergiebt ans

1 —+ cosE 5 J 1 2
5 - - ; [)a - == =
& 2 cos= o 3 2] cOs= o o) (1 == cosd o )

f

ein Minimum  hesitzt fiir cos® 5 & - -, sind alle ersten

vadien lineer bei etwa den

g i ; r | I | |
25 ersten Mervidianen, Gleiche Radien treten anf im 23-., 36, 83, 06=. Mae

2 i liane 1 den

Breiten 9, 27, 43, wie man an sin? 3 ¢ = : sieht, Dann sind bis etwa zwn 33, Mervidiane
einiee Radien der ersten Fliche kitvzer als die der zweiten. Wir sehen hieran, dass wir
zwar alleemein iber den Einfluss eines andern ¢ nichts anssacen kinnen. dags wir aber m
seiner Aenderung ein Mittel haben, mannigtach die Fliche zn variieren. Es handelt sich dabei
stets mm ein Sehwanken wm gewisse feste Meridiane, Breitenlinien und besondere Punlte.
Wir kinnen sie durch eine neue Bedineung festlegen, dass z B. der 30, Meridian ein Kreis
ist, das gelt, da der Anfangsradius 1 ist nund ebenso der fic 9 = 90. Wir finden dann
leicht, dass e bestimmt ist als

2 (1 gin2 #) (1 -}~ coz2 b )
= r o Oder wenn  die Yedinenne
cos2 &% — cost p O

alleemeiner bleibt, dass ndimlich der m, Meridian die Gestalt 1 h () hat. wobei dipsg




Liche festereleot sein dart und sowohl h (o) als

Meridian nicht bereits in der allzemeinen F

I i 00y ihr entsprechen, ist fiie ¢ zn setzen:
- cost O s1nf 3 m (3 =4 cos? o )
= h () 1 - 082 § O - cos? O sinE B om
S it '.fl|'_:'-"-l.'||| el e _'l."l|||;ll-ll'

1

Voeh eine andere Form einer al cemeinen Fliiche r = K (g
). Meridian r MO(9) entspringt folgender Gletelmmng:

B (g, ) — A (g) . B (e ) - AT (+¥)

I L L) e ilem

sin B 1 (9 “-'|-|I“|l_|l o (i)
In il seien £ und 2 Leliehire Fnonetionen der simus oder cosinus ilirer. Argumente,

v eine solehe von ey aber mit einem

wanze rationale von cosd mid absoluten Ghiede,  Dann
wird B #n A filr & o, B zn M fily ¢ 0. leh erhalte daraus
|.' \ B _\__i““ |rll,

K M & e

mithin die Fliiche

b M sin™ & f A a sinMy. g

- , 1ound m sind beliebige

o M . = T
0 a sinth g, @
ganze. Zahlen. Diese Fliche ist an den Polen eindentie, da a dort verschwindet.  Start
) . i AP :
kaun ieh anch nelomen mit demselben [Kifecte;

B F— M)
es ist dann 2. B. fiie p 0 2
h M sin I P (M \j I . boogin® sin g £

[ VRE 1 | e A | a sin'™ g g
An der Wolfsmilehfrueht kionnen wir diese drei verschiedenen Methoden versnchen,

fden .\1'—--|‘,'.:I||']' A L'||-'_ i also  eine

sin® ). Nach der ersten Methode erhalten wi

Qip hat etwi dreiblittrige Rosette wd  znm

0. Meridian Herztorm, etwa 1 3 (1

illll' |'|;Il'i|l-

2 - cosf 5 (1 sin® &) - 4 sin? & Obgleich niimlich
prhalten wir doch eine lie Findeutickei
lie zweite Methode , welehe das Anfteeten anderer Funktionen, als

disung, da am Sidpol die nexativen Radien

i
# ¥y

nicht in Frace stellen.

in A und M enthalten sind, gestattef, liefery als Gleichung der Frueht:

J .3 ;
. e | 4 ':'3'| o —F == = .F 'L : -lll
1 l (5 4 & sin% I e L el - | B ettty o |
1 i
gie eeht fiber in die erste F'orm, wenn
5
oosin® Mg (1 4+ sind ) 2 sind 9 !

( 2 5 oanonmen wird,

Die dritte Methode ergiebt die Fassung:

3 (L = sin? ) sint! & (9 (2 OS2 ) A s g o ()
= =ie oelid

bozint & f (4 a sin™ . g ()
iiber in die erste, wenn zwischen a, Db, | und ¢ die Beziehung besteht:




0
o o _|
* LW I';
I 18 1 2
a b sin't ':;-'f. (1 sind o II gintt | | g2 g i)
B e | COs2——y
Es gcelingt jetzt leicht die Fliche:
1 1 T 1 J 1] "JI. 0 i 1
1 301 4 s & + =™ @) (s @ (2 1 €08=—=) c05= ), welche nach

der zweiten Methode gebaut ist. zu iibersehen: sie hat als 0. Mervidian das modificierte 71, Hers
(Fig, 17) und als Aequator eine fimfteilice Rosette, sie stellt demnach eine liuficer vop
kommende  Fruchtfomn  dar, Alle  Mervidiane sind  verwandte Curven, chenso aunch  alle
Breitenlinien.

Die Frucht des Froschloffels besteht in der Reeel ans 30 kreisformicen Samenscheiben

I Aequator izt etwa 9 —F cos? 15 ¢ und jeder Meridian ein ganzer Kreis, z B. der
0 e 10 cos & Demmach lautet die Fliche
1" H ons o -!- BOS o BOSsE |,_| i |||l|-|
1 cos I‘:i?!'! $ L g 1 gpa SR T - 5 ) nach der B :‘|||-|]r.ulg-,l |||||-|
10 cos ¢ cos & sin cos & sin e (0 - cos? 15 )
I =T, : 2 naeh der
s iy S111 o s Of =101 ff

3. Methode, Dass ¢hie letzte Fliche unbrauchbary ist. zeiet uns der Divisor., welchier mif
gin (& — ) idlentiseh 1st. so dass also v an den Spralen & i o el & i 1 =0
mendlich wird,

Der Liosungsgang bleibt derselbe. wenn wir wellenfirmige Meridiane und Breitenlinien

ste ant der Hihe oder in (ler Tiefe scharfkantic oder abgerunde

haben, mbgen nun die Wit

m Guerschnitt sein.  leh verlange z B. eine Fliche, deven Lingsschnitte nesselblattartie sind,
deren Mervidiane also -'||I-I.d|' Wellenherss 1l .‘1||!II|.I|.l" Wellentliiler haben, deren Breitenlinien
dagegen nmgekehrt stumpfe Wellenberge und spitze Wellenthiiler haben und die etwa an
Fig. 44 erinmern,

K= heisst dann der 0. Meridian:

I o = 2 sin & 4 3 gin® 9 I (1 -+ sm )2 withrend der
: L I :
Aequator lantet (Fig., 44) 1 pla V1 - cos if = cos* ) q ‘l| wioliel
10)
P 10 7zn nehmen ist, damit sich die beiden Curven selmeiden,
1 L 1oVa

Aendern wir dagesen die Vorzeichen von cos? 9 g sin? 18 L so haben die Wellenziie

nmeekehrtes Ansselien.

Wir haben jetzt ein neues Moment einzofiiliven, da die #ruchtformen hiufio Spivitl-

|'i||i!‘!| :f.l'i'_'[l'l:_ '\||| |’-||']'is‘r||f|||-|‘|| ant ||_r-|| I'i'||.-:q'|||l']| |\:|II_;'|:-]|| (Y, CONStans| _-;j||.-| 1HIrven vion
ilmlichem Charakter, aber die Maxima und Minima lieeen nicht mehr wie bisher auf densellben
Mervidianen., sondern sind um ein rewisses Stiick in der - if uiler i Richtung verschoben,
3 o . T | =)

Ich habe dann nur nitig, in der Aequatorgleichung statt pg zu setzen pg - q&: nach
|

Steigung haben dann die Breitenlinien ilve Maxima und Minima  wieder anf  denselben
Meridianen, wenn im Aequator nur die Quadrate von cosinus vorkommen, treten auch cosinus




- i) ; 5 - ys o .
allein and, 80 nach Steigung: dasselbe gilt von den sinus, Eine recht einfache Spiral-

liiche ist r (8 L pos? (3 o = 9 cos &), wobei der Faetor cos & oahrancht 1=

waeen der notwendicen Eindentigkeit an den Polen.

Sie hat den Aequator I (8 - eos2 3 ) und den 0. Meridian
0
] = ey i
I e cosd &y, Der n. Mervidian ist derselbe
. it " : . ; : SR i ; :
wie der (60 -k n.).  Als Niveanfliche kimnen wir die Kugel v i) anselien.  =ie it
Al Ill,l_'_'l'_ Wi GO i I,I1.li Ciks Ef:ll,' 1 o) i -] Ji:.*--- ill! “;Illl— I|||I| _\.I'.'.'-l'_llll ||I||'l i'll
(i Spivalen, die den Aequator schneider i 30, Y0, 150, 210, 270, 330. Dis Projektionen
i i b . 7] A ’
der Breitenlinien sind 0 , cos gy (8 - cos? (3 - ) cos ) osie sind

Rosetten. deren Bogen nach den Polen zu flacher werden, wiihrend ndmlich beim Aeguator
sich der Radius des Grndkreises zor Hohe des Dogens verhitlt wie 8 zn 1, ist dieses Ver-
Litltnie bei den itbrigen Breitenlinien in ilwen Projectionen wie 8 zn cos. Die Rosette hat

ant’ dem Kegel ihre Minima fiir, thre Maxima
b () i 830, 90;. i B el 5 Bt
i ] if P2HBh if il kT
4, 30 i T B if H0. 110,
) 4h i 5. T, : i 15, 105,
. (i) i FO T s f 40, 104,
. 15 if s o e if 5,65 .. .. die Spiralen
lanfen also im eleichen Sinne auch auf der siidlichen Halbkugel. Die Axe ist t;] Vom Sitd-

pol zmm Novdpol laaten 6 Wiilste cetrennt durel 6 Kerben, sie verschwinden in der Poluihe,

dabei machen sie — Umdrelung wm die Axe, so Liuft eine Kerbe von g GO bis ¢ u,
11
. i : ; | : E n 7
eine Walst von ¢ () bhiz 30, Sollen sie l Umdrehune machen, =0 r o (B —— Co8s
i) L L 3 | : i ; ;
(B 4 3 5) cosd): hei — Umdrehung v (8 - eos2 3 (p - 9. cosd; bei 1 ganzen
=t 5 3 0
'_I 1 i " el P - g §
Umdrelnng: = (B = eos= (Jep —f= b <k} COB #y. Wie viel Willste nnd Umlinfe
: ] ; : : P it
bezeielmet eos? (5 ¢ <& x &7 Der Aequato hat n Kerben, also die Fliche n Willste.
4 : : s s ] =00 1l .
K o haben wir eine Kerbe m g L oda = @ o0: for 2 00, da dann
11 o
b o) 150 180 x : e
”1;, 90 = 00 st in . Wiihrend also & von 0 bis 90 liuft, nimmt
- n 1l
I =0 % : X B : - bl x - .
also bei dem Wege vom Siid- zum Novdpel um s s D der Walst

g Giraul ab,
11 |
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ireht sich mal um ddie Axe. Haben wir demnach p Umlinfe von n Wiilsten, so ist dis
- . oo ; ; . ; )
Function a. 082 (z ¢ -+ np ). cosd zu addieren zu der vorliesenden Grandfiiiche.
Haben wir 2 Wiilste und 5 Umlant, so lautet die Fliche, wie man leicht findet. in
rechtwinklicen Coordinaten:
i R 5 B e mit dem
(X2 ¥+ 2t - 2 x y gl
Aequator x4 (x* + ¥2) und dem 0. Mervidian x& (x2 z=)4 und dem 90, y2 g

(y® —— z2p,
[Me bisher betrachteten Wiilste winden

Waollen wir positives Winden hervorrufen, haben wir nur nitie
Da wir aber meistens an Friiehten beide Wimdungsarten vereiniet finden. sind anch

SUASIIN

alzo negativ,

l |

enteecencesetzt dem Ulnzeicer,

np < statt 1 LA |

beide Functionen zu addieren, z B. Dei der Brombeere, die scheinbar 4 Wiilste wnd
25 Umliufe zeigt: a (cos? (2 ¢ <4~ 10 &) + cos2 (2 ¢ — 10 &) cos & zu der Grundfliiche.
- . . . " - . 1 - '_I - 2 T "

Vor mir liegt ein Zapfen der Meerstrandskiefer mit 7 Willsten und 2 Umliinfen. also is

e )
zit seiner Grondtiiche 2o addieren :
el S el o
a (ens? | = - |_-\h W= ansd o Sif ]-"".“."‘-'I COs

Um dessen Gromdtliiche anfzustellen. haben  wir

stellen; da die letzteren Kreise sind. ist

sind alle konernent, sie sind aber so lanveestreckt.

weshalb wir ein nenes Mittel anwenden miissen,

ziigliche Dienste,

die Grundiliiche eine Rotationsflicle.

wenn ich mit ihm jeden Radins multipliziere.

uns die Mervidiane und Breitenlinien vorzi-
die Meridiane

wie wir bisher keine Cirve aufeestellt halen.

|
Nun thut der Factor vor-
r oy i n
I| -4 i S il

Wir gebranchen iln. um

Formen darznstellen von elliptischer Gestalt (Weidenbliitter)., linealischer (Griiser) oder bei

f\lll']ll‘l'H wit langeestrecktem Liingsschnitt ':J'1\'||[L-atz;1]|li‘!:'r. Ot wird es geniieen, n =4
) )
I 2 zu nehmen, setzen wir noch a D, 50 1st nnzer Factor i = filr 307; (1, 4555
)
tiy GO 0,423 fin 50 0408 fiir 900 (.87 fiir 159; 0,54 fiir 0.45% Hierdorch
wird ans unserm 3. Herzen (Fie. 10} die bekamnnte Blattform
3 (1 -+ cos? ) il .
T — oder wenn ich sie um 90° dreehe, . um sie {iip
K1 -+ &5 sin? ¢
Liingsschnitte zn verwerten:
3 (1 -4 sin* )
1 Unzer Zapfen hat nun die Liuee 10 em. de

& | H ocos2 B
Durchmesser betriot etwas wenicer als @ en.

Da diese lautet

ey Liéingsschnitt izt aine verjingte Ellipse.

Iy . . ; :
I , wobel a und b die halben Axen s=ind, ist zn setzen
ol L l'f_lhrjr
28, — 10 ¥h 6 also
L . oy, :
I . Diese habe ich zu verjiingen und wm 900 zu drelen

Hle— 4 L=




—= 15

danm erhalte ich in guter Anniherung als Fapfenlingsschnitt
1) I ) Sty :

. . iy _ qnd  das ist zngleich die

) { sind " ¥1 4+ § cos®

i Im Aequator haben wir nun die

Gorniliche, da sie fir jeden Meridian gilt,
hestimme ich den Factor a in de Walstfunetion. ich finde

\ cotze.  Daher lantet die Zapfengleichung:

(Fleichung. del

Selupp hishe 0.6 em, mit iln

i 0.3, indem ich & und ¢ gleich
() | 3
1 : - . - - .3 cosd, ||'..3-,'-’ { : 0 15 : Iy | el
5 f sind V1 -+ 5 costd | 2 b
: 3 _ T
| I 1 = Iu'-'ll. =ie hat den Aeguator r 0.8 (K 2 \'uh-‘ / |
o ] - L
Y 3
1} | flen (), 1"] 31 i ||| e e = - - = (G cosdh, ross e ok 1:|--
1 =1 e (5 4 sing) | 1 L 5 cosdJ 1 G
dass anch in natnra die Schuppen 4-kantig sind, wie sie nnsere Gleichung

merkenswert 1st,
[ swel entesrenresetzt windende Willste dhnlich ihereinanderlazern. wie Zwel
sich durchdringen. Wollen wir aunch hier ein

(#lied der Fapfengleichung zn setzen

I',_ '\I--I ':i' il |e

eleiche Cylinder, deren Axen

sich sehneiden,

wir als zweites

herbeifithren, so

Dinpehdrineen
: AP b el 2
L 06 cos JF eo82 (=ip = 18- ). CO5= L5 [B= k. Jetzh er-
2l 4 2 H

iilern

cheinen anf der Grundfliche die zwei Scharen von

L))
el
é,f f 1-‘~h J (2 n - 1) 90 und
"r,r IR 19 (2 1 - 1), 90. Diejenigen Meridiane sind gleich, die
=17 auseinander lewen, Diejenigen Breitenlinien haben fir dasselbe ¢ ilre Maxima und

7
2 o : : 3490 : ;
Minima, d also eewissermassen coneentrisch, welche wm !'],| anseinander hegen.
Himbeere als Grundform das 3. Herz litie (Fig. 10} alzo

cheint, alz ob die HI E
I HA Gos® ), demmach in antrechter Stellnng

1 2 (1 - «in® &), und 10 Kerben mit 4 Umlkiinfen besiisse. e
Gleichune wiire danmn:

I g3 (1 L sin* ) A cosd. o2 (5 g - 40 &) cosE (D ¢ 10 ),
wobel (.75 i=t, da sich im Aequator die Kerbhihe zum Grrundkreizradins  verhiill wie
1 zm 4

Nicht selten zeizen sich anch Friichte mit Stacheln und Zithnen. Yu ihrer Darstellung

necative sieh krenzende Wiilste anzubringer. swischen denen die Ziihne
necative Willste eine

haben wir m

{wie bei der Rosskastanie) stehen bleiben, da ja zwei oleichlanfendde
Sehneide bilden,  Wir haben mithin nue nitig, die zuletat hesprochenen Funktionen von e
Grrnmdfliiche 2o =ubtrahieren.

Dabei kann es oft vorteilbaft sein, num Willste zu e eichemn die mehy dachfirmigz als

wowilbt in ilmen Zigen sind, eine hohere Potenz als die 2 in der Walstfunction 2z verwerten,
Haben wir die Grandfiche r £ (ep. &), 800 lantet demnach ein Kirper, der diepger Grappe
angehint:
il ) == A coss L “.J, np ). osEt ..I:I' if np Y eos o
- o 5
Selbetverstindlich kann eine solche Fliche wieder als Grundfliche fiir andere mit anderen
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Willsten verwertet werdan. So ist z B, die Fliche

r 50 4 [10 cos? (2 ¢ 4 4 &) | cost (4 ¢ 4 16 9] cos 9
vislllir durehsichtio:  Auf der Kuogel 50 winden zunieht 4 Wilste, die die Ave einmal

umkreisen. Auf diesen Witlsten winden solche 2. Ordnung in derselben Richtune. aber nu

so hoch und steiler nnd zwar & Stick, die die Axe zweimal wmkreisen. [ese donnelte
'l

1L)
Drelumg  lisst sich bequem dureh einen  Bindfaden veranschaulichen, nur hat dieser aijen
Cvlinder als Grundffiiche. Kbenso durchsichtie ist die Fliche
I 3 (1 =4 sin? &) 4+ ¢osd [eos2 (3 P - 9 &) cos? (8 ¢ L | ensd
\ =
(12 o - 2 O)ocost (12 (f T2 o, welche die Rotationsfieur des

3. Herzens zur Gromdfliiche hat, aut’ der sicl Kuppeln erlieben, die in 6 Doppelspiralen ange-

ordnet sind  von 1= Umliinfen, wihrend die Kuppeln selbst besetzt sind mit pyramiden-

artigen  Wanzen, die ebenfalls doppelspiralie angeordnet sind in 24 Reihen mit 3 Umliinfen
Ganz anderer At ist die Fliche

I |I . 4 10 cosd G ¢ . cost 4 ”. cos o~ Thre '\.l‘ At
L e e i / ] Skl

18t eine Ellipse mit den halben Axen 1 und 3. anf der sich 12 eleich lange linealische Fort-

siitze erheben, der 0. Mevidian ist ein Kreis iiber dem Radingvector der 1

lipse als Durch-
|||'|

Nullpinet.  He Flhiche sellist ist sin elliptischer Ring, der mit 60 laneen stacheln hesetzd

1

messer und hat 5 Fortsiitze, die nach den Polen zn kleiner werden. Die Po

X :
e selbst s

ist, von denen die je 12 in der Nihe der Pole verkriippelt sind.  Von der Grundfiche sind
ausser den zusammenfallenden Polen sichtbar nur die Meridiane
] : a0 . 3 v L) S2.90
i (2 n 4+ 1) — und die Breitenlinien & ] :
L] £
Mit dieser Fliche stimmt im Aequator. im 0, Meridian und in de; thrundiliiche iiberein

g aoa ) War= o ;
] A — 10 cosdk cos2 (G th == 4 ) easE (G i S
Kl 4= 8 sint i

aber hei ihr sind die Stacheln doppelspivalis geordnet, und sichtbar bleiben von ider Grund-

fliche die Spiralen
Gop +— 4 & (20— 1) 9056 o L3 (2n - 1)-90.
Anch die Flichs

I 30, 1+ 10 eost 10 ¢ 4+ cos2 (L0 g == 20 3). cos2 (10 if 2 )

lidsst sich leicht vorstellen: Die Grundfliiche ist ein Cylinder mit zwanzie ziemlich scharfen
Liingskanten, sie erinnert selr an cewisse Cactusarten, auf ilr winden 20 niedrige Droppel-

s ! :
spiralen emmmal hevum,

— ; 2 r sind 3 s
s ist ferner I — ———— L = | = e | | e
“F1 18 cos® & sin? ] VWKL - 8 cos? & sin? ffi 4
lattgedviicktes Herz,  Der (0, Meridian (o o) ist unser 3. Hers
: /
2 (1 - =in® ), der Asquator (9 0) lantet

] | | £ TRy i-‘“[ -'|l‘~H- l'iitl‘ I‘:”iiu_-l', ;||I|'| ;-'III'].:' _:It'l|l'l ]'::_l'.'l||+'|-
 a SIn g

sehnitt zum  Aequator ist eine Ellipse  mit demselben Axenverhiiltnis | ,.;|~ wie  sich

leicht nachweisen lisst, Diese Fliche ist evhalten mit Hilfe der zno Anfang erwilinten ellip-




< =

tiselien Grestaltinderung. Fiille ich nimlich von einem Punkte des um 909 eedrehten 3. Herzens

ain Lot auf die Axe (2 o) und nenne die neuen Coordinaten vorliufig e, 1f), 50 Liestehen

die beiden G lede e

Il
p &in r sin & nnd
I CO= r v y ’ 17 -
: V1 - 3 sin® ¢ (d. i, wie der Ellipsenradius ¢ o oz dem
o GOs i
Radins ). Aus beiden folgt
tor x : !
ta — fiihven wir jetzt die Werte fiie r und & in
K1 4+ 3 sin® g :

das 3. Herz ein. so erhalten wir obige Fliche, wenn wir schliesslich noch g und @ mit

and & vertaunschern,

Miese Methode Thsst sich leicht verallgemeinern. Es sei der Aequatoy
I f () vorgeschrieben e der 0. Mevidian
R w (eosd, sind): ferner werde verlanot, dass jeder Parallelselmitt
sum Aequator diesem ilmlich sei. Wir haben dann. wenn wir einen beliebizen Radins des

Aeipators it If.r' den Anfanesradins mit v bezeichnen:

(8
o sin R sin & nnd
(] ks Jlll ]I|‘| - :
larans erciebt sich
vor0S W 1
i)
=
: i . . ;
tor O o b unil die Fliche in der Form
1||
1 1 o
L 0 ta i, 1 ()
i ’ TR T i £} ot — [ 1 RN o) . T 1 ) 7 S J|
wosh | R teZal 12 (i) | i L fe2ah, 12 () ] e -t £2 (m)d

vorin fie o und ¢ wieder r nund & zu setzen ist. Diese Fliichenarten sind deshalb besonders
hemerkenswert. weil sie 20 viel '\_'I'I'illll' Linien enthalten als der "u‘||ll:|iu|' Nll.“]lﬂllkll'_ [}
rprinl il dann stets die Axe (J a0y Auf die Darstellung der gebrochenen Lamen i
meeren Coordinaten kommen wir an anderer Stelle @z aprechen,  wenn das Blatt des Pfeil-
krautes behandelt wird.

[ch fiiee moch einige Nachtrige bei iiber die Blattformen, welche Abhandiomg im
lotzten Grande speculativen Zwecken diente, insotern sie nls Ziel die Erkenutnis der die
Blattformen bedineenden Kidifte antstellte, Dem Vercleieh mit der Erkenninis des Anziehungs-

rpaplyi aweier Hinmelskirper ans iliver Baln  hitte el ||rti_:[-1{'[-_-'l werden kimmen die Kr-

kenutnis der Oberflichenspannung  einer Flissigkeit aus 1hren Grestalt oder die kleinsten
feichen, die fenchte Schichten in festen Grenzen hilden. Bei den Blittern hittten wir vielleieht
lie Arbeit so zn denken: Auf gleiche Centriwinkel  kommen sectoren voi verschiedenen
Blatteewebemassen, diese sind nur abhiingiz von dem Winkel . diese Funktion wilrde uns
die resamtheit der thiitizen Keiitte aneeben, da offenbar das Blatteewebe eben von digsen
Kriiften  vernrsacht ist, s0 dass der Blattrand in dem  Sector vorvicken  muss, in dem die
Punktion einen erisseren Wert besitzt. Wir hiitten deshalb nur die Pflicht, die Funktion fir

die einzelnen Sectoren anfzustellen, sagen wir z B fiir 17 Radienabstand. Das [ntesrieren

ot fir nnsere Fuonctionen sehr einfach, da  sie rein triconometrisch sind.  Der Inhalt eines




. a1 1] Y : ¥ 5
Sectors 13t dann l o |] . Fiir pnser 3, Blatt haben wir z B, baj
: 1= Ly

: : 3 Ur o 1
i 3 (1 4 cosg) die Function L din' (r | ) sin o -
/ 21180 / 180 /
(sin (2 4 =) sin 24p |
\ _.|‘ a0 —“f y "
Jetzt wollen wir die Sectoren Quadranten werden lassen.  Wir wissen
7t
‘ a =1 | (2n L) (Zn e ] [} n | ‘
C0s i (N A (U S| } 11= 4 =1
il et 2n (Zn — 2) (2n e ot o J BT
) 51
T ; : =
' 1'..1"—’Tlrjr il Doy (2n =L (20 B) v o d ] ferner
- - . 5 12 ;
2R 2n (2n 2) (2n 4 ,..4.,%2
i
o ] : el
l T I‘.f dy | - Zn (2n 2) 4.2 ’ R
L} . a8 | {111
i 2n -+ 1 (Z2n L) (En =8 .. 8, !
=)
L i
90 - 1 : o) e R - :
CORE Tl i dy 0. Hiernach gind mit Leichtigheit unsere Blattflichen zn inteerieren
LN
ST
wimlich der Ausdruck zun hilden : i |-i-‘-lrjr, Besonders einfach cestaltet siclh der Inlialt
- b
filr die Herzen. so haben wir filv das 3. Herz mit der Gleichune v 3 (1 = cos¥ ) de
fliale 0 o 8 N e | -
s u e - 4 .8 af o F: 1 Hi - st g e it I
nhalt 9% (1 = 5 A fiir das Blatt i bCOs (i p den  Inhal
Fhe E) : ’ 4 : g ;
(a2 - b2 - | | T ). Allerdines miissen wir. sohald der Pol ( |[!'\,|-]||.||,n||\1 wird., vorsiehiio
1 b

sein, da Dbei negativen Radien. die in den Figuven ansser Acht eselassen =ind. falzche Infooral-
werte resnltieren witrden, Wir

when dann mur nitiz, das Inteeral so in Teilintecrale #n zer-

||';"|'II. ||.‘I‘~.‘- I|l'l' ]Illl'_.',"'l';lllf Iu-im-:« I'i[li/.ij,_'.l'll 1IH]||'|']|.-|]|| (||-]' ['||||--_:§';||'i.:||~.g:'.e-;|:r_|-|| 1y

wir jedoch ans den Integralen Schliisse ziehen, miissen wir, da vorher noeh viele Sehwierickeiten zu
iitherwinden sind, die math=matizsehe Form, wie ich bereits friither in aller Sehiivte betonte. cenan fasi-
legen. Damitistunsere niehste Arbeit fite Jalve hinaus anfs hestinnnteste voreescliviehen, Wer selion
Jetzt in der Kinderzeit dieses Zweiges der Botanic speculative Schliisse ziehen will, handelt ebenso
widersinnig als der, weleher die Mioeliclhikeit iibevhaupt ruudwer abstreitet.  Aber sanz abo
sehen von dieser spiiteren Verwendung ist foleendes klar: Mit demselben Rechte. mit  dem
(=. Kirchhoft es alzs die Aufteabe der Mechanic hexerchnete: Jie o der Natur vor sich
rehenden Bewegungen vollstitndie nnd anf die einfachste Weise zn beschreiben®. miissen wil
es als die Aufgabe der Pllanzenmorphologie ansehen, die Gestalten der PHanzenteile vollstindie
und auf die einfachste Weise =1 heschireihen, Kiomnen wir aber cena heschreiben,  oline
mathematische Hiltsmittel? Giebt es eine vollstiindizere Beschreibunge als die Gleiehung

Gestalt? Haben wir einfachere periodische Funktionen und jedes gexilnte Blatt deutet




schon auf Perioden hin — als die iriconometrischen? Wir miissen die Form in einer
Gleichune anfstellen.  Wie wir dabei zun verfahven haben, habe ich im Einzelnen fir dlie
Rlitter bereits frither ansgefiihrt, Wir sehen z B. am Lupinenblatt mit den 7 Fingern, ilie
nach dem Blattstiele zu kleiner werden, dass es die Gleichung hat

o f oy € e ! ; ,
r g. cos= P T’ll, posal ': wobei die Constanten p und n ganzzahlig sind und ebenso

wie die Constante q ans dem vorliegenden Blatte zu finden sind. da q die Linge des mittelsten
Fineers ist, n sich darans hastimmt. dass filr die abzumessende Linge des niichsten Finzers
die Gleichung bestelt

5 180 ke : = ; )

I q. cos= "—— und schliesslich p etwa aus dem Werte ftr g -

i i

wofunden werden kann, Gleichung 1s und 19 haben unrichtiee Fignren erhalten, aber keine

meiner frither aufeestellten 148 Gleichungen ist zufiillic cefunden. Teh bin jedoch noch schuldig,
anzneeben. wie man bei weniger durchsichtigen Gestalten die Gleichung finden kann, Wir
stellen dazu foleende Uberlegung an:

Enthilt die Blattgleichung r n (cosg) ausser einem constanten Gliede a nur
uneerade Potenzen von cosg, S0 hesteht die Beziehung fir jedes heliehize i
s i R .
1 (cospy) — & a — u (cog (m — g )) wober & 1 (eos ) ist. Lasse ich den-
nach den ersten Quadranten der Curye n mm o 00 als Axe rotieren um 1807, so halbiert
der Kreis r 4 iiberall die Verhindungslinie von zwei sneehiiricen Punkten der Corve,

Die Verbindungslinie geht stets durch den Pol, daher wollen wir die zugehbrigen Punkte
spiegelbilder voneinander nennen, wobei wir den [Kreis r a mit der Fihigkeit sines ebenen
Spiegels begabt denken. Mithin ist der zweite Quadrant unserer Curve das Spiegelbild des
ersten in bezong auf den Kreis v a als Spiegel. Diese Thatsache kinnen wir nmgekehit
als Kriterium daffiv verwerten, wenn ein Blatt sich nur durch nngerade Poténzen von cosy
darstellen lisst.

Fathilt das Blatt nmr gerade Potenzen r o (eosg), 20 181
|

o (CO80, ) o (cos (a 1)), das heisst, der zweite Quadrant st
kongrnent dem ersten. Ist das Blatt allgemein r I (cosq), so tremme ich die geraden
Potenzen g (cosgp) von den ungeraden u (cosg), dann hesteht die Beziehung
F (cosg) o (cosgy) o (eos (a 1)) — B (eos (a 1))

Lasse ich jetzt wieder den ersten Quadranten rotierer nm 180° um die Axe g 00, s0
halbiert die Curye r g (cosq) die Verbindungslinie zugehiriger Punkte, sie geht durch den
Pol. steht allerdines im allgemeinen nicht mehr senkrecht aunt g, trotzdem wollen wir aunch
jetzt noch den ersten Quadranten der Curve F das Spiegelbild des zweiten oder nmgekehrt
nenmen in bezug auf die Curve r ¢, Wir ziehen darvaus das Kriterinm: Ist der zweite
Quadrant eines Blattes das Spiegelbild des ersten fiir ireend einen Spiegel, so enthilt dieser
nur gerade Potenzen von cosp und dessen Funktion g giebt zugleich die einzigen geraden
Potenzen von cosgp an, welche die Blattfunktion enthilt. Um also filr ein vorliegendes Blatt
die (Gleichune zn erhalten, klappe ich die rechte Seite anf die linke, ziehe einen Leitstrahl,
halbiere das Stiick zwischen den Blattrindern und zeichne so alle Mitten. ich erhalte danm
einen Quadranten einer doppeltsymmetrischen Corve v o (cosq), die sicher nur gerade
Potenzen von cosg enthilt: es ist dann unser Blatt r g (cosg) —- n (cosgp), worin u nur
ungerade Potenzen enthilt, nnd sich meist ans den relativen grossten und kleinsten Werten




3 14
3

bestimmen lisst. So ist fiir Fig. 85 der Spiegel r 5. Dabei ist jedoch vorausgesetzt, dass
kein negativer Badins ausser Betracht eelassen ist. Der Satz oilt deshalb anch fiir Fie, 7
viillig, dagegen fir Fig. 14 nur bis etwa g 1699251 fiir den Kreis i 3, wie auns
. | e
3 (L 1 cosTlyg) -} 2= cos 8 ¢ 0 folgt. So hat jede unserer Curven,

atch wenn der Pol Curvenpunkt ist, gewisse Stellen, an denen sie einen sSpiegel hesitzt,
Eine Figur, fir die der Spiegel kein Kreis ist, zeigt Nr. 22 mit dem Spiegel
r = (Y - ¢o8 2 ) 4 —— cosp, Die Cuarve
I 2 - co8 2 ., cos 3 ks I- Cos 4 v 08 & ¢ hat den Spiegel
& 1 Gls -2 o, R B | > : .. COS 9 (f i .| o

I 2; in der That fallen in der Entwicklung nach Potenzen von cosqp alle geraden
Potenzen fort,

Zuletzt wollen wir noch die Gleichung einer kiinstlerisch bekannten Fliche aufstellen,
von der W. Hogarth in seiner Analyse der Schinheit sagt, dass sie das Auge entzitckt, da sie
Schinheit nnd Grazie verbindet. Wir meinen das als Trinkhorn bekannte orcanizehe Gebilde,

Seine Axe ist eine Schraubenlinie, die gleichmiissie auf dem Cylindermantel mit dem Radins

! 15 em steigh.  Jeder Quersehnitt senkrecht zur Axe ist ein Kreis, dessen Ebene anfa
vertikal zur Cylinderbasis, nach 1800 Drelnng aber parallel zu ihr steht, so dass sich die
Querschnittsebene halb so schnell drelt, als ¢ wiichst. Der Mittelpunkt des Kreises habe die
Linge ¢y, die wir als Parameter der Querschnittsebenenschar beibehalten, dann heisst die Kbhene

S ] g L v eo | 7 8o
COs = [ X =in 11 ¥ 03 o) : alll

oy iy
5] |

alh (,
Y |

tdenn nach Messung ist die Sehranbenlinie bei 180 Dyrehune um 30 e gestieren.  Sie wird

in unseren Coovdinaten zn

+ . { i " .
I' 7r |sIn<t =1 "III COS GOS8 "r__’l Sy i1 ) all, . In ihr
liegt der Kreis mit dem Radiug o, dessen Projection auf die Ebene (9 0) eine Ellipse ist
- 1 . ! 1 . " - 1 v 3 [
mit den halben Axen ¢ und g sin "rl. ihr Mittelpunkt hat vom Pol die Entfernung 15, diese
; ; s ; : X< Y s
hat die Linge . Die Ellipse heisst zunichst — | L l: wm sie in unses
o= O=8IN= " iy

5]

System einzufiigen, verschiebe ich den Coordinatenanfang auf der x Axe um 15 em, wodurel
in der Gleichung (x 15) statt x auftritt und drehe dann beide Axen um o0, wodureh sie zu
(¥ sin = X C085¢ 15)2 (¥ 08¢ Y q2in o )2 )
: /1 /1 - = /1 1 wird,

o= o= 8In-

2l

Deshalb heizst die |]|]|v-l

i I'* sin: (¢ W) 50
|1' CO8 (o ) ].'ll'- - - _[Ir /1 :
g SIn= oy g

]

¢ hat nach vorliezendem Horn  fiir i a die Grosse 5 em  Den dariiber stehenden
Cylinder bekomme ich dadurch, dass ich r cos$ fiir r setze,

Hiermit haben wir die verlangte Fliche dargestellt als Schar von Schnittlkurven der
Querschnittsebenen und der schiefen Cylinder, nimlich als




: : o rZ eosd sin? (o — 0y 25 .
[1 cosd cos (p — 1) — 15 + o = ! ki = s
sin? o ir?
a)
v e [RING 81 71 08 o GOS8 T1 o ) 30 o ler
r 5o [Eind SIn —5 cos & cog -sin (@ — 1) 300y, worin gy

Finfachheit weeen als Paramefer beibehalten ist.

Qehliesslich habe ich noch die Pflicht. einige Stimmen objectiver Beurteiler meines
Grundeedankens anzufithren, wie sie nach Varoffentlichung der eingangs erwillnten Schrift
lant, winrden.  In dem Jahvesber. i . hioh Schulw. (Rethwisch) wird dariiber ausgefithet.
ler Verfasser hat rvecht, dass eigentlich erst die analytisch mathematische Behandlung vor-
lisren muss. ehe man Hypothesen iiber die wirkenden Kriifte in einer pricisen Form ant-
stellen kaun. In einer ganzen Reihe von Fillen werden iiberraschend einfache Resnltate ge-
funden.  Andere zeizen sich freilich recht widerspenstig, der Verfasser ist aber Konsequent
weblichen, Die Zeitschr. £ math. . nat. Unter. (Hoffmann) sact unter anderem: s ist il
dies (die Blattformen math. zn bestimmen) filr eine grosse Anzahl von Formen gelungen, und
or ist zu einer Reihe von Resultaten gelangt, die dem Mathematiker wie dem Botaniker sicher von
Interesse sind, In der naturw. Rundschan (Sklarek) spricht der Referent seine Anerkennung aus,
duss dem Verfasser em Binbliek gelungen ist, wie eine beabsichtigte Andernng des Blattrandes
{webuchtet, oesiet, eekerbt und anderes) dureh gew isse Yusatzelieder erzielt werden kani.
Die Untervichtsblitter £ Math. u. Natarw. (Schwalbe, Pietzker) sprechen von der iiberraschen-
den Fiillle der verschiedensten Formen, von der bemerkenswerten Ubereinstimmung  zwischen
den Ergebnissen der analytischen Betrachtung und der Beobachtung und sagen damn: Dieser
ercte Versneh auf einem wohl noch ganz unerforschten Gebiete erscheint durch die dabei er-
siclten Resultate der Beachtung in hohem Grade wert: auch der Schuluntervicht, besonders
der Realanstalten. wird von ihr melrfach niitzlichen Gebranch machen kimnen,
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