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Es ergeben 11'13 tOLu.“L \'Illlb\lnhllldlu.lO'fuTI
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e * (1 -+ &) --|— =1, f=409 (1--2)° sani (U—v)=
(9% + W2+ 22, F 0
e 1 befagt wieder, daf Ote Sldchen, in Uebereinftimmung

mit demt Refultate des vorigen AUbfdmittes, dadurd ausgezeichnet find,
dag das Syjtem ifrer Hrinmmungslinien jugleid) ein  geodatijdhes
Drihogonaljyftent bildet. Das Syjtem verliert alfo diefe ¢ Eigenfdyaft
nidyt bet orthogonaler Projeftion auf eine Hugel.

g 3.

Dic Projehtionsbafis fei cine beliebiqe Zladye.

€= liege irgend eine lade als gegeben vor. 2Auf derfelben
wollen wir ein Drthogonalfyjtent feftlegen, wobet wir uns dte , Hurpven
r und v, als Projeftionen der Hrimmungslinien anoerer Sladhen
denfen, weld lestere wir fuden.  Wir wdhlen uns irgend einen Puntt
auf der gegebenen S§lade, errichten in ifm ote Ylormale und fteigen
in pofitiver Riditung wm ein vorldufig unbeftimmtes Stiict 4 in Ote
Hohe. §iir alle Puntte der betden Kurvenfdharen unter ftetiger Der-
anderung des Wertes von 4 wiederholt, fihrt diefer Projef 3u einer
wewen §lide. Die Koordinaten der gegebenen Fldde feien dars
gejtellt duvdy:

X, = (u,,v,) Die Koordinaten der meuen §lache lauten alfo, wenn
Vv, = Wan,v,) Xy, Yi, 7y dte Ridpungstofinus oer Ylormalen find:
4 = i, )

X x, + 4 X

Y B+ 4 Yy

g = 7 + A d

Die den , Hurven 2, und v, “ der gegebenen Sladye entfprechenden
CKurpen 2 wnd v der erseugten Sladye follen aber die Hrimmungs:
linien derfelben fein. £y, f, F miiffen alfo verfdwinden. Es muf fein:

X X Viu Yiv + Zan L = U

XXy —|— Vi Yo i VAT AT = () l')icl‘ci iﬂl
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AT VAT ’r" /. ;'{[J-_r + At ;”,, AT Zin —‘:— A }'f-.;- ---}— Au :’}.;
Durd) Einfesung Odiefer Werte erhalten wir die Gleichung:
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+ 2 2o (Xa Xiw -+ Yo Yow -+ Zi Ziw) 42w Ao (N® Y2 72 ) =0
Es gelten aber folgende Relationen :
Xy f ) Y Vg e 2 7y 0
X X - Yl Vi AR U
X X+ Y, Yoo =7, Zip 0
.Xl X |- Y1 Yoo -} Z] 7ot 0
Und die Gleidhung lapt fid) dadurd) vereinfaden, wie folgt:
Ardy == {Xlr: Xiv -+ Y Yo -1 Zaw Zav) A (X Xiw 1
4 Yiu Vil e R s Xy b Vi Yiu L Ziw L) )
Diefe Gleidhung féwnen wir nod) tiberfidhtlicher fdpreiben. Es
ijt namlid :
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Die Gleichung lautet alfo nadhy Einfebung diefer Werte:
AT e el e e S
(T (f5e Vi ‘ .
A Ap = B (A By — 2 4) — 05 oem; Dlge wicke fix
€1 1
(mittlere Hriinmmung).

F,, . und k jind gany beliebige, uns unbefannte Funftion der
Parameter. Da die Differentialgleichung unter foldien Umitdnden
nicht weiter behandelt werden fann, fo wollen wir uns die Frage vor:
legen, ob A tiberhaupt eine Funftion von u und v fein fann. Eine
rein desfriptive Betradtung iiber das Problem wird uns daviiber
belehren,

Ylady denLehhren der davjtellenden Geometrie bleibt die wahre BGrdfe
cines Winfels bei Drthogonalprojefiion auf eine Ebene mur dann er:
halten, wenn ein Shenfel parvallel jur [esteren gelegen ift. Soll es
alfo foldje §lachen geben, deren Hriimmungslinien bet orthogonaler
Projeftion auf eine Ebene wieder ein Drthogonalfyitent liefern, fo ijt
unmittelbar flar, daf dte Tangentenfdar jeder Kriimmungslinte erfter
Art in einer zur Bildebene pavallelen Ebene liegen muf, oder dap
all dtefe Sinten: ebene Hurven fein miiffen. £dangs derjenigen Kurven,
weldie denfelben in der Projeftion entfpredien, muf alfo die Grife 4
einen Fonftanten IDert befiben, Fann alfo mur eine Junttion eines ein-
jigen Parvanteters fein. Dies gilt aber nicht nur fiir die Ebene, fon
dern fiir jede Dbeliebige Projeftionsbafis. i entfpredienden Punfien
nuiffen die Tangenten immer parvallel fetn.  Hurven aber, deven Tan:
genten pcaarweife pavallel find, find im l{um]tc felbjt pavallel, 0. b.
haben von etnander einen fonftanten 2bjtand. Hehren wir nun wieder
su unferer ®leihung juriick. 4 ergibt fjid)y hievaus ftets als eine
Sunftion von u und v, folange das jweite Glied: F, (A%h, — 2 4)
von Xull verfdhieden ift. Diefes muf alfo sum Derfdhwinden gebradt
werden, Es find jwei Falle méglid)y, namlidy:

T 0O 2)4k—2o0derd I

Aus der BGleidhung: Ay Lo —0 folgt aber: 4 = ww), wobet
eine willfiiclidye Funftion bebdeutet.

Der fall 2) wiivde demmnad) ergeben, daff die mittlere Helimmung
der als Projeftionsbajis dtenenden Fldade eine Funftion von w allein
wdre. Dies gilt aber nur fiir Rotationsfldden ldngs der Parallel:
freife. Diefer Sall wird aber vom Falle [) mit eingefdhloffen.
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3et Ebene und Kugel war bdie Bedingung F; = 0 identifdh
erfiillt.  &s gibt auf thuen unendlich viele Syfteme von Kriimmungs-
linten. 2Aber tm allgemeinen gibt es auf einer Flade nur ein ein:
jtaes Syfrem von Hrimmungslinien.  Das Syjtem der  projizierten
Hriimmungslinten it aljo vorldufig vollfommen beftimmt. Haben
wir uns trgend eine Slade als Projeftionsbafis gewdhlt, fo miiffen
wir auf Oerfelben das Syftent der Hritmmungslinien jeidmen und
lings jeder Linte Oer erjten Art um ein fonftantes St 4 jenfrecht
sur. §lade emporfeigen.  So erhalten wir eine newe §lache und auf
thr, entfprechend dem Syftent der Kritmnumgslinien auf der Projeftions-
bajts, ein Drthogonalfyjtent; demn wir haben nod) nidht verlangt, daf
otefes jugletd) ein Syftem von Hriimmuumgslinien fein foll. Diefe
Sorvderung aber fiihrt uns jum letsten entidietdenden Schlag. 2Aus
der Bleichung F — 0 haben wir dte endgiltige Auffldrung dariiber
ju erwarten, weldie Sladen tiberhaupt als Projeftionsgrundfldachen
méglidh find. IWenn wiv unter LWiveauburven einer §lade gan; all:
gentein foldpe Kurven verjtehen, weldhe pavallel ju einer anderven §ldche
verlaufen, fo féunen wir aus unferen bisherigen Betradhiungen
folgenden Sas entnehmen: ,Das Syjtem der Lliveaufurven und Linten
fteilften Abfalls auf einer beliebigen Sldache verwandelt fidh bet Drtho:
gonalprojeftion auf die bejligliche §lade immer in ein Syftem von
Hriimmungslinien”.  Und die SdluBfrage Fann daher folgendermagen
ausgefprodhen werden: Iann ift jemes Syftem jugleich ein Syjtem
von Hriinumungslinien? €s befteht alfo die Bedingung:

{

Xuw Yitw 4uw {4za ]
2 0; oder nad) Emfesung der angedeuteten Differential=
X Yo Zue X it KT 5

quotienten :
Xv Yu Zv
Xty - 4 X1 oA X1y Yaws £ A Yaus - A Yiog
ST S ST e SGER  IEE S S S A
Xiuw —]'-- A Xir-; Vie - i \Ilu;
Ziww + A Ziww - Au Ziy

zZaw o A Ll = A 2y
Z1up T H oLy

Biemit multiplizieren wir die nidht verjdiwindende Determinante
ST
N Yiw Zre | und evhalten:

X1y Yiv Ziv
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Biesu fonumen die Relationen:
X1 Xpuw -+ N Vit —- 21 Zauw 0
Xl XJH-!‘ — Y| YUH - ;/q ;’{:H.r' ) {DL!:-‘ ﬂ.‘hﬂlll;[w 211‘[11[0 b\‘l' {
Hriimmungslinien ift wieder ein Drthogonaljyftem).
.\1!_' _\'l” Y_'f‘ I AL :'{:J' 0
Xaw -+ Vav Yio - Zip Zaw (9
Xow - vio Yo -z Zau 0 und audh die frither benubten. y

Die Determinante vereinfadyt fich demgemdf, wie folat:

() Sy SRt}
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€s handelt fich jest nod) darum, den Wusdruct X<y X durd

Sundamentalgréfen ausjudriicten.  E€s it aber:

E,

X.u e X1t

Fh Foo e; — Hoegn

XHH' X1t = Xyt

X Xiww




€s befteht aber die allgemeine JIntegrabilitdtsbedingung

; . Ciu A A ) 5 et
— FE.. + E LG 0 (Allgenteine Bleihungen der
Z 61 =fh
Sladentheorie).

Daher haben wir:

v ; (T (R0  — A Gh
e — 2 G, 0 ober: : 0
2 g1 2 g1
Diefe Gleichung Famn befriedigt werden durd) ey 0 und
i, = Ak 0. Setstere Bleidhung wiirde dem fiir 4 gefundenen
Refultate widerfprechen, da g, und G, Funftionen vor w wnd v find.
€s fann alfo mur die BGleidung: e — O bejtehen.

Wir haben damit ¢; als eine retne Funftion von u gefunden.

Daraus folgt das Endrejultat:

o Als Projeftionsbafis Fomnen nur folde §lddwen beniitst werden,
auf welden das Syftent der Kriimmungslinien jugleid etn geoddtifdies
Drthogonalfyftem bildet”.

Die bisher behandelten Befimsfladien befisen diefe Eigenfdhaft.
Dasfelbe gilt aber aud) nody fiiv die ganz allgemeinen Gefimsladen.
Dies folgt aus demt Ausdruct iiber das Quadrat thres Cintenelementes,
weldies wir fdhon imt erften Abjdinitte entwickelt haben.  Diefe Sladhen
entitehen durdh Abrollen einer Ebene auf einer beliebigen abwickel-
baren §lade. Aus der atur der Erjeugung dtefer Fladhen gebt os
hervor, daf fie eine RNiickFehrEante und eine Hurve von Hreispunften
befigen.  Sie jind in jedem AugenbliE der Entjtehung Rotations:
flachen.  Und Odte aufeinanderfolgenden Lagen der erseugenden Hurve
bilden, wie die ATeridiane der Rotationsflddien, eine Schar von geodd-
fifdhen £inien. Wadhlen wir uns alfo eine beliebige derartige $ldde
und errichten lLings der geoddtifdien Hriinmungslinien Lormale, fo
liegen diefe alle in der Ebene der Hritmmungslinten. Die erzeugende
Kurve der abgeleiteten §lddie liegt alfo mit der erzengenden Kurve
der Bildfladhe in einer Ebene. IWir erhalten daher famtliche Sladen,
weldie auf eine gegebene Gefimsfladie fo projijiert werden Fomnen,
dag das Syftem ihrer Keliimmungslinien wieder ein Drthogonalfyitent
bildet, wenn wir in der Ebene der erseugenden Kurve der gegebenen
Sladge alle méglidhen Kurven setdmen, und hierauf die befagte Ebene
auf der Abwidtelungsdeveloppabeln der gegebenen $ldadhe abrollen
laffen. — Soll ¢s alfo mdglid) fein, swet gegebene Slidien, die eine
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auf dte andere, fo 3u projizieren, dap das Syftemt der Wrlimmungs:
linient dabei ein Drthogonalfyftent bleibt, fo muijfen auf betden die
Hriimmungslienten ein  geoddtifdhes Drthogonalfyftemt bilden. Bei
der Projeftion Dbehalt dann das Syjtemt der Hriimmungslinien alle
feine wefentlidien Eigenfdiaften bei. Es Dleibt ein geoddtifdies Drtho-
gonalfyftemt von Hriintmungslinien. Aber nur folde Fladenpaare
Eonnen hiebet in Betradht fonunren, weldie bdiefelbe AUbwickelungs:-
developpabele befilsen.
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