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Auf dem Studium diefer Sundamentalgrdfen und -Formen be-
ruben audy die folgenden Unterjuchungen. Der Schwerpuntt derfelben
liegt in der Beantwortung der Srage: Werden die Hriimmungslinien
einer gany beliebigen Sldache bet orvthogonaler Projeftion auf eine
andere Sldadhe alle ihre wefentlidien Eigenfdhaften beibehalten? Es
ift eine wefentliche Eigenjchaft der Krinmuungslinien, daf fie auf dev
Slache ein Orthogonalfyjtem bilden. Dies wird analytifd) ausgedriickt
durd) das Derfdywinden der Sundamentalgrdpe £, Und iiberdies muf
fiir jede $ldadhe, weldhe auf das Syftem ifhrer Hriimmungslinien be-
jogen iff, aud) die Fundamentalgrépe F ver|{dwinden. Diefe betden
Bedingungen find notwendig und hinveidhend.  Sollen aljo  die
Hriimmungslinien einer §lade bei orthogonaler Projeftion auf eine
andere Sladhe aud) auf diefer ein Syftem der gleidhen 2Art bilden, fo
miiffen die beiden Bedingungen von den Punffenn des durdy die Pro-
jeftion erhaltenen Bildes ‘ebenfalls erfiillt werden. Der Weg der
folgenden Unterfucdhungen fihrt vont Befonderen jum Allgemeinen.

Punfte mit einander bilden, ift beftimmt durdy: cos O =

5 1

Die Projehtionsbafis Jei cine Ghene.

Auf der Ebene ftellt jedes beliebige Lintenfyftem ein Syftent von
Heimmungslinien dar. &s Fann fidh alfo in diefem fpestellen Falle
nur davum handeln, ob tiberhaupt §ladhen extjtieren, deren Hriimmungs:
linien bei orthogonaler Projeftion auf eine &bene wieder ein Drthogonal-
fyftent [ieferm. J3ft dies der Fall, fo muf es audh wmgefehrt moge
lid) fein, vom einem Drthogonaljyftem der Ebene ausgehend Ourd
den riictlaufigen Prosef zu ihnen 3u gelangen. 2Auf der Ebene werde



ein junddit beliebiges Drthogonalfyftemt geseidmet. Iir verfeben
uns i irgend einen Punft und jteigen von hier aus um ein vor-
[Gufig unbejtimmtes SticE z empor. Dies wiederholen wir juerft
ldngs aller ,Kurven 2 und hierauf ldngs aller ,Kurven v", BHie-
durd) gelangen wir, je nach der Bejtinumung von z, 3u neuen Sliden,
weldie aus etner doppelten Shar von Kurven aufgebaut find. Wiv
verlangen mut, daf diefes Hurvenfyjtem das Syjtemt der Hriimnungs:
linien fei, daf alfo jeder Punft einer foldhen Slade folgende Be-
dingungen erfiille:

L

I, X Xp -+— Yie Yo -,l- Zu Zp 0
Il Xxupw + Yvuw + Zzww 0
Siir jeden Punft der Ebene gilt dte BGleichung:
[l xu x0 4+ v Yo 0
Aus dem Sujammenbeftehen von I und I ergibt fid):
IV, zu zv 0
Bieraus folat: zy = 0 oder: z U; b b z ift eine beliebige
Sunftion von a alletn, oder ldngs der ,Hurven u” ift z FPonjtant.
Dies bedeutet sunddhft nichts anderes, als daf es auf jeder Sladhe ein
und nur ein Orthogonaljyjtem gibf, weldies durd) die Projeftion nidht
serftort wird.  Es ift das Syftem der Liveaufurven und Linten fteilften
Abfalles, Darvaus erfennen wiv fofort, dap mur §laden, auf welden
diefes Syjtem jugletd) das Syjtent der Hrimmungslinien bildet, fiiv
die Srage nad) der Erhaltung Oder Hrimmungslinien in Befracht

fFommen Eénnen.  Die Honftrubtion Oderfelben erfahren wir aus
®leichung II. Da zp 0, fo vereinfadyt fidy diefelbe in:
H,. Xup Yo — Yuw Xv 0]

Die JIntegration diefer Differentialgleidung Eounen wir auf
nannigfaltige Weife vollstehen.
[ fann namlid) durdh folgendes Syftem erfelst werden:

;. e ’L'\-"._ 4 Dedeutet irgend eine Funftion von 2« und v,
v = — AXp
Hicraus folgt durd) Diffeventiation nad) v:
Xup = Ayew —+ kv Vo
Yuw — Axpy — Ay Xy
Durdy Addition der mit yp multiplizierten erften ju der mit
— xp multipliierten jweiten Gleidhung folgt :
Xuw Yo — Vup Xo = A (V; + X)) + 4 (Vo Yoo - Xv Xop) ober

wegen 11 : 4y (vo -+ x0) 4+ 4 (yo Voo 4+ Xv Xwv) 0 oder:
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Daraus folgt: 4 :

v/ XE.- _|_ }-'2!_
Diefen Wert von 4 feen wir in das Gleichunasiyitem III, ein
= [ = { 1

und erhalten:

1’,: )
e
X = ; I\'J,.
\ N"?a : I\-'J
9lu)
.‘)
Vi = X

VvV X I _\-:‘f'
Durdh Addition der quadrierten Bleidhungen evgibt fid:
g a 9 ) 8 8 g e v -
X, + Va e P Was X+ ¥y 1t aber  die Fundamental-
grofie e der ®bene. Sie ift eine veine Funftion von . Das Sinien-
clement der &bene hat daler die Form:
(ls? Y, ;_,. du® + g duv®

Seen wir Ui (b (O [ Yin) du, jo gebt der Aus-

druct {iber in ds? @l'): 4+ g dv?
Das gleiche Endrefultat erhalten wir auf folgendem Wege: Die
Gleidhung HI fann audy erfest werden durdhy das Syftem:

Xy=— A Yu » Sy IS
I11,. o Sezen wir dtefe Werte flir xp und vo in die
Vo A Xy & :
®Gleidnng 11, ein, fo erhalten wir:
A (Xup Xu 4+ Yuw yu) = 0 d. B, weil L von YTull verfchicden:

A8 2 . : 2 2 .
(X, + Vy) = 0 oder wie vorhin: x, -+ v, A1)

Diefes Refultat fithrt uns auf eine djarvatteriftijhe Form des
Eintenelententes der Ebene, weldie jeigt, dafi das Drthogonaliyftent
tn der Projeftion fetn beliebiges fein fann, fondern ein geoddtifdies
Drthogonalfyftemt feir muf. Denn die Bauffdie Bleihung der
geoddtijchen Linten auf einer beltebigen fldche lautet:



(eg— f2) [du d2o — dv d*u] + (du)* [e (fu — yev) — feu] 4-(du)*d
. [egu + f (fu —
+ du ()2 [— geo — f (fo —  gu) + fou + 5 ego] +
+ A [ fgo — g (fo — 5 gu)] = 0

Siiv den befonderen fall eines geoddtifdien Drthogonalfyftenes,
wobet die ,Kurven v" geoditifdie Linien fein follen, vereinfadyt fidy
dtefelbe n:

j e ev(du)® = 0 oder ep =0, weil f =0, dv =0, dv = 0

Da e ecine gany willfiirliche Funftion von # und v ift, fo ift
aud) das Syjtem der geoddtifdien Linien ein vdllig belicbiges. Die
geoddtifdien Linten auf der Ebene find BGerade. Daff die eine Schar
der projisierten Hurven eine Shar von geraden Einien fein mufg,
hatten wir aud) unmittelbar auf folgende eife erfannt. Wi
differentieren das Syftem der Bleidhungen I, nady # und erhalten:

e
2

o) — fou — 2 geu] +

Xup = — AVuuw — AuVu
Vav = AXae -+ A Xu

Die erfte Gleichung multiplizieren wir mit yp» und addieren hiezu

dte mit — xp muultiplizierte jweite. Dies ergibt:
Tyu¥o — Yup Xo — — i(,\'rm_\'f..' —f- -\'mfxr) — lu (}'-u Yo +

+ XuXp ) oder unter Beadtung von BGleidung I, und IIL:
;'-(}'Jrif}'r 1= XHHK:-) = 0
Sir vo und xp fetsen wir ifre Werte aus III, ein und erhalten:
A% (VuuXu — XuuXu)= 0

Weil 4 nidht ver{dwinden famn, fo folgt :

VauXn — XunYu=— 0 obder:

J (V! : SRS ; ;

— ( ) — 0. Die JIntegration ergibt:

e X
Vat s 1 5 e .
*— = V., wobet V eine willtiirlihe Sunftion bdes Parameters v
Xt
bedeutet.

Aus yu = xu V folgt durdhy nodymalige Jutegration:
Vo

Diefe Gleihung ftellt uns aber, wenn v fonjtant ift, eine gerade
Sinte dar. IMWemn v alle MWerte annimmi, erhalten wir eine Schar
vou geraden Linten.




Diefe Unterfuchungen exmdglidien es uns, §laden su fonftruieren,
deven Kritmmungslinien bet ovthogonaler Projeftion auf eine Ebene
wieder ein Drthogonalfyjtem bilden. IWir seidhnen uns in einer Ebene
eine Schar von Geraden, oder, weil diefe als Umbiillungsgebilde eine
Kurve erseugen, eine beliebige Hurve, jiehen ihre Tangenten und dte
su denfelben orthogonalen Trajeftorien. Diefe verhalten fid) jur wr-
fpriinglichen Kurve wie Fvolvente sur Evolute. fangs jeder Evol:
vente gehen wir um ein fonjtantes, von Hurve ju Hurve aber ftetig
verdnderliches StiicE z fenfrecht empor, oder Fiivjer, wir erteilen jeder
Evolvente eine jur Bildebene fenfrechte Translation, Hieraus ergibt
fidh, dap die ecine Schar der Hrimmungslinien auf der fldacde aus
l[auter Fongruenten, in parvallelen Ebenen liegenden Hurven befteht.
Die andere Schar der Hrimmungslinien befteht ebenfalls aus [auter
fongruenten ebenen Kurven, Oeren Ebenen einen fenfrechten Cylinder
mit der obigen Evolute als Bajis umbiillen. Die Sladen Fsnnen
alfo entjtanden gedadht werden durd) Abrollen einer Ebene auf einem
geraden Eylinder. Derfolgen wir den Gang odtefer Entjtehung etwas
niher. Die Ebene rollt um eine anfdnglich gewdhlte Seitenlinie des
Cylinders, wm die Lage der unmittelbar benadhbarten Tangentialebene
ju erreichen. Dabei befdjreibt die erseugende Hurve einen unendlicdh
fdmalen §lacdenjtreifen. Die Ebene fteht auf Odemfelben 1wdahrend
der Drehung fenfrecht. Die Hurve befdhreibt aljo i jedem Augen:
blicE einen Streifen einer Rotfationsfladhe. Der Smittpunft der ev-
sengenden Hurve mit der jeweiligen Seifenlinie bleibt bet jeder ein:
selnen Drehung in Rube, Swet benachbarte Erjeugende fdmeiden
fid) alfo. Die Gefamtheit Oder Sdmittpunfte bildet auf der Fldadye
cine fogen. Riickfehrfante. Diefe Hurve ijt volljtandig erzeugt, wenn
die Erzeugende auf dem Eylinder vollftindig abgerollt ift. Es ift
ferner Flar, daf der Cylinder wvon famtlidhen Sladennovmalen be-
rithrt wird. Ev bildet die Fladhe der Hnimmungsmittelpunfte langs
der , Hurven «'/. Denfen wir uns mumehr dte Evolute bder er-
seugenden Hurve geseidmet, fo wird diefelbe infolge der Drehung
gleidhfalls auf dem Eylinder abrollen. Sie befdhreibt dte Flade der
Heimmungsmittelpunfte ldngs der ,,Hurven v und hat, wie die
Bauptflade, eine Ridfehriante, weldie sugleid) auf dem Cylinder liegt,
Langs diefer Hurve fallen alfo die 2Tittelpuntte der betden Hriimmungen
sufanmumen., Jhre famtlidhen Tangenten treffen daher dteflade tn Punften,
weldye eine Hurve vonHreispuntten erfitllen. Don den hiemit befdhriebenen
Sladhen, weldyelTonge Befimsfladen (surfaces moulures) nemut, wollen
wir im Folgenden eine allgemeine Parameterdaritellung gebein.
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Da dic Punfte der su wdbhlenden Evolute durdy den Scmitt

sweter , Hurven ' entjtehen, fo find ihre Koordinaten Sunttionen
pon v allein. Die Pavanteterdarjtellung der Hurve lautet alfo:

X ¢ (v) dx o' () dv el 3 .
| P "," : ds? = (') 2 Y @) ) du? =dv?,
l y W) cy G (v) dv : St

wetl {f ' ) 2 i = f_'l'rl_ﬂ'_J.': 1
v it der vom einemt beftimmten Unfangspuntt aus gejdahlte

Bogen der Kurve. PVon diefem Punfte aus gehen wir jeht um ein
Stiit U in der Ridtung der Tangente weiter. U ijt dabei irgend
cine Sunftion des Parameters w. Die AUnfangstangente volle fodann
auf der Hurve ab.  JIn jeder fage fragen wir vom Beriihrungs:
punfte aus dte wm den auf der Kurve juriicfgelegten Weg verminderte
Strede U auf der Tangente ab. JIndem wir alle mdglichen Ierte
von U7 auf diefe Weife jur Derwendung bringen, erhalten wir {damt-
liche Evolventen der Kurve. Davaus geht dte gefudite Pavameter:
darftellung der Fladen hervor:
(U—2v) .-Jr'.‘_,-l;

VA
‘lfl:..,.l {I_
] % { v1—U'2 du

Die Fundamentalgrofen der

o
C

X

v v) U )

dur—d U=

[dchen beredhnen ficdh, wie folgt:
L8 § [ f -~

Xt f"r}r'[_.._] o) (_f-— 1) {f"',‘,.)
Ve ,-'",I_r-’ o Vi = T—a) H'NU'\."
A VI L 0
Xotws U () Xuu (U—0v) ¢”w) ¢ ()
Yiw !'“Jf"H-Lr-_} i (T—) fl"’”)u 2) fl,-’-‘ﬂta)
VAT () AT ()
Nagn {WI; lLa-! e |
Yuu U" () L] (U—v)* . (g7%) Y
: L liic
. ey %
il e / 0
\ Vi W) Y A== JFE] ¢ w)
Vi + ¥ Ve + )
;U G0 ¥ — o g'w)
Vo % )




U (¥ () 9" (0) — 9 () ¥'() u-

i Sl )
L/{f[ ’fzn'\:':l —|" f!’”%ﬁ“,-' [I-_f'. ’2) v I—f‘ &
q _ V1=U2 (U—0) (¢7) ¥ ) — ¢70) P o)
i A
Vg w) -+ )
VIZT? (T—v) (6% - ¥ %)
Bet der Bervedhnung Famen jur "'\111\;11611114 ote  XRelatton:
] J 3
P30) + YAw) = 1 und die darvaus folgende:
[)(’(J'} fJ‘-”{\.r-"l ; t{_f,"_r- il_lr.'ul_r::u - ().

Der Ausdrud fiiv das Lintenclement einer Gefimsflache, welde
auf ifhre Kriinimungslinien bejogen ift, geftaltet fidh alfo folgendermagen :
ds? = du? —;— ._ff’.--— )2 “}“'!(r'_l —:'— llf_f ."l!')) dv?

Srither haben wir bewiefen, daf dies der dhavafteriftifche Aus:
oruct fiir das Lintenelement einer §ldade ijt tim Falle eines geodatifden
Drthogonalfyjtemes. Das Syftem der Hedimmungslinien einer Gefims:
flache ijt alfo jugleidh) ein geoddtifdies Orthogonalfyjtent, und es be-
halt diefe Eigenfdiaft bet orthogonaler Projeftion auf cine Ebene,
weldye pavallel ift den ,, Kurven «”

Siir Oen Ausdrud der Gaupiden Krdimmung in einem flachen-
punfte haben wir die beiden allgenteinen Fovmeln:

& L EG—F? K 1 2 k

Wt e e s e

Angewandt auf unfere Kldacdhen, lauten bdiefelben
K U" (') 9" (v) — ¢'(0) W) (9" () "' () — ¢'"'(0) W"“() (U ~0)

1ia

(U—v)* (¢'"*w) -+ ')
l.'l'a‘.l’
U—v
Biebet fam jur Dermwendung die Relation:
9') ¢ + YO PR + 9% + PR =0
Aus dem Uufbau des Hriimmungsmapes wird folgendes flar :
Beniist man jur Honjtruftion von Befimsflachen eine Dbeftinumte
Sunftion U und wablt fidh) hiesu alle mdglichen Evoluten, fo haben
all dtefe §ldaden in Punften, weldhe gleichen Ierten der Parameter
w und v entfpredien, gleiches Hriimmungsmap, weil lelsteres von der
Beftalt der Evolute véllig unabhangig ijt.

oder N —

Eine fehr brauchbare Qamn1ctcrbaritc11ung, unferver ¥ladjen er:
halten wir, wenn wir fie als fpesiellen Fall einer allgeneinen Klafje
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von fladen auffaffen, weldge durd) dte Bewegung einer unverdnder:
lichen Hurve im Raume entjtehen, durd) folgende Entwidlungen:
Wic betraditen eine Hurve € und ein Syftem von bemwegliden
Aren, weldes mit der Hurve feft verbunden ift, und nehmen an, daf
die Lage der Hurve und der beweglidien Uren von einem Paranteter
v abhdnge, welder bei der Bewegung die Rolle der Jeit {pielen foll.
& n, L und p, ¢, r feien die Translationen und Rotationen Odes be:
weglidhen Syftemes. Diefe fedhs BGrépen {ind Funftionen von w,
X, y, z feien die Hoordinaten irgend eines Punftes der Hurve in
Besug auf die beweglichen Aren. Sie find gegebene Funftionen eines
Pavameters «.  Wenn bdie beweglidhen Aren ihre Lage verdndern und
gletdyzeitig der Punft auf der Hurve verfdioben wird, fo {find bdie
Projeftionen des unendlich) Eleinen von ihm befdjriebenen Bogens ge:
geben durdy:
dx + (5§ + qz—ry) dv

dy + (3 + rx—pz) dv
dz + (€ -+ py—qx) dv
Das Quadrat des Linienelementes der durd) die Bewegung et
jeugten §ladre hat sum Ausdruc die Sunume der Quadrate dev dret
Projeftionen, alfo:
ds? = (x'2  y2 4+ 2'2) du® + 2 (X' § + vy + 2'C

X
il xt oyl oz ) du dv + [(§ + gz—ry)® + (y + rx—pz)®
PR
+ € + py—gx)?] av?,
Lk dy dz z o
wobet xh, v, = z' gefeBst tft.
du clu du

S dem fpeziellen Kalle, wo fidh die Bewegung der Hurve auf
eine blofe Translation juriictfiihren [agt, find p, g, » gleid) LTull, alfo:
ds? = (x2 -+ vy + 2z du? 4+ 2 (x'§ + vy + 20) du dv
+ &+ 72 + 1) ave

Sefien wir ferner voraus, dafy die Hurve eine ebene und bdie
®efchwindigfeiten aller ihrer Punfte normal jur Hurvenebene feten,
weldye jugleid) die xy-Ebene des beweglidhen Arenfyftems bildet, fo
verfdywinden die Gréfen z, & 7, 1. It u der Bogen der Hurve,
fo Dbejteht die Relation: x'2 L y'2 = 1,

Und der Ausdruct des Sintenelementes lautet:

ds? du? + (C 4 pyv—qx)? do?




Behen wir jest ju unferen Gefimsilachen fiber und nehnten an,
daf dte x-2re des beweglichen Syftentes pavallel den Erseugenden des
Abwicdelungssylinders fei, fo verfdwindet aud) ¢, und das Linien:
element hat die Form: ;
ds? du? - {" + v .,f p? dv?
P
Hiefiir Fénnen wir als allgemeine Form fefsen:
ds? = du® + (U—=V) dv? wobet U und V refp. Funftionen von
o und v find.  Durdhy Umformung erhalten wir:
(ls? dl® - (U—w)? dvd (l U2 du?
Die jwei erften Glicder, fiir fich genommen, madhen das Quadrat
des  Lintenelementes eciner abwickelbaren Sliche aus. Seben wiv
namlich:

X 7 cos v l‘  sin v dv
y U sin v — ' V cos v dv, fo folgt:
dx® 4~ dy? .fH"' 4+ (U—V)? dv®
Diesu fiigen wiv: z ’ A== Sl

Dbige Sorm des Linienelementes dndert fidh nidt, wenn man
v durd) av exfetst, und es ijt alfo moglid), eine willtiirliche Konftante
in dte Parvameterdavjtellung etuzufithren, fo dap fie munnmehr laufet :

> u 5 N : : ]

X a [ cos ; { V' sin dv
L4} - (i}
¥ . i 2 b o

v a U sin - " cos o
; 0t . i

Z [ v 1—a2 72 du

Diefe Sormeln Dbeftimmien etne Familie von Gefimsfladen, weldye
alle aufeinander abwickelbar find, Eine Gefimsflache fanm alfo auf
unendlidy viele AUrten o verbogen werden, daf jie dabei eine Gefims:
flache bletbt.

§ 2.

Die Projektionsbafis fei vine Hugel
Bet diefer Unterfudyung foll uns derjelbe Grundgedante [eiten,
wie bei der vorigen. Die Hugel verlegen wir mit ihrem Utittelpuntt
in den KHoordinatenanfang und feten voraus, odaf thr Radius gleidh



der Einheit fei, ganj als ob wir cine fphdrijche ADbbiUdung madypen
wollten.  Auf derfelben [legen wir irgend ein Drthogonalfyftent feft.
Wir wdhlen uns einen Punft, verbinden ithr mit dem 2tittelpuntt
und tragen auf Odem verldngerten Radius in pofitiver Riditung ein
vorldufig unbeftimmtes Stict 4 auf. Dies wiederholen wir fiiv alle
Punfte des Drthogonalfyftemes, indent wir jede der beiden Kurven-
fdharen eingeln durdhlaufen. So entfteht oberhalb der Kugel eine aus
swet Kurvenfdharen jufammengefetste §lade.  IDir verlangen junddit,
daff dte Gefamtheit diefer Hurven ein Orthogonalfyftemt bilde. Es
muf alfo auf der Hugel und §lade dte Fundamentalgréfe f vers
{dhwinden. Die Punfte der Hugel haben die Hoordinaten X, Y, Z,
weldye jugleid) die Ridhtungstofinus des Projeftionsitrahles find. Die
Hoorvdinaten der fladenpuntte {ind:

e e S

y i Y (1 - 4) Daraus folgt:

% e L Z (1 + 4
X = Xu (L + 4) + A X Xo= Xy (1l + &) + v X
e Y (L )Y = P (IS
AL (e e S e e S

Die Bedingung [ = 0 fiiv die Flade {dhreibt jid) alfo folgender-
nagen
| A\'H -\'F' : }—H }—w .' Z.'.f Zar} '1 —I— .;)l = [ I,\';._r ,\' | }-u )
14 T R e LI o SRS v BB R
1= duhy (X2 i Yig —1- 7 2) ()

I
Biezu fonmmen folgende Relationen:

R R e e e s S Ve L

XXu + YYu + ZZy = 0 und XXo + YYu» + ZZ) = 0.

)

Es ergibt fidh alfo fiiv 4 dte Differentialgleidhung: Au Ao 0,
weldhe befriedigt wird durdh die Annahme: Ay = 0, d. h. 4 ijt eine
reine Sunftion von u, lings der ,Kurven u" fonjtant. Das Driho-
gonalfyftem der §ldche muf aber aud ein Syftem von Hrimmungs:
linten fetn. Iir miiffen alfo weiterhin die Relation F' = 0 3u Rate
sichen. Da F in Determinantenform  gefdiricben werden famn, fo
haben wir:

Xyw Nun Zuw
Xu Yu 4 0

Xo Yu Zu
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Diefe Determinante veveinigen wir ju ciner Produftdeterminante mit
Nap oNare s
,\—H YH ZH
Xy Yo Zy
Durdh Einfessen der Werfe:
X X (1 | A) —f— A Xy
Voo Yaw i_.l —}- ) —-!— du Yo
Zw Zuw (1 - &) & Au 2o ergibt fidy:

Diefe befist den Wert esg,—f17 und fann alfo nidyt
verfdhwinden,

X (IO e ] \,,, (14 2) I Yo Zun (14 4) -|- 7
X (SR o e W (150 ) 27, e A, (i T
(s X \,_, (1 -|- /.; z‘,,\‘-, s I_l—l,—f,_l 15157
X Yo
X, Y 7 —0

o 7
Die angedeutete "]TuItipIi{’atiml fiihren wir aus und evbalten:
N () SRR dt S X Gl DS Ay 5
X X (1 D)0 S XN My e KB, S LA 00 o XN
X Xl ) SR T S XKl bR S X
S gy e e
SR X (1) 2 37, %K%, 0
S A P B L ‘
Da auf der Kugel jedes Hoordinatenfyjtem ein Syftem von
Hriimmungslinien bildet, fo Defteht die Bleidung I 0, alfo
XX + YYow + ZZuw = 0O
Dadurd) vereinfadt fich die Determinante jur folgenden:

b4

14 b4

0 At 0
'-"[ A i 3 -
el G e Pt
D) 0, Hier exgibt jicdy:
g o 5 ; s
3y — (142) 491 M 0 g(1+4)
D
‘\.“1
5 W 1 4+ 4) =20
duw und A find aber von LTull verfdiedene Funftionen, wie oben
geseigt, und die Annahme 2 = — 1 wiirde 3u einem Trivialfalle
fiihren. €s eriibrigt alfo nur nody anzunehnen die Gleidung:
Y
oe,

0: 6. h. ¢ ift eine reine Funttion von u.
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Aus alledem {chdpfen wir folgendes Endrejultat:

Auf allen Fladen, oSeren Hriimumungslinien bet orthogonaler
Projeftion auf eine Kugel wieder ein Drthogonalfyftem bilden, muf
dte eime Schar der Hrlimmungslinien auf Hugeln gelagert fein, weldye
mit der Bildfugel fonzemtrifdh) find. Das Syftem der projizierten
Hritmmungslinien it ein geoddatijdies Drthogonalfyjtem. Die geodd:
tifdien Linien der Hugel jind aber ihre DHauptfreife. In dem allge:
meinen Salle der Hugel ift dte Ebene als Spestalfall enthalten, wenn
man fie ndamlidh) als eine Hugel mit unendlidh grofem Radius an:
fiecht. Demgemadfp ftellt fih audy das Problemt auf der Hugel als
das allgenteinere dar.

Um unfer Bild su vervolljtindigen und die Fldchen thatjddhlich
su Fonftruteren, siehen wir auf der Wugel e¢ine Schar von Hauptfreifen
und ihre orthogonalen Trajeftorien. 2Wls Umbiillungsgebilde tritt
wieder eine Hurve auf. Wir founten alfo aud) fagen: Um ju den
gefudhten Slachen su gelangen, seidmen wir uns auf der Hugel irgend
eiite Hurve, legen an fie alle ihre {pharifchen Tangenten und fon:
ftruteven uns oderen orthogonale Trajeftorien. Edngs jeder foldhen
Hurve fteigen wir um ein fonjtantes Stiick 2 fenfredit sur Hugelober
fladhe empor. Der Iert von 4 foll {ich nad) irgend einem Befetse
ftetig dndern.  Beide Scharen von Hriimmungslinten auf der erhaltenen
Sldche Dejtehen jede fiiv fich aus Fongruenten Hurven. Den Haupt:
Freifen in der Drojeftion entfpredjen lauter ebene Huwven auf dev
Slade.  Jhre Ebenen haben den Hoorvdinatenanfang gemeinjam und
als Umbiillungsgebilde einen gewiffen Hegel. Die Entjtehung Oder
Sldachen famn alfo aud) folgendermafen befdrteben werden:

Wir wdhlen einen Hegel mit belicbiger Leitfurve, deffen Spitze
tm Hoorvdinatenanfang liegt. Eine Ebene, in welder suvor eine be-
ltebige Hurve gejeichnet wurde, volle, obne ju gleiten, auf dem Hegel
als Tangentialebene ab.  JIn jedemt 21'115\'11[111(& wird dadurdy ein
Stretfen einer Rotationsfladhe hervorgebradht. Der PDunft, welden die
erseugende Hurve mut etner Seitenlinte des Kegels gemeinfamt hat,
bleibt bet jeder einzelnen Drehung in Ruhe. Die BGefamtheit diefer
Puntte madyt auf der Slade eine Riicdfehrfante aus, welde sugleid)
auf dent AUbwidelungstegel liegt. Tdngs diefer Hurve ift die mittlere
Hriimmung und das Hriimmungsmafp unendlich grof; denn der Hegel
it ote flade oder Hriimmungsmittelpuntte erjter Art. Die von der
Evolute der erjeugenden KHurve befdhriebene §lade hat ebenfalls eine
auf dem Hegel liegende ‘{iicffclprfmltc_ Die Tangentenfdhar bdiefer
Hurve {dyneidet die §ldache n einer Unendlidyfeit von KHreispuntten,

L




16

Diefem geonetrifdien Bilde mobge ein analytifdies folgen, nam:
lich die Parvameterdarftellung dev Gefimsfladhen mit Hegelabwidelung,

Die auf der BildFugel su wdhlende beliebige Kurve fei davgejtellt
durdh die ®leichungen:

N f(v)
3 )
4 Zlv)

Hiebei find folgende Relationen giltig:

g .’{:f,‘.: _i. I Z:" u) 1 Qlu g ; ﬂ::.'_'l -‘:— {__'I’I v) F_-r’ |l:r':l ":f—
‘j:(’ ! -:l— Z"'"u-: 1 ) f‘;"i__r"} ".'r'_\."l W (v) i
+ 2 2w = 0 IS AUREE
Gv) ¢ () =1= J._f'.f"f f.J.‘.-" (v) I Llv) Z”-.f'i - — 1

+ 1) 7@ Y

Jn cinem beliebigen Puntte der Kurve legen wir an diefelbe
eine fpharifche Tangente, d. h. einen fie beviihrenden Haupttrets. Dom
Beriihrungspuntt aus gehen wir um ein Bogenitiic, weldyes wir
gleich einer Sunftion U des Parameters u fefgen wollen, auf dem
Bauptfreis weiter. Die Hoordinaten des fo erhaltenen Hugelpunftes
fommen  folgendermagen gefunden werden: JIn dem gewdhlten Be-
viihrungspunft legen wir odie gewdhnliche geonetrifche Tangente an
die Kurve, Diefe ijt gleidhseitis Tangente der fphdrifdhen Tangente.
Sie Dildet mit den Hoordinatenaren IDinfel, deven Hofinus find:
¢ (0), W) und L. Es foll mummebr ein neues beweglices recht-
wintliges Hoordinatenfyftem eingefiihrt werden. Die neue XAype ift
die Parallele sur vorhin erwdhnten Tangente durd) den Hoordinaten:
anfang, dte neue Y-Are die Derbindungslinie des VBeriihrungspunttes
mit dem Hugelmittelpuntt, i die Koordinatentransformation er:
gibt fidy alfo folgendes Schema der Richtungsfofinus:

X Y Z

X! (j:{r-' {I_HI!J-" %)

Y : i v) f_.-'"" :J /(.’]
Z! o i v

SJm newen Syftem, fiir weldyes dte Z-Are nicht in Betvadht fommt,
perfahren wir suerft nad)y der 2Tethode der Polarfoordinaten und
fudgen uns den Punff, deffen Radiusvettor gleidh Oer Einbeit und
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deffent Amiplitude, von der pojitiven Y '-2Are gegen die pofitive X'-2re
hingerechnet, gleid) U ijt. Dies ergibt:
X sinll e : - :
: . Durd) Riidwdrtstransformation erhalten wir
¥ = coS! ' :
X sinU g'(v) -+ cosU oplv)
Y sinlU 'y 4 coslU
Z sinlU y'w) + cosU yiv)
Dabet wurden angewandt die allgemeinen Transformations:
formeln;

I

X x! eos (x'x) 4 v’/ cos (v'x) -+ z' cos (z'%)
y = x' cos (xy) + y' cos (y'v) - z' cos (z'y)
% x! cos (x'z) -} y' cos (y'z) + z' cos (2'7)

n jedem folgenden Beriihrungspuntt, fir welden das eben
befprochene Derfahren wiederholt wird, vermindern wir die Funftion
U um den auf der Hurve vom Beriihrungspunft juriictgelegten Weg.
faffen wir U alle mdglidien Werte annehmen, fo erhalten wir das
erforderliche Drihogonalfyjtem auf der Kugel. 2Und die Parameter:
darftellung oder letsteren laufet:

X sin(U—v) g'()
Y = sin( U—v) ')
Z = stin(U—v) %'

cos( U—v) gv)

- cos(U—v) ()

cos(U—v) x)

So gelangen wir fdlieplid)y jur Parameterdarfellung unferer
Sladen:

X I stn(U-—v) ¢'(v) -+ cos{U-—v) g(v) ‘,]‘ (L + 2)

y i stn( U—u) Yie) —+ cos( U-- r_‘,l ) ‘ (1 -+ )
2= | sin(U=0) 7w + cos(U—0) 1o b o 2

A und U find dabet durd) die Relation verbunden :

18
dt = [ d@+1)]| + 14+ 1) (@U) oder:
d (4 -+ 1)72 : :
(RIS == S =]
‘ e J rale :
. muf alfo diefe  Differentialgleihung  befriedigen. Das

davabteriftijhge  UTerFmal jeder eingeluen Sladenfamilie it in der
Sunftion U ju crblicten.

o
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Es ergeben 11'13 tOLu.“L \'Illlb\lnhllldlu.lO'fuTI
{

e * (1 -+ &) --|— =1, f=409 (1--2)° sani (U—v)=
(9% + W2+ 22, F 0
e 1 befagt wieder, daf Ote Sldchen, in Uebereinftimmung

mit demt Refultate des vorigen AUbfdmittes, dadurd ausgezeichnet find,
dag das Syjtem ifrer Hrinmmungslinien jugleid) ein  geodatijdhes
Drihogonaljyftent bildet. Das Syjtem verliert alfo diefe ¢ Eigenfdyaft
nidyt bet orthogonaler Projeftion auf eine Hugel.

g 3.

Dic Projehtionsbafis fei cine beliebiqe Zladye.

€= liege irgend eine lade als gegeben vor. 2Auf derfelben
wollen wir ein Drthogonalfyjtent feftlegen, wobet wir uns dte , Hurpven
r und v, als Projeftionen der Hrimmungslinien anoerer Sladhen
denfen, weld lestere wir fuden.  Wir wdhlen uns irgend einen Puntt
auf der gegebenen S§lade, errichten in ifm ote Ylormale und fteigen
in pofitiver Riditung wm ein vorldufig unbeftimmtes Stiict 4 in Ote
Hohe. §iir alle Puntte der betden Kurvenfdharen unter ftetiger Der-
anderung des Wertes von 4 wiederholt, fihrt diefer Projef 3u einer
wewen §lide. Die Koordinaten der gegebenen Fldde feien dars
gejtellt duvdy:

X, = (u,,v,) Die Koordinaten der meuen §lache lauten alfo, wenn
Vv, = Wan,v,) Xy, Yi, 7y dte Ridpungstofinus oer Ylormalen find:
4 = i, )

X x, + 4 X

Y B+ 4 Yy

g = 7 + A d

Die den , Hurven 2, und v, “ der gegebenen Sladye entfprechenden
CKurpen 2 wnd v der erseugten Sladye follen aber die Hrimmungs:
linien derfelben fein. £y, f, F miiffen alfo verfdwinden. Es muf fein:

X X Viu Yiv + Zan L = U

XXy —|— Vi Yo i VAT AT = () l')icl‘ci iﬂl
X Nt -![— y XH( == _\:; N Xiw —]I— v X,,, Al X]
Vi Viae —‘:— / Ylw 1= f‘! \-1 Yu Viv |l / \I”- — .:‘f Y|

AT VAT ’r" /. ;'{[J-_r + At ;”,, AT Zin —‘:— A }'f-.;- ---}— Au :’}.;
Durd) Einfesung Odiefer Werte erhalten wir die Gleichung:

X1 Xiu 'I Vire Viw : VALTVARL —'!-j. (X0 X]'H "l,' Yiw \’-H{ :' VAT :”{11") |
%' )vh' (X!r' Xl - Vie Y| ' VATY :/-I ] '{" A (X Xtr' —}— Viv Yn- -'l,—
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