Berallgemeinerung ver elementaren Jaden-Confiruction
ver Cllipfe.

mie befannte einfade Filiar- Confiruction der Elipfe, wobei man in jwei Punften einer
Ghene feine Stifte befeftigt, wm Dbiefelben ecinen vingfdvmig jufammengebundenen Faden
jdlingt, ben man mit Hitlfe eines Schreibjtiftes anfpannt, und nmun lebteren rings herums-
Bewegt, wdbrend man den Faden ftets gefpannt evhdlt, entipricht der Definition ber Cllipje
ald eimer ebenen Gurpe, Deven Punite von swel gewviffen Punkien devielben Ebene gleidhe
Entfernumagsiunumen baben.

I Nadijtebendem wollen wic nun ju jeigen verfuden, daf biefe Conftruction nur
als ein fpecieller Fall eined allgemeineren Terfabrend gelen Fann.  Wenn man ndmlid
oont einem  Punfte auferbalb ciner Cliple ywei Tangenten an diefelbe zieht, o ift ber
qeometrijbe Ort aller Puntte, fite welde die Summe ded zwvijden ven Berithrungspuntten
liegenden quifeven Glipfenbogensd und der Yange beider Tangenten, gevedmet von ben
Bevithrungspuntten bis sum Duvdichuittdpuntte, denjelben Werth bat, eine der urfpriings
lidhen confocale Gllipfe. €3 ift fofort einlendyiend, daB aud) biefer Definition eine Faden-
Conftruction entfpridht.  Wenn man namlich um eine Clipfe einen ringfévmig jujammen=
gebundenen Faden fhlingt und denfelben vermitteld cined Stiftes anfpannt, jo bilbet bder
Faben siwet von einem PLunite aufiechalb der Elipie an diefelbe gejogene Tangenten und
bededt auferdem nod) ben jwifden Dden beiven Vevithrungspuntten liegenben griferen
Ellipfenbogen.  TWenn man dann den Stift herumbeivegt, indem man dent Faden fietd ges
jpannt erhilt, o befdreibt ber Stift eine Cuuve, fitr deven fammilide Vunfte die Sunune
ved Ellipjenbogensd und ber Deiden Tangenten conftant, ndmlich aleid) der Fadenlinge ift.
Wir behaupten nun, daf dicfe Curve eine der gegebenen confocale Cllipie ift. Daf itbrigens
piele sweite Conftruction die exlte mit in fidh beqreift, ijt flar, twenn man bedenft, daf die
Berbindungslinie der beiben Stifte, um welde bei jener der Faden gefdlungen toird, ebens
fallz alg eine Gllivie anacfeben werden fanm, deren Nebenare unendlidy flein ift und deven
Brennpuntte daber mit den Endpuntten der Hauptare jufanmmenfallen.
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bie Gleidung der geqebenten Glipfe. Wenn dann P (§. Fig. 1) ein belichiger Punkt ber
vom Stifte befdricbenen Gurve, L und M die Berithrungspunite ver von P an die gege-
bene Gllipfe ABCD gejogenen Tangenten, jo ift, wenn f bdie Fabenldnge beseidmet,

LP 4 MP 4 arc LDM =f{,
pber, tenn man von beiben Seiten Ddicfer Gleidung den Umfang der gegebenen Ellipje
jubtrabict
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[. LP4MP —are LEM—=m,

o m det {berfduf der Fadenldnge itber den Umjang der gegebenen Cllipfe.
Nun feten & und n die Coorbinaten bed Puntted P, x, und y, bdie Coordinaten ded

Punttes L, x, und y. die des Punited M, jo ift

LP=V{{—x,) +(n—y.)%

MP =W —x,)* +(n—y.)%
betbe Muvzeln, da fie Ldngen bezeidnen, nbwlut gentonumen.  Ferner ift
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Die Ginjebung diefer Werthe in die Gleidung (1) ergiebt:
I V(e =% +(n— v,'a'='+l-"r' - \:;1“ +(n—y:)?

] ] +'1 (a = Jd‘t_m

Run find L und M Bunite ver gegebenen Gllipfe, pdeven Gleidung allo durd) bie
Goordinaten diefer Punfte geniigt werden mu[;' man bat aljo:
1
1) —-—+ =1,
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Rermbge befannter Sage finben ferner nod folgende beiden Gleidungen ftatt:
34—y,
1) ‘“.1_\: +- bl ——

Aus diefen lepten vier Gleidungen folgt fofort mit Veziehung der Borzeiden:
AR el = w? n

Blx, =a Ly .'; il
i, 12 i ag e l}i 4‘;‘-’
6) y —‘b?aQ '+ w?é
2 a®n* 4 h* £

tobei jur Ubirsung gefet ijt
2_—+Vd +|_.:¢|1_d‘1 RE
Die Subftitution ber lﬁenht PO X,, X.; ¥ und y. aus den Gleidungen (5) unbd
(6) in die Gleidung (II) wiitde eine Gleidung jwijden & und n evaeben, welded offenbar
bie Gleidung der vom Stifte Defdhricbenen Gurve wive. Alein wegen ded in der Gleidung
(I1) vorfommenden elliptiffen Jntegrals ift diefe Subftitution obhne Crfoly, und es muf
bﬂfjﬂt anderd verfabren mwerden. Wir bifferenziren mur die Gleidung (11} nad) &, wobei
bag Jmteqral nady feinen Grengen ju diffevenziven ift, welde jelbft wieder Functionen von
& find, und erbalten, wenmn i q[ﬂth,utm mit dé multipliciven :
111, {._.-_ g J.-[—”--_‘,L]lt'lr—ql}’l}

Dabei ift jedod) Folgenbes ju beadyten. Die beiden lesten Glieder dev lebten Glei-
dung vithren Her vom lehten Gliede der Gleidung (I1), weldes ben fletneren der beiben
Gurvenbogen ausbriidt, die jwifden den Veribhrungspuntten der Leiben vom Puntte P an
die geqebene Gllinfe gejogenen Tangenten liegen. TWeil nun bier ftetd die abjolute Linge
diefed Gurvenbogens in NRednung ju zieben ift, fo muf in der Gleidung (II) die unter
pem Jntegraljeichen ftehende Wurzel als mit dDem bdoppelten Feiden == behaftet Detradtet
und bad obere opber untere SBeiden _:muah[t werden, je nadbem der Gurvenbogen fiir ju-
pder abnehmende Werthe von x junimmi. Dabei Hat man verfdicdene Lagen ded Punltes
P ju unterfdeiven. Sei aljo A'B'C'D! [1. Fig. 1) bie vom Stifte bejdricbene Curve,
melde von einer bdurd) ben Puntt A sur Y-Are gezogenen Parallelen in den Lunfien E
und J und von einer dbuvd) den Lunit C gehenden, derfelben Axe pavallelen Graden in G
und H gefdnitten merden mijge. Wabrend nun der Stift den Weg von E bis G suviid-
legt, ift fortwdbrend x, <<x,, und der BVogen nimmt 3, indem x von x, bid x, wadifts
baber gilt por der Wursel unter dem Jnteqral nur dagd Pluszeiden. TWihrend ferner ber
Stift ben TWeg von H bid T befdpreibt, ift fortmdhrend x, = x,, und ber Bogen nimmt
aljo ju, indem x vom x, bi8 x, abnimmt; folglidh ift vor der Wurzel dad Minusseichen

ju wdblen, wodurd) die Deiden Ilepten Glieder ber lebten Gleidung die entaegengefesten
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Vorzeichen erhalten. Gine andere Betvadtung it exforderlid) fiiv die beiden Curvenitiide
GH und JE. TWenn ndamlid der &tift fich zivifdhen G und H befindet, jo ift v, pofitiv,

v, Dagegen negativ, und
Xa 2 2
’ l == E\_ £ dx
a2yl nd LN
e a*(a X
fpiirde inmer nur denjeniqen Gllipfenboaen bejeidmen, welder svijden vem Pamble x; v,
wnd Demijeniqen Punfte der Curve legt, in weldem die Droinate Ded jweiten Verithrungs-
mutftes , itber bie Abjciifenare hinaug verlangert, die Gllipfe sum sweiten Male jdneivdet.
Gany dhnlich verhilt fi) die Sadhe fitr den Gurvenbogen JE. Wir haben aljo jest nithig,
pad Sutegral in die Summe voit jivet Suteqralen ju jerlegen, indem iviv gleidh unter Din
jufiiqung ded evforoetliden Whirzelzeichens jeben, wermm I zwifden G und H liegt:
"a ; b? x* o o 3 b2 x®
il b gy Xt l I 2 m v
o a“(a° X P a“(a X:)
" [

und fenn fidh P aoifdhen J und E befindet:

*-a ]-;1 .\"'” =P Xa hfac?
- l N e e~ +l b — x.
< iy a=la — x%) . . at(a T R

Da a conjtant, o erbilt man twieder durd) Differentiation mit Bejiehung der Bor-
seichen:

Y b3 Xy

_—,_|I+,, 5 — dx; ¢|l+
a*c La- X))

dabei ift bas in Gleidung (11) vor dem Jnteqral ftebende Minuszeiden nody nidht mit in

Betvadt qesogen. So baben wir aljo ftatt der Gleidhung (111) folgende allgemeinere Diffe:

rentialgleidhung:

a*(a? —x,%)

(&—x) (de—dx,) 4 (n —¥i) (dq —dy, )

(&—x3) (dé —dxy) + (n—¥a) (dy—dy.)
VE—=x.)° + (n—7y. )
—+ hxis —— b xq
: " - L. dx. =0,
:le l+.’|"f.l"' X ° '|‘h' e It_'_:l"'lu" e ool 5'*13\_

wobei die BVorseidpenn der Deiden lehten Glieder auf die vier unferjdiedenen Yagen 0ed
Runites P ju besichen find, je nachbem derjelbe ndamlid) jid auf dem Gurvenbogen Kb,
GH, 11J ober JE Defindet.
i prbren nun die lehte Gleichung, wie folgt:
IV. (§=x)dé(n—yy)dn (&—x,) ds4+(n—y:) dn
e T -+ —— —
Vie—x 7+ (n—y.)° Ve —x.)"+(n —ya2)*
(6 —x,)dx, +(n — ya)dy,

ViE— %) +(n—¥a)®

I]"T”“: e [T ISERITE L
=7 allal —x,2), ' =% a*({a®—=xy®)

1:""
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Nun wollen foiv jeigen, dafi Die vier [ebten Glieber der vorftehenden Gleidung,
welche die Differentiale von x,, x,, ¥y, und y, entbalten, hevausfallen. Ju vem Enbde
bifferensiven wir die Gleihung (1) nad x, und erbalten:

dy, &0 bt sed R
dx o | AR a]/.l"—\f'
folalidhy wicd R dy,
a? (a® —x,%) ({_lx;)

Ebenfo exgiebt die Differentiation der (’Mmdmuq (2):

h? ,\:Ej ______(d\r )
afifa’ —x,7) dx,

Durdh Subftitution diefer Werthe in die Gleidung (IV) erbalt man:

I..':.._ X, )dé4=(n _}'-|-,}Lll iai-'—?-. 'Ilfl +[r - _:'-_jl,}..d_li
VE— sl £l=vy0r 1+ V=l + i ya?
L5 “1\ +l' yody,  (§—X.) dx, 4 (n —¥2)dy.
VI.T:TI T ;:‘__}. SR VL—_“: S --—_3,7.;‘;-'

i dy\* .. F rdy o,
B ""(dx,) dx, § )1+ HT') e et

Xa

Durd) Subtraction ber Gleidung (1) vor 3) erbdlt man ferner:
'.‘C||f'-:‘—'7\'1 :' F’{..;.T.i".k——l-}

——— + o
2 b
;-.n i ooraus fﬂlgt (TR e | ].l X '_d\' £,
THE s o a? Yi T dx,’
mithin T A= 1Y dx, und
=Xy
b= )] f]'\.\'u — -'r:::—}t:"'d.‘ig.
. E— Xo
Dieje Werthe, fiir dy, und dy, in bdie lefie T Diffeventialgleidbung jubftituirt, evgeben:
(& \c,,t] -I—fr—}|_|dr~ (& —\,.‘Id 4 (m— y.)dn
VE—x) +(n M T
(& —x,'l—l*'—u.----f‘:."-'lh (- .\'-_-Z'—I'-I'Q_v']‘
S X, & Ny
- ———— = 'd.\'.] = — = ...____[1\.
Vu -x, )’ +|1—-_x=]‘ Ve — %) +(n—ya.)®
l. ..__2. .
U e b _I_] [+( ) decn=— )"

odetr nad gctmqer umwmumq
(¢ —x,)d84(n—=yu)dn ' (4. %a Jd..—l—[r x,_}cl:|

Ve—x )+ (n—y:) TVE—x) F(n—ya)
E—x, AR & — X, -
___:___ -_.._...__..l [4—-(" :ILI) l.!..\'| i -_-_.T -5__,

A T e T == -'—'.-'
)i+ (=) ax 3w A 2t) e, =0

. £
= Ay e ey
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Wi fdhon oben bemerft, ditefen fite Y[ — x,)* und Y(& — x,)* nur die abjoluten
MWerthe qewdahlt werden. Dabei haben wiv diefelben vier verjdjiedenen Lagen des Tunfted
P ju unterfdjeiben, mwie oben.

Awifden E und & it
X, =& =Xy
pemnad)

VI\- —\. _._'—\” Vf._-—tij - £,
G lange fid P zwifden G und H befindet, ift 5,..:\. unh aud) £ > x,, folglih
hat man ju jeben:
V(s -

Ieihrend ber Stift den ‘ch

- -' A= — Xy Vll.':'_a-.x._.}"'z.:' — X,.
HJ bejdreibt, it

Xp == E=" X,
folglich e
E=x)P=x,~¢ VE— x,)" =£—x,.
Bwifden J und E enblidh, wo forfwdbrend & — x, und aud) gleidjeitig £ = x,, hat

nan ju feen:

V(_; z _x_]_J_" =%; — & Vl__—_;._ql_‘ = X, —&.
Demach erbalten wiv fdlieplid mit Beziebung der BVorjeiden folgende Differential
gleidimg:

(e -—\lltl_—l—Ll = |]:|r (& —xy)de 4 (n— "._.|Llr;

}’{':'_—x._u‘+l-'f-v.1- o Ty ey
— 1\ == — Va\ 2

+] 1+( --—--—' dx, 1+(\) dx,

_|_] 1+( 2y l) dx, il |_|_(_) dx, =0,

jeldre fidh fofort su folgender rrmnfadu‘
(£ — .]d_-{-—ir'—--"r,}lir (& — %, )dé4=(n— ¥

\']/ci- \,:*+||:"__$'|_|' V|._—\ R
lm mm oie Differentialaleihung swifhen £ und = vein ju evbalten, haben wiv nod)
Xy, Xz, ¥, und y, mit Hiilfe der E*:lu{[muqcu (5) und (6) 3u eliminiven. "TWiv erbeben
sunddit beide Seiten der lehiten Gleidung m- -E.uqt*mi und evhalten:
[15—\..L|L.+[r—\|}1ij 2}d..—l—w. \1;:11"
(E—x )+ (n—¥.)" .\,lr-l—lr--—:.3| 7
Ed_mffr man durd ‘Ul‘u[liplimtix}u die Menmer fovt, jo evgiebi fich Ferner:
P (n—7¥2)"] |'5-—_‘~LJ di? o (m— _'1|"' dn*4-2(—x,) (n— ¥ ) de.dy]
['{:' — X, PP =y [ —x2)* dé? 4 (n—y.)* dn* 4-2(& —X,) (n—y,)dé.dn],
Snbent man nun die Gliever mit ds?, dy® unb d._.dr- aulmu11mnfﬂ.fii, erhdlt man:
(& —%x) +(n—=71)%] (&—x)* —| E—x) )2 (n =y )M (£ —x, )%} de?
-+ ’,‘[{ =X ) (=Y P (=¥ ! — [(— 1) 4+ (n— ¥1)*] (n—y.)%} dy?
H{E—x4)" H(n—y2)* | (§—x1) (1—y1) -—i(- —X¢)* 4 (n—y 1) *|(E—x2) (n—y, )| ds.dn=0,
im[& [ctd)unq |1d'1 leidt in folgende umformen [aft: :

Fr,

T
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[(&—x) (m—F2)? = (& = %a)® (m— ¥, )7 ds?
‘i"[f-.'E — %)=y = (E—% ) (n— Y2 )?] dn?
4 2 [(E—x0) (n—=71) (§—%2)* 4+ (E—x ) (n—F1) (n—¥2)* — (E-—%32) (n—Fa) (§—%,)*

—(f—x)[n—ya)(n—17¥, ?ldsidn =10,
wofir man jdreiben fann:

[(£—x,)* (n—¥2)*— (& —x3)% (0 — vy, )?] (d&* — dn?)
+2[( — x1) (§ —X2) —(—F1) (n—¥2)] [(E — x,) (n—F1) — (E—%1) (n—Y¥2)] d2.dn=0.
Nun ift, vic aus den {v!udﬁunqm (7) und (8) folgt:
b?* x,
i | = (5 —Xi)
a? y,
b
" ———(&-=x,)
a o ‘I‘ 2
Durdy Einfepung dicjer IV mt{;g, erhalten toiv, wenn wiv jugleid nod durd) (£—x s ]

(& —=x,)* Dividiven, folgende Gleichung:
e | 4 o T 4 | X
(h' L h")“]"ﬁ — dn?) "'?'(’ - “)( = “ 1)‘1¢.qsi=n
bgyal i ET LA T e T

pher
(i-'-: i e bix, (de* — dy®) 4+ 2 (l — St :-t) de.dn=0.
aty, aty, s o
Multiplicitt man diefe (}5Iu.i4i:111tq mit at .y, .¥a, w Clﬂu-f}t fich :
a?b? (X, Yy 4+ Xa¥,) (d? —dn?)#+2(a*y, y. —b* x, x, ) dé dy = {0
Nunmebr erqiebt die Subftitution ber Werthe von x, , x,, y, und y, aus den Glei-
dungen (5) und (6), wenn man gleidyeitis nod) mit (a® n* 4-b* £7 ) mulfiplicict und
purdy a* b* bivibirt,
[(b*&—win)(a*n+w ‘._l+(|)‘ Ewia)(atn —wr&)] (dg — dn?)
— (bt —win —at gt wt ) dedn =0,
weldhe Gleidung fid) obne Sdvierigleit ju Tnlgcn“m vereinfact:
Eom(atb? —wi)(dé? — dn®)— (bt & —wiy —at P4 w'i?)didn= 0.
M ijt

wi=a?n?b*e? —a*b?;
fest man diefen Werth in die vorige Gleidung ein, jo evgiebt fid:
Enla* 0 4 I)2 L‘“] {(l"" l]r'-' )
- (bt&?—a* n'—b2e* y*4azh*qt—at' n* 4a’ Tg-b2et—at b2t didn=0.
Divtdivt man nun nod durd (a* o + h £n 1, 1u E‘.LE}r.IL[ man fdlieklid:
V1 gn(de®* —dn®) — (£* — n* — a® 4+ b?) ds.dn=0.

Vevor Wwir zur Snteqration diefer Diffeventialgleihung fchreiten, bdiivfte 8 nidt un-
intereflant fein, ihre geometrifdhe Bebentung etiwvad ndber ju unterjuden. Ju pem Gnoe
vetbinden wit P mit ben Brennpunften F und F* der gegebenen Ellipjie und denfen und
in P eine Tangente an die vom Stifte befdhriebene Curve gelegt, welde die Abfeiffenare in
0, die Drdinatenare in N jdmeiden mige.

Wenn nun jur Abfiivzung die halbe lulcm:c Greentricitdt der gegebenen Elipfe

Va? —bF =o
gefet wird, fo lautet die Gleidung der Graven FP, welde die beiden Puntte ¥ und P




verbinbet,

e

Y= y
e K8 E—€

wo x und v die laufenben Coordinaten. Desgleichen wird die Gleidung ber Graden E'P
folgenbe:

mp « Die Linge bed Stitdes ber Drdinatenare, weldes aoifchent Dem Punite N und dem
Mnfangspuntte liegt. TWenn wir nun jur Abkivsung L PFO mit o, £ PF'O mit o, ferner
/ OPF mit =, £ NPF' mit 5 unb ben Winfel, den NO mit dem pofitiven Theile der
X -Yre bilbet, mit = bejeidmen, o it

S—=—=T1—0q, :":'{!-"+l_lHl'i“ — 1,
aljo:

tang @' — tang ©

tane == tane 5°' =

tang © — tang o

1+ tang 7. tang ¢ | + tang r. tang o
Fun ift aber, mwie aus dem oben aufqeftelten Gleidungen der drei Graden FP, F'P

und NO bervoraebt,

tang Ll tans i tar 24
f h— - tfangogp'= —— , ane T — —;
= £—ea e R s k] ds’!
mithin witd
(£ —e)dy—mds nds — (£4e)dy

fane = — — — tang =° =

(& —e)ds+4 ndn !
Folglidy ijft =2, wenn
(6 —e)dn—mds  mdé—(£-4e)dy
f_:— e) ds -|-—-r.-d|_-_[.-_' + g) ds +Tlt.lr; /

(£ 4e)di 4 qdy

DDET e
Eq(dg? — dn?)— (&2 — n* — e?) de.dy=0.

AMir feben aljo durd) die obige Differentialgleidung diejenige Gigenfdaft ber gefuditen
Gurve ausaebriidt, daf, wenn man cinen ibrer Punfte mit den Vrennpuniten ber gegebenen
Gllipfe verbinbet, diefe Verbindbungglinien gleide AWintel bilben mit ber Tangente der Eurve
in jenem ‘Bunite

Mm nun die Differentialgleidung su inteqriven, fithren wiv filt & wnd m el neue
Rariable u unb ¥ ein, welde mit den alten durdy die Gleidungen verbunden jind:

: 2 2

e r

St - =1
2z 3 T r

1 3 ) e

g
= c 2 3

(=4 T

= .. ——1,

vE v @t

wo ieder e= Ya® —b* bdie halbe lincave Grcentricitdt dev gegebenen Ellipfe bedeutet.
Dann ift alfo zu fegen: i Wit gid quminey)
wv F(u? —e?)(e® — v?)
DT = I i V)

[+ a
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utd fiv haben, damit v teell, die Vedingung ju machen
nze>v ot u<e=<"v.
Daourch wird
! 1 | 1 . (e* — vi* ) udon — (u®* — U"J\'th',
dé = —(udyv f ), dn=—T"m———————
dv 4= vdu ) ] t']r'}ltll'— o) (e

L+ .,'.’3'

Fithrt man diefe Wertbe fitr £ und n wnd ihre Diffeventiale in die Gleichung (VI)

eint, jo exhalt man:
n.v ¥

T [(e* — v*)udu — (u? — e? ) vdv|?
B el bl

. l (u® —8?) (e® v? ';li (udv4vdu)?* — =—— -~ —

e?)(e? —v?)

|

P
il':_\.'! fll“'_ ‘,'_‘1I;r:1 (e \'!] %
— - 0]
LR (5]
pber, binveidend verveinfadt: _
(n® 4=v2)* du.dv=0.
Da nun wegen der it Vezug auf u und v oben gemadten Vedbingung die Lojung
1 [ e |
wicht suldjfig ift, o Dat man nod) vie Deiven Lojungen
du=o0 pder dv=o0,
mworaug fidh evgiebt
W= e—
oo bie Jntegrationdconftanten ¢, wid ¢, einer der Deiden Vebingungen geniigent milfien:
Gy =80, DBEr ¢; =< e =" 0C,.
Die Subjtitution der fitv u und v gefundenen Werthe in die Gleidhungen (9) exqgiebt

Tennt iofr die BVedinquity
Cy == & >y

gelten lajjen, fo ftellt die exfte Der Deiden Gleidbungen (10) eine mit der gegebenen Ellipe
confocale Gllipfe, die stveite eine confocale Hyperbel dar. Das Umgelehrte findet jtatf,
enn man feftfebt, daf e, und e, der weiten BVebinqung genitgen follen. Da nun die
pont Stifte Befdbricbene Gurve feime Big in's Unendliche fidh erjtvefenden fte befigen
fann, vielmebr eine qefdlofiene Gurve fein muf, fo fann es eben nuv eine confocale €l
lipfe fein.

Somit drve alfo unfere Bebauptung eviviefen, Wiv wolfen mun nod den Unterjchied
ber Fadenlingen evmitteln, weldhe sur Gonftruction derfelben Elipje auf beive Avten er-
fotberlidy find.

Set alfo

v
R T
die Gleidhung der ju confrruivenden Clipfe und f die Fadenldnge, die jur erjten Conjtrucs
tion erfordeclich ift, Get weldher dev Fadem umt et in den Brennpuntien Dbefeftigte Stifte
gefdlungen wicd, jo ift
f=2(c—e).

z
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Ferner Dejeicme f, die Fadenldnge, Deven man bebarf sur Gonftvuction derjelben
Gllipie auf die jweite Avt, wobei man Den Fadew wut eine confocale Gllipfe fdlingt, Deven
®leichung folgende fei:

Rl
a’ B2 ;

mobet Va_‘_F — .

Fia. 2.

D
TMenn nun O (. Fta. 2) der Punft ber ju conjiruivenden Ellipje, in weldem fie
ben pofitiven Theil der Abjcifienare jdmeivet, CL pie von biefem Tunite an die gegebene
Gllipfe gelegte Tangente, x, und y, die Eoordinaten des Berithrungdmmbtes L, o ift
nad den oben entiwidelten Formeln
i b Vﬂ"i -a*
X, =—; Y —— e P 3
C = L

mithin wicd

RSV v e
L&

Pun ift:

-.: f, = arc AB + arc BL 4 C'L
T : A L A
—akb (k, T) + aE (l{, arc sin i) = V“ Y, i .
2 ' o 1

wo dag Functionsjeidhen E das elliptifde Jntegral jweiter Gattung bejeidnet, deffen Wodul
k bie numerifde Greentricitat der gegebenen Clipfe, alfo

Yar — b

je—= —_
i
& Geftimmied BVeifpiel migen folgende Werthe dienen:
a=2h—l a=d,

alfo die gvoBe Are bder ju conftemivenden Ellipfe von doppelter Linge, fwie die Der geges
benten; Dann toich

e=}3=1, 7320508 und

f=2 (44 }3) =11, 464 1016.

t-r'
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Fernet hat man

: J % A o | _
= EJ_ — (), 866 0254, arc sin 2 —are sin 5= =)
; ¢ BTG

pemnac
1 : 156
£ =2E (Il,Hﬁ[il]‘l-“ﬂ -2”—) +2E (ﬂr.‘iliﬁli‘zﬁl %) +Vl_1’ﬁ.,
Bur Berechnung der beiden elliptifdhen Sntegrale bedienen iv ung folgender Methobde.
Qi beftimmen eine Neibe abnehuender Modult und wadyjender Implituden vermittels dev

Formeln:

g " — a—b
a, —1(ab) b, =Fab, k, =
1 ] ] 1 V F ] 221. r
— a,—b
a,=1(a,<+b,), b,=Va,b,, k, —=———
2 2a,
: b 1
tang(p, — @)= = tang ¢, tang (¢, —zp,}:-r tang g ... .,
i Lo |

fo Bat man beFanntlich folgende Gleidungen:
1 1L—k - k, ;
E{]i,fp}:i———- E(k,, ) —v———F (k, )+ - sin 9y,

k, Ik, I+k,
AS e S 3 T e iR N T LS
E U‘Hr f:‘l] — _'i'_—a E{_L,, ’-‘-.-j s i-+T; F I\Llr @) = |+T, BIIL @ g,
1 1 —k,

E I\kn qp Pat) = IT]:: E iL‘M ':.']'ﬂ.‘ll i 1_1 Ii:. F {hn—lr '+1n--‘.] -+ T_-I" l-'L“ S Q.

Multipliciet man diefe Gleidungen der Reihe nach mit den Factoven
1 | 1
i A R e R i R e s o,
T4k, " (L4 ky).(1 4 k) M4k (1 4+ ky)..-(L4+k. )
und abbict alddamn, fo ergiebt fid:
1 1=k g 11—k,
| — = - — R | -i,ml','1"‘l L ey "LL(,L“- — _“-"—.‘—'—"_-
E(k) {1+]¢1)(I+k.:]...[_1+1{,‘)E'I B S ke F (k) Ik, 14k,
1 1k, 1 =k,
B S S e - SR B e, LU g, (I
() Tk, ) ERIES ATy Era e h 1)
+—k' in @, -+ T sing,—+ . - 4 =— K, — &iI
P P T i B T BT IR (S S
Jn ift:

F“‘u‘T’:]

14+ k
F (k, o) :—2: F [,I"'IF Py

mithint ivicd

: L ) — (94 — ' 71
1_—F-TL_: F U“-r |} F(kl!~1j F[L,I;},
1 — k, :
__lik;FUiu‘-"u‘l}:Flk::fr‘z] — F (ki 941),

e
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1—k,
1k,
Ferner finden nodh folgende Melationen jtatt:
s o S Uﬁ':
14k, =
ky AL V_li, li__2
1‘1+]L1 fl+|\j_' 22 !
SRR
Mk k). (k) 72 :
uf biefe TWeife evbelt nmu'

*F L.,, 1y G .]—-LFH\ ,tl)—F“\.,, it

I\,Ii"l _'F1\,.l' ll = I gy @Dy = l - l
| E| ) | C |+l|.l F|| Py 1k, i|+l\1|l]+1l-:5 FL?JF;]‘
S [ o N—— I ! F k
""" (1K, (k) ek, o) | (F=rk,) (Ik. (1 Fk, }']_I (o1 f @)
1 1
— k.,
(14k,) 14k, )14k, _':Fl |+11+I.,_|‘1+L (1 +k) E (k.
1. — . 1 - : =l et
“+k 1? Vk, 9111:;1,+§-,_; Vk,l{z sin gy, 4 .. +2— VJ\'.‘ ky. k. sin o, z
Ferner ijt: |
; ; 2 o
Fik;, 1;11_|=|-;|'_'k'"]- F ik, o),
2
Fik, H.]—~I+|tl."l"'__i'_kj F (k, o)
F (k 2 a2 Haipg 4
t n—],i,lg._li—'l';’—_-i—i] I_—[_—‘L__. 1+]\u_| I\. )
Durd) SnE*ftEr!tLivu “\chﬂ' Werthe crljﬁtt man nad geringex lhlifl}unmng:
1
E(k,0)=F (k, o) | (: -1;.+33k g +£,, K k*"""“"’)]i
1 ! !

F (k. @ )4 E (ka, @a)

_‘|.+i\.li“.+l1. B :i+Lu_. 11+L,ul+il ] L|+i;..

| . ; -
+I.|I VLI sin nl+'2 II fa SIN Qg 4 ..+z—1-a|.|i1]i.= ..k, sin Pa
Bei unenolich wacdhiendem n convergitt k. geaen Null; mithin ift
y X ] i (1[1 ?l,, <
lm F (k,, ¢.) =Hlm e e s—= b " dop = lim Pa s
J ! Vl kZ sin® Jo

LmE (k,, o, |__..l|mj V1 —LK? sin’ udrp:llmf dp =1lim g,,
1}

a.



L o 13

und & ergiebt fidh aljo fiiv n = o folgende Formel:
: o | B 1 = 1 Sy gl
E[_lr\'..r__':.\]:'F‘{_li,t."llj}l--- ékc[l""?lil-]"l'l‘:]"-'1+Flil|\2]"u+---“

—+k } %VL_. sin g, 4+ 1 V}:l\, sin gy + {_I;— VL:_[—K', Ty sin T, i :

Endlidy ift nod
| F(k,9)=a.~,

wobei A bie gemeinidaftliche Grenze, geaen welde bie Grdfen a, und b, convergiven, und
: T - S o : -
o ber Grengwerth voi ‘_—:J-,r io baf man fdlieplich folgende Formel suv BVevedmung evhalt:

i8] - l l | ,
3 ;:J." —(a— b)a, (I +T~}--l:, -+ T ky ks +?I{1h.z|{:,+..jt

WA

a.Elk o=

Sl T i e 1 :
+V‘£ (a—hb)a, Fz l«"kr sin g, -4 i ],f|\-|5,-__; sin o, -|-——H— V]i, ko ky singg = E :
it p=2 = With ¢, ==, ps=2=,gs =4 =..., mithin:

i ., T
P = lIM = ==
LI 2' 2 r
fo dap fidh die Fovmel sur Veredhnung des Cllipfenquadranten folgendeviagen qeftaltet:

a.E (]i. ;): i;f 3 a®* —(a—>b)a, (14 % ke, +!I ke ka +-;--5i. Koy -.1) !1 .
Fiir unfer Beifpiel evgiebt die Nedmung:
$a a =2,0000000, b = 10000000,
[ a, = 15000000, b,=1414 2136,
a,=1457 1068, b,=114564753,
a; =1456 7911 = b; =1456 7911 = A.
Ferner:
k,=103333333 1k, = 0,166 6667
ky, =0:0294372, 1l Ik, — 0,002 4531
ki, == 0,000 2167 1k, ko ks  =0,000 0003,
k,=0,0000000, Lk, k,k;k, =0,0000000.
&p finvet man:

2E (0,866 0254 ; = ) = 2,422 1124,

2

Ferner wird: : ;
30° 04 0,700,

G == 16 6/ 76— 467 67161,

I

. 44° 24'55." 10, o, 90° 31" 2" 171,
Pa— Qg — o007 31’ 3,” F.lz. Py 181° 2 li,” '33,
o, — o, =181° 2 623, ¢,=362° 4 12,"46;

el
L, =22°37'45," 68,
1o, =22°3745 78,
1o, =22°37'451 78

.-
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& — arc 22° 37 45,7 T8 = 0394 9572,
'k, sin ¢, = 0,208 0126,
i VEk k, sin o, == 0,024 7634,
LV Kk, sin g, = — 0,000 0033,
L VE Kakok, . sing, ==0,000 0000,
En foird
2E (n};r,ﬁ ng-.'}.;-,%) — 0,600 0101 - 0,403 1742 —= 1,012 1843,
Gnblid 1t nod
ﬁ:
V_'lf.' — 3,122 4993,
Durd) Addition exhdlt man auf biefe Weife
L, = 6,556 7960,

alfo
f, = 13,113 5920.

©p erqiebt fidh jdhliehlich als Unterfdhied der Fabdenlangen:
£, — f= 1,649 4904,

P
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