
Die windschiefe Fläche.

8 l

Erklärung. 33ewegt man eine gerade Linie (Erzeugungslinie) im Räume so, daß sie

fortwährend zwei feste, nicht in einer Ebene liegende, gerade Linien (die Leitlinien) schneidet,

und daß die Sämeidepunkte in einer jeden von ihnen mit gleichmäßiger Bewegung fortschreiten:

so beiße die von der bewegten geraden Linie erzeugte Fläche eine windschiefe Fläche.

Zusatz I. Lägen die beiden Leitlinien in einer Ebene- so beschriebe die Erzeugungslinie

nichts anderes, als diese Ebene selbst.

Zusatz 2. Niemals können zwei verschiedene Lagen der Erzeugungslinie, oder (wenn

man die verschiedenen Lagen der Erzeugungslinie als verschiedene Erzeugungslinieu ansieht)

mehrere Erzeugungslinien derselben windschiefen Fläche in einer Ebene liegen, weil sonst die

Leitlinien selbst darin liegen müßten. 8 2.

In der windschiefen Fläche lassen sich auf mehrfache Weise gerade Linien ziehen:

erstlich in jeder Lage, welche die Erzeugungslinie bei ihrer Bewegung annimmt. Um eine

beliebige solche Linie zu erhalten, braucht man nur eine einzige Lage der Erzeugungslinie und

die beiden Geschwindigkeiten zu kennen, mit welchen sich die Erzeugungslinie auf den Leitlinien

bewegt.

Sind z. B. (s. d. Fig. § 3) und LI) die beiden Leitlinien, ist ^L die Erzeugungslinie

in ihrer ursprünglichen Lage, und such c' und c" die beiden Geschwindigkeiten, mit welchen sich

die Erzeugungslinie respective auf den Linien und LI) bewegt: so braucht man nur zwei

Stücke und Lv auf den Leitlinien abzuschneiden, welche sich zu einander wie diese Geschwin¬

digkeiten verhalten, und die Endpunkte d! und v zu verbinden: dann hat man offenhar eine

gerade Linie, welche deshalb in der windschiefen Fläche liegt, weil sie mit der Erzeugungslinie

in einer ihrer Lagen zusammenfällt.

8 3-

Zieht man durch den Anfangspunkt eine Parallele ^ mit der Leitlinie LI) und durch

den Anfangspunkt L eine andere Li? mit der Leitlinie so sind die Ebenen der Winkel

und DL? (die Grundflächen) einander parallel. Macht man nun

— LH — <?',
,Vs —ttk— c",
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so entsteht ein dreikantiges Prisma Die Diagonale KL des Parallelogramms
LkIKI aber ist die Lage der Erzeugungslinienach Verlauf der Zeiteinheit,

Durchschneidetman nun den erweiterten prismatischen Raum durch irgend eine Ebene
oder LI'VL, welche der Ebene LllKI parallel ist, so entsteht als Durchschnittsfigur stets ein
Parallelogramm,dessen Diagonale (!.?< oder LI)) eine Erzeugungslinie ist, denn offenbar
hat man ^1^ c'

Man kann daher dieselbe windschiefe Fläche auch auf die Art erzeugen, daß man
eine Ebene (Erzeugungsebenez, B, LIIKI), welche zwei beliebig im Räume gegebene gerade
Linien (die Leitlinien und LI)) schneidet, ihrer ursprünglichenLage parallel fortschiebt,
und je zwei zusammengehörige Schneidepunkte (k und <?, N und 1^, (7. lind I) zc.) mit ein¬
ander verbindet. Die Verbindungslinien gehören dann sämmtlichder windschiefen Fläche an,

Anmerkung, Diese Erzeugnngsart der windschiefen Fläche ist der im § I aufgestellten
darin vorzuziehen, daß sie von der Zeit ganz unabhängig ist, und daß es also ganz gleichgül¬
tig ist, ob die Bewegung der Erzeugungsebenegleichmäßig geschieht oder nicht. Auch läßt sich
auf diese Art für jeden beliebigen Punkt in einer der beiden Leitlinien, z. B, für I, die zuge¬
hörige Erzeugungslinie herstellen.

§ 4-
Durchschneidet man nun das im § 3 erhaltene Prisma durch irgend eine den beiden Grund¬

flächen parallele Ebene, z. B. so durchschneidet dieselbe auch sämmtliche Erzeugungs-
linien, mithin die windschiefe Fläche, und zwar ist die Schneidelinie mit der letzteren eine
gerade Linie. Um dieses zu erweisen, braucht man nur einen einzigen Schneidepunkt8 in der
ErzeugungslinieLI) mit p (dem Schneidepunkte in ,VV) zu verbinden, und zu erweisen, daß
diese Verbindungslinieganz in der windschiefen Fläche liegt. Man lege durch den beliebigen Punkt



1' in der Linie !>8 die Ebene parallel mil Ll', so erhält man das Durchschnitts-Paral¬

lelogramm 0IM» und die 3 parallelen Durchschnittslinien 01^, I7V und Die Diago¬

nale dieses Parallelogramms ist eine Erzeugungslinie, folglich liegen alle ihre Punkte, also

auch ihr Durchschnittspunkt mit IIV, den ich I ' nennen will, in der windschiefen Flache.

Man hat nun aus Ähnlichkeit der Dreiecke III' und

II I - VI — III. - < c> - DK und ferner hat man
IIV - VI — 8(Z : L8 — ('y : VL

Demnach III' - V I ^ II I' -vi'

Darum fällt der Punkt 1' mit 1" zusammen, liegt in der Erzeugungslinie 5!I^ und somit in

der windschiefen Fläche. Dasselbe gilt von jedem andern Punkte der Linie V8, wodurch die

obige Behauptung gerechtfertigt wird.

Zusatz I. Legt man die Schneideebene ?s)8 durch den Halbirungspunkt pon ^L, so

folgt, daß alle Erzeugungslinien durch die Durchschnittslinie ?8 halbirt werden. Mithin liegen

die Halbirungspunkte sämmtlicher Erzeugungslinien in einer einzigen geraden Linie, welche

den Grundflächen parallel ist.

Zusatz 2. Auch jede beliebige durch ^L gelegte Ebene schneidet die windschiefe Fläche

in einer geraden Linie. Denn da eine solche Ebene die Diagonale schneiden muß, z. B.

im Punkte 8, so braucht man nur durch eben diesen Punkt eine zweite Ebene parallel mit

zu legen, welche die erste in der geraden Linie I'8 durchschneidet. Die letztere Linie ist

zugleich die gewünschte Schneidelinie mit der windschiefen Fläche. Übrigens sieht man, daß

auf diese Weise keine neue in der windschiefen Fläche liegende gerade Linien erhalten werden.

8 5.

Aus den bisherigen Untersuchungen ergehen sich folgende Resultate:

1) Das Stück der windschiefen Fläche, welches von den Leitlinien LI) und und von

den Erzeugungslinien ^L und begrenzt wird, liegt ganz innerhalb des dreikantigen

Prismas /VO'IMI', und balbirt dasselbe deshalb, weil es sämmtliche parallele Durch-

schnittssiguren s17l)I', IMX s) zc. halbirt.

2) Zu jeder windschiefen Fläche gehören 2 Systeme von geraden Linien, die in dieser Fläche

liegen, und wovon j^e zwei des einen Systems als Leitlinien, die des andern aber als

zugehörige Erzeugungslinien dienen können, und umgekehrt. Denn es ist z. B. einerlei, ob

man LI> und oder LI) und ?8 als Leitlinien annimmt, sofern nur die zugehörigen

Geschwindigkeiten sich zu einander verhalten, wie die Längen dieser Leitlinien selbst; stets

wird man, wenn man immer von derselben Erzeugungslinie ansgeht, dieselbe windschiefe

Fläche erhalten. Eben so gut konnte man aber auch die Linien ^15 und <ÜI) (oder zwei

andere der ehemaligen Erzeugungslinien) als Leitlinien und ?8, LI) als zugehö¬

rige Erzeugungslinien annehmen, wobei die Geschwindigkeiten sich wie die Leitlinien selbst

verhalten müssen, um dieselbe windschiefe Fläche zu erzeugen.

Dabei können in beiden Fällen die Erzeugungslinien sowohl rückwärts als vorwärts

bewegt, und somit die windschiefe Fläche nach allen Richtungen hin fortgesetzt werden.

Anmerkung. In dieser Rücksicht hat die windschiefe Fläche Analogie mit der schie¬

fen Kegelfläche, für welche es ebenfalls zwei Systeme von Leitlinien, nämlick das der
i»
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Parallelkreise und das der Wechselschnitte, für beide aber nur ein einziges System von

Erzeugungslinien giebt, (S. mein Lehrb. d. Geom, il. § 39. Nr. 1 Zus. 1 — 5.)

3) Der Schwerpunkt der windschiefen Fläche ergiebt sich, wenn man die Halbirungspunkte

der Leitlinien (s. die Fig. zu § 3) ^ und LI), so wie die der Leitlinien ^L und Lv

verbindet; der Schneidepunkt dieser Verbindungslinien ist der verlangte Schwerpunkt.

Denn da die Halbirungspunkte (Schwerpunkte) sämmtlicher Erzeugungslinien, welche zu

den Leitlinien und LI) gehören, in der einzigen geraden Linie liegen (§ 4. Zus. I.),

so liegt auch der Schwerpunkt des ganzen windschiefen Flächenstücks ^LVC in der Linie

Aus gleichen Gründen muß der Schwerpunkt auch in der Linie liegen, wenn

^ und I-, die Halbirungspunkte von und LI) sind; mithin ist der Schneidepunkt

beider Verbindungslinien der Schwerpunkt selbst.

4) Verbindet man bei derselben Construction, wie in § 3 die Durchschnittspunkte der Erzeu-

gungsebene mit den Linien und L?, die man als Leitlinien annimmt, so entsteht

gleichzeitig eine zweite windschiefe Fläche XL55, so daß die beiden windschiefen Flächen

HLI)(?. und ^L?L sich gegenseitig Halbiren, weil ihre zusammengehörigen Erzeugungs-

linien, wie und L?, .11^ und MX. :c. dieses thun. Und da eine jede dieser Flächen

das dreikantige Prisma halbirt (nach Nr. I), so theilen sie das ganze in 4 Stücke,

wovon je zwei Scheitelfiguren, welche die Kaute 0? gemein haben, einander gleich sind.

S) Ergänzt man das dreikantige Prisma zu dem Parallelepipedon ^LLtt(^I)IL, so ent¬

stehen in dem neu hinzugekommenen Prisma durch eine und dieselbe Bewegung auf ähn¬

liche Art abermals zwei windschiefe Flächen, also im Ganzen vier. Weil nun die beiden

dreikantigen Prismen, woraus das Parallelepipedon zusammengesetzt ist, symmetrisch sind,

so muß man schließen, daß die auf homologe Art entstandenen windschiefen Flächen

^Lv<7. und LI)(^, so wie ^LkL und MVL ebenfalls symmetrisch sind.
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Auflösung, Bezeichnet man das gesuchte Volumen durch V, so ist offenbar

also v ^ -i- .1 ^ -i- ^11. ^,

da offenbar ein halbes Parallelepipedon ist, und das dreikantige Prisma

durch die windschiefe Fläche halbirt wird ^ Nr- I)- Demnach ist

Nun sei gegeben

Ld — a, — d, ?I) — c,

^^s)—^ ist

Ferner balbiren je zwei von ihnen, welche eine Leitlinie gemein haben, wie

und das ganze Parallelepipedon, Dies ist also ein Fall, in welchem das Vo¬

lumen eines Körpers, der von zwei windschiefen Flächen, zwei gleich großen Dreiecken und

einem Parallelogramm eingeschlossen wird, sich leicht bestimmen läßt. Ein solcher Körper

ist

§ 6-

Aufgabe, Eine windschiefe Fläche nebst dem zugehörigen dreikantigen Prisma

sind gegeben: man soll das Volumen des Körpers bestimmen, welcher

durch die windschiefe Fläche die Grundfläche und durch die 3 Ebenen

und ^,11.1 begrenzt wird, welche auf der Grundfläche senkrecht stehen.
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das Dreieck (D? —also

^ de - sin >>
'^1 ^2^ 4

Zur Bestiinmungder Figuren und verlängere man die Linien und Dt, fälle
darauf die Perpendikel X?! und und verbinde ^ mit ll und mit ; so finden sich

^ > cos «, Di — )/ und
I.? ---- - a . cos /. ^Dk' — /I. D.?? — 9i»°.

Aus dem Kreisviereck erbält man alsdann -

^ ^ eos « « eo8 ^ — eos jZ
sin ^

_ ^ 008 » e08 ^ — cos uim 3 ' ! ^
8lN ^

Daraus folgt
iib cos « « cos — cos fZ

s) —^—— . ' : .^ 2 2 sln
/X.D'D sc cos jZ - cos ^— cos «

^ 3 6 sin
Endlich findet sich

„ ^2 — ^x2 ^ ^z?2 —^2 ^^nn jzjx obigem Werthe
substituirt

^ cos (jZ — — cos cx ^ ^ cos « — cos (fi
also

5) ^ ^ sin^(-x-t-^-i-v)sin^(«-i-fi—)-)si»^o<—j3-j-^)sin^(—

Setzt man nun
IV — ^sin:7 s« -t- sin («-4- g — )/) sin ^ ^ ^ sin^ (—^^

so wird
» akc s'b scos « - cos x—cosfi) s'c(cos^-cos)/— cos «) > ^

V — > . 2 > .-> . 2 ! '! 2 siu^ ), ssin^^ !
Zusatz I Sind aber au dem Körper Vli(.!>>.7alle Kanten und drei Winkel der Grund¬

fläche gemessen, nämlich:
Le —», .s<; — !?, —c, ev —(Z, —e, ^1) —k,

—LL- —Ii, und /.^c —ck, /I.kc'.v —^.I)^ —e, so findet sich!
/I c.v? d<1 . . ^ „
—2— " ^ 'Z' ' ^ ^ ^

Kc ,
^.s.u^

—^^ - «in s-5 -i- , also

V — ^ bc > sin F — ^ - sin s- -4- -5) — ^ siu (6 -t- -Z)



Zusatz 2, Ist die Grundfläche (I)^<? ein Parallelogramm, so wird cl —b,

x — 180° — ck, ^ — 180° — 6, demnach

V — sin <v, und der Körper selbst wird ein balbes ParaUelepipedon, wie

es sein muß,

5 7.

Soweit lassen sich die Eigenschaften der windschiefen Fläche aus elementare Art deutlich

mache»; dagegen dürfte man zur Untersuchung ihrer übrigen Eigentümlichkeiten, so wie ihrer

Quadratur die Hülfe der analytischen Geometrie und der Infinitesimalrechnung wohl nicht ent¬

behren können. Es seien demnach wieder und LI) die beiden Leitlinien der windschiefen

Flache ^Ll)(ü, so lassen sich durch dieselben zwei Ebenen und II? legen, welche einander

parallel sind und deren gegenseitiger Abstand gleich der kürzesten Linie ist, welche man

zwischen und KI) ziehe» kann. Die eine dieser Ebene» kann nun als Ebene der senkrech¬

ten Eoordinate» (x und v), und ^ als Anfangspunkt derselben, also als Axe der x ge¬

nommen werden. Und weil die Natur der windschiefe» Fläche dadurch keine wesentliche Ände¬

rung erleidet, die Rechnung aber außerordentlich vereinfacht wird ^ so mag die Erzeugnngslime

der windschiefen Fläche, wen» sie durch de» Anfangspunkt /V gebt, mit der Ai;e ^Vi; selbst
zusammenfallen.

Die Erzeugungslinie mag sich nun von ihrer ursprünglichen Lage den Leitlinien ^

und Lv entlang so bewegen, daß sie nach Verlauf von t Secunden in die Lage Lv gekom¬

men ist: bezeichnet man alsdann

mit mit °°, mit jZ,
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die Geschwindigkeit der Bewegung auf der Leitlinie
^<7. mit auf LI) mit >''!

so ergeben sich I>k? ^ k.l — /t - cos ^
O? — — >>'t. sin > als Coordinaten des Punktes l) ^
vic——)
(71^ — — ^»t - cos «, !
<7<^ —.VI^ — . sin «, > als Coordinaten des Punktes <7.
und l> I

Sind nun die Gleichungender Linie <711
)- — .^x I!, lind
2 — X -»- IV,

so erhält man, weil ( I) dnrch (7 gehen soll !
^ — ).-t » sin uc — -V (x — ),t - cos cx) ,

2 — sx — - cos «);
und weil dieselbe Linie durch den Punkt I) gehen soll

^ — /t - sin jZ — ^ (x — )/t« cos fi),
? — ^ sx — )/t - cos jZ).

^ Daber .^^^t-sin« ^^- ^t-cos«
^ t' ^ln /Z x — t» cos jZ

, ^ , 2 x — ^»t-cos«b) und — .
2 — a x — ), t > cos jZ

Eliminirt man aus den letztereil beiden Gleichungendas t, so erhält man
I l) —J^sin«'X — Ä),cos«»^-I-()/sinjZ— )/sin«) -X/ -i-()/cos«— cos/z)' ^2.

Dies ist die Gleichung der windschiefen Fläche, wenn dieselbe mit der Are der? beginnt.
Setzt man darin 2 — 0, so erhält man

0 — x »sin « — ^» cos «, oder
^ — X - tkMA lli

d, lv die windschiefe Fläche schneidet die Ebene der (x^) bloß in der Leitlinie /^(7,
Setzt man aber 2 — !,, so erhält man

^ —X .tSNAjZ,
d, h, die windschiefe Fläche schneidet die Ebene bloß in der Leitlinie Lv.

Setzt man in I. ^ — 0, so wird
0 — X j > sin « -5- sin sin «) 2

setzt man dagegen x —0, so kommt
0 — ^ ^ » cos « — cos « — ^,'cos H 2 !.

Die letzteren beiden Gleichungenwerdeil für x — 0 und ^ — 0 richtig: d. h. die wind
schiefe Fläche schneidet die Ebene der (^2) und der (x2) in der Axe der 2.

Jene Gleichlingen werden aber auch richtig, wenn man setzt
- sin «

^ sin -z- — sin '
Sz/»cos «

cos « — cos

und
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d, h, die windschiefe Fläche schneidet die Ebene der (x?) anch noch in einer geraden Linie,

welche der Are der x parallel ist, und zwar in einem Abstände — . —-—^ .
^ ^ ^ ^ ^SIN« —^'sinfi,

die Ebene der (^2) dagegen in einer geraden Linie, welche der Axe der ^ parallel ist, in einem

Abstände " -.
cos« — cos ^

8 8,

Jetzt entsteht die Frage, ob außer den bereits gefundenen noch mehrere gerade Linien in

der windschiefen Fläche angetroffen werden.

Ordnet man die Gleichung I. wie folgt:

0 — sin « — sin « — / sin jZ) . x — jsz/ cos « — cos « — / cos /Z)

so ergiebt sich hieraus, daß für jeden bestimmten Werth von - eine gerade Linie als Durch¬

schnitt der windschiefen Fläche mit einer Ebene existirt, welche mit der Ebene der (x^) parallel

ist, und welche gerade Linie durch die Ar'e der ? geht. (ck. § 4.)

Der Winkel q>, welchen diese gerade Linie mit der Axe der x oder einer derselben Paral¬

lelen bildet, oder endlich, der Neigungswinkel dieser Linie gegen die Ebene der (x-) ergiebt sich

aus der Gleichung

^ siu « — sin « — sin T
" ^ cos « — cos « — cos »

Hieraus geht auch hervor, daß die windschiefe Fläche erzeugt werden kann, indem man

eine gerade Linie, welche aus einer andern festen senkrecht steht, an der letzteren entlang schiebt,

und sie dabei dreht, ohne die senkrechte Richtung zu ändern, (Vergl, § 4 und § 5.)'

8 ö.

Für jeden bestimmteil Werth von x und von ergiebt sich aus der Gleichung l. (§ 7)

nur ein einziger Werth von -, nämlich 1

^ sx sin a — ^ cos «)

X sin « — sin A ^ l:os cx — cos

Hieraus folgt, daß jede gerade Linie, welche auf der Ebene der (x^) senkrecht steht, die

windschiefe Fläche nur ein einzigesmal schneidet.

Dasselbe gilt offenbar ebenso von der Ebene (x-) und der Ebene

8 in.

Für jeden bestimmten Werth von x nimmt die Gleichung der windschiefen Fläche die

Form an

^ —Lv ^

0 — — <!>/ -t-

Hieraus erkennt man, daß jede mit der Ebene der ()---) parallele Ebene die windschiefe

Fläche in einer Hyperbel durchschneidet, scl. Ohm Analyt. Geometrie § 68 Pag. 223 Zus.)

Nicht anders ist es mit denjenigen Ebenen, welche mit der Ebene der (x?) parallel sind

während diejenigen Ebenen, welche mit der Ebene der s xv) parallel sind, die windschiefe Fläche

in geraden Linien durchschneiden, s Nergl, § 8.)
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8 II-

Man durchschneide nunmehr die windschiefe Fläche durch eine beliebige Ebene, welche durch

die Gleichung o — ^-4-LxD-

dargestellt ist.

Sucht man diejenigen Eoordinaten, welche den beiden Gleichungen, nämlich

i u — -5- IZx -j- -s- Dx und

! 0sin « » x — !>>' cos« « v — s^si» « — 7/' sin jZ)» x?.-I- evs« — z/' cos jZ)» ^2

zugleich Genüge leisten: so eliminire inan zuerst v, luld erhält

c> — O ^ cvs « — )/ cos H cos « — cos A ^ sin « — ^ sin x?

-i-s.X ^cos-x — cos—I)g>> cos-x^ 2— !.!!-»>' cos« -I- (^-1^ sin <x^j x — cos cx.

Diese Gleichung stellt die Projection der gesuchten Durchschniltsliuie auf die Ebene der sxx)

dar, und ist im Allgemeinen ein Kegelschnitt. Ganz äbnlich ist die Projection auf die Ebene

der ein solcher, nämlich:

0 ^ I) sin « — / sin -4- cvs <x — cos -4- ^ ^ sin « — / sin

-i- ^ ^ sin « — sin jZ) — Da), sin 2 — ^ cos « -4- sin ^ — ^i>^> sin «>

Soll die Durchschnittslinie eine gerade sein, so dürfen die Gleichungen für diese Projek¬

tionen durchaus den ersten Grad nicht übersteigen, und also muß entweder x einen constanten

Werth haben, d.h. die schneidende Ebene muß der Ebene der <x^) parallel sein; oder es muß sein:

1) v ^ O cos -x — )/ cos jZ) « ? -t» sö cos « — cos A -4- sin cx — )/ sin - x,

2) o ^ I) sin « — )/ sin jZ)«? -4- sk cos cx — )/ cos jZ) -4^ s/ sin « — sin

3) 0 — ^ Los « — >>' cos jZ) — Da)/ cos ? — s/ ^os -x -4^ <1! sin cx) - x — cos cx,

4) 0 — ^ sin « — sin jZ) — Dg)/ sin ^ — ->?/ cos -x -i- sin <x) - ^ sin «.

Eliminirt man aus diesen 4 Gleichungen die Eoordinaten x, v, /., so bleibt als Bedin¬

gungsgleichung für die Constanten der schneidenden Ebene, damit der Durchschnitt eine gerade

Linie werde, übrig:

0 ^ cos <x — cos jZ) -4^ sin cx — sin jZ) -4- DI)»)' cos cx -4- s!Dk>i- sin cx.

Diese Gleichung wird erfüllt, wenn
— 0 und I) — 0.

d. h. wenn die Ebene durch den Anfangspunkt der Eoordinaten gebt, und auf der Ebene der

(x^) senkrecht steht, also durch die Are der 2 gelegt ist; (cl. § 4. Zus. 2.)

2) wenn L —0 und (/. — 0.

d. h. wenn ? den constanten Werth —^ hal, oder wenn die schneidende Ebene der Axe der

(x^) parallel ist; (ck. § 4.)

3) wenn ^-7 —— wnK-x — — tsnz jZ, was nur erfüllt werden kann, wenn die

beiden Leitlinien und I'. l) parallel sind, also die windschiefe Fläche eine Ebene geworden ist;
. cos cx-4-L sin cx ^

) u.enn '

dann werden aber die Eoordinaten der Durchschnittslinie zugleich die Gleichungen s und d § 7

der Erzeugungslinie identisch machen, also ist alsdann die Ebene durch eine der Erzeugungs¬

linien gelegt worden.
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Auf andere Art läßt sich die obige Bedingungsgleichung nicht richtig machen, folglich giebt

es in der windschiefen Fläche keine andere geraden Linien, als die bereits genannten,

8 12.

Um einen von windschiefen Flächen begrenzten Körper zu kubireu, lege man zuvörderst

durch die Leitlinie Iii) und ihre Projeetion XX auf die Ebene der eine Ebene, desgleichen

^urch die Erzeuguugslinie LI) und den Perpendikel DX, so soll der von den drei Ebenen

XIZOX, (71>kv und V(X, und von der windschiefen Fläche VLDL begrenzte Körper be¬

stimmt werden.

Zu diesem Zwecke hat man in dem rechtwinkeligen Dreiecke (!I)X
OX — a

Nun ist aber

(X'— sin « — sin - -t- cos « — ^/t cos ^ '
also

-t- siu vi — V sin ^ -i- ^ cos o — )>' cos

— — 2^' cos (« — jZ)^.

Der Winkel (!XX aber ist gleich ; schneidet man nun ^ auf.-VC! und / auf

.^X ab, nämlich V() und /VI', und zieht 0?, welches A beißen mag, so ist

. 2 '2 — z ^

so daß man bat
LI)-—

cx — Kt und

/ic.ox ^

Wächst nun t um clt, so wächst ^ um LL' —<lt, LI) um I)v—/. d« und ^X

desgleichen um XX'—/. clt, der Körper ^IZVXC aber um das Stück dDXX'v'L', welches

sich als ein dreikantiges Prisma von der Grundfläche (7-vk ansehen läßt.

Um zu dieser Grundfläche die zugehörige Höhe zu gewinnen, fälle man noch in dem Dreieck

^X die Höhe Vs), und verlängere sie bis l)', so steht zugleich senkrecht auf der Ebene

LVX, und das Differenzial von nämlich ()()', ist die gewünschte Köhe des Prisma's
cvxxvc'.

Es ist aber

LX » ' ^.X » sin l^oc —

sin — fi) . t

mithin sl" (« ^

Bezeichnet man nun das Volumen des Körpers ^LI)LX durch V, so ist

LVXX'I)'(7— cZV /1LDX .

gv-v' sin s« — ,

— — ^^ / t - ät Loust.

2»
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Für t — o wird auch V — o, also C.onst — o, und also

V — ^ «in - t^.

Errichtet man über dem Dreiecke K das gerade Prisma ^lKI)i;>, so ist dessen
1

Inhalt oder — sin (« —ch . t', also doppelt so groß, als das gefundene Vo¬

lumen V, ein Resultat, welches schon oben ^ 5 aus elementarem Wege gefunden wurde.

Sind statt der Geschwindigkeiten ^ und?,' die Leitlinien — b und kl) —c gegeben,

so wird „ ll , .

V — ^ abc sin s« — jZ).

Dieses Resultat fällt mit dem in § 6 zusammen, wenn man dort die Kamen V?, RL

und LI) senkrecht zur Grundfläche LI)? annimmt.

8 13.

Nun bliebe nur noch die Größe der windschiefen Fläche (t>) zu bestimmen übrig. Zu diesem

Zwecke kann die Figur LL'V'I) (§7) dienen, welche das Differenzial der windschiefen Fläche

ist, und als ein ebenes Viereck angesehen werden darf. Ohne erheblichen Fehler dürfte

dasselbe sogar als ein Parallelogramm (wenigstens wenn die Geschwindigkeiten >> und nicht

allzusehr verschieden sind) von der Grundlinie LI) — -i-^ der Höhe

LL -5-1)1) ^ ^ ,2

angesehen werde», so daß man hätte

2LL I)'v ^ ,l<) ^ . l^2.2^2 . <It ,

somit

<) — ^ ^ ^ t^vnxt.

"ihrt man die Integration aus, so erhält man

H ^ ^ ^ ^ ^ g2 ^2^2 — <^t»NSk.4 j -r- 8 l "r- 5.

Zur Bestimmung der Constanten hat man für t —o auch 0 — 0, demnach

o ^2: . —-. loß a -i- Lonst

also

O ^ ^ t - lox ^

8 11.

Will man die im vorigen § gemachte Annahme nicht gelten lassen, daß nämlich die Höhe

des Parallelogramms LLDI) gleich gesetzt werde, so kann man sich die erforder¬

liche Höbe auf folgende Art verschaffen.



»3

Man lege durch die Linien ^ und ^1! eine Ebene, so steht diese soivohl auf
der Grundfläche als auch auf der Ebene LI1K senkrecht, und schneidet überdies die
windschiefe Fläche in der geraden Linie 8V (§ ^ Zusatz 2), welche der Linie Xh parallel ist.
und somit auf der Ebene also auch auf der Erzeugungslinie ^11 senkrecht steht. Die¬
selbe ^inie 8 I steht aber nicht bloß auf dieser einen, sondern auf sämmtlichen Erzeuaunas-
linie» senkrecht, somit auch auf (71)'.

Das Differential dieser Linie "l'I ist gleich und kann nun als Höbe iu dem Pa¬
rallelogramm angesebcn werden.

Somit hat man
.10 — ei) . ()()'

o - , 6,
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