Schneiden sich die beiden Geraden in der Endlichkeit, so wird der Grenzwert erreicht fiir
iliren .“*l']|||if||rllll|\|.

Wir erkennen also ans diesen drei einfachsten Fallen, dals den noteren Grenzwert der Ab-
standssnmme nicht nor einzelne Pankte, sondern auch Punkte einer Linie oder einer Fliche besitzen
kinnen. Diesen unteren Grenzwert wollen wir den Minimalwert der Abstandssnmme nennen. wobei
wir uns allerdings bewulst sind, hin und wieder das Wort Minimum in einem weiteren Sinne #n

5 dies sonst iiblich ist. Wir stellen uns nun die

henutzen, a
Aufgabe: Gegeben sind n Gerade I'y, I, ... I, in beliebiger Lage im Raume. Is sollen

diejenigen Punkte, fir welehe die Summe ibrer absoluten Abstinde »,, #., ... 7, von jenen Geraden

werden, dals endhche Maximalwerte

ihren Minimalwert besitzt, cefunden nnd =oll zogleich ex

nicht vorkonmmen.”

l. Unterfalle.

Fs sind dies die foleenden:

A) Alle Geraden schneiden einander in ein und demselben in der Endlichkeit gelegenen
['unkte,

BB) Alle Geraden lanfen einander parallel.

) Alle Geraden besitzen ein und dieselbe Gerade als gemeinsames Lot.

D) Alle Geraden liegen in ein und derselben Ebene,

Die I%ille kiunen zum Teil ineinander ibergreifen, z B., wenn lauter parallele Gerade vor-

5 sie auch gemeinsame Lote besitzen,

handen sind, die zogleich alle in derselben Ebene liegen, so da

\) Alle Geraden I} sehneiden einander in ein und demselben, in der ndlichkeit
gplegenen Punkte A,

Nehmen wir auf einem beliebig von A aus gelegten Strahle A X den Pankt P beliehie an, so
gilt fir den absoluten Abstand #, des Punktes P von der Geraden [

AP-sin (AX, T3},

wo AP und sin (AX, I}) beide positiv zn nelunen sind. Nun kann A X hochstens mit einer von
den Geraden I, zusammenfallen, so dafs hiichstens einer von den Sinns mull werden Lann, wihrend

| sind. Alzo ist die Abstandssumime des Punktes P

alle andren sicher griilser als nu

Sy = AP 3 sin (AX, I})>0.

Lassen wir nun I auf A X von A wegriicken, so wird AP grifer, wihrend die Sinus alle
ungeiindert bleiben; also vergrifsert sich die Abstandssumme. Riickt umeekehrt P anf A X nach
zu, so wird die Abstandssumme immer kleiner, bis sie in A selbst mit AP den Wert null erveicht.
Fin Punkt P aufserhalb A kann also unmoglich auseezeichneter Punkt! gein, da in seiner Nihe
Punkte sowohl mit grifserer als mit kleinerer Abstandssumme. als sie P besitzt, gelegen sind, Daher
st der Schnittpunkt 4 der Geraden I einziger und absoluter Minimalpunkt.

) Alle Geraden [ laufen einander parallel (schneiden einander in ein und demselben

unendlich weit gelegenen Punlite).

Yol T Maximal- oder Minimalpunkt.



Nehmen wir cinen beliebigen unkt /2 im Raume an und legen durveh ilhn die Gerade M N
parallel zu den 17, so besitzi jeder andere Punkt @ auf M N dieselbe Abstandssumme wie P, da fiir
P und ‘f'iﬁ die einzelnen o dieselbe Linge besitzen. Fs tritf also hier ein ansgezeichneter Wert fiir
alle Punkte einer unendlichen Geraden ein. Wir legen nun durch P eine Ebene & senkrecht zu den
[ sie moge [ in A, schneiden. Dann sind die PA, die von P oauf die 3 eefiillten Lote. Soll
also die Abstandssumme fiir P ein Minimmm werden, so branchen wir P in & nur so zn hestimmen,
dals die Summe seiner Abstinde von den Punkten Ax ein Minimwmn wird, Haben wir einen solchen
Pomkt P, ') bestimmt, so last die dorch ihn parallel zo den 15 gelegte Gerade I, unsere Aufzabe,

Ang fritheren Untersuchungen?) ist bekamnt, dals es nur einen einzigen Punkt, bezw. Ponlkte
piner einzigen Strecke giebt, deren Abstandssumme von den Ay ein Minimum wird, dals aber Maximal-
punkte nicht vorkommen; und zwar ist eine Minimalstrecke nur dann moglich, wenn alle Punkte A,
in ein und derselben Geraden liegen und in gerader Anzahl vorhanden sind, wobei sie dann zwischen
den mittelsten Ponkien enthalten ist.

Also giebt es auch nur eine einzige Minimalgerade (7., bezw. einen einzigen ebenen Minimal-
streifen, und zwar letzterem nur dann, wenn alle parallelen Geraden in ein und derselben Ebene
liegen und in gerader Apzahl vorhanden sind; dann liegt der Minimalstreifen zwischen den beiden
mittleren Geraden.

C) Die Geraden I} besitzen ein und dieselbe Gerade [, von der jede [ in Ay ge-
schnitfen wird, als gemeinsames Lot.

Iis giebt in diesem Falle wiedernm nur Minimalpunkte und zwar aof 1. Zum Zwecke des
Beweises filllen wir von einem beliebig gelegenen Punkt P das Lot POy anf die Ebene ([, I}) und
von Oy das Lot G, auf Iy und das Lot O'F auf I Alsdann ist bekanutlich auch PR, Lot auf
[ und P B Lot auf I, B also fiir alle I, derselbe Punkt auf I Da nun 4, B B: ein ebenes
Viereck mit drei Rechten ist, so ist B4, = €, B;. Da aber B, C, P anch e¢in Rechter ist, so ist
P By = Cy By nmd hiichstens dann gleich €3 5y, wenn P in die Ebene (I, r3) fillt. P hat also von
Iy grifseren und nur im letzteren Falle denselben Abstand, als der Fulpunkt B des von P auf I
oefillten Lotes,

Nehmen wir nun an, dals nicht alle I3 einander parallel sind (welcher Fall schon in B) er-
ledigt ist), so kann P nicht gleichzeitiz in alle Ehenen (I, I3) fallen. Also ist die Abstandssumme
file 27 grifser als fir B, so dals nur auf 7 absolute Minimalpunkte liegen kinmen. Nehmen wir dann
@ auf B Pian und fallen QF, 1 Ebene (£, Iy) und Ey Dy o I, so dals anch @Dy 11 ist, so il
) I, PB,, je nachdem ¢ zwischen B und P oder iber P hinaus liegt (D By =B, G, OF, PCh,
RED, = PG00, =R, also QD = PB;). Geht also ein beweglicher Punkt anf BT von B nach
der Unendlichkeit, so nimmt seine Abstandssumme bestindig zu.  Also kann aulzerhalb I' kein ans-
gezeichneter Punkt liegen. Nelunen wir nun einen Punkt P auf 7 an, so ist die Summe seiner alb-
soluten Abstinde von den Iy dargestellt durch die Summe seiner absoluten Abstinde von den A,
da ja alle Iy auf " senkrecht stehen. Fs gilt also, P in £ so zun bestimmen, dafs die Summe seiner
absoluten Abstinde von n Punkten A, dieser Geraden ein Minimum wird. Wie bekannt, fallt der
Minimalpunkt bei ungerader Anzahl der gegehenen Punkte, also auch der gegebenen Geraden, auf

) Der Index g bei Punkten, Geraden, Abstinden u. 8. w. soll kiinftighin immer andeuten, dafs ein Minimal-

]lll.'||-.l in Frage kommt.
) Simon, Uber den Pankt kleingter Entfernungssnmme und die Flichen Xpy = const.; Dissertation, Halle

1887, Dieger Disgertation verdankt Verf:

ger dieses viele Anvegungen.




den mittelsten Ponkt A, DBei gerader Anzahl der Punkte Ay, also auch der Geraden [, tritt
dagezen das Minimum fiir alle Punkte der mittelsten Strecke auf 1y, Aoy, eine Maximalpunkte

oiebt es anch hier nicht,

D) Alle Geraden [ liegen in ein und derselben Ebene e

Man kann nachweisen, dals nur Minimalpunkte vorhanden sind und zwar nor in e Wir
fiillen dazu von einem beliehigen Punkte [ aufserhalh ¢ das Lot anf ¢ und von seinem Fuolspunkte
B aus die Lote B 5; auf die Geraden [I'; alsdann sind auch die P8y Lote der I, Also stellt BB,
den Abstand des Punktes PP, BB, den des Punktes 2 von I dar. Da PEE,=90" ist, =0 ist
PR, = B, Also ist die Abstandssumme fir P erilser als fiir B,

Liegt weiter ) be

iehig auf B P, so ist sein Abstand von I, B;, Dam ist @B, = PB;,

je nachdem ) zwischen & und P oder iiber P hinausliest. DBewegt sich also ein Punkt von B aus

auf dem

ate der Ebene £, o wichst seine Abstandssumme bestiindig, ohne je wieder abzonehmen.
Aulserhall & kann also kein ausgezeichneter Punkt und in & selbst kinnen nur Minimalpunkte liegen.
Danach kamm es, solange wir 'unkte des ganzen Ranmes hetrachten, in & nur eine einzige Stelle
achen, deren Punkte den Minimalwert der Abstandssumme besitzen.

Fiir die weiteren Betrachtungen fassen wir also nmr Punkte der Ebene ¢ ing Auge, Hierhei
dilefen wir aber nicht ohne weiteres annehmen, dafls, solange wir uns auf Punkte der Ebene & be-
sehriinken, nur ein einziges Minimum  existiert. Wir werden vielmehr auch fiir die Punkte der
Iibene e den Beweis noch besonders zo fithren haben,

Wir beziehen nun in e die Geraden I, anf ein rechiwinkliges Koordinatensystem, indem wir
die Hessesche Normalform henntzen:

(1) £ COS e+ i S0 P L, i =1k
Dann ist der absolute Abstand irgend eines Punktes P = =, v der Ebene ¢ von [, hestimmt durch
(2} Ty .E b1 T 008 oy i g8in | I 1y |

Wo das l':l-li=l']l|;.r'|:=-:-ll 111 || :=|'i-.!;ll'.'._ (il

der absolnfe Wert der betreffenden Grifse zn nehmen ist,
withrend v, selbst positiv, noll oder negativ ist, je nachdem P mit dem Koordinatenanfange anf der-

elben Seite von 15 liegt oder auf [, fillt oder vom Koordinatenanfange ans jenseits 15, gelezen ist,

Die Abstandssumme des Punktes P x, y ist also
(3) = i | by |

Sie soll zo einemt Minimum gemacht werden, wobel also, wie oben gesaet, nur Punkte der Thene
untereinander hinsichtlich ihrer Abstandssnmme verelichen werden.

Bei stetiger Anderung von » und g dndert sich p, aueh stetic. Da also by in der Endlich-
keit von positiven zu negativen Werten nur durch null itbergehen kann, so indert sich aunch |y, | mit
@ und y stetig. Dabei kann es nur dann noll werden, wenn P auf I, viiekt, hleibt aber sonst oralser
als null.  Also muls es auch in ¢ wenigstens eine Minimalstelle fiir die Summe aller #;, geben.  Diese
Stelle aus (3) durch Differentiation zu finden, ist unmbelich, da (3) eine Funktion ersten Grades in a
and ¢ ist. s fiilhet jedoch ein anderer Weg zom Ziele.

Lassen wir den Punkt P auf e beliebig wandern, so fiudert jedesmal, wenn er die Gerade I
tiberschreitet,

lurch null indurch sein Yeichen. War also vorher Ph— @ 08 ey — 3 S0 ey, POStiv,

0 wird nach dem Uberschreiten von £ @ cos ey -+ 4 8in a, pi positiv und wmgelehrt,



al
Wir wollen nun zunichst eine beliehige Gerade 7 mit den nw Geraden 5 #um Duorchschnitt
bringen wnd fragen, wie sich der Wert der Abstandssumme {indert, wenn wir die Gerade
ihrer canzen Linge nach durehlanfen. Yun dem Zweeke untersuchen wir zuniichst die Abstands-
summen in den cinzelnen Selmittpunkten der Geraden ' und der . Wir kionen dabei, da fiber
die Gleichungen (1) der 15 gar nichfs weiter vorausgesetzt worden ist, ohne DBeschrimkung der All-
gemeinheit der Untersnchung als schneidende Gerade die @ Axe nehmen. Ferner kimnen wir alle zur
Geraden [ parallelen Geraden I, unberiicksichtict lassen, da die Summe der Abstinde von ihnen bei
iler Wandernng iiber [ unverindert bleibt. Endlich kann jede von den Geraden [}, mit der etwa zufillig
I zusammenfillt, anfser Betracht hleiben, da ja der Abstand von ihr fiiv alle Ponkte von 1" null ist,
Wir betrachten also nur die Summe der absoluten Abstinde von alle den Geraden, die I3, d. h. also
die « Axe, in der Endlichkeit schneiden.
Il mbgen nun im ganzen auf der @ Axe m Selmittpunkte vorhanden sein, die wir der Reihe

nach, wie sie auf der x Axe einander folgen, wenn wir yon — oo nach -+ ~ gehen, A, Ay -+« 4,
nennen. Lhre Abseisgen migen @, @, « » - - 2y heilsen, so dafs @, =@ <7 - - - -=7 2, ist, wiihrend ihre
Ordinaten alle null sind. Von den »# Geraden I, migen nur durch A, g,, durch A, g, — g, -+ durch

Ay gn —fn—1y = durch A, gw gm—1 rerade lanfen. wobei einzelne oder alle von diesen Anzahlen
gy und g — ga— den Wert 1 haben kinnen und g, = n ist.
Fiir irgend einen beliebigen Punkt P= 2, 0 der » Axe ist also nach (3) die Abstandssumme

i4) 2y = I].U — & COS |_.

|
wo wiedernm, wie auch kiinftigy || den absoluten Wert bedeutet. Fiir den Punkt A, oy, 0 gilt also ')
(4) =7 S| pn — @ €03 o |

1

Nun laufen Iy, - -« -1, durch A, Ist ferner fiie A, », = 0, schneiden also die Gerades

[, -« Iy die negative & Axe, 0 ist fir sie 90°% < e =2 2707, als0 co8 a <7 0, & €038 @ = U; isl
aber oy =0, s0 ist — 90° < @ << 90°, also cos a, == 0, 2, cos e, = 0. Auf alle Fille kinnen wir
also, anch hnsichtlich des Vorzeichens, p , €08 oy setzen fir /k 1,:+:-¢q,. Ebenso gilt fii
=g, + 1, - s pp =25 €08 oy W 8. W, Also folgt aus (4
0L s i
(5) e 2T | (& — ) LO8 oy | 4= X l 0 ) C0s o | + e X | (i, — @) COS
’ g+ 1 gu—1F1
Wir fithren nun zor Abkiirzong ein
ik h i i
{6 =i | cos ey | Ch; v cos ay | = C; 20 G S Oy= 5.
Ji—171 ’ ' 1
Lassen wir nun 4; der Reihe nach mit Ay, Ay, -« Ay, - -+ A zZusammentallen und be
denken, dals @y ="y = v == @+ -+ == @ A8t 50 folgl:
I:.l L = {4y "'I::' rJ! -+ (¥ ’.I‘-I ( r.' = vee o iy — @) X i
=t — [ ra) ) -+ (a ) O - (st — a) Cly
||.l:.lu (ity — xpy ) (x o) O — (Tp—1 = &) € W el ) ) [ Lk-1 i) |
! R S A T |
St P ) Uy \elia 2w} Og — = » (B —1 — &) I e ) Cs

Unter =, v, verstehen wir die Abstandssumme fir den Punkt Ay




- 0

o keine Gerade zur @ Axe parallel liuft, =0 ist hierin kein einziger (Cos ) ), also alle
0

¢t und damit auch ¢ >0, — Wir kinnen nun statt (7) unter Benutzung von (6) schreiben:
Eory=» AL
£ ) -"_-'f | :'.“: 1 |il

(= ]:, e C -+ 2 — ) Cy=F 2 l 1) I
bYWRE S — @04 2(a F— ) O+ - 2 (T 2y 1) Ok -1 2 (e 1 ty) Ci

Subtralieren wir mun Z.oyr von ey so, dals wir die untereinander stehenden Glieder

sunbtrahieren, so folot

(9) i = Sty = (e = (=23 0 = (X1 — Ta) i
1
Nach wnseren friiheren Festsetzungen ist aber myiq =, also @y —ap > 0. Daher ist

ias Vorzeichen von iy — Zor stets eleich dem Vorzeichen der Differenz

(10} 1 =0— 230}
1
Ausfiibvlich geschrieben giebt das
l‘ h=0—205
S O (e
(11) J s
| endlich

- e =20 —20,—: - —20,—1.

Da nun alle ¢, positiv sind, so ist hiernach
]I'. ||r; '.-._-, Jr_l ':-_ i -_; { 4

Ist also 4, =0, 50 sind auch alle anderen = = 0; das lehrt nach (9)
= ;

- ay ®
St e R b

14

d. I, cehen wir durch alle Punkte A; von A, his A, so nimmt die Abstandssumme bestindig zu.

st .1 =0, 50 sind auch alle anderen o =0, also nach (9)

e IR T o : e R

Sl Za gy o L 2l
Dann nimmt die Abstandssumme von A, bis A, in den Punkten A, bestindig ab.
Ist iy >0, aber =0, so sind anch oy, oy - - = de—a =0, aber g, -« A <V
Dann 15t alzo
By = Eary = - B = = Zath
d. h,, die Abstandssume pimmt in den Punkten 4; von A, bis A, ab und dann wieder zu bis d,,.
Ist endlich s =0, so sind Ay, A, -+ diy =0, aber ey, - - dur1 <<l Das zieht

s I e St S = STl Siaalny ot < Zalhe
Die Abstandssumme nimmt also in den Punkten 4; von A, bis Ay ab, bleibt sich in Ay und s
oleich und nimmt dann wieder zn bis A,,.

Da diese vier Fille alle Miglichkeiten von (11) erschipfen, so erkennen wir, dals die

Abstandssumme, wenn man die Punkte A, auf der # Axe vom ersten zum letzten oder nmgekehrt

durchliuft, niemals ans dem Zunehmen wieder ins Abnehmen iibergehen kann. Iis giebt also unter
den Punkten A, entweder cinen mit kleinster Abstandssumme oder aber zwei mit gleicher Abstands-
summe, die aber kleiner ist als die Abstandssumme der iibrigen. Auch gieht es weder Maxima,

noch relative Minima, noch zwei Punkte A, aof einer und derselben Seite des einen, bez. der zwel



Minimalpunkte, die dieselbe Abstandssumme  besit

dentung.
Wir wollen nun einen Punkt zwischen Ap 1

Seine loordinaten

'll'.'lll'."I\:IIII:'

AL S .|Ii_:'-'|-

1 in Betracht ziehen, der wieder A heilsen

ind 4

I ) it T, wi [T W
i I i () = Fin
Daher ist fiir A; nach (B
T (y — @) Oy — « + + — (ap — @) Ol Cigs + - (T — ) G,
also in Riicksicht auf (12}
B - I '.|rlI vt ) = ae ) | = | p) L
Cko 2ol Gy

- " ||. 1
nach (6) und (7)
By B o Llx — e} ({ 2 i.‘_a" "
1
Nehmen wir endlich Rieksicht auf (9), so kiinnen wir schreiben
155} iy 2 o iy oty [ S Sy
Linssen wir | i stetiz wachsen von 0 bis 1, d. h, versehiehen wir A; von A4, lt41, 80
2y, stefig von Zery DI Zeiey, oder nimmt 3 Xy bis Zpgqs ab, j¢ nachden
adar o B 17 1=2f: 15t aber X ) e B0 hletht X von A hig i 1 eben
Abatandsswmnme kann i nnd Ag .y keinesfalls vom Fallen zaom Steiger
ader umgelehrt iibergehen, d. h. "y | 1 kann es kein Minimuwm oder M icimuim dey
Abstandssumme anf der « Axe geben.
| B§1 1 WIE 1 ..r_ Wil W ||i A Loy, b 15K 5 5 ilso
) , ) GO ot (i 2 G
= 5 o O
(o) 13L dl50
B B Ry =l "'“.
also, da € =0 und 2, 0 ist, anch =p =i 0, alse Zp il ZWAT um - 80
»1e mehr sich @ dem Werte oo niihert. d, h., je weiter sich A von nach o lin
entfernt Anf dem Strahle I.J;. o ninnnt alzso die Abstandssumme in der Bichtune nach =2
bestiindig zn,
Fiir einen Punkt A, der von A, nach + ~c zu 1 ist
3 2y — 2 i 0
s, da fir ilm oy = o, ist, =p BT v da von A, nach oz die standssmmimi
bestindig witchst (was an sich klav ist, da man die ganze Gerade in zwei verschiedenen Richtunger
':l'||'"!|.i-:||"' !'.-'l"|| nnil !Il'i-.l"l‘ll.lil' :_ll""\.c'léll'“ I'.,;::-E'II"::'ll.'l_!.|l" eintreten mitssenl.
fache graphische Darstellung der

13), (13 und (13")

."lll':I'Z'llt'l\"\'.llllll||'_ WENL

Ab- umd Zunahme

zugleich eine en

[Errichten wir

Axe be

dich ein Punkt lings der z
te senkrecht zur

i |:-||-!i|'j'\|- Oirdina

nimlich die Abstandssumme =gy im zuneehovieen Punkte A

Ebene &, setzen also Xy, 80 lehren die Formeln, dals ddie |"._'.|i_.|:|:."-,.'-' der Ordinaten zwizchien

Ap und A, eine strecke, zwischen o und A; und von Ay, bis -4 2c aber einen Strahl ausfiillen
an beide Strahlen nach der Unendlichkeit zu anstei

zwar so, dals von A,, bez 4,



Die Tapgenten der Neigungswinkel dieser Sirecken. bez. Strahlen gegen die + @ Axe ergeben
sich in einfacher Weise ans (9), (139 und (13%) nach der Formel tg g - : = . Liegen die

Fufspunkte der Endordinaten in

— oo und A4,, A, und 4, vovidy—¢ ond Ay, Apund Apgys cocdp—a UL ., Ay, und 400

g zind die Werte der Tax

@i, s ey i

Nach (11) und (119 nehmen also diese Werte bestindig zu (C und (5 sind ja == 0), 4. h. keine

swel won den Strecken oder Strahlen, aus denen der: Ort 2 =+ hesteht, haben dieselbe Neigung
gepen die -+ Axe. Dieser Ort stellt sich alsa dar als eine gebrochene Linie, die fiir @ =— — o<
aus -+ oo herahsteigend einen niedrigsten Punkt. hez. eine niedrigste der @ Axe parallele sirecks
erreicht. ohne die 2 Axe zu iiberschreiten, und dann wieder ansteicend fiir #= -+ 20 in - &€ auslinft.
Alles bigherige siebt nns nun den
Natz 1:

A.. Aa. s -+ Aw, die in dieser Reihenfolge ant I licren. seschnitten werden, Bewegt sich nun ein

'« mizen n Gerade I einer Ebene von einer beliehigen Geraden M in den Punkten

Punkt von der Unendlichkeit her immer in demselben Sinne nach A, weiter nach g, A; U 5. f. bis
A.. und schlieslich in demselben Sinne von A, weiter hig in die Unendlichkeit, so nimmt die Sumime
der absoluten Abstinde des bewegten Punktes von den Geraden bis 4, bestindig ab und von A, an
bestindie zu. Von A, bis A, erveicht die Abstandssumme ihren kleinsten Wert in eimem einzigen von
iden Punkten A, (der im Grenzfalle auf 4, oder auf A, fallen kann) oder fir alle Punkte einer Strecke
swischen zwei anfeinanderfolgenden Punkten 4, und Ay (10 Grenzfalle 4, und . oder A,y und
A.), nimmt aber im iibrigen von A, bis A auch bestindig ab und von A, bez. Ay bis Ay be-
stindig zu. Auf jeder solchen Geraden giebt es also nur ginen einzieen Minimalpunkt, bez. eine
cinzize Minimalstrecke, und zwar liegt der Punkt, bez. liegen die Endpunkte dieser Strecke stets auf
den cegebenen Geraden [

il " mit einer von den Geraden I5 zusammen, s0 findert sich nichis an dem Satze. Es
kann also in der Ebene & nur einen einzigen Punkt, bez. ene pinzige Strecke oder eine einzige

on Punkte die Abstandssumme ihr Minimum erveicht.  Zugleich

['liiche geben, fiir den, bez. fih

muls die Tliche durchans lickenlos sein nnd darf keine einspringenden Randteile besitzen. Denn gibe

es zwei Minimalpunkte, -strecken oder -fliichen, bez. gine Minimalfliche), die einspringerde Randteile
besilse oder im Innern unterbrochen wiire durch Punkte mit grifzerer Abstandssumme, so liefsen sich

stets in die Ebene Gerade legen, die mindestens zwei Minimalpunkte enthielten, zwischen denen keine

Minimalpunkte vorhanden wiren, Deim stetiger [bergange auf der Geraden von einem Punkte zum

anderen miilste also die Abstandssu stotio fndert, vom Zunehmen wiedernm zom

Abnehmen iibergehen, was, wie oben bewiesen, unmiglich ist. Vergleichen wiv also anch nur die
Punkte der Ebene & unter einander hinsichilich der Abstandssumme, so giebt es nur eine einzige
Minimal- und keine Maximalstelle.

s gilt nun, die Lage der Minimalstelle nither fostznsetzen. Zu dem Ende betrachten wir
sing von den Flichenstiicken, in die die Ebene & durch die Geraden I, ceteilt wird, in deren Inneres
also keine Gerade [ eintritt. Sehen wir von dem IFalle ab, in dem alle I, einander parallel sind

ps ist schon in B) erledigt), so finden wir stets in der Ebene & gine Ieihe geschlossener oder nicht

Das Wort . MinimalHiehe* und ,Minimalstrecke® ist hier wie spiter in einem anderen Sinne, alg ‘sonst

itblich. webrancht. Doch werde der Kiirze wegen der Gebranch entschnldigt!



Y

gesehlossener Vielecke. Keines von ilmen kamn einen cinspringenden Winkel besitzen, da alle [7

unbeerenzt sind. Nehmen wir also auf der Umrandung eines solchen Flichenstiickes, das wir ¥
nennen wollen. zwei beliebige Punkte P und @ an, so muls die Strecke P entweder ganz i1
lunern oder auf einer Grenzeeraden von V' liegen.

Liegt nun PQ im Innern von ¥, so mufs die Abstandssnmme, wenn ein beweglicher Punkt
von P nach @ wandert, da hierbei keine Gerade Iy durchquert wird, nach Satz [ entweder bestindig
s oder bestindic abnelmen oder konstant bleiben. Auf keinen Fall aber kann sie zwischen F und
) vom Fallen zum Steigen iibergehen. Ein einzelner Minimalpunkt kann also nicht im Inneren eines
Gebietes 1 vorkommen, d. h., ein einzelner Minimalpunkt kann nur auf einer von den Geraden
Iy, liegen.

Wir nehmen nun an, os gebe nur einen einzelnen Minimalpunkt P, und er lege aunf der
Goraden 75 Dann kann er nach Satz I nur auf einen von den Punkten fallen, wo I eine oder
mehrere Gerade I trifft. Also kann ein einzelner Minimalpunkt nur unter den Punkten

v, wo die Iy einander schneiden.

vorkomme
Nehmen wir andrerseits an, die Abstandssumme solle fiir alle Punkte einer Strecke 1hren
Minimalwert erreiclhen, so imiigsen nach Satz 1 wenigstens deren Endpunkte I, und ¢, aunf zwel

Gerade 17 und I} fallen. Ist nun R, ein Punkt zwischen I, und @, und legen wir durch [i, eine

beliehige Gerade [, die nicht mit P, €, zosamuenfillt, so muls R, auch auf " Minimalpunkt sem;
nach Satz I mufs also anch B, auf eine von den Geraden [ fallen. Da dies fiie alle Ponkte zwischen
I und 77 gilt, so muls also die Minimalstrecke 317 ganz auf einer von den Geraden I
liegen. Dabei muls sie nach Satz 1 zwischen zwei anfeinander foleende Schnittpunkte dieser Geraden
mit den anderen Geraden [75 fallew.

Existiert schlieslich eine Minimalfiche, d. h., sind fiir alle nkte eines Stiickes der Ebene

die Abstandssummen einander oleich und kleiner als die Abstandssummen aller fibrigen Punkte der
Ehene &, so mule, wie frither gezeigt, diese Fliche lickenlos sein und darf keine einspringenden
Stellen an ihrer Umrandong besitzen,

Fine Verbindungsstrecke zweier beliebigen Punkte auf dex Umrandunge der Minimalfiiche liegt

also  entweder 1z im Immern oder ganz auf der Umrandung der Fliche. Legen wir nun ein

Garade in der Ebene & so, dals sie die Minimaltliche schneidet, so muls die Strecke, die in die Minimal-

Jiche fallt, zuoleich auf der Geraden Minimalstrecke sein. Also miissen die Endpunkte einer jeden

Strecke, die quer dureh die Minimaltliche gezogen ist, nach Satz [ auf gewisse Gerade [ fallen,

d. h. die Minimalfliche muls rings von Geraden [ umschlossen sein, Zugleich darf keine
Gorade I sie durchaueren. Denn wiire dies der Fall, zerfiele also die Minimalfliche durch dic
Gerade 15 in zwei Teile ¥, und V.5 so miilste die Abstandssumme, wenn sie in 7, konstant ist, nach
Satz 1 in ¥,' zanehmen und umgekehrt, was gegen die Voraussetzung ist, dals die Abstandssumime
in der ganzen Minimalfliche konstant sein soll.

wird e

Sehen wir nun auch hier von dem Falle ab, wo alle I3 einander parallel lanfen, s
in der Ebene & kein Gebiet geben kéunen, das mur von zwei parallelen Geraden begrenzt ist. Also
wird jede Gerade, die durch iroend ein Gebiet von & gelegt wird, die Umrandung wenigstens einmal
treffen miissen.  Ist nun das Dhetreflende Gebiet ¥ nur halb begrenzt, so kann man in ihm stets
Gerade I" ziehen, von denen die Umrandung nur in einem einzigen Punkte P getrofien wird, die aber
weiter das Gebiet bis zur Unendlichkeit durchgueren, ohne je wieder anf die Umrandung zn stolsen.
Nach Satz T mufs aber in diesem Falle auf I' die Abstandssumme von P bis in die Unendlichkeit
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e 2 ] 1 : 1 o ha ;
fortwithrend zunelimen, kann also innerhalb des Gebietes

eichen. Also kann keines von den halbgesehlossenen Gebieten ein Gebiet konstanter Minimal-

ht einen konstanten Minimalwerl er-

SUIImne se1.

Wir nehmen nun weiter an, das vollstindig (von gewissen der Geraden I3 becvenzte Gehiet
1 I

¥ der Ebene e besitze in dre iy s, A dieselbe Abstandssomme = Da nun dureh

V' keine von den Geraden [ Liuft, so gehen zwischen A, wnd A,, A, und A,, A, und A, kein

weiteren Geraden I, hindureh. Also ist mach Batz I auch fiir alle Punkte der Strecken A, A., A, A,

mnd s A,, mithin auch im ganzen Innern des Dreiecks A, 4.4, der Wert der Abstandssummn
gleich = Dann mut

Wert 2 besitzen, wie oben bewiesen, d. h., das ganye Gebiet F o1st Minimaliliche.

aber der Wert iiberallhin im Gebiete }© biz an die Grenzen ehenf

st dagegen |

Minimaltiiche, so kinnen hichstens zwei I'.l'1§'\|'|:lll\'.\.' oleiche Abstands-

ummen besitzen; denn sonst wilpden ihre Verbindungsstrecken Strecken konstanter Summe, also, da

de innerhalb 7 Ligen, V' Iliche konstanter Summe sein miissen, was o gen die Voraussetzong ist.
Fassen wir nun die bisherigen Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den
Satz I1: . Will man fir » Gerade einer Ebene, die nicht alle einander parallel lanfen, das
Minimuom der Abstandssumme anfsuchen, =0 bestimme man den Wert der Summe fiir simtlicli
Schnittpunkte der Geraden, Ist unter deren Werten ein kleinster enthalten, so stellt er den Minimal-

wert und der betreffende Punkt den .“\Hl|il|_=;'i}|| nlf =ind unter den Werten zwei und nur zwei

gleich, aber kleiner als alle eren (was nur mo 1st, wenn es Endpunkte einer von den Teil

strecken auf den Geraden [, sind), so ist dieser Wert wiederum Minimalwert und die betreffende

strecke Minimalstrecke. Sind endlich unter den Werten m ]

] kleiner als alle

1" s ;-f.‘.'.-'i "||'-|":‘I,
anderen (was nur miglieh ist, wenn die betreffenden Punkte Ecken eines der seschlossenen Flichen-
stitcke mwnd zwar simtliche Ecken sind), so stellt diese Fliiche die Minimalstelle und der betreffende
Wert den Minimalwert

Lhstandssumme dar, — Maxima oder relative Minima bestehen nicht. £
Die Minimalstelle ist hiernach, sobald mindestens eine von den Geraden [ die anderen

chneidet, stetz endlich

J

alle Geraden [} in der Ebene ¢ einander parallel
s0 156 s1e, wie m B) gezeigt wurde, unbegrenzt. Jedenfalls wiichst auf einem Stralile, der von der
Minimalstelle ausliinft, ohne in thr zn verlanfen, die Abstandssumme vom Minimalwerte =

Strahle einen und nor einen Pookt geben, in welchem die Abstandssumme den Wert & = .4

und unbegrenzi

je weiter man sich von der Minimalstelle entfernt.  Daher mufs es auf jedem solchen

erreicht. I8 liegt nun noch die Frage nahe: Wie ordnen gich die Punkte, die ein und dieselbe

beliehige Abstandssumme © besitzen, in der Ebene &2

In dem Falle, wo die Geraden [} simtlich einander parallel sind, liegen die Punkte mit
~ > :

=7 S fiir & = X, hel

IErEells von

parallel laufen, und zwar, je grilser & ist, in nm so grilerem Abstande von der Minimalstelle, Das
folgt ans der Eigenschaft paralleler Geraden, iiberall denselben Abstand zu besitzen. Der Ori
=9 & ist also hier nicht geschlossen.

setrachten wir weiter den Fall, wo nicht alle I} einander parallel launfen, so ist nach Satz I

die Minimalstelle endlich begrenzt. Ein beliehiger Strahl, der von der Minimalstelle ausgeht, kann

dann nicht allen I, parallel sein; er muls also wenigstens gegen eine Gerade so verlanfen, dals er sich

nach der Unendlichkeit zu unendlich weit von ihr entfernt. Daher muls es auf jedem solchen Strahl

in der Endlichkeit einen Punlkt mit der Abstandssumme S geben. Da wir aber von der endlich

begrenzten Mimimalstelle (die im Grenzfalle ein Punkt ist) aus vnendlich viele Stralilen zichen kénnen,

Minimalstelle auf zwel Geraden, die den Geraden I’
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u1e recren ainanader diversaent verbanten, =0 miissen om o Minimalstell

Punkte mit der Abstandssuim

die [ zerlest wird, endlich ist, so muls wenigstens in einem vol

mit der Abs

Wir nehmen nun an, innerha

Ih des tiebietes F ooehe

liecen, D nun die Anzahl der Gebiote,

wen Gebieten me

Zwel

L v i flie welche die Abstandssumme denselben Wert © annimmt, #o

L
|
#

i
LY

sk, Nun ist nach Formel (2), Seifte 4,

ol

wler, wenn &, denjenigen Wert -1 oder 1 hedentet, den man

i S e setzen muls, damit ein positiver Wert herauskomumt,

N -
-t ¥ — i
1
\ls il | |
50 ot nach (14
(15) e L Fr 0% o Wi QI ) = = iy i
Da K wund L om demszelb Gebiete 1 der IEbe alzn
Koordinatenanfanee aus esesehen, renn, S0 hat in beiden Summen dex

Wir betrachten nun einen beliebizen Punkt M

Koordinaten sind bei

ap |l | =Tl T

£l T AL LT

Diaher ist seine - Abstan

Ly s

woher ¢ thegelhen II."nl'll' wie
alszo  an,  dal If nicht anl
Geraden KOF ist, so

% !
:., L : 7 COS
< Al
i 5
=1 (W] s 7
r S il
< F, - 4 )
g o ) -~

IYiie jeden Punkt A auf KL, der innerhalh V' liegt
glben Werl & wie in X md L. Da & nicht Minimalwert

= d

Smmenzeichen

also pin Pankt dex

olang M das Gebie

\I:" [:I|\IHI' Al yul

{1 eS8 gy — I 31N ag)

variablen Pavametern 2 und 4 darstellbar durch

1

S0 g ) G

hesitzt also

eutet wieder an, fiir welcher

liinnen

Punkte

(15

| behiilt ithn auel weiter fite alle anderen Punkte innerhalb oder auf der Umrandung

er Geraden

t F nicht verlilst.

relerenen

als e

KL,

unendlich

in die die Ebene

denzelben Wert
leg (Gebietes

viele
|| i I'|'I"

'amkt

Pl WU L

Nehmen wir

e Abstandssum

anilere

=hred

1l
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merhalh V- diese Sunmie nicht besitzen. Nach Satz 1 miissen dagegen alle Punkte anf der Ver-
lingerung von KL iiber ¥ hinaus, da auf der ganzen Strecke KL innerhalb ¥ die Abstandssumme

konstant ist. _f_-_]':'h','-u'['u' .\l|ﬁ|.‘|5.‘||4'\-\||[||!|||':| besitzen, di IIII]H"_L'I'I'lI'f‘. "n\'iﬁ'i'--‘:' 11, ,i" weiter man von V “"-c'—'i'-"'al’s‘

In den Nachbargebieten von ¥ milssen also Punkte mit der Abstandssumme & zwischen der Minimal-

stelle und KL liegen, Verfolgen wir also von ¥ aus die Punkte mit der Abstandssumme &, so
werden sie auf einer webrochenen Linie mit lauter nach innen hohlen Winkeln liegen, von der die

Minimalstelle umsehloszen wird.’) Diese Linie ka die Minimalgtelle nur einmal umlaunfen, da ja

auf jedem von dieser Stelle ausgehenden Strahle der Wert € nur einmal erreicht wird, und muls
sich schliefsen, da man den Wert & von der Minimalstelle aus nach allen Richtungen hin in end-
licher Entfernung antrifit. Sie stellt also die Umrandung eines geradseitigen Vielecks dar, lnmerhalh
des Vielecks liegen dann Punkte mit Abstandssummen, die zwischen dem Minimalwerte und & liegen,

sere Abstandssummen besitzen. Es fragt sich nun weiter: wie verhalten sich

aulserhalb solche, die g
die Orter verschiedener Abstandssummen & und &' gegenseitig?

Dals keine Strecke mit X = © von einer Strecke X, = €' innerhalb ¥ geschnitten werden
lkann, ist ohne weiteres klar, da ja sonst im Schnittpunkte die Abstandssumme swel  verschiedene
Werte, © und & haben miilste. Wir kimmen aber nachweisen, dafs beide Strecken in ¥ einander
narallel lanfen miissen.  Wird nimlich M = #,,, #, als laufender Punkt einer zu AL parallelen
Strecke betrachtet, so lassen =ich seine Koordinaten bei konstantem ¢ und Ir'r- und variablem = und 2

durchstellen durch:
(159 Ly =— i . =t s A
Solange also M innerhalbh ¥ lieet, ist

| 5 f 3 %
- . [ A =t Ak i 1 AHET A :
= p hgn [ 1‘ L el cos ay !( —;-,-'i 3111 |r_'|.
|4 = Lol i
1 a A i | /

Lo |

I_

wo & denselben Wert besitzt wie fiir K und I, d. b, wie in (15). Das giebt analog dem fritheren

" i
(20) e = e Zhe, COS ey - f‘_\.' i1 eepe

noch konstante Griifsen, so daks auch auf jeder zu KL parallelen

[iechts stehen aber jetzt nur
Gieraden, soweit sie innerhalb ¥ liegt, die Abstandssumme konstant ist.  Wir gewinnen also den
Satz I11: ,Sind die Geraden I nicht alle einander parallel, so stellen die Orter leonstanter

\hstandssummen gebrochene, in sich geschlossene Linien dar, von denen die Minimalstelle sowohl,

wie alle Orter mit Kleinerer Abstandssumme ein —, die Orter mit grifserer Abstandssumme aber

ossen werden, wihrend innerhalb deszelben Gebietes der Ebene die Orter mit verschiedener

.'|'I‘:'_'\t'.‘:E'i|.
Abstandssumme einander parallel laufen, Hat man also einen solchen Ort konstruiert, so liegt die
Minimalstelle stets in geinem Innern.” —

Die Formel (20) gewinnt nun noch eine weitere Bedentung insofern, alg wir aus ibr dic
Bedingung ziehen kinmen, die erforderlich ist, damit innerhalb des sanzen Gebiebes  die Abstands-
summe konstant ist, d. h. wie oben gezeigt, damit es eine Minimalfliche giebt. Da sich verschiedene
Parallelen bei der Parameterdarstellung (19) nur durch ¢ und f unterscheiden und diese Grolsen inner
halb 77 zwischen cewissen Grenzen unendlich viele verschiedene Werte annehmen kounen, so ist die

Suymme in (20) nur dann konstant, sobald innerhalb ¥ gleichzeitig die Bedingungen

1) Der Fall von lanter einander parallelen [7, ist a



b
(21) ey COS ) 0, Zhe, 30 g (
1 1
orfiillt sinid.  Am einfachsten werden diese Formeln, wenn wir den Koordinatenanfang in das Gebiel
den Wert 2~ 1 ammehmen. Dann gilt also innerhalb 17
{0
s

F'legen, da dann alle

(22) =h COS o (. =k sin
Denken wir ung nun von irgend einem DPunkte P innerhalb }J© die Abstiinde nach den

cezogen nnd anf ihnen in P gleiche Krifte K angebracht, so geben deren Projektionen auf die @ Axe

=0 8iN .

und aof die y Axe addiert
x e I eos e, RS eo8 anr =y n K sin oy, K=
; :
identizeh null, d. L., die eleichen Krifte halten
ist. Halten sich aher

|

F° konstant

Richtung der Abstinde
im

Nach (22) sind also diese Summen innechall ]
wiedernm

1ilL'-|:'|'|_:_'l.~'.\i.|'ilE. '-21|||:|]||. e _\|l<|:IIBII<H‘LJ]'-II|x‘ 11
K die gleichen Kriifte K, in de
(22Y [bez. (21}]; dann

P das
irgend
15t

rleichgewicht,
20 die Somme konstant.

Punkte wvon
a0 bestehen die Gleichungzen

gich in
Also gewinnen wir den

umeekehrt in elnem
angebracht, das
Gebiete 77 nach

Safz 1V: ,Giebt es irgend ein Gebiet der Ebene, in welchem gilt:

ke 81N G L,

oinLen

f3

i,
heilst, giebt

= 4=

was dasselbe
er Richtung der

Shogy COS o
1

ik

nider,

wobei &, beidemale denselben Wert <+ 1 oder — 1 besitzt,
innerhalb des Gebietes ireend einen Punkt, in dem sich gleiche Kriifte, in
acht, das Gleichgewichi so besitzt in dem befreflenden Gebiete die

Abstandssumme einen konstanten Wert und zwar ihven Minimalwert, so dals das betreffende Gebiet
minimaler

halten

Abstiinde #, angebi
leicht, zu entscheiden, ob ein Gebiet mit

Minimalstelle 1st

Hiernach ist es in vielem Fiillen sehr
Abstandssumme vorhanden ist oder nieht,

Bei zwei Geraden ist dies nur moeglich, sebald sie einander parallel sind, da hier die zwei
oleichen Kriifte entgegengesetzt gervichtet sein milssen, um sich gegenseitig aufzuheben. Dann izt dey
Streifen zwischen den Geraden Minimaltiiche.

Drei gleiche Kriifte heben sich auf, sobald sie Winkel von 120” mit einander bilden. Sobald

den. ist die Abstandssumme, wie auch elementar leicht
Bilden sie kein gleichseitiges

on kleinstem Werte.

encesetzie Richtung
I[Ehene

alsn drei Gerade ein gleichseitizes Dreieck bi
diegem Dreiecke konstant und

bheweishar ist, in
Dreieck, so giebt es keine Minimalfliche.
! Vier oleiche Krifte heben sich nur danm anf, wenn je zwel m entg
fallen (immer natiiclich angenommen, dafs alle Geraden I3, also aueh alle »; in derselben
vier Gerade ein Parallelogramm, so ist dies Minimalfliche, und lanfen alle
Andere TFille ziebt es hei vier
werden.

mehr gemacht

liezen).

Bilden also
vier einander parallel, so ist der mittlere Streifen Minimaltliche.
nicht

kimnen go  hestimmte Angaben

vier Goeraden
eichungen

Greraden nicht.
Yon mehy als

Denn in den notwendigen Bedingung
08 i), U,
|

=h o8I oy 0,
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treten dann mandestens zwei Winkel auf, die wir hehiebig anuehmen dirfen, so dals dig \.II|'.j:!ir< ranz

unbestimmt wird, Nur folgendes kimmen wir noch fi

st n beliebiz, so ist jedes regelmi

o 5 ek, sowie jedes » [Fek. dessen Seiten ELE SIes

t, (. h. also, jedes n Eek, das

receliiilsigen w0 1oeks parallel lanfen und das nur hohle Winkel be

durel Debnune oder Yusammenziehung ohne Anderung der Winkel aus einem regelmifzigen n ek

wir den

hervorgeht, Minimalfliche fiir die » Geraden, in depmen seine Seiten liegen. Denn leg

Koovdinatenanfane innerhalb des Vielecks, so ist

also oilt, da statt o, o, +n-— e, 4= 20 mesetzt werden darf, olne dalz sich die Funktionen yvon

¢, iindern, nach einer bekannten Formel

) ; )y 97, -1 A ey | . N 1=
alll GOs | ey . | L 7 - CL) £y =17 £
2 V' " \ 2 i \ i
. . &7EN ' & [ i
208 hoe08 | oy =4 ; 0
I 1 2 f
=111 | 2 | 111
i ] I
[ S A s |
W 2w ) [ L -1
. 1 * |I--I ||:| 1 SIN 7& - S| ceq -7
9] ) ) L 1
. 5 - 4 LT0 0 Fer L - I J 1 {
—f SI ¢ =i Bl | 0.
\ g | a3 :
1 | " a P |
111 | : | ]
! 1

: selbst daher Minimal

|| 8 H B '\1"! I

Fek mit lauter hohlen Winkeln, in dem jede Seite

_"|_|-|| sind i I|-.|.--' =0lehe \ :;- -| .:|'||;II_'.'LIII'_'i'I| (22) ¢
st ferner n gerade, so0

(21}, Dwenn sind Iy und I diese Gegenseiten, So

der Koordinatenanfan Vielecks, also zwizchen I und 15 liegt, e oy o= o,

COS ay, SN o sin e Daher heben sich die IKosinusse und die sinusse von eg und o

el, alle Ioosinnz=ze und Sinn=<e, da wir 21e 1m : solehier Paare ordnen kimuen. It

ferner i erade mnd tlle Geraden parallel, so erfiillt der mittelste Streifen aneh die Glechungen

21), der, wie schon sen, Minimalfliiche 1st. 1% r der statische Beweis.

[.azzen cich forner die i Geraden ruppen 80 Ordien, s jede von diesen IIE'.:.|l|l'.ll S REL

i der obizen drer Arvten hildet nd dals alle diese Fi ein Flichenstiick V' gem
ist. 7 Mindmaltliic '
Grleichungen (22) erfiillen, =obald der Koordinatenant:

[Lichenstiick Minimalfliche fiir die bet

da ber ihm die Geraden jeder einzelnen Gruppe, also aunch alle

im Imnern von V liegen. (Liegen z. B. e

allelogramm und ein eitizes Dreieck zum ‘Teil ineinander, so ist das beiden gemeinsame

¥ 1| Rl HTa T il 1 i
leénden sieben Geraden m. 8. W)

Als Nachtrag zun der Untersuehune der geometrischen (rter noch folzendes gegeben

i Lt

werden. & nicht alle emander par iden sie aufker eine

opwigsen Anzahl becrvenzier Gebiete, deren Anzahl im Grenzfalle g tets 25 halbbegrenzte

ten Randstrahlen) herans, die 1m Endlichen in eine gebrochene

(vebiete |||i: [ ||l'|-2II e

Linie mit lauter nach dem Inneren des Gebietes hohlen Winkeln oder in einen Punkt auslanfen. 12

liilst sich dann stets in die IKbene eing I:.'-.'~:|']1|lr.---¢l".'n' Linie (am emfachsten Kreislinie |~"§:-'||. die all

Wir verstehen unter Rondstrahlen diejenigen Strablen, duox betreffende halbbeorenste Gebiet

e in die Unendlichlkoit hin von der S
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begrenzten Gebiete in sich schlielst und jedes halbbegrenzte Gebiet so durehguert, dals es die Rand-
strablen je our einmal schuneidet, Wir wandern nun von einem beliehigen Gebiete, dals wir T,
nennen, auf dieser Linie fort und nennen die Gebiete, wie sie weiter aufeinander folzen, 175, 1
S e Farue vos V. Es lLilst sich dann der Satz nachweizen:

Satz ¥: ., Die Orter des Flichenstiickes V(s < n) sind denen des Flichenstiicl

|-,|-_-;.|||-]_"‘

Es miigen zuniichst unter den Geraden I keine Parallelen vorkommen. Gehen wir nun vor
I bis Vs, so ithersehreiten wir, da jede Gerade die Ebene in zwei vollstiindig getrennte Teile
zerleet, der Reihe nach alle Geraden I3 je einmal und dann von V. bhiz 15 in demselben
Sinne weitergehend alle 1, wiederom je einmal in derselben Reihenfolze. Heilst alzo in 17, die

Abastandssmmme

|
/

¥ g &I enS e - qf 3111 cep)
g0 gilt in Fey, da man von 75 bis Ve, alle £ je einmal idberschreitet,
(24 .
mize nun fiir zwei Punkte KX und L in V, gelten
Shey (py — @3 €08 @ — Ye 8i0 &) = She(p By COS oy — 3y 8 a,) = ©,

Ferner moge M = x,, y. wiederom i der Form (19) als laufender Punkt auf einer Parallelen zu
K dareestellt sein. Lieot nun M in F..;, so 18t nach (24)

\
# LT w A . |
2. s i l -1 r} t08 e, l . I | 8101 ey i )
i W -|-- A P i
alsa nach |.‘j,;-|.
'
26 o= — & 4 g Zigy, 008 oy J."_‘: & CO8 ey
1 1

alle ', einander schneiden.

also auch konstant, Diese Iormel gilt, so lange M in V.o, liegt une

Wir nelunen weiter an, dals unter den 13 Parallele vorkommen; es migen s Gruppen von
Geraden vorhanden sein, zu denen gy, 4s i1 ' 77 Gm — gm—1 Gerade gehiiren, wobei g, n 1st,

einzelne von den Anzahlen g, und gx — ga gleich 1 sein kinnen und, wenn mehrere Gerade

derselben Gruppe gehiven, diese alle einander, aber nicht den anderen Geraden parallel lauf
Dann giebt es in der Ebene e wiedernm 2n halbbegrenzte Gebiete, und zwar werden 2wm von diver-
senten, 2(n — m) von parallelen Randstrahlen begrenzt., Wir gehen nun wiedernum aunf einem ge-
sehilossenen Wege so um die vollstiindig begrenzten Gebiete herum, dals jedes halbbegrenzte Gebiet
gerade einmal durchguert, also jeder Randstrahl einmal tiberschritten wird. Wir beginnen hei einer
von den heiden idufzersten Geraden der ersten Gruppe, bez. mit der einzigen der Gruppe gehirige

Geraden: von ihr aus iiberschreiten wir erst alle Geraden der ersten Gruppe, oephen dann Zor zweiten
iiber 1. 8. w. So treffen wir der Reihe nach die 1. Grappe I, -+« I, die 2. Groppe Ly, o0+ I
i, 8 f., endlieh die m-Gruppe I, 41, «.. P Nun treflen wir wiedernm die Geraden der ersten
Gruppe, aber nun, da 73, als Parallele zu £, auf einer und derselben Seite von I verliuft, in nm-
geleehrier Reihenfolge, So folgen sich jetzt [y - -« Iy Foay e o0 Foiery wov By one g 2 ii1e . N

gelangen wir zum zweiten Male nach [, haben also den Rundgang vollendet.
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Me Gebiete, die wir treffen, nennen wir 5, ... V. ] R e e ] T P e
o R el TS s e 1oy Fupw. Dlabei hesitzen die unterstrichenen Gebiete divergenie

Randstrahlen, da man in ihnen von einer Geradengruppe zur niichsten tbergeht, die nieht unter-

drichenen parvallele,

Gehen wir nun von V, mnach I, o ,, so iberschreiten wir, von [, 41 anfangend, alle
Grerude his I, damm noch I°, bis £, woranf wir nach V « Zelangen.  Da wir alle I3 iiberschritten
haben, so sind auch in 17, und ¥V, o, und in allen zusammengehiivigen Gebieten mit diver-

mseitig paral

centen Randstrahlen die Orter g

GGehen wir aber etwa von Fi ans, wo F<"_' ist (voransgesetzt izt hier, dals zur ersten Gruppe

mehr als eine Gerade gehict, was stets erreichbar ist, da iiberhaupt parallele Gerade vorkommen),

Hociberschrelten i D Ve aw Tha s conid e i D e T e st Y rae1, da es wiedernm
’ . o = e - 1 Py L 5
n Gerade sein miissen. Da mun £ < <- isf, so ist g, — & 4 1 Jr} + 1, also =/ Es werden daher
Dyt eodpegaremicht, Tiag, .0 Fy g jereinmal, il e e s Iy, e zweimal, Iy a1, o0 o T j€
einmal idibersehritten.  Wenden wir nun wieder die Abkiivzonz by, fiir m 08 o 1 osin o
1, S 181
(27) =) =N &
= b Dp = g — Shoepp Zhog i
il
e X 4 B " L Nh gy n 1| Xy 1-'
1 1 1
Nun liegt V: zwischen T: und I . Feryn wwischen I v und [ . bhewde  also
zwischen [y und 1 ;AU80° anch zwischen 15—y und By - paiqy el amd T 0 T nondl 10,

Da dies Parallele sind, so sind file alle Punkte sowohl in Fi als in Fip, &9, 4 £, Doy 6l

o L g 11 AR | e ST 1 P 1 einzeln konstant, so dals statt (28) cesefzt wer

len kann

(29) X e — Sk

_;:_I.-I -in']. EDENED '-\il' I:|'|'II |l'i"i!.‘ ||::r-'zl".'.[-j~-|-||,

wir die & dieselben Werte wie in (27) besitzen. Nun

'|:l|“% i]] I nnd ¥ |-||-'II|:||i'- ie Urter _ul'.'_'l"fl-fl'i.‘:_-j'_ ]u;;l'::i!|-| 'iT!JL [ nman -'!i|- ‘-";'i]3|||1:'_'| 1||'r
Geraden anch umgekehrt vornehmen kann, so ist somif der Satz V auwch fir J: '_f,l. algo liberhanpt

NEWIEsen.

abgeleitet, Es sei ge-

Damit wiiren die wesentlichsten Eigenschaften der Ahstandss
stattet, noch eine Reihe weiterer ohne Beweis, der in jedem Einzelfalle leicht erbracht werden kaun,
einfach anzufithven. Dabei wird vorausgesetzt, dafs nicht alle I', einander parallel sind.

1} Nimmt man den Wert & der Abstandssumme hinreichend orols an. so stellt stets der

i y: E ) . e - s 11 ' g
Ore Xy 2 die Umrandung eines Vielecks mit 25 Seiten und zwar parallelen Gegenseiten dar,
2) Giebt es nur einen einzigen Minimalpunkt und sehneiden sich in ihm m Gerade 13, o

stellt - =y 5 bei hinreichend kleinem & (d. h, wenn & nur wenig grifser als die Minimalsnmme

ok

18t) em Zm Eek mit unendlich kleinen Seiten dar,



3) Gieht es eine Minimalstrecke, durch deren beide Endpunkte aufser der Geraden I3, anf
der sie liegt, noch im ganzen ae weitere [ laufen, so erhilt man bei hinreichend kleinem & ein
2w+ 1) Eck mit zwei endlichen, einander nnd der Minimalstrecke parallelen und aulerdem 2
unendlich kleinen Seiten.

4% Giebt es ein Minimalvieleck mit & Lelen, dureh die aulzer den & Geraden 75, auf denen
sie liegen, noeh im ganzen sn weitere Gerade (natiivlich anlzerhall des Vielecks) lanfen, so erhilt man

bei hinreichend kleinem & ein 2 (&

Lo Felk mit £ endlichen und zwar den benachbarten Seiten des
Vielecks parallelen nnd anlserdem & - 2m unendlich kleinen Seiten.

b) Fir drei Gerade einer Ebene erliilt man (anfser der mittelsten Geraden bei drei p

dlelen):
a) eing Minimalfliche: wenn sie ein gleichseitizes Dreieck einschlielsen (eben dies
J'l'L'i1'|'|\'}:
b) eine Minimalstrecke: o) wenn zwei parallele durch eine dritte geschnitten werden
(die Strecke aonf der letzteren);
7} wenn sie ein gleichschenklices Dreieek bilden, dessen Schenkel
grifser als die Grundlinie sind (dic Grondlinie);
¢ einen .‘t[lll]llu;l-‘]lil?: kt: o) wenn sie dureh ein und denselben Punlkt laufen (diesen Punlt):
# wenn sie ein gleichschenkliges Dreieck bilden, dessen Sehenkel

kleiner als die Grundlinie ist (lie Spitze);

wenn sie ein ungleichseitices Dreieck bilden (den Scheitel
des grifsten Dreieckswinkels),

NB. Man kann, sobald ein Dreieck entsteht, kurz sazen: der Eekpuukt mit kleinster Hole,
hez., wenn zwei gleiche Hohen vorhanden sind, die kleiner als die dritte sind, die Seite, von deren
Eudpunkten sie auslaufen, bex, wenn drei gleiche Hohen vorhanden sind, das ganze Dreieck isi
Minimalstelle,

6) Filr ein ungleichseitizes Dreieck konstruiert man einen Ort konstanter Abstandssnmime im

Innern 50, dals man die kleinste Seite von ihven Endpunkten aus anf den erifseren abtriigt und di

s0 crhaltenen Punkte verbindet; die anderen sind parvallel zo dieser Strecke. I gleichsehenklizen
Dreiecke laufen sie der Grondlinie pavallel. — e ein beliebiges Dreieck konstruiert man einen Orf
anfserhalb so, dals mwan irgend eine Seite von ihren Endpunkten ans aof den Verlingerungen der

anderen abtvigt,. Nach Satz ¥V oerhillt man so die Orter in zwei halbbegrenzten Gebieten (in dem

ginen in der Unendlichkeit zusammenhingenden Dreiecke), also dorch Benutzung jeder Seite alle

Orter. — Im TFalle b) o) erhiilt man die Orter in den Winkeln, indem man sie so legt, dafs sie auf

der Parallelen und der Sehneidenden Strecken abschneiden, die sich wie 2:1 verhalten.

7) Trigt man in jedem Punkte P=ax, y der Ebene ¢ die zu rige Abstandssumme senk-
recht zur Ebene ab, so Desteht die Fliche : Zry, aus Ebenenstiicken, die ecinander nicht parallel
sind nnd wm g0 steiler ansteigen, je weiter sie von der Minimalstelle entfernt sind.  Die Ebenen=
stiicke werden von gebrochenen Linien olme einspringende Winkel vollstindig oder nur teilweise
begrenzt. Je wachdem ein Minimalpunkt, eine Minimalstrecke oder eine Minimalfliche vorhanden ist,
hesitzt die Fliche £ = Zr;, nur einen einzigen tiefsten Punkt oder eine tiefste, zu & parvallele Kante
ader ein tiefstes, zu & paralleles, vollstindig begrenztes Flachenstiick, und umgekehyt.




Il. Geometrische Behandlung des allgemeinen Falles.
mogen jetzt n Gerade 15, zanz beliebiz im Raume legen. Wir fracen zundchst wicder
nach Anzahl und Art der ausgezeichneten Punkte. Dabel verfahren wir zenau wie bei n Geraden
ein und derselben Ehene, indem wir die Andernng der Abstandssumme lings einer heliehizen Geraden
des Raumes [I' untersuchen. Dabei dirfen wir wiedernm alle za I parallelen Geraden Iy, sowie
gineg etwa anf 1" fallende 1} nnberiicksichtigh lassen, da ja alle Punkte auf 1 von ihnen ein und den-

selben Abstand besitzen.  Daher nehmen wir fiie die folgende Detrachtung an, dafs jede I entweder

I schneidet (in der Endlichkeit) oder sich mit 1 kreuzt. Alsdann sind drei verschiedene TFille mielich:
A) Alle Geraden I, sehneiden I
B} Alle Geraden 15 krenzen sich mit I
() Es giebt sowohl Gerade Iy, die 7 sehneiden, als solehe, die sich mit I" kreugen,
Wir wollen diese Fille einzeln in Betracht zielien.
A) Alle Geraden [ schneiden " und zwar I3, in A
Wir fillen von einem beliehigen Punkte P der Geraden ' die Lote P, auf die I, Drehen
wir mun Iy um I' so, dals der Winkel (17, I3) ungeiindert bleibt, lassen also 3 den Mantel eines
Rotationskegels mit der Axe I' beschreiben, so dindert sich auch die Linge des Totes PB, nicht
A bstands-
in der

natiirlich aueh " liegt. Dann haben wir aber wiedernm den Fall ID). Es siebt also auch. wenn alle

(&1 Py -sin (5 13). Dureh diese Drehune kinmen wir aber alle I3, ohne dalz die

dnen Punkt anf I gedndert wird, in ein und dieselbe Ebene bri

eiden, auf I" nur Minimalpunkte und zwar entweder einen einzigen, der dann anf einen von
den Ponkten A, fallt, oder unzih

ig viele, von denen dann die ganze Strecke zwischen zwel auf I
einander folgenden Punkten A, und A, ., erfiillt ist.

Die graphische Darstellong (die wir hier in einer ©° enthaltenden Ebene so vornehmen. dafs
wir in jedem Punkte P auf 1" ein Lot gleich der Abstandssumme nach ein und derselben Seite von [
errichten) liefert also ebenso wie in ID) eine gebroehene Linie, die mang anf der einen Seite von 7

liegt und 1" nur erhabene Winkel zukehrt, so dals sie entweder einen einzicen zunichst an I go-

legenen Puankt oder al
B) Alle G
wir von einem beliehigen Punkte der Geraden I' die Lote PB, auf die /3 und kon-
strunieren die gemeinsame Lote von I und jeder 1%, AyCh, g0 ist
PB; = PAj-sin® ([, I3) + 4,C5,
also, wenn wir anf " die Strecken von irgend einem Punkte O an messen und OF - %, 0dy—a
und zugleich A, G, ¢ 2etzen,

er eme zunichst an ° rolegene, I |J;IJ'L|]!|'|c'. otrecke besitzt,

raden Iy kreuzen sich mit I

(1) Phi - ! apd® sin? (1 15) 4 thn
Daher ist fiir P die Abstandssumme

=) o \ R e G
i il o ag) At 1, ) 4-¢
Da keine Gerade [ von 1" geschuitten wird (d. b, alle &, = 0 sind). so wird kein »y, = 0
also bestimmt sich die Strecke » fiir einen ansgezeichneten Ponkt ans der Gleichung
0} i 2 [ =— (g} gin*® W
(3) oy .

i 1 ¥
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wihrend das Eintreten cines Minimmns abhimgt von der Dedingung
5 d* =y oot BIEUT D) 2B
!'ll.l"I T Th ¥ : Y
Letztere Bedingung ist fir alle Ponkte anf " erfiillt, da jo auch keine Gerade [, zu I” parallel
liuft, also kein sin (5 13) null wird, Daher kann auf " nur ein Minimum eintreten. Da zugleich
fiilr sehr grolse negative a cios < 0, fiir sehr grolse positive 2 aher =0 ist wnd siech dieser Aus-

I'I'l.-l

druck mit & stetig dndert (ein Verschwinden der Nenner ist ja ausgeschlossen), so muls es stets einen

Wert 2 geben, der die Gleichung (3) lost. Zugleich kann es nicht mehy als einen geben, da anf [
nur Minima vorkommen und sich auch die Abstandssmmme selbst mit « stetig fndert. Es giebt also
auf [7 stets einen und nnor einen ausgezeichneten umd zwar einen Minimalpunkt,

Fillt man nun POy L Ebene (A, £ und Dy I I, 0 ist auch B, F Ay P, also einmal
Ply=—=PBy.cos By |"l'1".'.-_ und andererseits P, = P, sin J"J;J_- Iy P4, sin* P L.“ , also PR, eas
By .il-'f','- == P, sin? j”..i_ Dy, d b omyocos (g, 1) (—ay) sin= (15 15). Daher kimnen wir stath (3

indem wir noch einen konstanten Falktor £ hinzusetzen, schreiben
Il cos (ry, )= 0

Das lilst aber wiedermm eine mechanische Dentung zn, die wir aussprechen in dem

satz Y1: . Kreozen sich alle Geraden f3 it I so oiebt es aof I' stets einen und nur einen
ausgezeichneten und zwar cinen Minimalpunkt; er legt so, dals gleiche Kyéifte, an ilun in der Richtung
der i, angreifend, keine Verschiebung lings [° bewirken kimnen, sich alzo das Gleichgewicht halten,
wenn 1 eine starre Gerade isté

Stellen wir wiederum in einer durch 7 gelegten Ebene die Abstandssumme Lings 17 graphisch
dar, so ergiebt sich eme Korve, die uach (2) ganz anf der einen Seite von I' liegt und I" nieht triftt,
wach (4) 1 ihre konvexe Seite gukehrt: sie fillt also von z - oo, von unendlich erolsen Ordinaten
herabsteigend, bis zur Ordipate des Minimalpunktes, num dann wieder bis # = -+ ¢ zu unendlich
grofsen Ordinaten anzusteigen.

[st mur eine einzige Gerade 7 vorhanden, so stellt nach (2) die Kurve einen Hyperbelzweig

dar, der gegen das Lot im Minimalpunkte symmetrizch liegt, Bei # Geraden kimnen wir schreiben

(£

}.] — _.::l“'i”:“-' J'.-:I

Sr=|&]|: .“ (1 —2) sin®( 1)+ (2) ], tggp =+ 3 : g
1 \ . L 1 = H i
; \ (1 =% sin2(r, 13) + (%)
wobei wir mit o den Winkel der Kurventangente mit der - @ Axe begeichnen und vor das Snmmen-
zeichen - zu setzen haben, je nachdem @ = O ist; also verdiuft anch diese Kurve nach > hin
synunetrisch. |
() Es giebt sowohl Gerade I'i, die I" sechneiden, als solehe, die sich mit I" krenzen.
mind 175, -« Iy die Geraden, die I schneiden, und 50, - - - I diejenigen, die sich
mit [ kreuzen, so kinnen wir die Abstandssumme in ozwei Teile zerlegen, von denen der erste,

w

nur die Abstinde von den sehneidenden, der andere, vy, nur die von den kreuzenden Geraden
i == 1

enthilt, Nach ILA) hiefert die graphische Darstellung der ersten Summe eine cegen [ konvexe, ganz

ank em und derselben Seite vou I' gelegene gebrochene Linie. Die graphische Darstellung der zweiten
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Sumne lefert nach I1B) eine Kurve, die ebenfalls zegen 17 konvex st and it der gebrochenen Linie

oang anf derselben Seite von 1 liegt.  Das Bild der Gesamtsomme sewinnen wir dann, indem wir

fitr jeden Punkt anf 7° die Ordinaten beider Kurven addieren, also durch sogenannte Superposition

der gebrochenen Linie und der Kurve.
Nun liefert die Superposition zweier nach unten konvexer Kuwrven K und K, stets wieder
cing nach unten konvexe Kurve /. Denn wenn wir die Ocvdinaten der einzelnen Kuryen, die zu

derselben Abscisse gehiren, mit g, ., y, bezeichnen, so ist wy, == =y, also auch nach zwei-
maliger Differentiation o, 4 wa" =", Ist also #," == 0 iiber die ganze Kurve K

: pound g =0

ither die ganze Kurve K, so ist anch g, = 0 itber die ganze Kuwrve K, d. b, auch A, nach unten

konvex. Oder anschaulich ansgedriteki: weil bei dén Kurven I, und K, der nachfolgende TPunki

tets iiber der Tangente des vorhergehenden liegt, muls dies Verhilltnis bei der doreh Superposition
entstehenden Korve K erst recht bestehen.  Zuogleich erkennt man hievan, duls der Satz auch vichtic
bleibt, wenn etwa an Stelle der einen Kurve eine gebrochene Linie tritt, die durchaus nach unten
erhabene Winkel kehrt.

Darans erkennen wir, dals bei der Xusammensetzung der gebrochenen Linie und der Kurve,
die jo beide gegen 7 nur erhaben sind, wieder eine nach I erhabene Korve entstelien muls, die zo-
sleich von & 2o, von unendlich hohen Ordinaten herabsteizend, bis zn einem gewissen Punkte

18 -+ o zu unendlich hohen Ovdinaten anfzusteizen. [Da bei der Super-

sinkt, wm dann wieder |

position nach einmaliger Differentiation g, iy 18t und sich in unserem Falle g.' stetig dindert,

i aber kKonstant und nur an einzelnen diskreten Stellen seinen Wert sprungweise findert, so wird

dch auch gy' 1m allgemeinen stetig dindern wd nur an den Stellen springen, wo auch #,¢ springt,
i i A ist im allgemeinen stetig gekriimmt, besitzt aber einzelne ausspringende Spitzen.]

Daraus folgt, dals K, keinen Punkt besitzt, in welchiem es vom Steigen zum Fallen diberselit,
und emen und nor einen, in dem es vom Fallen zum Steigen tibergeht, d. b, anf I" giebt es nor cinen
ausgezeichneten und zwar einen Minimalpunkt.

Faszen wir nun die Resultate von 1) und II) zusammen und bedenken noch, dals wir oline

iebig viele zu I' parallele Gerade I

.".‘.t'l"l'llll'-' l;."l' i-I'I'III der Kurv ."i:_ i} il -il'llfi|'|~|i||'|| ;||[|'|| ;-i|||'
in I fallende Gerade [ hingufiicen diicten, so0 gewinnen wir den
sSatz Y11: . Sind g Gerade I im Rawme belichiz gezeben vnd nimmt man noch eine Ge

" im Raume beliebig an (die anch auf eine der [ fallen kaond, so besitzt die Abstands-

simme =y auf [0 stets einen und nur einen ausgezeichneten und zwar einen Minimalwert, Krenzt
sich I mit einzelnen oder allen 17, so giebt es auf I nur einen einzelnen Punkt, in dem die Abstands-
summe den Minimalwert besi

zt. Belmeidet dogecen 7 alle 15 1o endlicher oder unendlicher Int-
fernung, so kann es auf /7 anch eine ganze Strecke geben, fiie deren Punkte der Minimalwert cintritt,
In letzterem Falle liegt die Minimalstrecke stets zwischen zwei aufeinanderfolzenden Sehnittpunkten
vor I mit dem [y, wie denn aneh dann, wenn auf 17 nur ein Minimalpunkt vorkommt und selmeidende
Grerade vorhanden sind, dieser Punkt stets in einen der Schnittpunkte fallen mufs®

Vergleichen wir nun wiedermm die Abstandssummen aller Punkie des Raunmes untereinander.
s0 geht ans Satz VII, genan wie in dem Falle, wo alle 13 in ein und derselben Ebene liegen, lier-
vor, dals es nur eine einzige Minimalstelle im Ranme geben kann.  (Dals es eine solehe geben muls,
wurde in der Einleitung gezeigt.)

Giebt es nun keine Gerade I', von der alle Iy (in endlicher oder unendlicher Entfer-

nung) geschnitten werden, so kann es auf jeder Geraden im Raume nur einen einzigen Minimal-
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punkt geben, . h, es giebt dberhanpt nur eimen Minimalpunkt im Banme. — Geht ferner durch
Jeden Raumpunks hiehstens eine Gerade, von der alle 7}, geschnitten werden, so0 kann man auf einen
Minimalpunkt oder eine Minimalstrecke kommen. — TLassen sich endlich durch iregend einen Raum-
punkt F zwei Gerade I' und 17 legen, von denen alle 1 geschnitten werden, so liegen alle I in der
Ebene (I, 1), so dals nicht nur durch P, sondern iiberhaupt durch alle Punkte dieser Ebene unzihlie
viele Gerade zehen, die alle I3 sehneiden. Dann kann man aber (nach 1D) einen Minimalpunkt, eine

Minimalstrecke oder ein Minimalvieleck mit lauter ausspringenden Winkeln erhalten. — Dageren ist

es unmiglich, dals die Minimalstelle drei Dimensionen besitzt.  Denn sollte dies der Fall sein, so

miifsten  durch jeden Punkt im Innern Gerade in jeder beliebigen Richtung laufen, die alle [

sehneiden. Dags ist aber unmiglich, da durch jeden Punkt unziihlig viele Gerade ge

et werden kimnen,
die sich mit einer bestimmten von den Geraden 7 kreuzen,

S0 gewinnen wir als Endresultat der alleemeinen Betrachtungen den

Watz YIIL: ,Bei n beliehizen Geraden im Raume kann dic Stelle der kleinsten Abstands-
smmme ein Punkt, eine Strecke (Gerade) oder ein ebenes Vieleck mit lanter ausspringenden Winkeln
(gerader Parallelstreifen) =zein; auf alle IMille giebt es eine und nur eine Stelle. Ein Vieleck (Parallel-
streifen) ist nur dann moiglich, wenn alle Geraden in ein und derselben Ehene liegen, eine Strecke
(Gerade) nur, wenn es wenigstens eine Gerade gieht, die alle jene Geraden in endlicher oder unend-

licher Entfernung sehneidet.”

llIl. Analytische Behandlung des Falles von » einander kreuzenden Geraden.

In II) ist Anzahl wnd Art der ansgezeichneten Werte der Abstandssumme im allzemeinen
hestimmt worden.  Fs eriibrigt noch, die Lage der Minimalpnnkte hei gegebenen Geraden niher zu
hestimmen, Diese Untersuchung wollen wir zuniichst nur fir A einander kreuzende Gerade [
durchfithren, von denen wir noch weiter annehmen, dals sie einander nieht unendlich nalie kommen.
[ie Erechnisse lassen sich vielfach auch auf den :-”;,:l'lur'ill-»fl-ll [Fall vom n Geraden ithertragen, vor
allem, was die Entwicklung der spiter zu unfersuchenden Differenz o hetrifit.

Vir heziehen die Geraden [, auf ein rechtwinklices |{||-|!'|i_i||;|[|-”~.'_\. stem dureh:
(1 ten =t on CO8 e, 3= by = oy cO8 By, 2 G Eon COSyy =1, 2, 1.

Hierin sind cos ay, cos gy, eos g die Richtungscosinusse von [3,Y, fiic die bekanntlich die Ldentiti

(2} ! COR* ¢y 1+ C08® ) 4 |'||‘.:"'.-. 1
besteht. — Der Abstand », irgend eines Raumpunktes P =, y, # von I hestimmt sich durcl
(3 vyt = 52 o B 2
wo zir Abkiivzung eingefithrt isi
4) J = J Gl 0 COS ey 5 1 ¥ e by —= oy COS Ay L & — O — By COS ¥,
i | iy, (& — ay) e0s ay -+ i — Dy) COS By -1 2 Ch) COS 5.
Zugleich st
o 7 = Sy iy _m 4 - iy & :
|t T r — COSUT; Tk ||'I.rf i — COS (5 1); T =- 2 cos (1, 2.

Wir messen fiie jede Richitung die hohlen Winkel, die sie mit den Richtuneen dex

axen bildet; bei den Geraden I'y und den gpiater einzafithrenden Geraden &y piebt es wweio

181tiven RKoordinaten-

T ripel von Hichtungs-
winkeln, die sich paarweise zun 180° erainzen: wir nehmen an. dafs st

t2 ein und dasselbe Tripel benutzt wird, Zugleich
gel ein fir allemal bemerkt, dafs alle vorkommenden Sinusse positiy sind,




Hierin ist #, positiv. ond in der Richtung von - nach [ zu genommen; zugleich gilt wieder
die Identitiit
(b cos? (r

4 cos2 (ry, )+ co® (1, &) 1.

#, kamn nur dann noll werden, wenn I auf 15 viickt, d. ., wenn &, %, 5 einzeln null werden.

Dann werden nach (5) die partiellen ersten Differentialquotienten von sy nach @, gy, £ unbestinmnt,

ich mit der geametrischen Anschavung deckt, die uns lehrt, dals in jedem Punkte von I unzihlig

viele Lote errichtet werden Lkionnen. Zuoeleich aber zeigt (6), dals in diesem Falle die Werte der

Differen

1
ik

lquotienten zwar munbestimmt, aber nicht unendlich werden kimmen, sondern zwischen |

und < 1 liezen. Sonst sind die [i'-l”-‘l'l'l:li;!|I!I|I|I:I-.||Il'!| st hestimmt und endlich. Nehmen wir also

an, der Mmimalpunkt liege anlerhalb aller 75 (Minimum erster Art)?), so dirfen wir die
Taylorsche Entwicklung benntzen. Liegt er aber auf einer I (Minimum zweiter Art)h), so
bedarf es eciner besonderen Betrachtung,

lis sei also zuniichst P, Py thes &0 Bin ankerhalb aller 0 liegender Ponkt, fiir o

en i
A batandssumme

S, = S VE A

thren kleinsten Wert errveicht. (3 deutet an, dals der absolute Wert der Quadratwurzel zu nehmen
11.) Wenn dann Y ot 2" pin henachbarter Ponlkt, also

¥ — ¥ T e i i)
hinreichend klein und 5" sem Abstand von [ 1st, s0 muls
(D) f b T o i
orifzer aly null oader mindesteng eleich null sein (da es in ungerem Falle, wie IIB) lehvt, aueh eine
] eben kann), Wenn wir mum r in der Richtung von P, nach P!, sowie s, in der
nach 15 nehmen und noch # nene Ge

Whe ist, (P, ) senkrec

(7, einfithren, die anf den Ebenen (v, 1

it stehen, 80 =1

die Entwicklung der Differenz (9)

5 o B g 3 i voye g0 YV eoe2ie (5
{10) / y 3% pOE: (ain: PR, Lost Uy Gl T A LR R R s Biu)
1 l

g

Denn es wird das erste Glied der Entwicklung

worans zZufolge der Figenschatten dex

htunescosinuzse ) das erste Glied von (10) |Il!|__'1.
[Ferner wird
|
b COE (0, ) COS (1 \_,.Ir'.' e l

wo der IKiirze in der eckiren Klammer eine Reihe von (

weggelassen ist, die man
erhilt, indem man in den aneefiiheten Gliedern alle &, o, o, & mit %, 2, & v bez, 2. x ¥, o vertanschi -

obize Formel giebt

o, oorte g

jenennung nael

Sind cos e, cos 8, ¢os ¥ die Richtunescoginussa von ¢ unil cog o, , co8 3, , tog ¥, die von ¢, 80 gt belanntlich
CO8 & O [ 'E':"'.'I O - COB 3 CO8 ¥ o8 i, 1yl



also, da I5, 9., Gy drei anfeinander senkrechte Gerade sind, das zweite Glied in (10). — Endlich

wiire das dritte Glied der Entwicklune von o

> by i 1 :
V. 2 S ; |,. =@ I COS T ) —COR= oy COS [P, &) COS® (#ra5 2))
AR R

i N ¥ i . . ' " . B * w A an . 3 s ¥ v, o ", ]

| L = 1 |c|r_-.|,. ) =— COS= G COS APy U) — & CO3 Gy, COS By COS (1 A

3 ros? (3 s &) COS , ...l,-.]
= S T {|'||~: '.".' oy —e08% 8y cos (r e __: COS ooy CO3 Gy GOS8 Urhws W
— 3 cos (1., 2) OS2 (x40 1))
20z £ (e M) (e - 240 (COs 7| COS ) L 08 (97w, i) COS (0, 8)) 08 (0g 0, &) - - .l_

wo die fehlenden Glieder wiedernm dorch eyklische Vertanschung von @, y, 2,
werden kinnen. 7, giebf zusammengezogen

2 AL T N L | A .
V4 h |1 cos® iy, 1) — cos® (v, 1 |
a 5
&

gl o mao (a0 oe0sE (r, Gy
< : s

5 =

1

bez, e, 7, y gefunden

Hierans lilst sich das Restglied der Taylorschen Keihe ableiten.!) Ist miimlich P = &' ", 2"

el gewisser Punkt zwischen P und P, eelten also fiir seine Koordinaten die
=l —Hz, + P+, Y= (1—3. +3y, 2'=(l =z, + i,

wnd bedenten 1, seinen Abstand von [ und weiter &, eine anf der Ebene
Fhene (P I3) senkrechte Gerade, 80 miissen wir zur Bildong des Restolic

COS (Fjps )y COS (Phuy £l COS (0 #h0)s COS (0, Gyl Y vertauschen mit cos (v, ., &),

Gleichungen
31,
Chs Eakode hi auf det

yles jeden cos (v, 2)

COS (T pea s COB (Thes )y

Cos (r, Uy ), cos (e, 8.0, vy, withrend das iibriee uneeindert bleibt. Das sagt aber nichts anderes, als

dals wir jedes g, mit vy, und jedes 6, mit G, vertauschen imiissen, wiihren
aus dem letzten Wert von ¥V, der Wert des Resteliedes in (10},
Nach be

behalten kann, sobald die Identitit

(11} Zoeas (=0

bhesteht, in welehe Richtung von P, aus auch » gelegt wird, da mit Umlegun

das Xeichen von cos (r, #,) wechselt. Denken wir ung links den konstanten

o erhalten wir wiedernm eine, {ibrigens bekanote®), mechanische Dentung.
Satz 1X: ,In jedem Minimalpunkte P,, der anfzerhalh aller Geraden

lten Lote solche Richtungzen, dals sich gle

von diesem Ponkte auf die I3 zefi

Richtongen an P, angreifend, das Gleichgewicht halten.”

d r bleibt, Also folgt

cannter Schilulsweize kann man ans (10) foleern, dalz of nur dann sein Zeichen

o der Richtunz von r

Faktor & hinzugesetzt,

I liegt, besitzen die

iche Krifte, in diesen

(11) lefert nun zugleich drei Gleichungen zur Bestimmung der Koordinaten von P,. Denn

ausfithrlicher gesehrieben giebt es (unter Weglassung des Index )

1} Nach Analogie der Lagrangeschen Restformel fir zwei Variable; siehe Harnack,

Int.-Rechnung, 8. 104,

piehe Peano, Die Grundztige der geometrischen Caleuls, deutsch von Schepp, 5

Elemente der Diff.- und

pile 36. — Entsprechend

Siitze golten fir einen Minimalponkt der Summe der Abstinde von w Punkten (Simon, L ¢., Seite 329, sowie, wie leicht

nachzuweisen ist, von m Punkten und » Geraden, vorauszesetzt, dals der Minimalpunkt

Geraden liegt. Fiir # Gerade gelten zugleich Siize, die denen von Simon, 1. ¢, Seite 52 u

hrung wegen Baummangels hier unterbleiben muls,

uBEBerhall aller Punkte und

£ w, entsprechen, deren
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S (C08 (1, 2) €08 (11, 2) - €08 (r, y) €08 (1, ) + €08 (1, 2) €08 (14, ) =0,
gerfillt also in die drel Gleichungen
(12) o a8y, 1=\, x5 o3 lr y 1) i), ! |-.:J-.:..|-_-_-‘|. .
1 1 1

Digse Gleichungen geniigen zur Bestimmung der Koordinaten des Minimalpunktes, haben aber nich
notwendig ein System Lisunegen, fiiv das alle # =0 werden, Tritt dieser Fall ein, so hestehi eben
kein Minimum erster Art.

[is fragt sich nun: ist jeder Punkt P,, dessen Koordinaten fir s, =0 (11) oder (12)
geniigen, ein Minimalpunkt?  Fiir solche Punkte P, nimmt nach (10) -/ folgende Form an:

2 nt ano@ fh. 1 v -8 [ cns (1 2y [\'1 i
(s / i ik I LA BT ST ) ok el fiten i
(1ax) et T T T e

& | ¥ i - 1

oder, wie wir einfacher schreiben wollen, es gilt
(14 24 =2 Fy+r¢- F,.

Nun enthilt F, lauter positive Glieder. Soll es alzo verschwinden, so miissen alle Glieder
cinzeln null werden, . h, es muls irgend eine Richtung #' von » geben, fiir welche gilf

{1D) cas (3, by ) =10, &= 1,

Nun sind die ,, nach ihrer Erklirung Lote der Ebenen (P., 17), milssen aber nach (15)

auch zu # senkrecht stehen. Da nun # von P, auslinft, so kann &5, nur dann auf ' senkreeht

stehen, wenn #' in die Ebene (P, 13) fillt, auf der &, senkrecht steht. Damit also die Gleichungen

(15) gleichzeitiz bestehen kinnen, ist es notwendig, dalk durch P. eine Gerade linft, die in allen
Ehenen (P,, ) liegt, d. ]

Wir kommen also auch bei der analytischen Behandlung unserer Aufeabe auf den Sonderfall, der sich

also, die alle 13 in endlicher oder unendlicher Entfernung schneidet.®)

bel der geometrischen Betrachtung heraunsstellte,

sind nune die Gleichungen (15% erfillt, so liegen P, 15, ¥ue # 0l80 anch noch P PV 1.,

in ein und dergelben Ebene, Da nun B, senkrecht steht anf der Ebene (P 1), d. b, ank der
Fibene (£, 1), so steht es anch senkrecht auf »/, so dals auch alle cos (v, ®,,) =0 werden. Das
heifst aber, dals mit F, anch stets I, und damit of identiseh verschwindet, oder, was dasselbe ist,
dals die Abstandssumme in der Umgebune von 2, konstant ist. Das giebt den wichtizen

Satz X: Verschwindet in dem Punkte ‘“. fiilr dessen Koordinaten bhei #,, = 0 das erste
Glied in o mull wird, auch das zweite Glied, so verschwindet - idberhaupt. Dieser Fall tritt dann
und nor dann ein, wenn =ich durch P eine Gerade®y so |4j_;"ll lalst, dalz sie alle I3 sehneidet 1),
Auf dieser Geraden ist dann die Abstandssumme iiber eine ganze Strecke, die P, in sich enthilt,
lkonstant.©

Wir unterscheiden also weiterhin zwei Fille: Dureh P, kann gar keine und kann cine einzice
Gerade lanfen, die alle 17 schneidet.

Anstatt der n Gleichungen (15) kann man auch die eing =% cos? (1, (F (=10 Betzen.

[¥e bigherigen Betrachtungen gelten gang allgemein fie jeden Fall, wo bei w Geraden der Minimalponkt
: .I". Setzen wir nicht lauter eimander krenzende Gerade voran

ceben, dig alle 1%, schneidet: dann Heren die I in ein und d

80 kann es durch P auch mehr

reelben Ebene, wie schon in II)

hemerkt wurde.

Swenipstens eine Gerade® 1

; in ungevem Falle, da sich die I', krenzen, nur eine.

) in endlicher oder nne o micht immer wicderlhiolt werden soll.
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A. Durch P, Lus Yz @ (e =0y lilst sich keine Gerade legen, von der alle I
oesehnitten werden.

Dann ist I, fir jede Richtung von # grilRer als null. Wir nehmen nun zunichst an, F,
liege in endlicher Entfernung?) von allen I}, d. h, nm P, als Mittelpunkt lasse sich eine Kugel mit
endlichem Halbmesser 1@ so lesen, dals sie sich keiner [ bis anf unendlich kleinen Abstand nihert,
sie also aueh weder berithet noeh schneidet. Dann sind fiir alle Punkte im Innern oder anf der
Obertliiche dieser Kugel die #, endlich. Ferner nehmen wir an, dalz anch £, endliche Grifse besitze,
. h, dak fiir alle Richtungen von » die Summe der Quadreate der cos (¢, G ) endlich sed,

Wir legen nun irgend eine Richtung ' von » fest und suchen, indem wir mit PY in dieser
Richtung von P, bis an die Oberfliche der Kugel B gehen, den grilsten absoluten Wert von
cos (', 1) eos? (', 65) s b auf, der nach unseren Festsetzungen keinesfalls unendlich grofs ist, Den so
crhaltenen Wert setzen wir fiir jedes & in I, ein und erhalten so in Fy' einen oberen Grenzwert,
den der absolute Wert von F. im fulsersten Palle erreichen kann (nicht muls), keinesfalls aber
iiberschreitet. Da nun zugleich fiir die betreffende Richtung »' [ einen konstanten endlichen Wert
' hesitzt, so ist, so lange sich P' innerhalb der Kugel R befindet:
|]|'|: ]‘ - F'.': & |L1L'..:r = f.-;--

Wir erreichen also sicher, dals 4 = 0 wird, sobald wir » so bestimmen, dals es weniger als
ider kleinere von den Werten £ und }r betriigt. Das aber sind nach unseren Festsetzungen beides
endliche Werte, s giebt also in diesem Falle stets eing Kugel mit endlichem Radius uwm den
Mittelpunkt P, innerhalb deren o durchans grifser als null ist, und zwar nimmt, wie (14) zeigt,
7 immer mehr und mehr ab, je mehr sich # bei gegebener Richtung #' von der oben bestimmten
Grenze dem Wert null nihert. Das geniigt aber, um P, als Minimalpunkt zu charakterisieren, da ja -/
rings um P, nach allen Seifen zunimmt und zwar nicht blos in onendlicher Nihe von P, sondern
auch noch in endlicher Entfernung, )

Giebt es nun eine Richtung +' von r, filr welche 20, unendlich klein wird, so miissen entweder
alle cos (r, Gyy) unendlich klein oder nur ein Teil von ihmen umendlich klein, der andere null werden.
Nun wird fiir jeden cos (v, Gy.), der verschwindet, auch der zugelirige cos (r, 6,) null; das hatten
wir oben gezeigt, doch folgt es anch auns der Gleichung zwischen diesen Kozinussen. Es gilt ja

cos (5 B, e0s (i, 1) cos (8., 1) 08 (i, v cos (G, ria) == cos (r, Gy cos (B, Giy)i
das giebt, da cos (G I7) 0 ist und da Ebene (., #1.) ebenso wie Ebene (8., ) auf I
senkrecht steht,
(17) cos (1, By,) = - 2% I{ il £ COS (1, Faw) = Vina® — 22 c0s8® (r, Gy

Hiernach wird aber mit cos (r, G+.) der zugehiriee cos (r, &, ,) nicht nur gleichzeitiz null,
sondern auch gleichzeitiz unendlich klein und zwar, da alle #,, endlich gind, von derselben Ordnung.

[st alse fir irgend eine Richtung + #,' wnendlich klein, so gilt dies anch von F.', und zwar wird
es unendlich klein von derselben Ordnung, Daher ist in diesem Falle F.':Fy' ebenfalls endlich nnd

. h. die Entfernung 15t weder null noch unnendlich klein; denselben Sinn soll das Wort endlich® aneh
welterhin haben,

Biehe Scheeffer, Theorie der Maxima und Minima einer Funktion von zwei Variablen, Mathem. Annalen
XXXV, Seite 44, wo entsprechendes fiir ein Minimuom

der Kugel, innerhalb deren die Funktion nach allen Hic

hei zwei Variablen festoesetzt wird; cs tritt nur dort an Stelle
hitnpgen unelmen muls, ein Kreis
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zugleich von null verschieden, da [Iy' kemestalls null ist. Es giebt also auch in diesem Falle einen
endlichen Bereich, innerhalb dessen of von P, an stetiz wiichst, wenn auch in der Richtung #' nnd
in der gerade entgegengesetzten nur unendlich langsam. Also ist auch in diesem Falle P, Minimalpunlkt,

Liegt endlich P, irgend einer Geraden I}, etwa ', unendlich nahe, ist also r, unendlich
klein, geniigen aber trotzdem die Koordinaten von P, den Gleichungen (12) fir + =0, so bilden
wir die Differenz o in zwei Teilen:

(18) f{ W7y e ST o g ¥y

Da sich die I nicht wnendlich nahe kommen, so sind sicher alle s fiir /i Eanrek et
endlich, sobald #;, unendlich klein ist. Wir kinnen also das zweite Glied rechts wie frither entwickeln,
withrend wir das erste fiie sich behandeln miissen. Nun ist, sobald P, P =»r gesefzt wird,

p =V, — 21 ¥ C03 (0, wyn) - sin® (1)
wie sich leicht beweisen lilst, wenn man Py anf die Ebene (P, Iy), in der auch . liegt, umd »
anf |I|'1|ji.-'f'l|'r'[.

Gehen wir nun zuniichst von £, aus auf einem Strahle, der in der Ebene (P, T7) liegt, so
l. Beh

Beite von I, wo P, liegt, so folgt unter Benutzung der fritheren Entwicklung, da »)! =#,,.—r, €08

gt sin® (r, Iy} = cos® (r, v,.), also »y' =i, * Cos (», den wir uns also aufl derjenigen

=5 B+ 5 By

Dia nun die Gerade, in der » liegt, I", schneidet, kann sie nicht alle iibrigen Geraden T
sehneiden; also st in dieser Richtune o+ his an [, nach dem fritheren puositiv,

[ 11 s TR ¥ I -
Uberschreiten wiv I7,, so folgt #,’ ¥ e0s (1 75 — ¥y alS0
L ;

also wegen (1)

Hierin ist das erste Glied grifser als null, und nach dem friheren auch die Summe der
anderen Glieder, also sicher 4 2= 0. BSolange wir also innerhalb der Ebene (%, I} bleiben, ist

rings win £, iiberall positiv und zwar inuerhalb eines endlichen Bereiches.

Verlassen wir nun die Ebene (P, I}, 80 wird si® (r, il Cose i, ) - eos® Gk
also gin® (r, I3) = cos® (v, 1y, da dann » nicht mehr senkrecht za &, stehen kann, Daher gilt
it L 20,90 Cos (r, I r'-:lll'n-».'l ,. A
(. h. ry g2 |.‘. o= CO5 1y ) |

Ganz entsprechend wie oben lilst sich also zeigen, da an Stelle des Identititszeichens itherall
das Zeichen = tritt, dals 7 inmerhalb eines endlichen Bereiches iiberall positiv ist.  Also folgt der
satz X1: ,Jeder Punkt P,, dessen Koordinaten fiir » = 0 den Gleichungen (12) zeniigen,

st Minmmalpunkt der Abstandssumme, sobald sich durch iln keine Gerade legen lifst, die alle
Iy sehoeldet.”




Da nun in der Umgebung von P, keine Punkte mit ebenso grofser Abstandssumme liegen,
sondern . iiberall in der Umgebune ven F. grilser als null ist, so ist nach den Ergebniszen von 11)
P, einziger Minimalpunkt im ganzen Raume, so dal auf den [ keine weiteren Minimalpunkie
liegen kimnen. Man braucht also in diesemy Falle die Punkte auf den Iy nicht besonders zu untersuchen.
B) Durch P
Wir haben oben gezehen, dafs in diesem Falle o/ fiie Nachbarpunkie von P, die aul I’

geht eine Gerade I, von der alle I, geschnitten werden,

ren, verschwindet, dals also die Abstandssumme fiir eine ganze Reihe von Punkten konstant ist,

Wie in 1I) gezeict wurde, reicht dann die Strecke konstanter Abstandssumme bis an digjenizen Schnift-
punlkte von I' mit den I, die beiderseits am niichsten an P, liegen.

[Miie die weiteren Untersuchungen verlegen wir der Einfachhieit wegen die a-Axe nach I und
den Koordinatenanfang nach P, Wir benennen die Schnittpunkte wieder mit A,, A, ... 4, und
ilire Abscissen mit a,. e, ... @&, wobei wir annehmen, dals
(1) eI s P ey £ e el TR s e

ist, Dann kimnen wir setzen (indem wir zuniehst noch annehmen, dalz alle «, in der Endlich-

|{I'if |i|"_'\|-|||

200 Jl e T“ Vi — ay — op 008 an)® - (i — o5 COS 3)* - (&2 — on COS 34 )7
i A | ST B et i
I o & — o) COS op ¥ CO% 5 - & CO3 ¥,
alzo weeren (19)
(21) B Y — oy, B0 o - ey Si00 .
1 41

Die Gleichungen, aus denen sich ein Minimalpunkt bestimmt, lauten

.,‘f'_f_| ~ ¥ [_[ : o, COS ey “‘ -‘: i e 25 0. : on COS 9 )
X 1 i 1 L i v
soll alzo £, 00,0 1thnen geniigen, so milssen die T folzende Identitiiten erfiillen:
[ =0 8N ey — 20810 ay, ; — =t cob ay COS By < =0 COG ay COS 5 Ly
£ k=1 1 -]
l — =0 0 o 0S8 i == 35 ot o cos i L),

Wir nehmen also an, dals diesen Tdentititen durch die I cenigt wird,
[st nun 2 ein belichizer Punkt zwischen Ar und A 1y 2180 @p <=t Gra, =10
», = (), 30 folgt

B R = ey, — ap) 810 gy o+ 20 (g — &,) 81N g il =8I oy — Sl
i \ ! v e )
1 k=11 I

also wegen der ersten Identitit (23)

| &%

Dasselbe gilt auch noeh, wenn P, anf A; oder Aoy viickt, wie leicht zn beweisen ist, Riick

aher ., aof I iiber A; hinaus, so dals etwa o <7 @, <7 ap 1 < g ist, 30 folg

DR 1 =0 (g If_._:: 21N ¢y - Zh I,:J!.- € 2111 iZ {1 3651 Ofi—
1 1K1 ' 1
Sy, S0 e - Shog 8in ey -2 26 (ag ) 8N gy,
| E41 1
alzo in Rileksicht auf die erste Identitiit und anf (21
(24) X=Xt 2 3 (e — 2 sin o > S




— 2B
da @, = ay ist fir alle Indices %, die grilser als I sind. Fntsprechendes gilt, sobald wir auf I ither
Apo.1 hinausgehen. Zugleich ist unmoglich, da alle sin e, = 0 sind, dals P, aof einen der beiden
Halbstrahlen auf 1" riickt. (Alles dies ist in II) schon besprochen, mag aber hier im analytischen Teile
nochmals erwiihnt werden.)

Wir untersuchen mum zumiichst Punkte P in der Umgebune von A, Soleche Punkte sind

bestimmt durch 2 o oS, o rcos i, 2 reos yy alse wird fiir sie »y @8 (x, 1),
aher ist
(25) = v sin{r, i) 5 ey — ria),

wo der Accent beim Summenzeichen andeuten =oll, dafs der Index F bei der summiernng zu iiber-

springen ist. Die Summe in (25) enthilt nur endliche (d. Iu, nieht unendlich kleine) Abstinde, da ja
keine Gerade I unendlich nahe an [ herankommt, so dals wir sie wie frither entwickeln diifen.

Also folet

\ a | e
¥ L] s - i 9 e i 44 1 Sl o e o |
126 I/ ¥ 1 gin (r, [} — 2X'hocos (7 2% .,I\] = 2h £
\ 1 / 25 Fhai
| g oo CO8(r, Tau) cOS™ (0, @)
+ = I Sl y
& Chou”
Nun ist mach (5)
(e — @) Sin o (et — ) COL ey COS [
COS P pus & — y GO (2845 W) : :
. — dy, [ : tt (e
Lt y) COL ooy COS 9
Ciks 7 ' ] L
iy — il l
also wegen (19)
] CO8 e SN ¢ - cos 8 cot ay cos = cos y cot ay cos ., b= Ky
¢os (r, 1 A =
]I 08 @ 810 COS 3 COL ay COS 5 C08 3 col ap COS ¥4, Tt =f
T T - 4
Das aieht Irlhl|_!.'_|' !||'|' [denti &id)
(27) 2 cos (r, 7 COS e 8N o (R I;' cot o CO8 5 — €08 ¥ COL ey 008 i

Fiillen wir mun von irgend einem Puankte der Strecke A A L1y ctwa vom Koordinatenanfange
g Lot auf Iy und nennen es s, so ist

COS (g, ) =8I G, COS (Froy 3) COL cp COB Oy, COS (Frg, £) COL cri COS ¥4y
also nach (27)
COS (9, Pig) = — COS @ 81N ag - €08 3 cob oy cOS Fx -+ cos v cot ap cos iy — X% cos (r, 7).
1

: - ; i : : . : o g Ll i A =
Setzen wir dies in (26) ein und nemnen wiedernm die Kotéffizienten von 5 mnd o F, und ¥,

- -

| /=7 (sin (r, T3) 4+ cos (v, 740)) 4 _. T F,.

Wir legen zuniichst # in die Ebene (I3, #0), 4. b, in die Ebene (I, I, Dann wird sin®(y, 1})
COS® (1, 5o}, als0o cos (1, ¥4) o s (#y i) Nun laufen von Ap aus 4 feste Strahlen: die zwei
auf " und die zwei anf 13; von jenen nennen wir den, auf dem AeAde  Hegt, I, den anderen [

withrend wir diese beliehbig mit Iy und 737 bezeichnen, Liest P auf 1" so ist o (0, wie schon
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ohen bewiesen; liegt es aber auf 7' so ist /= 0 und wiichst, wie (24) zeigt, um s0 mehy, je weiter
I nach — oc zn Linft, Legen wir weiter » auf 7} oder T3, so wird sin (r, 13) = cos (r, 11,) =0, also

|

Da nun /3 keine von den anderen Geraden sehneidet, so ist F, grolser als null und endlich
(nicht wnendlich klein) und {1, keinesfalls unendlich grofs; also wichst 7 in der Nihe von Az, wie
schon frither bewicsen, innerhalb eines endlichen Dereiches suf 17, ist also angleich Minimalpunkt anf 7.
Legen wir nun » in einen der beiden Winkel auf der Ebene (I ), die 1 als Schenkel

|'H[]I:l|1€'1l_, g0 wird cos (v »i0) = -+ sin (r, D, alzo
ey P
/ 2 8in (v, 1) 4 5 I, 4 9 e

Es lidst sich hier genau wie friilier zerren, dals of mmperhalb eines endlichen Bereiches um
Ay positiv ist, zumal mit sin (¢, 13 alle cos (r, () und cos (v, G ,) nnendlich klein von derselben

Ordnung werden und alle #,, = 0 und endlich sind,

Legen wir endlich » in einen der beiden Winkel auf der Ebenc (7 13, von denen I (also

Ay Ap41) Schenkel ist, so wird cos (r, rig) = — sin (v, 1) "), also
).'_" LAk ll,:: !
v il i - i
1= B4 5%-F

Diese Differenz ist null anf A; e, im iibrigen aber, da mit F, anch F; stets unendlich
klein von derselben Ordonng wird und ]".u. positiv ist, innerhalb eines endlichen DBereiches um A
grofser als null, wenn awch in der Nile von Ay Ap o mur um unendlich Wenig.

Verlifst endlich » die Ebene (I )y S0 wird sin® (v, I'T) == cos?® (r, #pa) (Wice s noch eing
dritte, auf /i und o senkrechte Gerade, so wiire sin®(r, I3) = cos? (r, #io) -+ c082 (1, Go), Woraus
obige Ungleichung folgt, da fiir Strahlen, die von A aug die Ebene (I, I73) verlassen, Winkel (v, Geo)

= 909 ist. Also wird

i . . 2 e .
i B | CO3 (¥, Veo) |¢ 5 . _,|'l'__I i 2 ' Iil

Nun st fiir alle Strahlen r, die nicht in der Ebene (15 I3) liegen, Winkel (v, #0) = 90° also
das erste Glied entschieden grifser als null. Da aunch das zweite orifser als null ist und sich
unschwer zeigen lifst, dals mit unendlich abnehmendem | cos (, #ye) | anch I, und £, unendlich klein
von derselben Orvdnung werden, =0 ist wiederam -/ in einem endlichen Bereiche nm e durchaus
orifser als null,

Wie wir uns also auch von A4; aus bewegen, die Differenz 4 bleibt innerhalb eines end-
lichen Bereiches entweder gorifser als null oder sinkt hichstens bis null herab, Intsprechendes
kimnen wir auch von der Umgebung des Punktes A;pp, wie von der Umgehung jedes Punktes
zwischen Ay und Ag ) nachweisen. Also sind alle diese Punkte nach unserer erweiterten Erklirung
olgt daher als Erginzung des Satzes XI

Satz XII: ,Auch wenn durch einen Punkt 7., dessen Koordinaten fiir # = 0 den Glei-
chungen (12) geniigen, eine Gerade I° liuft, die alle 15 sehmeidet, ist 2, Minimalpunkt. Doch gieh

Minimalpunkte. Es

es in diesem Falle eine Minimalstrecke, die von P, his an die heiderseits zuniichst liegenden Schntt-
punkte von " mit den I, reicht”

) Man muls beachten, dals ¢ und ry, beide von I weg gevichtet sind.




—

Wir hatten zwar oben angenommen, dals keine von den Geraden rj zu [0 parallel Tiaoft, Ist
R

dies aber doeh der Fall, also etwa I, parallel zo [, so dindert sich an der Schlulsweise nichts, indem

sich die Entwicklung der Summe nur fir », anwesentlich umgestaltet.  Auch in diesem Falle ist also
der Satz XII richtig,
Damit wiire die Frage nach einem N

inimum erster Art, wo es also aulserhalb der I
Minimalpunkte giebt, vollstindiz erledigt. Die Voraussetzung dazu ist, dals die Gleichungen (12) emn

Litsungssyztem besitzen, fiir das alle #, == 0 werden. Da das nicht notwendig der Fall ist, so miissen

wir weiter frag

a1 4 3 1 1:1 Hes . . - LT
n: was tritt ein, sobald die Gleichungen (12) kein Lisung

stem fiir 3 = 0 hesitzen ¢

Da jedenfalls ein Minimalpunkt vorhanden sein mufs, so fritt dann hestimmt ein Minimmum
sweiter Art ein,  Wir branchen also nur aof jeder ) den Minimalpunkt nach II B) zo suchen und
die 2 Abstandssmmmen untereinander zn vereleichen, nm den Punkt mit der kleinsten Abstandssumme

1
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als Minimalpunkt im Raume ansprechen zn kimnen. (Da aulzerhalb der [} keine Minimalpunkte

liegen sollen und alle 75 einander kreuzen, so giebt es nach IIB) nuor einen einzigen Minimalpunld,)
stellen wir wieder die Differenz . zwischen der Abstandssumme des betreffenden Punktes P, der
auf 1 liegen moge, und der Abstandssmmie eines benachbarten Ponktes her, so erceben sich durch

Entwicklungen, die denen in IITT sehr ihnlich sind,

ie Bedingungen fiir den Minimalpunkt:

i) i

) COS (7)., fi {
1)) ||: 03 (3 ;'|-+ | 2% 05 (7 "'J'|-| |

Hievin sind », und &, zwei auf einander wnd anf [, senkrechte, im iibrigen belichige Gerade.
20 lefert wieder den Satz VI aug beiden Bedinungen aber zewinnt man den

Satz XTII11: Ist ein Punkt P, anf [ alleiniger Minimalpunkt wnd greifen an ihm in der
Richlung der »,., # 1 gleiche Kuifte ko an, so setzen sich dicse zusammen zu einer Resultante, die

senkrecht auf I', steht und hichstens die Grolze b besitzt.”
Sehr einfach kimpen wir endlich ableiten den
NSatz XIV: ,Ist in (30) die linke Seite identisch null, so ist P2, zogleich Minimalpunkt der
1 Geraden 15, --- 15, allel

l'|I:Il'|. sobald [T weu

n; ist sie aber grifzer als null, so verliert P, seing Minimaleigen-

15861 WIL®

Mit diesen =iitzen finde die Untersuchung der einander krenzenden Geraden ihren Absehlufs.

Vielleicht bictet sich Gelegenheit, spiter einmal anf den allgemeinen Fall zuriickzukommen.
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dies ghber doch der Fall, alsg _ an der Schlulsweise nichts, mdem
sich die Entwicklung der Suijs . Auch in diesem Falle ist also
der Satz XII richtie.
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auf 1 liegen mioge, und de imktes her, so ergeben sich durch

Entwicklungen, die denen in een fiir den Minimalpunkt:

29)
10) ( 1.

Hierin sind #, und achte, 1 iibrigen belichige Gerade,
(20) hefert wieder den Satz Wt man den

Satz XTII: Ist ey
Richtung der oy, n 1 glei

senkrecht auf 7' steht und

gkt nnd greifen an ihm in der
gisammen zn einer Resoltante, die

sehr einfach kinnen i\

Satz X1V: st in
w—1 Geraden I3, -+« I}
:~1'!li|!ll, aphald [I?

Mit diesen Satzen fif
Vielleicht bietet sich Geleger

ist P, zogleich Minimalpunkt der
i 8d verliert P, scine Minimaleigen-
. weroelasse) {

Wzenden Geraden ihren Absehluls,

i [Fall zuriickzukommen.
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