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Gunletfung.

Shon jeit gevaumer Beit haben mehrere bebeutende Mathematiter,
unter ihnen Abel und in neueter Beit insbejonbdere Kroneder fharf nad)-
gewtefert, dap die Wurzeln einer algebraifdhen Gleidjung von einem Hiheren
als bem 4. Grade feine algebraijdhen Funttionen dev Codfficienten diefer
Gleidung fein fonnen, wenn bdiefe Coéfficienten als gang allgemein unbd
vollftanbdig von einander unabhingig vovausgejest werden. it lefteres
nidt ber Fall, jo fann o8 allerdings jehr gut moglidh jein, gange Klaffen
von Gleiungen aufzuftellen, von denen man nidt muw weily, daf ihre
Wuvelwerte algebraijhe Funttionen der Cosfficienten find, fondern die
fih iiberdies wirtlich aufldjen lafien.

Gin Beijpiel liefert die folgende Gleichung:

2n 41 2n—1 Y—=1
1 ]
e 4 ax + —=- (2n 2) a” |
2 2nd41
2/—1 2n—5
}n :: { 3 &
N ] & 3 i
X x arbien S0 e
2 21 2n+41) -
LlSlag's 2n — (2r—1)
S R St R S I N« At
I (r—1)1 (2= )
n—1/—-1 =n
-I-l'". = E v X 4b =0

(n—1)! [‘-2.1|~}— i] =
ober fitvzer gejdyricben :
— r—I1 1o

2n -1 - 1 (2n—1) i a

b 2n—(2r
.4 —{— b -f» -~ T

— 9L
r—=1 Eone=1) i 2m ) et X — 0(1)

Set man in diejer Gleidung x = y + z, und beviictiichtigt, dah

2n+41 2n 41 2n 41 2n 41
X —= 7= =Y + z
=) r—1 r—1/—1 e 2n— (2v —1)
(=l SRR (P — 1) Y z (y+42)
+ 2n-41) 5 Gl) 1 ;
r—1 :

jo ergibt fic), indem man in der Gleihung (1) nach) gefdhehener Sub-
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ftitution die Glieder mit gleidy fohen Botenzen von v - z gujammeniapi:

. r=n r—1/—1 2n— (2r—1)
9n+41 2n-+41 ) 4z den—1) (y+2)
¥ + z + b i r ['r-—li" i
r=1 7
r—1 L r
o leD Lenebyie 4 e =0 (2)
(2n ', 11 L=l

Sept man ivgend eines dev n Glieder, weldge in bem Ausdrude (2)
unter ‘dli]zlliil]lltumLmt jind, 3. B. dag rte Glied, gleidh 0, jo hat mai,
ba y + 2z nidt bent Wert 0 Haben fanmu,

notipendig: (1) . @n+ Dy A R,
(2n+1) r—1

ober ¥'z2" = (=1 a’ varaus jolgt fiiv jeben Wert von r von

St 'Jnii{—l (3}

Yuperdem folgt nodh aus Gleichung (2):

2n 41 2141 2141 2n 441

Y + 2 +b=0, D(’El}t‘l‘ v 4z = — b {-1-]
Serner ift vermoge Gleidung (3):

2n 41 2n 41 21 4 1
A ez - — a : ; {"'1_}

(2n-41) et
Yuz den Gleichungen (4) und () ergeben fich jojort bie Werte
o y 20+ 1 md 22"+ 1, o da man fh(iefilich exhalt

2n-+ 1

f’ --'“ =
x }_|.g—-‘\ = b ( : )‘_’.n--{-[
\ 2n-1

,f,__ b 3 I_,eh-.- e = N on 1
2n-+1 !

weld) (etever Ausdrud einen der 2 n - 1 gourzelmerte bev Gleid):

ung (1) vorvjtellt.
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Tad) diejer Furzen Abjchweifung ift junadit ju bemerten, daf unter
ben algebraijd) aufldsbaven Gleidhungen von einem hoheven als dem
vierten Grade ingbejondere die jogenannten binomijden Gleicdhungen von
S[uterejfe find, die fich auf die Form x™ — 1 = 0 bringen lafjen. Den
erften. Schritt in biefer Veziehung that Vandermonde, weldper der , Aca-
démie des sciences® in Parid im Jahre 1771 bdie Lojung einer Gleidyung
finften Grabes vorlegte, die fidh durch eine cinfache Ableitung aus der
Gleidung x 1! = 1 ergibt und 613 dabhin fiiv algebraifd) unlbsbar galt.

Bahnbredhend waren in bdiefer Vegiehung bdie jdHarfiinnigen Ent-
widelungen von Gaufp, die er im Jahre 1801 in feinen ,Disquisitiones
arithmeticac® verdffentlichte, und durd) weldhe er nachwies, daf, wenn
in ber Gleichung x™ = 1 n ecine Primgahl bedeutet, die Lhjung diejer
Gleidung von der Lojung jo vieler eingelner Gleidnmgen abhangt, ald
n — 1 Primjaftoven hat, wobei diec Grvabe ber eingelnen Gleidjungen
ugleich cbert dieje Primfaftoven find. Lagrange jeigte itberdies, Ivie
man mit Bugrundelegung ded Gauf'jchen Pringipes die algebratjdyen
Fovmeln fite die Wurzelwerte der binomijden Gleidhungen diveft auf
fteffenn fann.  Bwed diejer fletnen Abhandlung ift nidht, eine unnotige
Wicderholung jener Theovien zu lefern, die ohnedies jedem NMathematiter
jugdnglidy find, jonbdern der moglichit felbjtftandige Jtachroeis gewifjer
Eigenjchaften, welche einer nibher ju bejchreibenden Klajje von Gleidungen

sufommen, die von den binomijhen Gleichungen hevgeleitet find und zu

pen Abelichen Gleichungen gehdven. Auperdem iwerde id) nachweijen,
bafp Ddie Unbejtimmtheit bder Fovmeln von Lagrange, bdie in bder Viel=
beutifeit der Wurzeln ihren Grund Hhat, nicht blos auj dem von Abel
angegebenen Wege, jonbdern in nod) gany anderer Weife, ndmlich durd
bie Ubjung eines Syjtems lineaver Gleidungen bejeitigt wevben fann
und dafy bdie von miv aufgeftellte Entwidelung, welde allerdings fid
auf den Fall x¥0+5 — 1 (4 n -+ 3 prim) bejdhrantt, wenn e3 jid
wm die numerijde Beredhnung der Fovmeln von Lagrange Hanbelt,
ben Borgug groferer Kitvge mit Redht in Anjpruc) nehmen ditrjte.




Reduction der Gleidung x™ = 1, wo n eine Primgahl fein foll, anf eine

Gleidung vom Grade - ‘)..l.,

Die Gleidhung x" — 1 = 0 ninunt nad) Entfernung des Fattors

x — 1 jolgende Fovm ai:
n—1 n—2 {
x + x i x 4+ 1 =0 pbey wenn man n—1 2 feht:
X 2 IS \—'Jn” 1 -+ ‘\Er'r 2 e e S \.‘3}_ x+1=10.

Wird die linfe Seite der Gleichung durd) x bdividievt, o er=
giebt fid):
Vrl:_ L "r;r.-- 1+ "‘T['J. = Ol e ‘T.-_{_ ok ‘.r-._l_.{_ Al e

- . | - o
wo unter Ve x4 = au verjteben ijt.

Jtun seigt Servet in fetnem Handbudye dex hoheren Algebra (Bano 1
-~ Sl : el : : 1 1o
Geite 195 big 200), bap wenn x + — = Vi = z gejelt wird, Ve buvett

purd) z ausgebritctt werben fann, und ywar finbdet fich:

e i b { Tl
V= ZW —1y : T r(r—3) g : ¢ _ r(r—4) fi'_ 2 9) 7 : £ +
1.2 1.2.3
) . AR 1
B EDY . xl—vl) fov2) aane (2942) G200 T Tk
e S v

. . gy = 2 n -
obet wenn n gevade ift, der grdfte Wert von » -, weni aber n un-

gevade ift, dev gudBte Wert von » ! ift.

€5 wird dort weiter gezeigt, dap

Vru. 4L V_n. —1 4 V;J.- L BTG

1 —3) n—4
f

T
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o teitn pungerade ift, der qrofte Wevt vonr =, und m entgegenge:

jeten Falle ’J ift; dag lepte Glied der Gleichung (6) ijt jtets = + 1.

Weber die Wugehwerte der Gleidung (6).

9
&

g x 24 FL—=1, wo 2 -+ 1 eine Primgahl fein joll, fo ijt
befanntlid) jeder der 2 w1 Werte, welche biefe Gleihung befriedigen,

cos 2vwm 4+ igin 2vw

darftellbar buvd) bdie Form: x, = | Gy oo ma

fiir o ber Reihe nadh die Werte von » =0 6id » = p zu jeben hat. —
Die durchous veellen Werte dev Gleichung (6) jind von der Form:

ALy e g LR GRS LW : : A bt

7, =X T = oobet v bie verjdiedenen Werte von
£ 4 Xy 2+ 1 v

y — 1 68 » = p anmimmt. — Jft 2 w4 1 eine Primzahy, jo gibt

03 befanutlih tmmer foldhe 3ahlen, weldhe fleiner ald 2 w4 1 und fo
bejhaffen find, daj feime nieduigeve Poteny afd bie 2 ute einev joldhen
Fahl durch 2 u - 1 dividiert den Reft 1 gibt. Jede ioldhe Bahl Heipt
eine primitive Wirgel der Primzah? 2 w - 1 und befibt die merbwiivdige
Gigenjchaft, daf die verjchiedenen Potengen derfelben von bder Iten hig
inclufive der 2puten, wenn man fie durh) 2 p -4 1 dividiert, jammtlid
peridiebene Rejte geben, welde nichts anberes jind als die jammis
lichent Bafhlen von 1 6id 2 w. LVon diejem ©abe hat auerft Gaufy gum
Bwede ber algebraijhen Wuflbjung der binomijdhen Gleihungen G-
braud) gemadt.

Die u Werte der Gleihung (6) wurben unddhit in der Forn:

) »

2008 2% 2 cos  4xn FIpoE OTE A 2 eos 2pm
! I

':’Iu,—l—”l_ t_':-.-I—IJ ‘_J’r'r.—l—ml'r :3,”.—{—-1 (7)
aufaeftellt. €3 (it fich nun beweifen, dap die Reibe:

2ecos8 2m  2cos 2pm 2 cos 2;\2: At o cos2pt L g
I 1 2p+1 o1 apr1 O

wo p bie fleinfte primitive Wurzel vor 2 p - 1 fein joll, jammtlidye in

ber Reihe (7) befindlichenn Wurgelwerte enthalt, mur in anbderer Orduung.
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Funadft lajfen bdie verjdiedenen Potenzen von p durd) 2 p + 1
bividiert lauter verjdpiedene NRejte, wobei wohl ju beadhten ift, dak
unter biefen Meften fidh fein eingiges *Paar q1 und qeo befirtben

fonnen, o dap q1 - q2 = 2 p 4 1 wave.

Denn wive dies der Fall, fo daf etwa pv = (2 p 4 1) m1 + qu
und p%a = (2 4 -+ 1) ma = q: wire, jo wdren Ddie Detreffenben
Jureliverte: )}

2 cos 2 |f/ w4 1) me 4 qa 1;‘1 und 2 cos 2 i|‘-_' 1) me 4 cl—,lﬂ EV
S =l 2p 4 1

AL O cos 2 qu o w 5 2 Cos _‘ fa T
ober fitvzer: AT 1IL TR

Da nun q1 +qz =2 p 4+ 1L, alfp g2 = 2 p 4 1 — Qs
vorausdgefeht ijt, jo witxde jolgen:

9 ous 2 ga © Qeo8 2 2p+ 1—qi)m = 1% coB 2/ 01 =

241 2p+1 2pn 41,

b. h. es waren damn jwei Wurzelwerte der Gleichung (6) einander gleid,

was unmiglid) ift. .
Die verjdyiedenen Refte q fonnen jum Feil leiner, jum Teil qroper

als p jein; leteve lajjen fich aber jtets durdh jolche erfehen, bie fletner N

find als w; denn ift 3. B. q = w + & twobei ¢ < p, jo hat man

al3 jugehdrigen Wurzehvert der Gleichung (6) :

9 eos 2 (1 + &)rw 208 [2r — 2 (r + 8w
20141 X 241
2 cos 2 ]‘_' w4+ 1—p— :| m — 2icor 24(1L g + 1)w,
2 41 2p 4+ 1

Da nun im Gangen pw verjdiedene Rejte bleiben miiffen und
ihre Angahl w ift, jo jind diefe Mefte mit Ritdficht davauf, daB p + &
burd) w — & -+ 1 erfebt werden darf, nichts anbdeved als die Bahlen
pon 1 bis inclujive w, nur nidt n ihrer naticlichen NReibenfolge. Da-
mit ift bewiejer, dap die Reibe (¥) duvd) die Reihe (8) erjest werden daxf. {
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Auflofung der Gleidung (6).

Beeichnet wie bisher p die fleinjte primitive Wurzel ber Prim=
i} JEL ] _ i
zabl 2w | 1, jo mup befanntlich aus Griinden der Bablentheorte p &
burd) 2 ;o + 1 dividiert den Neft 2 p geben; es it aljo

pt=n (Bu 4 1)+ 2 u pbet ptF = +1 @ p+ 1) — 1,
pemtiad) 2 pP =2 @+ 1) @u+ 1) — 25 folalid)
ing 2 pm o 27 ! i :
cos = I | =aR0b . Beaeichnet man allgemein ben Wurzels
2 w1 2+ 1
L e ; >
wett 2 cos -,—-I | mit 7z, -+ 1, jo Hat man:
21
71 — 2 cos 2w , Za — 2 eo8 2 P , Zs — 2 coB 2 ]"2 TC o enns
2 | 2u-1 AT E |
7 Y oos 2 PFT W, s
- S s oferner:
2w
Zi-1 — 2(coB 2ptmT — 2 cos 2n = Zi
2u-1 2041
analog: Zi=gi— 2y a5
D Z'»-t—l - 92 co8 2 PpY7® — 2 cos p. 2.“'; l,:; Iﬁ, uno
2u-1 241

ebterer 2uadrud, allo aud) Zy +1 Jid) als rationale gange Funttion
3 J b i}

woit cos 2 P —L bavftellen (agt, fo ift mithin 7z, , ¢ eine rationale
21

gaize Funttion von 7z, ; da aber z, 4 o gan diejelbe gunttion von z, 4

ift, wie z, 4 1 von 7y, o ift, wenn man der flaveven Bezeichmung Halber

75 Qleid) einer Funftion @z, 7, = O 7, = O(6n) = 0z,
',/,I’ E— (_-)I’"_IZTJ illi_jt

Pt .
1 = OFzy =z W0 Oz = 7,441 = 241= @ 74

Aus diefen Wabhrnehmungen geht hervor, dap bdie Gleidhung (6)
sur Rlaffe der jogenannten Abeljdhen Gleichungen gehort, pemnad) alges
braijdh auflosbar jein mup.
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Seit man F(z,) = Zy + ez, + a?zg + ...+ @ -/,J,_l
gt 7
— jzy+a @z + o @z + .... + « @ 7z, | , wobet e
irgend eine complere Wurzel der Gleichung x* = 1 vorjtellt, jo it
p—1 p—1 I
F {Zg) = |4y : a @ 7, o’ f-)"’:/.._g =~ e ~) 7
L—1 I
= [F} 2y + 0@z + @3z, | ... -+ @ @ sz :
bedenft man ferner, dafy e = 1 und @ Pz, = =z, ijt, jo exgibt fich:
Bz) e = [z el —
' p—1 p—1 T
Ef't @z + a’@z, - Oz + ..., + « O 7z | 7 I 3

pemad) duvd) Bevgleidhung mit dem Wusdbvude fiix B (z): F (z4) =
F (z5); ebenjo finbet fid) F (z,) = F (22) = F (z;) .... = F(z.),
00570, Zny Zs

5o -o. g die Wingeln ber Gleichung (6) find.
Daraus aber jolgt, wemn man die Funttionen B mit dem gentetns

jamen Buditaben v Gezeidinet :

) ][RR S
ye—"H {Zj] — i I [11}, 1
— T ; ! F(zy) + F (zy) + .... pmal
1
1
y 0w II 7)) + ¥ ['/‘2_] - ¥ (Zs) i ek + ¥ (Ze) ] 5

e8 tjt alfo v eine vationale und jymmetrijde Funftion aller Wurgeln
per Gleidhung (6), fann daber vational Dbdurch bdie Coéfficienten biejex
Gleidhung audgedrivt und demgemdp als befannt angefehen werden.

2 | 2 | 1, P
Da nun v = 12y +— @ Zj S G e e A Zp,

"
jo ergibtfidh 2y - ey + 2y +... " "Izlu_ — Vv . (9),m0Vv
eine Defannte ober vielmehr berechenbare Gripe ift.

Da e ivgend eine von den compleren Wurgeln ber Gleihung x* = 1

begeichriet, alfo w—1 verjhiedene Werte haben fann, jo hat aud) ber

prmee

ey

-~

.

"
]
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Nusdrud z, + @ z, + «? 2, +.... + o lzp p—1 verjdyiedene
Werte; febt man baber in Gleichung (9) jtatt « dex Reibe nad) die Wevle
o N —— iy e — (z[:‘. e e — o ]' twobet @y =
Oy [y W
o T A . . Fa el { AP - - oy o - en —~
c08 ——-1- i sin jeir foll, fo ergibt i) jolgendes Shjtem vou
u I
lineaven Gleidungen fiiv die z:
I‘J.
A Yy e T e S I S e Jy'."- = Vv
|!J’.
2y 2y ey o0 R gt E = Vi,
{ [ DN 215 I 2 | 2 “”]
] R T ; | it \ =
it A R U ) S Wy U g : an =\Vv, i
Dazu fonunt nod) die Gleidhung :
NS Sy 2 2 Ol O L oz = —1: denn dic Summe der jamt-
2 3 |

lichen Wurzehoerte dex Gleidhung (6) mup gleich) dem negativ genommienen
(Goéfficienten des weiten Gliedes diefer Gileichung jein.

Man Hat demnad) im Gangen u Unbefaunte z,, 2z, ..... 7, und aud
1 Gleihunger, wovaus erjteve beftinunt werden fommen. :

Multipliziert man bHeide Seiten der Gleichungen (10) bder Reibe

ML e e el e = () ‘

s =1

wo m gang wund fleiner al8 g gedadyt wird und addievt dann jammtliche

Gleidyungen, fo evgibt fich, wewn man bedentt, daf o’ - @’ + @’
: “I,),_ AT 0 ift fiir jeden gangen Wert vor », der fein
Bieljaches Yo wift,
741 — i. e ""1'”' m\' vy i “2:._ m_|
| (11)

;J. :L
L—m i
®tbt man m den AWert 0, jo exhalt man :

]( o " i ey l
:f.,::,,- R e A VAL B R il VAP W (7
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und alle itbrigen Wurzelwerte ergeben fid), wenn filr m nad)y und nad
pie Bahlen 6is u —1 gefest werden.

Man findet im Wefentlichen diejelbe Eubwidelung in den ,Oeuvres
complétes de Niels Henrik Abel, wojelbft aud) gejeigt wird, twie
eine diefer Ubjung anbhaftende Bieldeutiqleit qehoben werden famr. s
hat ndmlich, da die w'® Wurzel aus cinem Ausdrude notiwendig o ber:
jchiedene Werte hat, der Auabrud fitr 7, 4q i (11) tm Gangen g1
verjdjiedene Werte, wibhrend man fitr die verjchicdernen zm 1 bon . m — 0
big m = p—1 nur w verjdicdene Werte befommen fann, die bie
leichung (6) befriedigen.

Abel zeigt in dem obengenannten Werke (Band I Seite 490 unbd
191), wie diefe p viditigen Werte gefunden werben fomen und ftell
hrefity eine eigene Fovmel auf. Jeh werde fpiter seigent, wie man aud
auj einem anberen Wege Ddurd) Lofung eines Syftemes lineaver Gleidh-
ungei, dieje u Werte erhalten fann und dann bdie Miethode von Abel
mit meiner Cntwidelung vevgleiden. Buvor aber foll die allgemeine
Cbjung der Gleidung (6) auf den fpegiellen Fall xit L angemendet
werden, da die hievaus hervorgehenden Rejultate ald paffendes Beijpiel
jiir die Bejeitigung der Biclbeutigleit aus dev Fovmel (11) dienen werden.

Maebraifdie £ofung der Gleidung x — 1= 0.

Aus der Gleihung x —1 = 0 folgt, wenn man den SFaftor
x — 1 abjondert und hievauf x - 1 = 7 jeht:
.4
72> + 2t — 473 —3 722+ 374+ 1 =0 welde Gleichung 3u-

erft von BVandevmonde im Jabhre 1771 aufqeldft wurde. Die Wuryel=
werte diefer Gleichung find duvd) die jhon oben unter (V) aufgeftellte

Torm : Zy — 2 cos 2 P Lo geaeben, wo » der NReihe nach die Werle
21

bon 1 bi§ w annimmt und p die fleinfte primitive Wurzel von
2w + 1 bebeutet. — Jn diefem fpezicllen Falle it 2 1 =15
und p = 2; demnad) find bie Wurzelwerte der Gleidhung fitr 7 :

71 =2¢08 2 T g — Qeog 4 . Gy — 2008 S 7 74— 90 a0y

1’ i 1T 11

Zs = 2 cos 32 7, pher:

1
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Zi — Dlcos 27T . Ze — Qcosd ™. Zs — 2cos 8w . 7, — 2 cos 6
il FiL T 11
75 — 2 cos 10 7w, -
11
Begetchnet man cos 2 -+ i sin 2, weldhed eime von bden
11 11
complecen Wingeln der Gleichung x- 1 = 0 ift, mit r und beachtet,
bak rit = 1 fein mup, jo ergibt fich:
71 —2¢c08 27 — (:-ns 27 1 isin 2 f) i {t'uﬁ 27w — jgin 2 H)
11 11 11 11 11
=1 _}. — 7 ri0
X

4 | I.'T.

ebenio finbet fidh: Zz = v* 07y — p8 1 pBs T bl O

Beaeidhnel e eine von den compleren Wunzeln der Gleihung x° =1,
i) ) X
jo witd der jehon frither aufaeftellte Ausdrud :

L)
V= |Z% + aZ + e 78 A ... A el lz-xl
folgende Form annehmen:

v = Exﬁ; -' o Za —+ «? 73 —t= e Za —+ at Zs l

und diefe Voteny mup eine gange jymmetrijche Funftion der Grogen 7z
jein, die man fidh nad) aufjteigenden Potengen von e« geordnet denten

fat. — NMan Hat demnady nadh der Begeihrmung von Lagrange:
v = Ag + Ay e -+ Ay o® - 25 o | 2y af

wobei die Coéffictenten 4 gange {ymmetrijche Funttionen der z jind, fid

alfo durd) die Goéfficienten der Gleidung z° + 2+ — 4 23 — 322
L 37 - 1 = 0 ausbdritden [(affen mitfjen. Cogvange Hat Ddie
Werte der 4 angegeben, ofhne jedoch die Redynung beizufiigen; da diejelbe
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midht jdhwierig, aber fehr umijtandlidy ift, jo fann e8 hiev geniigen, Den
Gang dicjer Bervedynung furz angudenten.

unddit joll (Z1 + & Zs + o Zs | of Za L ot )2 ent-
widelt und nad) den Potengen vou « geordriet werden. Dann erhalt
man ftatt diejes Quadrates, wenn beviijichtigt wird, daf «® = 1 ift;
(72 = 2 Z3 Zpg L 92 7p i )l {_Z-tz -+ 2 Z1 I -+ 2 Zg Zs e

1 (722 -2 7y Zs + 2 24 Zs )2 - (}i;.'»‘ 42 71 Z4 —+ 2 Zs Zs )
Rl Zed 207, 7 L 9 7 7 )b

Die Coéffictenten von e fonnen jedodh) als lineave Funftionen der
]
7z davgeftellt werdben, denn:

HA— (vt — g2 L w0 e
ehenfo 2,2 =2, +2; 22 —2, 4 2, 22—z, 4 9. 72—z |9,
Jerer Z4 Ze = (r + r19) (@2 | 9 — + 18 L ri2 L pt0
=14 - 18 L p | pt0 — g, ~+ 71 ;
ebenfo findet fidh Leicht:
Zy Iz = Zs LSRR —— T A A G
— %5 !—/J,/ifiZKj--{—Zj;'/:/::f_l Ze: Zs Zy —
2 AR A S ER O v S T+ Zs. — (12)

Die Subijtitution in das obige nad) e georbnete Agareqat [iefert
daber, wenn man jugleid bevitdfichtiat, daf z1 - 7 - Zs - Za
Zs = — 1ift: (21 4+ a 2 + af Zs - o 7, F et 25 )F =

(228 — 273 — 9 75 ) + (22 — 25 —27, ) a0 e e 271 Jo?
-+ (.‘I Ze — Z1 — 2 Z4) o 4+ 22 — 24 — 2 Zo )“'1 ==

€8 ijt nun jundadit die vierte Poteng von 4, +aZs 4 a7
+ & Ze + o' 75 3u entwideln, §. h. die gweite Poteny des joeben
gefundenen Aggregates ; ordret man nad) gejchehener Cntwidelung nad
den Potenzen von «, fo enthalten die Coéfficienten Hes meu entjtanbenen
Aggregates wieder die Quabdrate von den z unb die Produfte je jweicy
derfelben ; erfeht man diefelben neuerbings durd) ihre unter (12) ange-
gebenen Werte, o ftellen fich die Goéfficienten wied

er al8 lineave Funftionen
der Grifen 7 dar.

A

y

WAL

s




L SAE
Nultipliaict man endlich diejed veducierte Agaqregat mit zr - « Ze
i) ) ¢ 7
L «®% + o 7 + & Zs, jo erhdlt man bdie gewiinjhte 5 Poteny
j bes [eBteren Unsdbruds. Werben die evwdbhnten Heduttionen aud) hier
4 burdhaefithrt, fo findet fi), dap alle Coéfficienten von e in dex lebten
: Gntwidelung gange Funttionen von Z - %o + Zs + Zs | Zs find
und da lesterer Ausdbrud wegen der Gleicdhung 25 | 2+ — 4 73— 3 22
3 4 37 L 1 = 0 uohwendig gleih — 1 ijt, jo find bdie Coéfji-
"\i'-:-" cienten bejtimmte gange Bahlen. Auj diefe Weife findet man 4, = — 196,
! Ay — — 180, 4, = - 255, 43 = — 20, 1, = + 90;
) bafer (21 - « 22 + o Zs + & Zu 4 &' 5 )’ —
'i v = — 196 — 130 &« + 255 at — 20 a° -+ 90 ot
. iolgli) Vv = V— 196 — 180 « | 255 o® — 20 «® 4+ 90 .
E
; Set man fitr « (welhed durd) «® = 1 beftimmt ift, der Reibe
i nach die verjchiebenen imagindven Werte ein, fo crgeben fi) Davaus
Vv » Vvo s Vvs » Vvi , und da o algebraifd) darjtellbar ijt, fo ift
R T T \ TP . TTLY [
Ay in Folge defjenn aud) der Wert
' U SE il Suse
gig=—" il VT RN e e VY VYA

und daher aud) die anderen Werte von z in algebraijdher Fovm dargejtellt.

Die imagindren Werte von « find :

e =082 7 4 isin2 7 = 3 J=1445 + YV —10—2v5 |

T —

o) 5
Gy = {.;1'- {_-05_1_}3_ _5,_ i sin 4 .-‘r_ s
.'_. _I
.k : " I
‘L t'lilgx' + V=10 + 2v5 |
i ;
£y |
'I:k‘ €y = “11 — (08 4 7 _ i sin Ao
¢ - -
|:4 _I l — 1 — "\ PG 3 ,\ __-_ .1“ -9 V5 I
I y
| ) = e cos 2 — jgin 47 =

R Y
|
]
|
e
=
3
|
-
-
|




— 16 =
Durd) Subititution diejer Werte fitv e exhalt man Vi, Vv, , Vvg, Vvy
in devjenigen Formt, in welder fie guerft von Vandevmonde aujgejtellt
wurben. €3 finbet fidh 3. B.

b ]

‘\h e ‘\ ]: '{8!_} 195 \,:_ 5 '\ e __j \‘, 14 ",‘\ i ", 4 9 Ve

und vor derfelben Form, mur die BVorzeichen der Wurgeln verjdieden,

5 5 5

find die iibrigen Ausdrice fitr Vv, , Vvg und Vv,

Da jede von dicfen 4 Fitnjten Wurzeln 5 verjjiedene Werte haben
fann, jo ergeben fidh fitr Z 5* = 625 verjchiedene Werte, von Ddenen
iebodh mur 5 die Gleihung fitr 2 wivtlich befriedigen. Abel zeigt in jebr
eleganter Weife, wie in jedem Falle die paffenden Wurzelwerte gefunben
werden fonmen: i) werde fpater nadpoeifen, dap iwenigitens fir die
Gleihung xt++3 — 1 = 0, wo 4 p 4 3 eine Primzahl bedeuten
joll, burdh eine gang anbere Entwidelung die Vielbeutigkeit der ormel
Hiv die z Bejeitigt werden famn. Buvor aber jollen jwei Eigenjdhafter
ber Jovmeln fiiv z nadjgewiejen werben, bdie 3war jdhon (dngjt befanmnt
find, bie ich jedboch jelbitandig ofne Bubhiljenahme der Entwidehngen von
Gaup u. a. gefunden Habe.

.

1L
Vv, wd Vv, ., fild conjugiert.

@8 ijt, wie bei (10) gezeigt mwurde,

Voo =% + & 22 + @, Ze 4. i o o 'lz_u, 10D

e und e« = (',E_)s__g_{'?_ 4 i sin 27 it

63 ift demnad) aud) e, — ¢* — cos 227 | i sin 2z Ho-
U U

her & = cos 2xrmw 4 jgin 2%r7, wo fiiv r ber NReibe nad
: 1 "

ONAIERD L b p—1 3u fegen ift.
Ptan Hhat daber :

."_ r—p—1 r=p—1

\e" Vaeavan 2 cos 2XI. Zp 41 1 2 sin XV 7 4 g

Li=zrl) w i u




e

|

SR e
g : .U'_______ =
olgld / T — > cog 2(u—=x) r T, Zi- e e
/ Vu—x e ik Y
_N
r==l—1
1 2  gin 2 (.”“'9_4] Y7 Zy 41
rli==ui{) 7
da aber, wie man jich leicht iiberzeugt,
cos 2 (t—x) v — o8 2 %17 ynb sin 2 (1e—=) P7T — — gin 2xr7 ift,
‘h' If,! .” IJE
jo folgt :
e gl ® r= - 1 r=| =t
‘\: i o = >  cos '.fx;"( ?‘f'-l-l i 32 !"}ifl ﬁxl'ﬂr ?:I‘—!—l
gy r= 0 = r = 0
T 'H
:L 28
penmad) find die Yusdritde Vv, und Vy, ., conjugiert, wie zu be-

weifen war.
L

Stellt man afjo Vv, in der Fovm:

hz (cos gz - 1 sin gx) dar, jo ift:
L
V¥, . = hx (cos gx — i sin ¢x).

hx ift fiiv olle Werte von x =1 bis » = «— 1 aleid) V2u+1.

; T B .
Da vy = (21 + « 72 4+ &, Zz 4 ... a" 1 /a,,')
i !
/ J ; OE Y — 1k
unbd Vp—n = (/-l e S Zs + ... + r("!: E Jf;;.)
L2 p—% Fealy
. a . . . [ riges YR = ~ -
wobel ¢, = eos =7 - i sin 27 ynd «, = " ijt, 0 muB, nad-
i u
nadhdbem v, und v, ., etngeln jymmetvijhe Funftionen bder z find,

oudy v, . v, ., eine joldhe jein.

L
i

Bebenft man, daf

I l.(ﬂ — 1.(( 1 ¢ = (¢

r—
¢ (4 } 1, «
:]. —%t 3 1 w * 3 - l'l. —W i (3

— (o e }1'—:1 ci—ail |l II___I [ Il by = O
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‘ ({"/‘I'“) Sl ',-ﬁ-zj - Zz? 4 ... + 'f‘r) -+

—
= {oe

1 (7% Zal ol ZauZge Lt bron e i 1L T ) &

i I (Zl Zg 4 Ze Zs - ...+ Zu—27p -I—?’-:J" 1}’.1 4 Zp. Zg '; 2 ORI
i
= (31 FAT mE A A A T ]
i
ey Sy e ) |

Nun ift 22 F 222 } .... F Zpi=1+4 2 (p—1) = 2p—1
wegen dev Gleichung (6) fir z;

Der Coéfficient Z1 Ze - Ze Zs + .... Zw Z1 ift eine jymmetrijdye
Tunftion der Grofen z und befteht ausd g Produften von der Form
ze . 71, Da diefes Produft, wic aus der Bejdajfenbeit ber Gropen z
leicht Gervorgeht, gleich der Summe von zweien diejer Grdfen jein mup,
jo Darf man fiiv Zr. %1 fehen Zo -+ Ze, wobet niht gleichzettig

o = rund z = r- 1 ift, weil das Produft yweier Z nidyt gleich dev
Summe der namliden Z jein fann. G Beijpiel filv dad Gejagte
(iefert die beveits oben gejdhehene Entwicfelung bei (12). €8 it demunad
dev Goéfficient Z1 Ze - Z2 Zs 4 .... 4 Zp Z1 qleih der Summe
vort 2 Sunumanden, welde jammtlich Wurgelwerte der Gleidhung (6)
fitv Z vorjtellen. Weil aber der Coéfficient 71 Ze - Z2 Zs

Zy, 71 eine ymmetrifdhe Funftion ber Zz ijt, jo mup er, indem h
die Unzahl der verjdhiedenen z g betrdgt, gleich der doppelten Summe ‘\‘-J ’
der Wurzeln der Gleichung (6), mithin gleih —2 fein. Gang diefelbe
Betvadhtung gilt fitv alle iibrigen Eoéificienten der Potenzen von e, , o
baf jie demnad) jammtlich den Wert — 2 haben.

Hieraud folgt nun:

I:‘;J—I



Y

(2]

Da aber a1 4 @2 4 e + @ 4 1 = 0, wie aus bev

Gleichung !t — 1 =0 bervorgebt, jo ift v, . v,_, {_’ w— 14 ;{}-”
— @p+DF;

1R 1L
demnad VA ‘\-"'v,,_ . = 2u - 1; unbd beriidjichtigt man, dap weiter
(T} i
oben Vv, = h, ([:U.‘i g, -+ 1isin g, ) ud Vvy o = he (cos ¢,

— i sin g, ) gefest wurde, fo evqibt fich:
L4

" L
\\, Ve = ]ij‘: =2 u -} 1; oljo h = ‘\.Zu_a— I (13)

was 3 beweijen war.

Hbev die Beleitiqung dev Pieldeutigheit in der Tovmel (11), weldje die
Wurzehverte der Gleidung (6) Fiiv Z liefert,

Dieje Bieldeutigteit, weldye Wbel, wie beveits fury eviwdhnt, auj
elegante Weife befeitigt hat, und worvauj idy jpater nad) Darlegung
meined BVerfahrend urviictfommen werde, [(aRt fich auch duvcd) Lojung

eine Syftems von lineaven Gleihungen heben. Freilic) betvadhte i) bet

Behandlung der Gleihung x" = 1, wo n eine Brimzahl bedenten joll,
bier nuv den Fall, in weldem n die Form 4 w 4 3 hat, jo daB fiiv
det Fall n = 4 w + 1 eine befonbdere Unterjudyung notwendig wiirde,

fitv weldhe jedod) ein gany analoged BVerfahren anwendbar ijt.

Gebt man mun von der Gleihung x*++3 — 1 = 0 aus, jo ar-
halt man durd) Entjernung desd Faftors x —1 eine Oleichung vom 4 g - 2ten
. N 1 : . il B
Grade, und, wenn in diefer x + - = z gefelt wird, eine Gleichung
jitr Zz vom Grabe 2w+ 1, deven Wurzeln, wie bei (8) gejeigt wurde,
folgende Form Haben :

- ¢ - e F :-, 2

71 = 2 cos 2 ;T =54 Zo — 2 (08 2 DAL g B O = P 7 .uin.
du-t3 4u-18 4u-t3

; ¢ o L2 AR i e

Z2u+1 = 2 cos “P"" 7 wobei p bie flemjte prumttive Wurzel von

4u-3

4 u - 3 fein joll.




p—. g

i
i
i
i
|

e

@3 ift mun analog mit Fovmel (11):
2 --]-.1
Imt1 = 1 Rr| —I—{—cclﬁFj'—l_] L /\."1 - ((._,.”J:L‘i'l "1\/
2u-+1 1 / Vs

Betvadhtet man trgend ein Glied der eingeflammerten Hetbe, gum

op+ 1

Beijpiel rc‘f"l—'_ el \\, r fo [t fidh der Coéjficient u:"" N
folgenber LWeije umjornien :

f'.i pehl—m . pr@ptl—m _ G r@rl—mr _ ar(@p I-I‘J({ i
= ((cf""_'_ Iyl e O T e e T e — (a2t Td) ol
os ”nlf'_‘;r.--l—})- R ((m{':ilu.—i—l L =St

m
Mit BVeniihung diefer Wmformung evhalt man folgenbe Werte
fiic bie Z:

T — 2 co8 :3 4 =
dp+3
; 2udl  Zpl 2pt ]

e N j

Zg = 2 cos 2P 7

443

a2, +1 2p+1 Ol 6
SO R AT B WA S R
2u-+1 1 ‘\,f |
< i
7Zg — 2 cos 4P T =
443
D -1 241 2u-41




9 41
> 1. lea= 929

I =1t
2;_:_-@-1 1 :

20+ 1

o0y .1\{/"2” }

4 [0 -3
2u41 2p+1 2p 41
= 1l (—14aeta/y fet : /Yo .o- 1 @y Yoy \
2n-1 1 il i) i ; et J
Sett man 2pu-t+1) Zv + 1 = e, jo exgibt jid:
2+ 1 2p 41 2p+1
fhr = (‘/2'”’ \ ! HE:"' : /v -1- L o« V;
e \ 1 | e \ vl sty \ Gl ==
'_}I-l. +1
Y darf man aber fic ‘\."rl bie fform o (cos ¥, - 1isin )
2p+1 2p+1
wihlen ; dann ift, wetl nad) bem Friheren Y/ vy, Fu /vy conjugiert ift,
2e41 241
Vo = @ (cos Yy — i sin yy); alfo allgemein Vv, = e (cosyy
241

— 18 Y, ), unp VVap 41 = ¢ (cos 3y, — 1isin U, )

v

Verjteht man in dem Ausbrude fiiv 3, unter s, bdie Sunme *
241 2m +1
Al / ; " - : . S5
e ".F1_ l\ i T “1.. | \* Vo W=1—=¥, wobet » mur die Sanl o

v =1 6i8 v=p annehmen darf, jo ift s, = &' j" "o (cos Y, +
=il

W

Pl

L+ T | ") ¥ - Pelors 5 2 e S Y] l
ol ’::.ns W, (a7 + « 1= ERin ol Vet v
| = . s sl

Bebenft man ferner, dap fc;jj""‘l’"

isiny,) + e o (cos 1, — 1 sin 1, )




95

rl = &Y = cos ‘—)'i’ (r—1)» L igin 2w(x—1)r
21 241
paber @ "1 == CO0S 3_-’1'(!’- ”i_'- 1 sin —’_‘f_fl_T]_l
21 2u-1 :
. x 2=y | L] ¢ ) e y
mithin o T + &, = 2 cos 27 (r—1)
b ' ouF1 |
und S+ — y = — 2 1sin 27 (r—1)» L
- - EyEs |
jo wird enolid):
Soa=—12ip" J!’-Us Y, . COS 3 7w (r—1) » - sin ¥, . sin 2_:! _(l'-—-l]:' ]
l 2 1 AL o i -l_ 1 {
ober filr3er 8, — 24 cos (YW — 27 (r—1) 1_-) [
2u-+41 3
bemgemdp bHat man:
e e S e R B
2 o co0s (ll.f_lj — :j"'r{_"“‘il t~= COS (f_;”g — 2x.2(r—1) _%_
2 i 1 ‘_"‘r( —}- |

(3 " >
JI._ cOo8 (t."h;l. =i hiE) T W (|—1]) — e S ’{.,-'

21

JNun ift aber, wie jdhon frither angegeben
e = Cu-+1) Zx 4 1 = RQu--1) 2 cos 2p" L |-
bu—+3
ud ¢ = + Vdu-3;
baber aud
R 1 {I 4+ (2p-F1) . 2 cos 2 P '], was fitr bie

_9 V4 w I :

Solge wo bl 3u beachten ijt.

r (5]
4pu-+3 e

Jiach obiger Entwidelung [aft fid) aljo folgende Reihe von Gleid)- i
ungen aufjtellen, wobet iy mich) der Rowmeriparnis Halber des Sumimens qu #
seichens bebienen will : |

COs Y, = ay;



n= ‘!J.

et Lo o € AL
S ecos (rj'“ — 27n.2 ) =— Qa4
n=1 Q-1

n=u

5 YOVE 2 YO < Sy
4_1 CO8 (r_,fa” L e ) ) = oy
ni== 5] =
G _,IH —] |

= cos (i;ln 2an.2 u ) = 83,11
n=1 2u-1

Diefe Gleichungen fonnten allerdings jur Vejtimmung der Bigen v
Benitht werden, bebiivfen aber wegen ihrer ungeeigneten Form nody einer

weiteren Tvansjormation.

Au bdiejem Bwede bemerfe i), daf nach dem vor Kuvzem auj=

geftellten Ausdbruce fitv a_
a —- Tl e
L
\4u+3 | L+ (2w 1).

andererjeits aber ift a4 a,

.‘.1 { cos (r_;.vu---— '_;_;-;.1' (r 1) )

21+ 1

Y= L -

1
e ) r_‘u:%l W — V7T ! Cc08s |
Ty

y =1 .|

V.= &
= 3 Zcosiy, cos2(r—1)vm

—

1 1

€s ift aljo

V=N

i

2 2cos,.cos2(r—1)vm

= : YT 1
2t

- cos ( 2avu-+2—r ]
- €0 (i; e 2 7w ( .""2;{ ‘:-’ |[))I




L o T - ‘ 22— 1
+-1). feos2p w4 cos2p ™ ]|
4 u--3 4 Iu—}-— e k|

\Viuts

= 2b, .—

®ibt man dem r der NReibe nachy alle Werte von r=—=2 bis
r=u-1, jo exhalt man folgende Reihe von Gleichumngen:

) . 1 / 9]
co8 £ 7 .cosy; |- o8 _ij’-_ £ CO8W, ... cos 2T cos y,, — b,
2n-+1 2n--1 2u-+4-1

1 o] -y ] r
cos 4 T, cosay, - cos b_ T .coB Y, ..+ COB duwm  cos p = by

2u--1 2u--1 21 i

S 5y :
cos O 7  cosyy, fcos 127 | cos Wyt ...} ecosO T cogay, =h,
: : b 72 7 f

o Hered ES ) Dig-
21 2u--1 241
cos (0—1) 2 7 _ cos Wy -+ cos W—1) 4 7 cos o, +

2u—--1 2u-+-1

Yy 92 L
- c08 (0—1) 2 p = S oosEYl =]
(Sl Y, i
2u--1
o =
cos M. = 7 cos iy 4 cos M- 4 T gog Wy -

2u+1 2u—+1

_{._ cos M - 2 I\‘.!__ﬂ_’ co8 l‘[{j'L =il

41
21

Auperdem exiftivt noch die Gleichung :

cos Y - cos W, + cos Yy + .... - cos Y, = ay . —

am Gangen bejtehen alfo wijdhen den ald unbefannt anzujehenden
Grogen cos vy, cos W, cos W, .... cos W, -+ 1 lneare ©leich-
ungen, mithin eine mehr a8 ndtig; e8 Fann jomit eine von ihuen
3 B. bdie Gleihung
cos Wy —+ cos Y, | cos Yy + ... 4 cos Y, = a, jur Berifi:
cation ber itbrigen Dienen. :

’

Jun war frither gefunbden worben :

Zy =2c0s 2" = I_ S — "‘E‘!L I\ "’1 + o 1 I\{"a
4u+3 Qu-+-1 | ' : /

2p4-1
4+ oo R Gy .".-‘-,J]i-
~I‘I,

»i‘_ >




&

i
=20
wobel e« Lt Y e T T
el — (r'u: 4 I isin 27
'.Ej".-—-i—l 2 I/’r
— oos 20—z 13 sin 2 —1)= it
2u-t1 21

24 -1

ey

‘\,fv., fann, wie jrither gezeigt wurde, die Form o (cos w, + isin Yy, )
amtehumen, jedod) muf entjprechend vev Vieldeutigleit diejer Wurjel dex
Bogen v, um Allgemetnen 2 4 1 verfdhiedernte Werte haben.

grithere Cnbwidlhuingen Hatten auperdem geliefert:

Sl : [l Ve b ey
) i e e N A SRl - e 4 o b Zy e+l alg

g 5
rationale und jymumetvijhe Funftion der Guofen Z,weldhe, wennnad) ge:
Jdhehener Entwidelung nad) Potengen vou e, geovdnet wird, bdie Form an-
nimmt;

r - | I - vy 2y
U= e e e L L e D
] 2. &,

1 3

Da bdiefes Agqregat die Fovm h (cos ¢, + isine, ) annehmen
2p.4-1
fann, fo ijt V=
241
*‘\.".h (cos ¢, + i sin ¢y ); weil aber cos ¢, = cos (¢, | 2 n, m1)
und sin ¢, = sin (¢, + 2 n, ) ijt, wo n, eine beliebige gange Zabht

vorftellt, jo lautet dev usdrud in feiner allgemeineren Geftalt:

2p+1 Zp41

1’:"‘, == \ 'h l:-os (g, + 2 n, ) + i sin (¢, + 2 n, ﬂ)l pber

ady Anwendung der Moivve’fdhen Fovmel:

21 2p41
o — s s (o, + 2 n, @y L i s L= D
1/ ’\ h. Icm (l/_. G B L v )]’
! 2p-+1 2u-1
toobei, wenn man fitv n, der Meihe nad) bie Bahlen 0, 1, 2 ... 2u

jegt, fidh, mwie e aud) fein mup, 2 w -+ 1 verjdhiedene Werte fiix
21
)

Vv, ergeben.




Wihrend demnady der Ausdruct:

‘\_ h. ' cos ((f ‘T‘i

2 - 1 verjchiedene Werte BHat,
f~ 1 sin @, ) nur ein eingiger
bas obige Syjtem fineaver

)’r +1

’f) - 1 sin [‘I;

fommt dem Ausdrucke o (cos vy,
Wert 3u, den man findet, indbem man
Gleidhungen

fitv die cos vy aujlbft.

Die Bergleidhung der beiden Wusdruce liefert:

Hat man

2p 41

1ui,

')'r—[—l

i Vs

pem Bogen ¢, geben muf,

nachdem v, algebraijd) bevechuet worben it

Y= 9y T 20,7

‘J;J.—.{—l .

iy

,, Den Bogen g, bejtimmt, fo exgibt fich der Surwadhs, welden man

bamit bev eingig pajjenbde unter den 21

Werten diefer Wurgel eridheint, duvd) die NRelation :

t_f'y = @, _-l:‘
2u-t1

ny = (Ep

Es [aBt fidy demnady folgende BVehauptung aujjtellen :

Man fann fitv jeden Wert von v in dem Ausdruce Vv, jenes

Bieljache von 2

2 n

¢ durd) BVergleidung mit dem Bogen W, (gefunben aus

, 73 barausd abex
B I

1) o,

2

bemt obigen Syjtem [(ineaver

el 1

t exhalten.

7, -

Gileichungen) ermitteh
Bogen ¢, als Juwadhs geben muf, wm den pafjenden Wert der De-
treffenben Wy

Fnbdet fidy: L2

2p4-1

1, weldhes man bdem
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Anwendung der Enfwidelungen des vorhergehenden Abfdjnittes

anf die Gleidjung x'—1 = 0.
Jit diefem Falle ift 4 p 4 3 = 11, bennath ¢ = 2 und
2 p -+ 1 = 5; nad) dem fevner fuiiber gefunbden worden war:
: 5 51
o Vi =1 — 196 — 130a; + 25562 — 2008 + 90a!
WD @y = cos 2 -+ i sin 27 ift, ergibt fid) duvd) Subftitution diejes
5 5’

compleren Ausdruces fiiv e, in der Radifand obiger Wurgel mit Un-
wendung der Tafeln:

Vv =V — 898479641 — i . 47501485

Subjtituivt man cbenjo ftatt des complexen Ausdrudes fiiv e, bev
Jteihe nach diejenigen, welche den Werten «, @, @y = o, ¢, = e

f :
entjprechen, jo ergibt jich:

ﬂ‘ ) i) 5}

N = A — 91,0203263 — i.390,8533024
;"] :J

Vva = V — 91,0203268 4 i.390,8533024
5 5

Vv, = V — 398479641 — 1.47,591485

Sebt man nun \-...1 — 4\ h (cos ¢, - i sin ),

]

paber \ = ‘\ h (cos ¢y — 1.sin ¢),

ip ergibt jid) h cos ¢, = — 398,479641;

h sin ¢, = 47,591485; mithin:

tg ¢y = 47,591485 , und mit Benithung der 7 jtelligen Yogarithuren-
398,479641

tajeln:

g, = 1860 48’ 38,62,

(L ]




T ——

Auf gang demjelben Wege findet fich, nad) dem

o

‘\ Vo i '\-"h (cos ¢y - i.sin g¢,) gefeht worden ift:

b i

Pai— 2560 53 27,00, —

Dic beiden Vogen ¢, und ¢, liegen vichtiq wijden 180° und
2700, weil bet jedem von ihnen cosinus wnd sinus gleidhzeitiq negativ
jind. — uperbem ift nod)y u beadjten,
oap \I] e e \.'i'.” i = vl ift.

Benitht man die im vovigen Abjdhnitte aufgeftellten Gleicdhunaen
Jitv Die cosinusse ber Bogem vy, y, . ... und beviidjichtigt, dafy bie

e ~ yA3 w i gk
dbort aufgeftellte Gleidung x*+3— 1 — 0 i x't = 1 itbergeht,
wenn w = 2 gejebt wird, jo bat man;

CO8 =7 . COS Yy -~ co8 4w . cos W, — b,
5 5

cos 4 . cos Yy 1 co8 87w « Co8 Yy = by
5 5

auperdent cos ¥y -+ cos Yy = a,

Crfelt man cos 87 durd) cos 27 und beviidjidtiat, daf im vovigen

5 0
Abjchnitte by =
I i1 2ut-1) ':'I_J.\: 2pt—lm | gog 2petT 4y ']
2 VdgJ-3 ] b3 L -4-3 f
R —
1 1 - (2u-1) . 2 cos 2p*—1z) gefunben worden war,
214 i3 ] L3

Jo exgibt fid), weil in diefem fpegicllen Falle p als die Heinjte primitive
Y | »

Wurgel der Brimzahl 43 = 11 den Wert 2 hat, r ald Jnubder

|
vort b bie Werte 2 und 3 und als joldher von a den Wert 1 annimmt :

1) cos 21 oos Wy I cos 47 cos Wy = (3% ] 1-+5 (cos A | o8 [U."r]l

5 5 2V11 | 11 11 |




|
|
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|
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|
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2) cos 47 . cos W, + cos 27, cosypy = 1 - [14-5 (cos 87 J-cos O7)|
5 5 2y/11 | 11 11 )
}] cos ‘_:'hl - ¢Oo8 !_.'f"-j — | : 1| : 10 cos _fjl
2y I L]
Subtrabhivt man 2) von 1), jo erqibt ficdy:
cos W, — CO0S Wy = H . COS 471 : 1/'““:; B el 08 [(}_-g-.\
Vi T e T 1
cos 47T cos 4
v_l -._‘

Dicje Gletdhung lefert in Verbindung mit Gletdung 3) ohne
weitere Schwicrigfett die Werte fitr cos w, und eos .

us den Tafeln findet man:

cos Wy = 0,7948158 und cos ¥, = 0,6241773
mithin w, = 37° 21° 43,69” und wegen dev Fovmel ny = oY — ¢
2600
im vovigen Abjdhnitte nady gehoriger Subititution:
1869 48’ 38,45 — 186" 48’ 38,02"

Ill
360°

wad jo nabe an O liegt, daB der Fehler nur vom der 74" Stelle der
Tajeln Hevvithren famt.
Gbenjo finbet jid):
511/ @ — 256° 53" 27,20"
3600 3600

n, = 256° 53’ 27,00

alfo ebenfalls mit aller hier miglichen Genauigteit n, = 0.

Die Beredhnung vou ng und ny, mit Hilfe der Fovmel von Abel,
auf welche ih am Schluife bdiejer leinen Abhandlung nody tury Furiid:
fornmen werde, (icfert genan biejelben Werte; es geigt fidi demnad) das
nhvvufﬂmta" ieﬁtliul aai'g wan Gei der wuwmerifden BVevedinung

o

von ‘1‘: P Ny \ Vg / ‘-, v, oen agen o, nnd ¢, gax feinen 3u-
wads ym geben braudf. Jh Habe nod Fiiv et paar anbdere gdlle,
namid fiie x7 = 1 und <! = 1 bdiejelbe Interfuchung  gemadt und

bas qleihe Nejultat gefunden. 3u beadhten ift dabei wobhl, dap man
bei Bevechmung dev 2 g 18 Wurgeln ausd den verjdyiederten v niemals
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U,J )

e

2) cos k7w | cos Uy, —+ ; - B '5-'-")';

5 D 11

3) cos W, -+ cos Uy

Subtrabhivt man

.L -
COS 1, — COS 1y = } -\\. )
O @ _
(0]
Dieje Gletchung ; —(@M 3) obne

weitere Sdyicrigteit g
Aus den Tajelin | i
Cc0s J_J" —

970

mithin w, = 37° 2

im vovigen Abjdnitte

LI

wad 1o nabe an 0 f (Stelle der

Tafeln hervithren foann

Ehenjo findet jie

n, = 2% — ¢
3600

aljo ebenfalld mit alle
Soon Abel,

Die Beredynung
: 13 juriicd=
(nad) das
S redinung

auf weldhe i) am S
formmen werde, liefert
fibervafdiende 2Uefuli

S iten 3u-

vort Vv, Vvo, VW

wadis st geben Hrar W cre Falle,

S bt und
pap man
wiemals

pamiich fir x7 ]
bas gleiche ejultat

bet Bevedhnung der 24




— 30 —

ein negatives Seichen vor bie Wurzel bringen darf, wie e8 aud) bei dem
jo eben behandelten Beijpiele x11 — 1 gefhehen iit.

Jitr die vorhin genannten Fdle ift demnad) die Vevechmung des
Juwadhies wnndtig und es liegt die BVevmutung nafe, daf biefes fogar
e Allgemeinen ftattfindet; jedod) hat es miv nicht gelingen wollen, all-
gemein nadzuweijen,daB n in dem Buwadie 2nz, den man den Bigen
g 3u geben Dat, in jebem Falle den Wert 0 Habe, woburd) bdie Biel:
deutigfeit der Fovmeln und damit and) die Veniibung meined Syjtems
lineaver Gleichungen fitv die cos w oder der Wbeljdhen Formel von jelbit
wegfallen witvbe.  Aufjallend 6leibt e8 tmmerhin, daf Lagrange, defjen
Uvbeiten fich) durd) gubBte Klavheit und Genauigleit auszeidhnen, bei
feiner ausfithrlichen Vetradtung der Gleidhung x!* = | und audh jonjt
i Allgemeinen dieje Vielbeutigleit in feiner Weife erwdhnt.

Bum Sdlujfe will ich nod) gang furg jeigen, daB bdie Fizievung
dev vidhtigen Werte fitv die Wurgeln nad) der von Abel angegebenen
Nethode einen groeren Nedynungdaufwand verurjadht, ald die Lojung
der mehrmal3 evwdhuten [ineaven Gleidungen filv die cos w.,




e

Buge Betvadtung dev Abelfdjen Zormel.

Bet Lojung der Gleichung (6)

[

2 — (n—2) g3 L =

A o 1 £ '.”_ ]) AL
wurde unter (10) ene NReihe vou Gleidungen aujgeftellt, welde jammt:
(ich Tolgende Form Haben :

A
‘\w =74 o G Zs T & Zy T 0. o L ey 0 D e

Bahlen von 1 bid w—1 bebeutet und

o — = (l"(}h‘ 27 - 1 sin '_3.:;)?— = cos 2xr - i sin 2x7 ift.
" 1 It I
8 ift nun:

I'T_ "J.
| h—"
Vv, - (\ \'1b

: 2, P
(Zy + e, Zo + ay 23 + oono T ((;: ] A;x)

> (’/f[ =) (c? ASIE R r‘:":' 'Z;_L et

Diefes Produft ijt mun, wie mit leichter Wtithe nachgemwiefen werbden
fam, etne vationale und jynumetvijdhe Funftion von den Wurzeln bdex
Gfeichung fiiv 2 wnd farmn daber durd) befamnte Grofen ausgedriict
werben, namlidy duvd) die Coéjfictenten der Gleichung fiir 2.

el Degeichuet diejes Produtt mit a, , jo dah demmad) die Gleid)-
ung exiftiert :

\; Vo ¢ (\‘1 J = a, , wo a, befannt ift.
Davaus folat: Vv, _ sy,

m
(\ vy ):L —% vy
Fithrt man diejenr Wert in die Fovmel fiiw

L L 1L
i i i

e : ] /v I ;’E\'E pilh e TR /\r.”-"“l | ein,
/ / i l




jo erqgiebt fic):

V4
Diefer elegante Ausdbruct fiiv z hat wicflich nur @ verjchiedene

1,

L 13
Wevte, mweldhe fid) evgeben, indem man ftatt Vv, der Reihe nach y Vi,

L (15 L

: e 5L LS
ey, , %Vv, . eyt Yy, fubjtitutert, 100 ¢y = cos <7 - isin =%
|” |”

IL

au jegen ift, wodurd) man bdie w verjhiedenent Werte bvon ;\"’; i
Rechnung dringt.  Nun ijt aber jojort einlendhtend, daf die Vevednung
der verfchiedenen GrdBen ay, ag.... a,_; wegen Dded unangenehmen
PBotenzierens und NMultipliierens hodjt mithjam ift, wahrend die Ve-
feitiqung dev Bieldeutigteit tn der Formel fitv Z duvd) dad mebhrevivahnte
Syftem lnearer Gletdungen viel einfader ift, wenn man bie numerijden
9Borte ber eimgelnen Z wirtlidy bejtimmen will.
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