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Ginteitung.
Schon seit geraumer Zeit haben mehrere bedeutende Mathematiker,

uuter ihuen Abel nnd in neuester Zeit insbesondere Kronecker scharf nach¬
gewiesen, daß die Wurzeln einer algebraischen Gleichung von einem höheren
als dem 4. Grade keine algebraischen Funktionen der Cosssieienten dieser
Gleichung sein können, wenn diese Cosssieienten als ganz allgemein und
vollständig vou einander unabhängig vorausgesetzt werden. Ist letzteres
nicht der Fall, so kann es allerdings sehr gut möglich sein, ganze Klassen
von Gleichungen aufzustellen, von denen man nicht nur weiß, daß ihre
Wurzelwerte algebraische Funktionen der Coösfieieutensind, sondern die
sich überdies wirklich auflösen lassen.

Ein Beispiel liefert die folgende Gleichung:
2n^-1 2n—1 , I/ —I

x -j- a x -j- . (2 n — 2) .
2n-l- 1

2/—1 ^ 2n —S
V/ X -j- ^ (s II — 3) a X

3 2! (2n-t-1)2
r-1/-1 2n-(2r-1)

^ (2 n — r) . x -j-
(>^-1)1 (2N-1-1)—l

n^l/ —1 II
^ . X -j- k — 0

" (n-1)! (2n-,-1)

oder kürzer geschrieben:
r — n r—1/—1 I-

2 n->-1 ^ 1 (2u —r) . a 2ii —(2r—1)
^ ^ ^ ' (r-1) ! (2n ^ I) 0 (1)

Setzt man in dieser Gleichung x — ^ -j- 2, und berücksichtigt, daß
2-1-1-1 2 n 1 2n-1.1 2n-i-I

x — —7 -l-

i'^-n r—1 r-1/-1 ^ ^ 2n— (2i-1)

r-^1 ^ -

so ergibt sich, indem man in der Gleichung (1) nach geschehener Snb-
1*



stitution die Glieder mit gleich hohen Potenzen von 7-^2 zusammenfaßt:

1—1/—1 2n—(2r—1)
2N-1-I ^ ^ 1(2n —r)

r — 1 ^

X ^ (-1)' (2 n -I-1) z. ^ ^ I c> (2)
I (2 n 1) l- - 1 l

Setzt man irgend eines der n Glieder, welche in dem Ausdrucke (2)
unter ^ zusammengefaßt sind, z. B. das r^° Glied, gleich tt, so hat man,
da ^ -j- 2 nicht den Wert 0 haben kann,

r —I .... r
notwendig: l) . (2 n -1-1) 7 ' ?' 4- a ^ 0

(2n-<- 1)

oder 7 ^ ^ ^ ^ (—1) ''a ^ daraus folgt für jeden Wert von r von
(2n-i-y>' '

r — 1 bis I' — n:

Außerdem folgt noch aus Gleichung (2):
2n-^1 2n>I 2N-I-I 2n-j-1

z. d -- 0, daher 7 ->-2 — K (4)

Ferner ist vermöge Gleichung (3):
2n-t-1 2n-^-I 2n-t-1

7 . ^ -» (5)
(2..4-Y ^

Aus den Gleichungen (4) und (5) ergeben sich sofort die Werte
von 7 und so daß man schließlich erhält:

2n-i-^

2n-i-1

welch' letzterer Ausdruck einen der 2 u -j- 1 Wurzelwerte der Gleich¬
ung (1) vorstellt. —



Nach dieser kurzen Abschweifung ist zunächst zu bemerken, daß unter
den algebraisch auslösbaren Gleichungen von einem höheren als dem
vierten Grade insbesondere die sogenannten binomischen Gleichungen von
Interesse sind, die sich aus die Form x" — 1 — V bringen lassen. Den
ersten Schritt in dieser Beziehung that Vg.nä<zi'inonä«z, welcher der
clomis c><Z8sviouoos" iu Paris im Jahre 1771 die Lösuug eiuer Gleichung
fünften Grades vorlegte, die sich durch eine einfache Ableitung aus der
Gleichung x^ — 1 ergibt und bis dahin für algebraisch unlösbar galt.

Bahnbrechend waren in dieser Beziehung die scharfsinnigenEnt¬
wicklungen von Gauß, die er im Jahre 1801 in seinen „Ois^uisitiortös
k>.rittiwstiog.<z" veröffentlichte,und durch welche er nachwies, daß, wenn
in der Gleichung x" — 1 u eine Primzahl bedeutet, die Lösung dieser
Gleichung von der Lösung so vieler einzelner Gleichungen abhängt, als
n — 1 Primsaktoren hat, wobei die Grade der einzelnen Gleichungen
zugleich eben diese Primsaktorensind. Lagrange zeigte überdies, wie
man mit Zugrundelegung des Ganß'schen Prinzipes die algebraischen
Formeln für die Wurzelwerte der binomischen Gleichungen direkt auf¬
stellen kann. Zweck dieser kleinen Abhandlung ist nicht, eine unnötige
Wiederholung jener Theorien zu liefern, die ohnedies jedem Mathematiker
zugänglich sind, sondern der möglichst selbstständige Nachweis gewisser
Eigenschaften,welche einer näher zn beschreibenden Klasse von Gleichungen
zukommen,die von den binomischen Gleichungenhergeleitet sind und zn
deu Abel'schen Gleichungen gehören. Außerdem werde ich nachweisen,
daß die Unbestimmtheit der Formeln von Lagrange, die in der Viel¬
deutigkeit der Wurzeln ihren Grund hat, nicht blos auf dem von Abel
angegebenenWege, sondern in noch ganz anderer Weise, nämlich durch
die Lösung eines Systems linearer Gleichungen beseitigt werden kann
uud daß die vou mir ausgestellteEutwickeluug, welche allerdings sich
auf den Fall x^"'^ — 1 n -s- 3 prim) beschränkt, wenn es sich
um die numerische Berechnung der Formeln von Lagrange handelt,
den Vorzug größerer Kürze mit Recht in Anspruch nehmeu dürste.



Aeduction der Gleichung x" — l, wo n eine Primjcchl sein soll, auf eine
Gleichung vom Grade .

Die Gleichung x" — 1 — 0 ninnnt nach Entfernung des Faktors
x — 1 folgende Forin an:

n—1 li — 2
X -j-x -i- o oder wenn man N^I — 2/1. setzt:

X 2 ^ -i- x^-l- X -> I 0.

Wird die linke Seite der Gleichung durch x^ dividiert, so er-
giebt sich:

V/t — i->- V ^ — 2 .... -j- .... Vs-j- Vi-i-1 — 0,

wo uuter x^-^- zu verstehen ist.x^

Nun zeigt Serret in seinem Handbuche der höheren Algebra (Band I

Seite 195 bis 20V), daß wenn x ^ — Vi — 2 gesetzt wird, Vi.> direkt
durch s ausgedrückt werdeu kann, und zwar findet sich:

Vr — l'21^ " l- (r — 3) z ^ ^ —4) " 5) 2 ^ .
1.2 1.2.3

-> is^-v-1) sr-v-2) (>--2v-i-2) (r-2 v-,-1) zi ^>
1.2.3 ^

wobei wenn Q gerade ist, der größte Wert von p ", wenn aber ll un¬

gerade ist, der größte Wert von v ^ ist.

Es wird dort weiter gezeigt, daß

Vft -i -j- —2 -t-

(^^1).. ^"2 —2)^ 3 ^ —2)(ft —3) 4? ? ^ > 1t) ^

(^-3)^-4)
1.2 ^ l.2.3. ,, >>



(^- 2< ^ 2" 1 ^ ^ g
l.2,3 .... ^

wo wenu ^ungerade ist, der größte Wert von^ ^ , und im entgegenge¬

setzten Falle ^ ist; das letzte Glied der Gleichung (6) ist stets — -j- 1.

Uetier die Wurjelwcrtc der Gleichiing (k).

Wenn x^"^— 1, wo 2^-j- 1 eine Primzahl sein soll, so ist
bekanntlich jeder der 2/^1 Werte, welche diese Gleichung befriedigen.

darstellbar durch die Form: x^,----- 2^^l ^ ^
für »> der Reihe nach die Werte von — 0 bis »- — ^ zu setzen hat. —
Die durchaus reellen Werte der Gleichung (6) sind von der Form:
^ x^ -j- ^ ^ verschiedenenWerte von
v 1 bis ,> ----- ^ annimmt. — Ist 2 .» -j- 1 eine Primzahl, so gibt
es bekanntlich immer solche Zahlen, welche kleiner als 2 -j- 1 uud so
beschaffen sind, daß keine niedrigere Potenz als die 2^te einer solchen
Zahl dnrch 2 1 dividiert den Rest 1 gibt. Jede solche Zahl Hecht
eine primitive Wurzel der Primzahl 2 -j- 1 und besitzt die merkwürdige
Eigenschaft, daß die verschiedenen Potenzen derselben von der Iwi bis
inclusive der 2,utm, wenn man sie dnrch 2 ^ -j- 1 dividiert, sämmtlich
verschiedene Reste geben, welche nichts anderes sind als die sämmt-
licheu Zahlen von 1 bis 2 Von diesem Satze hat zuerst Gauß zum
Zwecke der algebraischen Auflösung der binomischen Gleichuugen Ge¬
brauch gemacht.

Die Werte der Gleichung wurden zunächst iu der Forin:

2 008 2 II 2 008 4 II 2 008 6 II , 2 so« 2 ^ 71
2^ l' 2^-i-l' 2,t->-1 2^.-i-1

aufgestellt. Es läßt sich nun beweisen, daß die Reihe:
I u, 1

2 008 2 ?I 2 00S 2 p ü 2 008 2 x n ^ 2 008 2 x" II
2^-j-l' 2^4-1 2^4^1' '2^. -j-1

wo p die kleinste primitive Wurzel vou 2 ,u -j- 1 seiu soll, sämmtliche in
der Reihe (7) befindlichen Wurzelwerte enthält, nur in anderer Ordnung.



Zunächst lassen die verschiedenen Potenzen von p durch 2 1
dividiert lauter verschiedene Reste, wobei wohl zu beachteu ist, daß
unter dieseu Resten sich kein einziges Paar und c>2 befinden
können, so daß '-j- qs — 2 1 wäre.

Denn wäre dies der Fall, so daß etwa p", — (2 ^ -s- 1) nil
und — (2 ,u. -j- 1) ms — H2 wäre, so wären die betreffenden
Wurzelwerte:

2 LOii 2 I^s2 ^ l) Ml uud 2 L»8 2 ^2 ^ 1) m- csz 1?^
2 ^ 1 2 -z- 1 ^

, 2 cos 2 c>l n , 2 cos 2q- ir
oder kurzer: , und -7,- > , .

Da nun -s- ^2 — 2 1, also <j2 ^ 2 -s- 1 —
vorausgesetzt ist, so würde folgen:

2 (X>8 2 <12 — 2 ttl)8 2 s2 -j- 1 — l^t)^ — 2 LOS 2
2^.-^1 2/^^-1 2 I ,

d. h. es wären dann zwei Wurzelwerte der Gleichung (k) einander gleich,
was unmöglich ist.

Die verschiedenen Reste ^ können zum Teil kleiner, zum Teil größer
als sein; letztere lassen sich aber stets durch solche ersetzen, die kleiuer
sind als ,u; denn ist z. B. ^ -j- wobei e so hat man
als zugehörigen Wurzelwert der Gleichung (k) :

2 vus 2 ^ s)?r — 2 vos I 2 II — 2 -j- ejn I
2/^^-1 >

— 2 vus 2 1.2 1 — /i. — ^ n — 2 vo« 2 — e l)n.

Da nun im Ganzen ,u, verschiedene Reste bleiben müssen und
ihre Anzahl ist, so sind diese Reste mit Rücksicht darauf, daß ^ «
durch— e "i" l ersetzt werden darf, nichts anderes als die Zahlen
von l bis inclusive ,u, nur nicht in ihrer natürlichen Reihenfolge.Da¬
mit ist bewiesen, daß die Reihe (7) durch die Reihe (8) ersetzt werdeu darf.



Auflösung der Gleichung (k).

Bezeichnet wie bisher p die kleinste primitive Wurzel der Prim¬
zahl 2 l, so muß bekanntlichans Gründen der Zahlentheorie x> ^
durch 2 ^ -j- l dividiert den Rest 2 ^ geben; es ist also

i, ^2 l) -j- 2 ^ oder ^ ^ 1 ^2 ^ -j- 1)

demnach 2 — 2 sn -j- 1) (2 ^ -j- 1) — 2; folglich

1.

008 2 pt<-?r — ggg
2 ^ -j- 1

wert 2 008 2 p" ?r
2 -j- 1 ; bezeichnet man allgemein den Wurzel-

mit 1. so hat man:2^-s-l
Tz 2 008 2 ^ , Tz — 2 >.'08 ^ p ^ — 2 008

2/t-s-l 2^-s-1 2
2 p^/r

-s- 1

?u. — 2 008 2

1

2 ^ -s-1
2 oas 2 ?r

2^-j- 1

; ferner:

2 ev8 2 ?r
2/ö -j- 1

analog:

?

Da — 2 oo8 2 ?r — 2 008 p. 2 1 ?r ist, und
2 ^ 1 2 ^ ^ 1

letzterer Ausdruck, also auch sich als rationale gauze Fuuktiou
von 008 2 x darstellen läßt, so ist mithin Tv-j-1 eine rationale

2 -s- 1
ganze Funktion von ; da aber ^ > 2 ganz dieselbe Funktion von ^ 1
ist, wie ^ 1 von . so ist, wenn man der klareren Bezeichnung halber

gleich einer Funktion G/.,, — G — G^,
^ ^ setzt.

^ -I-1
^ 4- ?.

^ und G -j- X t I ^ .

Aus diesen Wahrnehmungen geht hervor, daß die Gleichung (k)
zur Klasse der sogenannten Abel'schen Gleichungen gehört, demnach alge¬
braisch auflösbar sein muß.



Setzt man ?<»

— 10 -

^ t -s- «^2 -j- 21z -j-
^-1 1/^
« ^ >'

^..1
i 1

sij -j- « G -j- «2 -j- .... -s- « ^ ^ ^ wobei «

irgend eine conlplexe Wurzel der Gleichung x^ — 1 vorstellt, so ist
l" ^>—1 ^-l 1/^

^ ^2) ^ ^2 ^ ^ ^ ^2 ^ ^ « ^9

s' l ^
— s G ->- tr <y^ S!j -s- -j- .... -j- « K .

bedenkt mau ferner, daß ^ I uud S ^ ist, so ergibt sich:

? I' (i-2) . ^
! 1 ^—1 >
^ « G -j- cr 2O2 ^ cr^O'' -^- .. .., -j- « ^ ^ I ,

demnach durch Vergleichungmit dem Ausdrucke für z? (i!t) - ^ ^
? (^2): ebenso findet sich ? ^ ^ I' ^ ^(^).
wo 2^, iiz, ?z — die Wurzelu der Gleichuug (K) sind.

Daraus aber folgt, wenn mau die Funktionen ? mit dem gemein¬
samen Buchstaben v bezeichnet:

^ j ? (.,) I? (.,) ^- .... ,„ mal ^

^ ^ ^ ^ ^ (^2) ^ (^z) ^ !
es ist also v eine rationale uud symmetrische Funktion aller Wurzelu
der Gleichuug (6), kann daher rational durch die Cosffieieuteu dieser
Gleichung ausgedrückt und demgemäß als bekannt angesehen werden.

Da nun v
-s- 2z -j- «2 ?z -s- .... -s-

^

so ergibt sich ^ -j- « 2z -j- i-g -s-... — V ^ wo V v
eine bekannte oder vielmehr berechenbare Größe ist.

Da « irgend eine von den complexen Wurzeln der Gleichung x^ — 1
bezeichnet, also ,u—1 verschiedene Werte haben kann, so hat auch der

i

4.



Ausdruck -j- 1»—1 verschiedene
Werte; setzt man daher iu Gleichluig (9) statt « der Reihe nach die Werte
crj, «z «z ^ wobei ----

vos ——i sin ^ sein soll, so ergibt sich folgendes System von

linearen Gleichungen für die
^

^ «t ^2 ^ ^ ^

«s 2z -j- «z "2z ^ V'v
(10)

ft—l
2t «^1 ^ ^ I ^ —^^"1

Dazu kommt noch die Gleichung:
"z ^ 2z -j- -s- ^ — 1; denn die Summe der sämt¬

lichen Wurzelwerte der Gleichung (k) muß gleich dem negativ genommenen
Coöfficienteu des zweiten Gliedes dieser Gleichung sein.

Man hat demnach im Ganzen ^ Unbekannte 2^, ^ und auch
/i Gleichungen,woraus erstere bestimmt werden können.

Multipliziert man beide Seiten der Gleichungen (10) der Reihe
>, u,—IN u,—III u,—III u,—m —III sft—Iii)

nach mit , «2 , «z « , « — .^-1 ^ —1,
wo m ganz llnd kleiner als gedacht wird und addiert dann sämmtliche
Gleichungen, so ergibt sich, wenn man bedenkt, daß «/ -j- «z"
-j- « -j- 1^ -t
Vielfaches von ,u ist,

0 ist für jeden ganzen Wert von v, der kein

TM 4-1 1

Gibt mau m den Wert 0, so erhält man:
s i'^ !>, >
^ ^ l -j- I^/Vz -j- -j- ^

(11)



und alle übrigen Wurzelwerte ergeben sich, wenn für m nach und nach
die Zahleil bis ^ —1 gesetzt werden.

Man findet im Wesentlichen dieselbe EntWickelung in den „Okuvres
oomplötss ä<z Nwls Henrik ^l«zl", woselbst allch gezeigt wird, wie
eine dieser Lösung anhaftende Vieldeutigkeit gehoben werden kann. Es
hat nämlich, da die 5^ Wurzel aus eiuem Ausdruckenotwendig ver¬
schiedene Werte hat, der Ausdruck für (11) im Ganzen
verschiedene Werte, wahrend man für die verschiedenen -1 von m—0
bis m — ^—1 nur verschiedene Werte bekommen kann, die die
Gleichung (<i) befriedigen.

Abel zeigt in dem obengenannten Werke (Band I Seite 4W und
491), wie diese ^ richtigen Werte gefunden werden können nnd stellt
hiefür eine eigene Formel auf. Ich werde später zeigen, wie man auch
auf eiuem anderen Wege durch Lösuug eines Systemes linearer Gleich¬
ungen, diese,u, Werte erhalten kann und dann die Methode von Abel
mit meiner EntWickelungvergleichen. Zuvor aber soll die allgemeine
Lösung der Gleichung (tt) auf deu speziellen Fall x" — 1 angewendet
werden, da die hieraus hervorgehendenResultate als passendes Beispiel
für die Beseitigung der Vieldeutigkeit aus der Formel (11) dieueu werdeu.

Algebraische Lösung der Gleichung x" —1 —0.
Aus der Gleichung x" — 1 — 0 svlgt, wenn man den Faktor

x — 1 absondert und hierauf x -j- 1 — setzt:
x

^ 4 — 3 ^ -j- 3 2 -j- 1 — ^ welche Gleichung zu¬
erst von Vandermonde im Jahre 1771 aufgelöst wurde. Die Wurzel¬
werte dieser Gleichung sind durch die schon oben unter (8) ausgestellte
Form : — 2 oos 2 gegebeu, wo ,> der Reihe uach die Werle

von 1 bis ,<t annimmt und p die kleinste primitive Wurzel von
2 -j- 1 bedeutet. — In diesem speziellen Falle ist 2 ^ -j- 1 ^ 5
nnd,p — 2; demnach sind die Wurzelwerte der Gleichung für ? :

— 2 oos 2 2 eo3 4^. 2 008 8 ^4—2 ec,8 16 ?r
II' > l ' 11' 11

— 2 CV3 ^2 7r. oder:
11 '



>>'

— 13 —

2 eos 2 ?r . 2 eos 4^. ^ 2 oos 8/r . 24 ^ 2 00s
11 '

- 2 00s ^ -
11

Bezeichnet man vos

11 ' 11 II

2 ?r i welches eine von den
11

complexen Wurzeln der Gleichung - 1 — 9 ist, mit r und beachtet,
daß 1-" — 1 seiu muß, so ergibt sich:

2?r —i«ill 2?r'2^l—2 00s ^
^oos

1 sin
2 ?r^ ^(ztzg11 V II

^ r -j- ^ ^ r > r'°.
i'

11

^ ?r>
> > >

?2
— ^eos i sin ^ i ^ (

^eos ^/r ^ gin 2?r^ ^ ^

00s ^ ^ — i gin 4
11

11

^ ?r >
l 1 >

i siu 2 ?r >^
11 >

,2 ,2 ,» .

ebenso findet sich: -j- r'; ^4 — -j- r^; — x» -^- x«. —
Bezeichnet « eine von den complexen Wurzeln der Gleichung --- 1,
so wird der schon früher ausgestellteAusdruck:

1^-

V — tt o:^ ^3 -j- . . . . -^ ^

folgende Form annehmen: s
V — « ^2 ^ ^4 ^ ^

und diese Potenz muß eine ganze symmetrische Funktion der Größen 2
sein, die man sich nach aufsteigendenPotenzen von « geordnet denken
kann, — Man hat demnach nach der Bezeichnung von Lagrange:

V ^ ^ ^
wobei die Cossfieienten / ganze symmetrische Funktionen der ^ sind, sich
also durch die Cosfficienten der Gleichung ^ -s- ^ — 4 — 3

3 2 -s- 1 — 0 ausdrücken lassen müssen. Lagrange hat die
Werte der ^ angegeben, ohne jedoch die Rechnung beiznsügen; da dieselbe



nicht schwierig, aber sehr umständlich ist, so kann es hier genügen, den
Gang dieser Berechnung kurz anzudeuten.

Zunächst soll « 22 -j- «2 -j- -s- „4 ?.)2 ent¬
wickelt und uach deu Potenzen von « geordnet werden. Dann erhält
man statt dieses Quadrates, wenn berücksichtigt wird, daß — 1 ist;
(2,2 -j- 2 22 2s -j- 2 2z 24) -j- (242 2 2l 22 -I- 2 2z 2,.)«

-j- (222 2 2l 2z -I- 2 24 2s )«2 -j- (2^2 -j- 2 2i 24 -j- 2 2z 2g )«s

-j- (2z2 2 2z 2s 2 22 24)«^.—

Die Coösfieienten von « können jedoch als lineare Funktionen der
2 dargestellt werden, denn:
52 ^ ^ ^ ,.2 ^ 2 ^ 22 4- 2;

ebenso 2^2 -^2z-j-2; 2/^2,-^-2; 2/^2^2; 2,2-^2,^2;

serner 2i 22 — (r ->- i-^°) (x2 ^ x«2 ^.<0

— -j- r -j- — 24 -j- 2i;
ebenso findet sich leicht:
2i 2g 2s 24 ; 2i 24 2g —22 ; 2i 2s 2s 2g ; 22 2g

2s 22 ^ 22 24 2s 2i ^ 22 2s 2g 24 ; 2g 24

2g 2i ; 2g 2s 22 2i ' 24 2s 24 22. —

Die Substitution in das obige nach « geordnete Aggregat liefert
daher, wenn man zugleich berücksichtigt, daß 2i -j- 22 2z -j- 24 -j-
2s — — 1 ist: (21 -s- « 22 «2 2z 24 -s- 2s ^

(2 2z — 22 — 2 2s ) (2 2l — 2s — 2 2z ) tt ->- (2 24 — 2g — 22, )«2

(2 22 — 2i — 2 24 )«» -j- (2 2s — 24 — 2 22

Es ist nun zunächst die vierte Potenz von 21 -j- « 22 -j- «2 ^
-j- 24 2s zu entwickeln, d. h. die zweite Potenz des soeben
gefundenen Aggregates;ordnet man nach geschehener Entwickcluuguach
den Potenzen von «, so enthalten die Coösficieuten des neu entstandenen
Aggregates wieder die Quadrate von den 2 und die Produkte je zweier
derselben; ersetzt man dieselben neuerdings durch ihre unter (12) ange¬
gebenen Werte, so stellen sich die Coeffieienten wieder als lineare Funktionen
der Größen 2 dar.



— 15 —

Multiplizirt man endlich dieses reducierteAggregat mit -j- « 62
«2 ^3 ^ man die gewünschte 5^ Potenz

des letzteren Ausdrucks. Werden die erwähnten Reduktionen auch hier
durchgeführt, so findet sich, daß alle Cossfieienten von o- in der letzten
Entwickelungganze Funktionen von -s- 2s sind
und da letzterer Ausdruck wegen der Gleichung ^ ^ — 4 3

3 T -j- 1 ^ 0 notwendig gleich — 1 ist, so sind die Coösfi-
eienten bestimmte ganze Zahlen. Auf diese Weise findet man >i.g —— 196,

^ - 130, ^2 ^ ^ 255, — 20, ^ ^ 90;

daher (^i 23 ^ —
^ ^ _ 196 _ 13g « 255 — 20 -j- 90 «";

folglich ^ 1^6 — 130 « -j- 255 «2 ^ 20 -s- gh ^

Setzt man für « (welches durch «2 ---- 1 bestimmt ist, der Reihe
nach die verschiedenen imaginären Werte ein, so ergeben sich daraus
5 5 5 5

v^, , und da « algebraisch darstellbar ist, so ist
in Folge dessen auch der Wert

5 5 5 6

— — 1 ^ ^ ^ v^3 ^
s

und daher auch die anderen Werte von ? in algebraischer Form dargestellt.
Die imaginären Werte von « sind:

^ ^ 00s2^.> i«m2^^ ^^ ^ ^„10-2^

«2 — 00s ^ ^ i sill ^ ^ —
5 5

1^- 1 - ^ .v^ 10 ^ 2 Vs"^

----I oos ^ — i gm 4 —
5 5

^ 1 — ^/5^ - 1«) 2 ^5"^

— oos 2 ?r — i sin 2 ?r
5 5

^.s- 14-^- ^/- 10 - 2 V5^ ^ -



Durch Substitution dieser Werte für « erhalt man ^ , Vv?,
in derjenigen Form, in welcher sie zuerst von Vandermonde aufgestellt
wurden. Es findet sich z. B.

^ — ^/' "'(89^25 V5 -5^/-5 —2>/5"-j-45 V-"5>2>/5 )
und von derselben Form, nur die Vorzeichen der Wurzeln verschieden,

sind die übrigen Ausdrücke für V^'z / und -

Da jede vou diesen 4 süuften Wurzeln 5 verschiedene Werte haben
kann, so ergeben sich für ? 5^ — 625 verschiedene Werte, von denen
jedoch nur 5 die Gleichuug für ? wirklich befriedigen. Abel zeigt in sehr
eleganter Weise, wie in jedem Falle die passenden Wurzelwerte gefunden
werden können; ich werde später nachweisen, daß wenigstens für die
Gleichung — 1 — 0, wo 4 ^ -j- 3 eine Primzahl bedeuten
soll, durch eine ganz andere EntWickelung die Vieldeutigkeit der Formel
sür die ^ beseitigt werden kann. Zuvor aber sollen zwei Eigenschaften
der Formeln für ^ nachgewiesen werden, die zwar schon längst bekannt
sind, die ich jedoch selbständig ohne Zuhilfenahme der Entwicklungen von
Gauß u. a. gesunden habe.

^^
und ^ sind ronjngiert.

Es ist, wie bei (10) gezeigt wurde,

^/vx ^ -j- 2s -j- «2.^ -j- — -j- wo

«X ^ und — oc>s 2 ?r j sill 2 ?r ist.

Es ist demnach auch ^ oos 2 x?r ; sin 2^,da-

her — <!U8 i sin -" <, wo für r der Reihe nach

v, 1, 2 1 zu setzen ist.
Man hat daher:

^ r—1 r —s-.—I
^ / Vv ^ vos 2 Xr?r. ^ i ^ 2 XI ?r ^V ^ 0 .. i' 0
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lV i
folglich ^ ^ oos 2 ^-x) r?r . 2,^, ^

i' — —1
5 ^ sin 2 (/t x) r ?r -

da aber, wie man sich leicht überzeugt,

LOS 2 s/t x) i'?r — ggg 2 x^r ?r gjjz 2 l," x) r /r — — 2 xr/r
,« /i /<

so folgt :
^ r—1 1

^/v»^_v ^ ^ eos 2 x?r 1— ; ^ 2xr?r 2^4.1 .
^ '-^o ^ ^ ^ '

^

demnach sind die Ausdrücke Vv?, «nd Vv^—>. conjugiert, wie zu be¬
weisen war.

^
Stellt man also V^-,. in der Form:

kx (oos ^x i sin ^x) dar, so ist:
^

v^- x ^ M i sin y>x).

dx ist für n»e Werte von x— 1 bis x — /t — 1 gleich

Da v« ^ ^ 4- «2.^ ?z ^ . . . ^

und ^ ^ ^ 22 «2 ^ 2. -^ ... ^- ^-i 2^
wobei — ons ^ ? -j- i sin ^ ^ und — «/ ist, so muß, nach-

nachdem und einzeln symmetrische Funktionen der 2 sind,
auch v.^ . v^.,. eine solche sein.

Bedenkt man, daß
^ . «' — . «' « — s« . «.^ )' «

^ «X ^ ^ «X ^ «X '
2
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serner vermöge derselben Ableitung «' ^ ^

n. s. w.X
so folgt: v., . ^

->- -s- ^g2 ^

^2 —i— ^2 .... ^ —1 ^,U. ^-1 )

^3 -^- ^2 ^4 ^—2 ^ !^1 ^2 ^ -^- . . . .

—^- ^1 ^ ^2 ^1 ^3 ^2 .... ^

—1 - ^—2 —I ^

Nun ist 2i- ^ ^ ^ 1 -j- 2 (..l-1) ^ 2/t-1
wegen der Gleichung (k) sür

Der Cosfficieut ^i ^2 -j- ?2 -j- .... ^1 ist eine symmetrische
Funktion der Größen « und besteht aus ,» Produkten von der Form
2r . Da dieses Produkt, wie aus der Beschaffenheit der Größen 2
leicht hervorgeht, gleich der Summe von zweien dieser Größen sein mnß,
so darf man für setzen 2-7 -j- wobei nicht gleichzeitig
<7 — r und r — r 1 ist, weil das Produkt zweier !5 nicht gleich der
Summe der nämlichen 2 sein kann. Ein Beispiel für das Gesagte
liefert die bereits oben geschehene Entwickclungbei (12). Es ist demnach
der Cosfficient ^2 ^2 -j- .. .. -j- gleich der Summe
von 2,lt Summaudeu, welche fämmtlich Wnrzelwerte der Gleichung (f>)
für ? vorstellen. Weil aber der Cosfficient ?2 -j- -j- .. . .

^ eine symmetrische Funktion der ? ist, so muß er, indem
die An zahl der verschiedenen ? /t beträgt, gleich der doppelten Summe
der Wurzeln der Gleichung (k), mithin gleich —2 sein. Ganz dieselbe
Betrachtung gilt für alle übrigen Coöfficicntcn der Potenzen von , fo
daß sie demnach sämmtlich den Wert — 2 haben.

Hieraus folgt nnn:

v.' V-. - ^,,.-1-2 4- --^'>1''
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T>n aber ^ ^ ^ ^ ^ I — V, wie aus der

Gleichung ^ 1 ^ 0 hervorgeht, so ist v^ . ^ ^ ^ 2^/<
(2 4- 1)-" ;

^ !<-
demnach — 2/t -s- 1; und berücksichtigt mau, daß weiter

DH ^
oben — li.^ ^oos ^ -j- i sin ) nnd (oos ^
— i sin ^ ) gcsetzt wurde, so ergibt sich:

2 ,» -s- 1; also — ^/2 ^1 (13)
was zu beweisen war.

jitier die Beseitigung der Uieldentigkeit in der Torinel (11), welche die
Wurzeliverte der Gleichung (k) für ? liefert.

^ ^' Diese Vieldeutigkeit, welche Abel, wie bereits kurz erwähnt, ans
elegante Weise beseitigt hat, und worauf ich später uach Darlegung
meines Versahrens zurückkommen werde, läßt sich auch durch Lösung
eines Systems von linearen Gleichungen heben. Freilich betrachte ich bei
Behandlung der Gleichung x" — 1, wo n eine Primzahl bedeuten soll,
hier nur den Fall, in welchem n die Form 4 ^ -j- 3 hat, so daß für
den Fall n — 4 ,« -j- 1 eine besondere Untersuchung notwendig würde,
sür welche jedoch ein ganz analoges Verfahren anwendbar ist.

Geht man nun von der Gleichung x^ ^ ^ ^ — 1—0 aus, so er¬
hält mau durch Entfernung des Faktors x—1 eine Gleichung Vom4/t 2tm

Grade, und, wenn in dieser x -j- ^ — s gesetzt wird, eine Gleichung
/ für ^ vom Grade 2^-s-1, dereu Wurzeln, wie bei (8) gezeigt wurde,

folgende Form haben:

— 2 oos 2 ?r ^ ^2—2 eos 2 p?r , — 2 eos 2 p" ?r . ....
4,»^-3 4,t-s-3 4^u-j-3

— 2 Los , wobei p die kleinste primitive Wurzel von
I 4,<t-j-3

4,» -j- 3 fein soll.
2^



X

Es ist nun analog mit Formel (11) i

2 ->- 1 1

^ ^ ^ V>!
Betrachtet man irgend ein Glied der eingeklammertenReihe, zum

Beispiel «/ ^ ^ ^V^ so läßt sich der Coöfficient ^ ^ ^ in
folgender Weise umformen:

^ m <2^-^-1)-MI' ^ms2ft>1—1-) ^2^,-4-1IN

Mit Benützung dieser Umformung erhält man folgende Werte
für die 2 :
^i—2 oos 2 ?r —

4,t-z-3
I ^ > 1 2^-j-l 2 ^ -1-1

2^1- l-I-i- 4. ^ ^ 4. <

üz — 2 oos 2 p ?r
4 ^ -s- 3

2^-i-^ 2^-j-^ 2/^-i-l

^ 2 oos 2x^ ?r ^
4 ^<t-j- 3

2 ^ -j- 1 2 ^ -j- 1 2 ^ 1
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-

/.!> 2 oos 2 ^
4//. -j- 3

1 2 1

2^-^-1 ^

_>.1 — 2 008 2 p-'" ?-
4^ -s- 3

2 1

2/.-^l I 2^

2 -i- 1 2 ^ -i-^

^2 ^ - - - ^ ^2^ ^

Setzt man (2 ^ -j- 1) ^ ->- 1 ^ ,/r, so ergibt sich:

2^-^-1 2^-z-^

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ---- ^ . -

2^-j-1^

Nnu darf man aber für ^/v^ die Form s (oos »//j ->- i sin !/>t)
2^->-1 2ft->- 1

Wählen; dailn ist, weil nach dem Früheren ^/vz^ zu conjugiert ist,

2 ^ 1 2 ^ -j- I
5 (cos i/'^ — i sin 1/^); also allgeniein — c (oos >/^v

4- i sin i/^), und ^ ? (oos ^ ^ i siu ^ )-

Versteht man in deni Ausdrucke für uuter s^ die Summe'
2^ -j- I

V'
^ wobei »' uur die Werte oon

1 bis v —» aunehmen darf, so ist s^ ^ ^ ^ ^oog ^ -j-r—t

i sin ) -j- ^ svos ^ — i sin ^ ^

und
v—t r—t >'—tBedenkt man ferner, daß



— 22 —

^ — eos 2/^(1'" t)>^ ; gizz 2 75sr—1),'

daher — eos 2 Trsr- 1)v — j gj^ 2 /r sr !)>'
' 2^-j-1 2^-s-1 '

mithin 4 «" cos 2/r sr l)v
" 2^-i-1

und ^ , — — 2 i sin 2 ?r 1) v

so wird endlich:
— 2 L . /L0S . 008 2 7l sl' 1) V gj^ ^ . gjn " ^ (>' l) >' ^

^ 2 ^ -s- I 2^-^-1^
oder kürzer ^ — 2o ggg __ 2 ?r (r—1)->> .

^ 2^4 1 > '
demgemäß hat man:

^ ^ 4 82 ^ Sz -j- ^

2 0 vos - 2 7r(r—1) > oos — 2?r. 2(r— 1)> 4. . .. .
V 2^4-1 > V 2^-j-l >

-j- 00s ^ ?r /<. (r 1)
,̂ ^ S-r

2 ^ -s- 1 2 x>

Null ist aber, wie schon früher augegeben
i?i' — (2^4-1) -j- 1 — s2,tt-s-1) 2 vos 2p^'"^ -j- 1

4,»-^3
ilnd ^ ^/4,u.^-^3,
daher auch
^ 1 /l -j- s2/^-s-1) . 2 00s 2 ^ was für die

2 ,u -j- 3 ^ 4 ^ -s- 3 ^
Folge Wohl zu beachten ist.

Nach obiger Eutwickeluugläßt sich also folgende Reihe von Gleich¬
ungen aufstellen, wobei ich mich der Raumersparnishalber des Summen-
Zeichens bedienen will:
71 — ^1.

^ 008 ^
n — 1
n —

^ 008 — 2 7rn > — ^
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n —
^ eos

ri 1

ll —
^ oos

1

I?rll.2 > Ä-Z

2 ?rii.3
2 -t -j- 1

^ 008 — 2 71 N.2 ^u. > — a>
N — 1 /«//„ — 2 Tin.2^ >

V 2^4-Z >
1

Diese Gleichungen könnten allerdings zur Bestimmung der Bögen </,
benützt werden, bedürfen aber wegen ihrer ungeeigneten Form noch einer
weiteren TraInformation.

Zu diesem Zwecke bemerke ich, daß nach dem vor Knrzem auf¬
gestellten Ausdrucke sür a.

I' ' 2^-^-3 —r
r—i

!' '' e.'-i ->' 2^.->-2—i'I!
andererseits aber ist

^ ! Los ^— 2 ?r v lr 1) -I- vos — 2 ?r >>(2 -s- 2 — r)^!
v--I> ^ " 2^4-1 ^ ^ " 2^^l2 -j- 1

— 2: 2 cos —PTr^.oos I^v?r—2sr—1)>-7i lv—l I S l. 9 „ -i. 1 -»

— ^ 2oos^oos2sr—1) i-?r
^ ^ ^ 2^4-1

Es ist also

^ 2 cos 1/^ . 00s 2 ^
2^>1 ^

-«' >
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1 -t ! oos ^ ygg - >'' ^ - < I ^
4^^-3 4^,-^3 .1 /^/4^-^3

^ 2 d,.-
Gibt man dem r der Reihe nach alle Werte von r —2 bis

r —,u-s-1, so erhalt man folgende Reihe von Gleichungen:

003 2 ^ . 003 ^ -j- 008 ^ ^ . oos i/^z -j- . . . -j- 008 2 ^ ?r ggg ^
2^u-j-1 2^-^-1 2/^-s-l

008 ^ . 008 ^ -j- 008 8 ^ . (>08 ^2 -j- , . > ->- 008 4 7r . 003 ^ kz

003
2^>1̂ . 008 ^ -j- 003 12 ?r . ggz ^ t><zg 6 ,«. 7? ^ 208 ^ — lz

2,U-^1 2^^1

008 1) 2 7? . 1) 4 ?r 003 ^ ^ '

008 1) 2 ^ ?r . ggg ^ — 1z
2^t-j-1 ' ^

003 /t . 2 ?r (>08 ^ ^. 4 7r ggg ^ ^
2^u-s-1 2^-j-1

-j- 003 5t - 2 ,U. 7? ggg ^ — 1z„> ,
2^1

Außerdem existirt noch die Gleichung:
008 -s- 008 ^/z -j- 008 >//z -j- -j- 008 ^ . —

Im Ganzen bestehen also zwischen den als unbekannt anzusehenden
Größen 003 003 i/,z, 003 </>z .... 003 ^ ^ 1 lineare Gleich¬
ungen, mithin eine mehr als nötig; es kann somit eine von ihnen,
z. B. die Gleichuug
008 -^- 008 </,z -j- 003 >//z ->-.... -^- 003 !//^ — g.^ zur Verifi-
catiou der übrigen dienen. —

Nuu war früher gesunden worden:
^ I Z ^t. -j- 1

^-. 2 0032x'-l7r^ 1 ^
4^-1-3 2^Pi s V V

2/4-s-l

<>
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wobei ^ ^ ^ ^t!iZ8 ! sin 2?r V
V 2.u-^1 2^-j-I>

— vos ^ I):s i sin 2 sr— 1) ?r ist.
2 ^ 1 2 ^ 1.

2^- "^1
/v., kauu, wie früher gezeigt wurde, die Form ? (oos ->- i «in ^)

annehme», jedoch muß entsprechend der Vieldeutigkeit dieser Wurzel der
Bogen >//,, im Allgemeinen 2^ -j- 1 verschiedene Werte habeir

Frühere Entwicklungen hatten außerdem geliefert:

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ als
rationale uud symmetrischeFunktion der Größen welche,wennnach ge¬
schehener Entwickelnng nach Potenzen von geordnet wird, die Form an¬
nimmt :

^ «v ^ ^ ^ 5

Da dieses Aggregat die Form Ir (cos ^ i sin ) annehmen

kann, so ist ^

^/lr (oos i sin )! lviiil aber oos ^ — c?os 2

ilnd sin ^ — sin -j- 2 ?r) ist, wo n., eine beliebige ganze Zahl
vorstellt, so lautet der Ausdruck iu seiuer allgemeiuereu Gestalt:

2^-^1
^ ^eos -j- 2 ?r) i sin -j-- 2 ?r)^ oder

nach Auweuduug der Moivre'schen Formel:

1 ^ ^ /k . ! oos ^ Vv 2 n^, 7^^ j ^ -j- 2 n^, 1

^ ^ ^ 2^-j-l ' 2^pl
wobei, wenn man für der Reihe nach die Zahlen 0, 1, 2 .... 2^
setzt, sich, wie es auch sein muß, 2 ^ -j- l verschiedene Werte für
2^-^ 1

ergeben.

^.



Während demnach der Ausdruck:
2 ^

1 Ir. I oos ^ 2 vv ^ -^- 2 ?r^ 1
^ ^ 2^1 2^-i-l ^

2 ,u -j- 1 Verschiedene Werte hat, kömmt dem Ansdrilcke (> (eos ^
->- i sin <//,^) nur ein einziger Wert zu, den man findet, indem man

das obige System linearer Gleichungen für die oos ,/< auflöst.

Die Vergleichuug der beiden Ausdrucke liefert:
2^-i^

3 — ^ /k; feruer ^ ^ ^ 7?
V 2^.>i ' ^

Hat man nun, nachdem algebraisch berechnet wurden ist, für
2^

deu Bogen ^ bestimmt, so ergibt sich der Zuwachs, welchen man

dein Bogen ^ geben muß, damit der einzig passende unter den 2,u-j-l
Werten dieser Wurzel erscheint, durch die Relation:

^ ^ -s- 2 ri^, ?r; daraus aber siudet sich:
2/t^I 2,u,-s-1

nv — (2^ -j- 1) ^ ^ .
2 717

Es läßt sich demnach folgende Behauptungaufstelle»:

Mau kann für jeden Wert von v iu denl Ausdrucke i/^ jenes
Vielfache von 2 ?r durch Begleichung mit dem Bogen ^ (gefundeil aus
dem obigen System linearer Gleichnngen) ermitteln, welches man dem
Bogen ^ als Zuwachs geben muß, um deu passenden Wert der be¬
treffenden Wurzel zu erhalten. —



Anwendung der Entwickeln»«;?» des vorhergehende» Abschnittes

anf die Eteichnng x"—l — 0.

In diesem Falle ist 4 ^ -j- 3 — 11, demnach 2 und

2 ^ 1 — 5; nach dem ferner früher gefunden worden war:

S S

V^t " V ^ ^ 255«^ — 20«f

und — 008 2?17 i sin 2?r ist, ergibt sich durch Substitutiv» dieses

eomplexen Ausdruckes für in der Radikand obiger Wurzel mit An¬

wendung der Tafeln:

S S

^/v, - 398,479641 — i . 47,591485

Snbstituirt man ebenso statt des eomplexen Ausdruckes für der

Reihe nach diejenigen, welche den Werten — <^, crz — «^,

entsprechen, so ergibt sich:
S S

^/vz ^/ - 91,0203263 — i. 390,8^33024

S ö

" V ^ 91,0203263 i. 390,8533024

S S

> v, ^ V — 398,479641 — i. 47,591485

5 5

Setzt man nun ^

daher ^/v^, ^ ^Ir (oos ^ — i. sin

so ergibt sich Ir eos ^ — — 398,47964t;

Ir sin ^ — — 47,591485; mithin:

tA y-j — 47,591485, uud mit Benützung der 7 stelligen Logarithmen-

398,479641

tafeln:

^ 186° 48' 38,62".



Auf ganz demselben Wege findet sich, nach dem

^ (003 y>2 -s- i.siu 9-z) gesetzt worden ist:

P2 256° 53' 27,00". —

Die beiden Bogen ^ und ^ liegen richtig zwischen 180° und

270°, weil bei jedem von ihnen oosinuZ und sinus gleichzeitig negativ
sind. — Außerdem ist noch zu beachten,

daß i/lV S V^ü^3 ^ VII ^t.

Benützt man die im vorigen Abschnitte ausgestellten Gleichungen
sür die ovsinusss der Bogen i//j, ^ .... und berücksichtigt, daß die

dort aufgestellte Gleichung i ^ g ^ ^ übergeht,
wenn — 2 gesetzt wird, so hat man:

oos 2?r . ov8 cos 4?r . 003 ^
5 5

V08 4?r . 008 ^ -j- 008 8?r . 008 i/)z — dg
5 5

anßerdenl 008 ^ -s- vos ^ ^ ^ - —

Ersetzt man 008 8?r durch 003 2?r und berücksichtigt, daß im vorigen
5 5

Abschnitte —

1 ll -j- (2,«-s-1) soo8 2p>-^ 2p2l^2-
2V4,u-^-3 1 4^-j-3 4^-^-3
und —

^ /1 (2/.t-j-1) . 2 oo3 gefunden worden war,
2^/4^-^-3^ 4 ^ -j- 3 ^

so ergibt sich, weil in diesem speziellen Falle p als die kleinste primitive

Wurzel der Primzahl 4/^-s-3 ^ 11 den Wert 2 hat, r als Index
von d die Werte 2 nnd 3 und als solcher von a den Wert 1 annimmt -

1) 008 2^r. 008 008 ^.008 1/^2 ^ ^ -/l-j-5 (008 4/r ggz 10?r)^
5 5 2^1, j 11 11 s
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2) 008 . OOS ^ t>08 2?r^ — 1 ' ll-^-5 soos^ -s-oos 6?r^
5 ' 5 2^, i, l I > 11 I

3) cos -^- oos i//z — 1 . /l-s-10 oos
2V^1 I H/

Snbtrahirt man 2) von 1), so ergibt sich:

?M.. LOS — Los ?/>z ^ ^ - oos ^ oos — oos 107r>
V^I 11 ^11 11 ^. -

L0S ^ — 00S ^
5 5

Diese Gleichung liefert in Verbindung mit Gleichung 3) ohne
weitere Schwierigkeit die Werte sür oos ^ und oos

Aus den Taseln findet man:
oos ^ — 0,7948158 und oos ^ — 0,6241773

mithin ^ 37° 21' 43,69" und wegen der Formet ^
360°

im vorigen Abschnitte nach gehöriger Substitution:
r». ---- 186° 48' 38,45" - 186° 48' 38,62"

360°
was so nahe an 0 liegt, daß der Fehler nur von der 7^" Stelle der
Tafeln herrühren kann.

Ebenso findet sich:
j' 2 ^ 5 ^z — Pz ^ 256° 53' 27,20" - 256° 53' 27,0 0"

"M)°'" 360°
also ebenfalls mit aller hier möglichen Genauigkeit iiz 0.

Die Berechnung vou uud vz mit Hilfe der Formel von Abel,
auf welche ich am Schlüsse dieser kleinen Abhandlung noch kurz znrück-

) kommen werde, liefert genau dieselben Werte; es zeigt sich demnach das
, überraschende Resultat, dal; man vei der numerischen Berechnung

W I 5 l> ^ 5 !> ^
' von Vv,, Vvz, den Wögen c/t und ^2 gar keinen Zn-

wachs zu geöen liraucht. Ich habe noch für ein paar andere Fälle,
Z ^ nämlich für x? ^ 1 und x" 1 dieselbe Untersuchung geinacht und

das gleiche Resultat gesunden. Zu beachte« ist dabei wohl, daß man
bei Berechnung der 2/t-j-l^ Wurzeln aus deu verschiedenen v niemals
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^ '
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2) eos 4?r ^
5

3) 008 ^ -s- oos «//z
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Diese Gleichung
weitere Schwierigkeit d

Aus deu Taselu
oos ^ —

mithiu 37° 21'

im vorigen Abschnitte I

was so nahe an 0 li
Tafeln herrühren kann

Ebenso findet sic
Uz —

360°
also ebenfalls mit alle!

Die Berechnung
auf welche ich am Sch
kommen werde, liefert
überraschendeHiesukt

5 S
von Vvj , v^s /
wachs zu geöen vra»
nämlich für x' — I
das gleiche Resultat
bei Berechnung der 2/

-oos
11 j

3) ohne

stelle der

von Abel,
rz znrück-
>lnach das
rechnung

inen Zn-
ere Fälle,
nacht und
daß man
niemals



ein negatives Zeichen vor die Wurzel bringen darf, wie es auch bei dem
so eben behandelten Beispiele x^ — I geschehen ist.

Für die vorhin genannten Fälle ist demnach die Berechnung des
Zuwachses unnötig und es liegt die Vermutung nahe, daß dieses sogar
im Allgemeinen stattfindet; jedoch hat es mir nicht gelingen wollen, all¬
gemein nachzuweisen,daßn in dem Zuwachse 2n/r, den mau deu Bögen
^ zu gebeu hat, in jedem Falle den Wert 0 habe, wodurch die Viel¬
deutigkeit der Formeln und damit auch die Benützung meines Systems
linearer Gleichungen für die eos oder der Abel'schen Formel von selbst
wegsallen würde. Auffallend bleibt es immerhin, daß Lagrange, dessen
Arbeiten sich durch größte Klarheit und Genauigkeit auszeichnen, bei
seiner ausführlichen Betrachtung der Gleichung x" — 1 und auch sonst
im Allgemeinen diese Vieldeutigkeit iu keiuer Weise erwähnt.

Zum Schlüsse will ich noch ganz kurz zeigen, daß die Fixierung
der richtigen Werte für die Wurzeln nach der von Abel angegebenen
Methode einen größeren Rechnungsaufwand verursacht, als die Lösung
der mehrmals erwähnten linearen Gleichungensür die oos



Kurze Betrachtung der Aliel'schen Kormel.

Bei Lösung der Gleichung (K)
' - (.»- !) (,t—2) ->- — 0

wurde unter (10) eine Reihe von Gleichungen aufgestellt, welche fämmt-
lich folgende Form haben:

^ ^ /z > -j- , wo x die

Zahlen von I bis ,u—1 bedeutet und

^ — /gos 2?r i sin 2/rV^ — vos 2x?r -s- i sin 2x?r ist.
V ,t !I > ,tt »

Es ist nun:

V^-

«X ^2 ^ ^ - - - - ^ )

X «i ^2 «I -j" ^ ^ ^

Dieses Produkt ist uuu, wie mit leichter Muhe nachgewiesen werden
kann, eine rationale und symmetrische Funktion von den Wurzeln der
Gleichung für ^ uud kann daher durch bekannte Größen ausgedrückt
werden, uämlich durch die Coöffieienten der Gleichung für

Abel bezeichnet dieses Produkt mit , so daß demnach die Gleich¬
ung existiert :

^
, wo ^ bekannt ist.V" ^

^

Daraus folgt: Vv-. ^ ^ ^ ^ (Vv^)''-

Führt mau diesen Wert in die Formel für

^ ^ ^

.» !



so ergiebt sich:

Dieser elegante Ausdruck sür ^ hat wirklich nur verschiedene
^Werte, welche sich ergeben, indem man statt der Reihe nach

Ilibstitniert, wo — «ci« i sir» 2?r
/< «

^ -zu setzen ist, wodurch man die verschiedenen Werte von in
Rechnung bringt, Nnu ist aber sosort einleuchtend,daß die Berechnung
der verschiedenen Großen Äz, s,, ..,. wegen des unangenehmen
Potenzierensund Multiplizierens höchst mühsam ist, während die Be¬
seitigung der Vieldentigteit in der Formel für A durch das mehrerwähnte
System linearer Gleichungen viel einfacher ist, wenn man die numerischen
Worte der einzelnen 2 wirklich bestimmen will.
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