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mf den nachfolgenden Blättern beabsichtige ich, einen Beitrag zur Theorie der

höheren arithmetischen Reihen zu geben.

Um nicht genöthigt zu sein, die beabsichtigten Entwicklungen durch Hülfs-

sätze zu unterbrechen, schicke ich letztere voraus.

8. 1.

Bedeutet n eine positive oder negative, ganze oder gebrochene Zahl, in dage¬

gen eine positive ganze Zahl, so soll der m te Binomial-Coefficient für den Exponenten

n d. h. der Ausdruck

11 (n—1) (u—2) . . . (n—m-4-1)

1,2.3... m

durch n bezeichnet werden, so dass also

n (n — 1) . . . (n in I)
'm

ist. *)

Weil n (n

1.2... m

§• 2.

1) . . . (n — in -+- 1) (n — m)
in ■

1 .2. 111 . (m -+- 1)

11 (n — 1) . . . (n — m -i- 1) n —
m

n
= m

1.2..
n — m

in 111

m

ist, so ist auch

m
= ii

ni-f-1 .

-H 1

III -+- 1

II III

*) Obschon die in Hede stehenden Hiilfssätze aus der viel allgemeineren Form

k n (nfk)(nf2k) . , (nf(m— l)k)
"in 1.2.3..., m ,

wo n eine positive oder negative, ganze oder gebrochene, k dagegen eine positive oder negative ganze, m endlich

eine positive ganze Zahl bedeutet, hergeleitet werden könnten, wie ich dies bei einer anderen Gelegenheit nachgewiesen

habe; so wird für mein gegenwärtiges Vorhaben die Betrachtung der minder allgemeinen Form n m vollständig aus¬
reichen.

1 *



4

Für m = o ist also

Für in = — 1 ist

n — n. . _L = ji J_ = Io — 1 — — '
u 11 II

II | = 11 . 0 = 1. 0 = o.0 n—I n—1
Es versteht sich von selbst, dass auch

11 , n n = . . . = 11 = o— 1 = — '2 — r
sein müsse.
Ist n eine positive ganze Zahl, so ist

ii — " (»—•■1) ...2. 1 _ jn 1 . 2 .... n
. n (n—1) ...2.1 .0also n i - = o

n-f-1 1.2. . (n-t-l)
Es ist demnach auch

II A 11 Q ... — II 0.H-+-2 11—i—o n-t-2
- ,•> S. 3.

Weil (n- 1) | - (n—1) (n—2) . . . (n—1 — (m— 1) h-1)
m ~ 1 1.2... m—l

_ (»—!) (n—2) . . . (n—(m— 1)) lU)d
1.2 (111—1)

<"—!)_ = O'-D (ll-i) • • ■ Q.-1—nn-1) is ,. so i8t aucIl
1,1 1.2.... m

/•„—Ii . (n—1) _ (n-1) (n-2) ... (n-(m -l)) (n-1) (n-2).. (n-(m -l)) n-i
m - l.2 (m _, + 1.2.3... (m-Tj'-m

(n 1) (n—2) . . . (n—(m—1)) j m—n
1.2.... (m—1) ( ni

(»—1) ("—2) . . . (n—(in—l)) (m-f-n.—in
1.2... (m—J) |

_ (n—1) (n—2) . . . (n—m-f-1) n
1.2... (m—1) ni

__ ii (n—1) (n—2) . . (n—m-+-l)
1.2.... (in—1) m

in

(n—1) | -+- (n—1) = nv ym—1 ^ni in.
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§. 4.

Sind n, in, r positive ganze Zahlen und ist iin-r=ii; so ist

n =n = n
m r n—m.

Dum es ist n = n (n—1) . . . (n—m-f-1)

m 1 . 2 . 3 . . . m

und n = i» ("—1) • . • (n—r-f- 1)

r 1.2.... r

da aber m -+- r = n; so ist auch n — m = r; 11 — r = m, folglich auch

n = 11 '1 ) • ♦ • (r-+2)
m 1 .2... in

und ( n (n—1) . . . (m-f-2) (in-f-1)

"r ^ 1 .2... r

Nun ist aber

1 . 2 . 3 .. r x (r-f-1) (r-f-2). . . (n—1) u = 1 . 2 .. . m = (m-t-1) (m-f-2) . . (n—1) n
also auch

n (n—1) . . . (r-f-1) n (n-»-l) . . . (ni-f-1)

1 . 2 .... in 1.2« . r

d. h. n ==n = n
in n— in.

§. 5.

Durch fortgesetzte Zerlegung der Glieder nach der in 3 angegebenen Art
erhält mau

(n-+-l)
7m-f-1 "m ~+ ~ "ra-f-l

(n—1).,in v 'm " m-f-1

= n -+- (n—'1) -t- (n—2) -+- (n—2)m m m in-f-1

= 11 -+- (n—1) -f- (n—2) -+- .. -+- 3 -+-2 -+- 1in v in in m m m

da aber für jedes m der Ausdruck o j = o sein muss, so ist

("~•— = 11m ■+■ (n—1),. -f- • • -+- 2 -+- 1 -4- o

Für in

(n-f-l)j = » o -+- (n—I) q

m s in in

o lautet dieser Ausdruck

in m.

2 -+- 1 H- 0
o o o;

in m-f-1
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2 , *
für 111 = 1 dagegen

(n-t-l)o = "j ■+■ («—l)j ■+"

für ni = 2

(ll-f-l)ß = 11q -I- (ll ] ),-y -4- . . -+- -4- 2 0

für m = in

(11 —I—1) . = II —t- (ll— 1) -+- . . . —I— flll-r-l) -f- III
ni-4-1 in in in in

- m -i- (m-+-l) -+- (n—1) -i- n
in v in in in

s. 6.

Schreibt man in der Gleichung

(u-t-1) | = in -4- (lll-t-1) -i- . . . —f- Ii
iii-t-l in y iii in

für in nach und nach die Werthe 1, 2, 3. 4 . . . st» ist

für in == 1

1 -h 2^ ■+■ 3^ -f- (n-+-1 -t- n^ — (u-t-1).,

d. h. 12 3 n—1 n n (n-f-1)
— -4- — -+- — -4— .... —f- -4- — = pr—
III 1 11.2

für in = 2

2o -4- 3 0 -f- 4 0 -4- . . . -4- 110 -+- (n-4-l) 0 — (i)4-2)„J, Zi mi " —

d. h. 1 . 2 2.3 3.4 (n—1) 11 _ n (n-t-1) n (n-f-1) (n-t-2)

rr> r i> rrs 1 .2 1 .2 1.2.3

für 111 = 3

3g -4- 4^ -4- 5o -4- . . -4- (11-4-l)g -t- (n-4-2)ß = (n-f-3)^

d. h. 1.2.3^2.3.4^ _ i_rn—1) nfn-t-l.)^ 11(11-4-1) (m-2) 11(11-4-1) ui-+-2) n-4-3)

1 .2.3^1.2.3^" 1.2.3 ^ 1 .2.3 1.2.3.4

8. I

Wir gehen nun von der arithmetischen Reihe

a;a-4-d;a-t-2d;.,....a-4- (x—1) d

wo a, d beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene, x dagegen eine

positive ganze Zahl bezeichnen soll, als Grimdreihe aus und wollen aus derselben
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durch Summirung der Glieder eine höhere Reihe in der Art bilden, dass zum
lten Gliede der höheren Reihe das lte Glied der Grundreihe; zum
'2ten - - die Summe der beiden ersten Gl. der Gründl -.; zum
3ten - - - drei - - - ; zum

xten - - - _-_-x - -

genommen wird.
Aus der auf diese Weise erhaltenen höheren Reihe (Reihe der 2ten Ordnung,

des 2ten Randes), wild eine neue höhere Reibe in der Art gebildet werden, dass
zum

lten Gliede derselben das lte Glied der Reihe der '2ten Ord.; zum
2teu - - die Summe der 2 ersten Glieder der Reihe ; zum
3ten - - - 3 - .

xten - - \ ___

genommen wird.
Aus der Reihe der 3ten Ordnung, welche man auf die angedeutete Weise

erhält, soll eine Reihe der 4ten Ordnung in derselben Art durch Summirung der
Glieder; aus der Reihe der 4ten Ordnung nach demselben Princip eine Reihe der
fiten Ordnung; . . . . ; aus einerReihe der (n—-])ten Ordnung endlich eine Reihe
der nten Ordnung gebildet werden.

§. 8.

Bezeichnet demnach ' T das allgemeine Glied einer arithmethischen Reihen ®

der n ten Ordnung, während X S ]( die Summe der x ersten Glieder eine Reihe der

n tc " Ordnung (das summatorische Glied) ausdrückt; so wird sein:

j T = a = J S
Mi

"T 0 = a -+- a-t-d = "'S

3 T 9 = a -+- an-d -+- an-2d = °S

= a -+- a-i-d -f a-f-2d a+(x—l)d = x Sj
« *
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und ebenso

*3
II W \sJ

2 t
3

II
n>

in
»o

3rp
*3 = \

Xt 3

II TL.

und allgemein

't
11

= 's n- -1

2 t
11

= 2 S II -1

3rp
11

II
CO

JJ1 —1

X T = X S ,11— LIi n— i

Es geht aus diesem Bildungsprinzip hervor, dass das allgemeine Glied eines

Reihe der nten Ordnung gleich sein iniisse der Summe der x ersten Glieder einer

Reihe der (n—1) ten Ordnung.

S. 9.

Es ist I T ^ _ a

2 T l = a -t- 1 . d

3 T 1 = a -+- 2d

x Tj = a -+- (x—l)d

x~ /I-+-2+3-+-( X —l)\d

also ist S l = ax - - — )

x(x—1) ,

= »X -t- -J-J- d

= aXj -t- x^ d
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§ 9.

Nach dem zu Grunde gelegten Princip ist

'T 0 = a . lj -i- l 0 d = a . lj

!= a . 2j -i- 2 0 d = a . -+- 2^ d

3 T 2 = a . 3j -+- 3 2 d = a . 3j 3 >2 d

f.-) — a 4-. —t— 4, d = a . 4. —i— 4-» d- i z I i

^— a X| -4— x y (l ~ a x j -+- x,j d

Die Summe der x ersten Glieder der 2 ten Ordnung ist nun

1| . a -i- 21 , a -t- 3 j a -+- . . -+- x^ a -+- 2^ d -+- 3^ d h— 4^ d -t- , . -+- x^d

^j~t-2j-+-3j-i-...-f-Xj^ a -+- (2 0 3 9 -f- 4g -t- .. -i- x 0 yl

(x-f-I)^ a -+- (x-h- I ).^ d

§. 10.

Die einzelnen Glieder der Reihe der 3 ten Ordnung sind

t 3 = 2 2 a -+- 2g d = 22 a

2 T 3 = 3 >2 a -+- 3g d = 3 >2 a + 3 ;] d

Iß — 4 >2 a —f— 4., d — 4^ a —f- 4 0 d

X T 3 = (x-+-l) 0 a -+- (x-f-l)^ d = (xh-1)-, a -+- (x-t-l)^ d

Die Sunmie der x ersten Glieder der Reihe der 3 ten Ordnung wird demnach sein :

== a -i- 3 0 a -+- 4,^ a -+- . . -+- (x-i-I) 2 a -+- 3^ d -+- 4,^ d -+- .. (x-+-1)^ d

— ~+~ 3 0 -+- 4 0 (x-+-1) 2 ^ a -f- ^3g -i- 4^ -+-.. -+- x^ -+- (x-f- d

= (x-t-2)g a -+- (x-f- 2)^ d
3
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8. n.

Wie man auf diese Weise weiter gehen kann, liegt vor Augen. Es ist also:

Y X

Tj = (x—1) q a -i- (x—l)j d und ' Sj = x j a -+- x o c>

X T 0 = x. a -+- x 0 d X S 0 = (xh-1) 0 a -+- (x+l),, dL 1 L L . Ju f)

x To = (x-+-1 )fj a -i- (x-f-l)g d X S.j = (x-f-'2)o a -+- (x-t-2)^ d

X T^ = (x-i-2)g a -i- (x-t-2)^ d X S^ — (x-t-3)^ a (x-t-3) 5 d

X T (( = (x-+-n—2)^ j a+(x+n—2)^ d X S [( = (x-t-n— l^a + ^x+n- ^„^jd

§. 12.

Setzt man in den Gleichungen

X T = (x+n—2) , a + (x+n—2) d; X S = (x-f-n—1 a-t-(x+ii—1) ,dn v y n— 1 v n ' n n y n-t -l

a — d = 1; so erhält man das allgemeine und summatorische Glied der figurirten

Zahlen der nten Ordnung. Es wird demnach sein

X T — (x-f-n—2) ,-f-(x-t-n—2) ; X S = (x-t-n—1) -t- (x-t-n— 1) .n v y n—1 y n' n v 'n v y n-+-l

oder X T = (x-t-n—1) oder X S = (x-h-ii) ,n n n v n+l

d. h. X T^ = x j x Sj = (x-(-1),) (natürliche Zahlen)

X T 0 = (x-+-1) 0 X S, = (x-t-2)^ (Trigonal-Zalilen)

X Tg = (x-i-2 -)g x Sg = (x-t-3)^ (Pyramidäl-Zahlen)

X T = (x+,,-1) X S = (*+>„ , ( fi *" rir '?. Z ,ahle " ? er
n n n v ii-t-1 nten Ordnung.)

S- 13.

Da die Summe der x ersten Glieder einer arithmetischen Reihe der ersten

Ordnung, deren erstes Glied = 1; deren Differenz oder Name d = n—2 ist, die
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xte neckige Zahl genannt wird; so wird der allgemeine Ausdruck für die xte nek-

kige Zahl sein x T ^ = Xj + x 0 d

x (x—l) . a .

= x ■+■ t 2 0'-2)

(n—2) x JL (n—4) x
2

Für n = 3, 4, 5 . . . erhält man beziehungsweise die Triangulär-, Quadrat-,

Penlagonal . . . Zahlen. Es ist also

X T 3plr — X ' "+■ X — X fX-Hl)2 2

X T 4ek. = \ x 3 ;= x "2

X T ^ x " ' x X (3x—I n2 2 )

X T ,iek. = C-2) x- - (u-4) x
2

Die Summe der x ersten Tri^onal-, Quadrat-, Peutagonal- .... Zahlen ist

sonach (§. 11)

x s (xh - 1). x (x -l )x(x -t-l) i _(x +l )x(, , x—1) (x -t-2) (x—l)x , 0N

s 3ek.—m ~mmr - ■ rrrr ~ir~i = m7s~ = '

x c (x-f-l).x (. x—l 0 ) (x—(— 1) x (2 x+1)

4ek. FTF" + (' -3- ' 1 = 1 . -2 . 3

x s — (x-1-1) X (. X—l J (X-4-l) X 2sek. - ttt -3 - " 3 ! = 1 . 2

'S I __ (x-f-1) x L x—1 fti ) _ (x-+-1) x (3-+-(x—l) (11—2))

liek - 1.2 ( ~~3 1.2.3

§• 14.

Hat man Reihen des 11 teil, (li-f-m)ten, (n-t-p)ten, . . . Grades und nimmt

ltens die Summe aller ersten Glieder zum Iten Gliede einer neuen Reihe

2tens - - - zweiten - - 3ten -

3tens - - dritten - - 3ten - s

xtens - - xten - - xten - -
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und bezeichnet die Summe der Xten Glieder der gegebener. Reihen oder das

allgemeine Glied der neuen Reihe durch

X rip
1 (s) 5

die Summe aller Glieder der neuen Reihe oder das summatorische Glied der neuen

Reihe durch

s S( S)i
so ist, wenn zugleich n-+-p > n-f-m > n ist,

"• X T( S ) = ,x ^" "'n—i a ~ l" ■2 >„ c|

+ (i + .+.-2) 11+|1 _ 1 a -+- (x+n-M.,-2)^ d

- (W-P-^+p-l » ■+■ (x +»+l>- 2) „+, 1 • d

= a (("fn-2) n _j + + (xfnfp-S)^, + ...)

+ d ((x+n-2) n + (x+»+B^-2) n+m + (x-i-ii-t-p 2) [i ^_ p + . ..)
Nun ist aber

, (x-t-n—2 rx+n—3) . . . (x-f-n—2 — n-f-l-f-1)
(x-t-n—2) —

n — 1 1 .2.... (n—I)

(x-f-n-—2) (x-t-n—3) . . . (x-+-l)x

1 .2.... (n—1)

x(x-t-l) . . . (x-t-u—2;

~ 1.2... (n^T)

und ebenso

Cx-+-n-+-m— °) — x (x-+-l) t ..(x-f-n—2) (x-f-n— l)...(x+n + m—2(

n-f-m- 1 1.2.3.... rn-m— l

( x+1H .p—2) _ x(xfl.).... (xfnf m—2) (xfnf m—1).. (xf nf p—2)

1I_I_ P ^ 1.2.3... n-t-m—1 . . .. (n-f-p—I)

also ist auch

x (x(xf l)...(xf n-2) x(x-f-l) . . (x-f-n—2) (x-f-n—1) . . (x+n+m—2)

(s) /I . 2 . . .(n—1 1 2 . . . (n—1) n . . li-t-m—1

X (x-j-l).. (xf n-2) (xfn-1)..(xfnf m-2).. (xfnf p-2)^ }

1.2.. (n—1) n . . . (lt-f-m—1). . (n-f-p—1) j

I ( ^~l) x <x i-l) • • (xfn-2) (x—1).. (xfnfm-2) (x-1) (x-2),,.(xfnf p-2) ^ \

\ 1.2.... n 1.2..,. (n-f-m) 1.2.... (n-f-p) 1 J
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x(x+1)..(xfn-2) ( (xfn-1)..(xf nf m-2) (xfn-1) . ■ (xfnfm-2) (xfufm-l). • (xf nfp-if )
= a 1.2.. (—Ij~ ( n(nfl)..(nfm-l) n(nfml).. (nfm-l) (nfm) .. (nfp-1) *")

(x-l)x(xfl). .(x+n-2) (. (xfn-1)..(xfnfm-2) (nfm-l)..(nfnfm-2)..( xfnfp-2) )
1 . 2. , n ( "+" (n+1) . . (nfm) (nfl). . (nfm) . .. (nfp)

Ausdrucke, welche auch folgenderanaassen geschrieben werden können:

x , ( (xfn—1) (xj-n)..(xfnf m 1 (xfn—1) ■. (xjii-|-in-1).. (xf m f p-1 )
( s ) a -(. x i» ; n -l ^ -+- n(nfl) .. (nfm—1) n(irj-l)..(nfm—1) (nfm)..(nfp—1)

, , , 9 , (, (xt n- 1)( x "i~n)..(xf nf m— 1) (xfn—l)..(xf nfm-l) . .(xlnfp- -]) )
d. (x pi )„ ( 1 ■+■ (n+ i) ( n|2) . .. (nfm) H" (n+1) (nf2) .. (nfm) .. (nfp)" + •••)

Desgleichen ist, weil die Stellung der Addenden in der Summe den Werth

der letzteren nicht ändert:

2. N = * T , x -+- 2 'r / N X T, ,
Ä(s) (s) (s) (s)

= x s -+. X S -+- x s
ii n-t-m iiH-p

= a ( (x-f-n—1) -+- (x-f-n-t-m—1) ; -+- (x+ii + p—1) . . .)
( h m-iii ' ii —j—p )

+ (x+ii+m-l) n+n)+1 + (xn+p-l^^j +

_ (x(x-t-l)..(x—t—n—1) x(x-f-l) ..(x-t-n —1)(x-t-n)..(x-t-iiin—1)
( i . 2 . . . n 1 . *2 . . n (in-1) . . (11-+-111)

X(XH-l).. (x-4-n l)(X-4-ll) . .(x-+-ll-t-p 1) )
1 . 2 . . 11 (n-+-1) . . (in-in) . . (n-f-p) "')

(x(x-l)..(x-t-n— 1) (x—l)x..(x-f-n—1).(xH-i>)..(x-H-n-Hin—1)
f ( 1.2...(in-l) 1 , 2 ... (.ii—t- 1) (n-+-2).. (n-t-m-+-1)

( (x—1) x.. (xf n -1) (xfn).. (xfnfm-1).. (xf n fp-1) )
1.2... (ii —i—I) (n —t—2) (n—Hm—f- 1).. (u —i—pH— 1) )

_ a x(xf 1).. (xfn-1) (, (xfn). ■(xf nf m-1) + (xf n).. (xf nf m-1).. (x f nf p-1) )
1.2... n ( (-i-1).. (n -+- in) 1.2..(in-m)..(n-+-p)

H-d '(x-l)x..(xt"-l) (| (xfn).. (xf nf Iii- 1 )_^ (xf n).. (xf nf m- 1 ).. (xf nf p- 1) | )
1.2 ...H -+-1 ( (nf2). (in-mf I) (nf2)..(nfmf 3)..(nfpf 1) *")

oder auch

X S =a fx+n-1^ (. (xfn) t xf nf 1).. (xf nf m-1) (xfn)(xfnfl).,fxf nf p-1) t )
'0=0 ' 11 ( ('if 1) ("f 2) (nfm) (nf l)(nf 2). .(nfp) "")

-+-d.(x x n-l) (.1 -i ( x f ll X x t' l 'H )--( x f' ) t t "-1) ., ( x f")(xfnf 1)•.(xfnfp-1) )

n fl ( (ii-+-2)(n-4-3)..(n-+-m-+-l) (in-2)(n-f-3)..(n-f-p-f-l)
4

/
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8. 16.

Wollen wir die.se Ausdrücke auf die fi-'urirteii Zahlen anwenden, so intiss
a—d= I gesetzt werden. Daraus ergiebt sich
Xrr, . =(x-Mi—1) -+- (x-+-m-m—1) -+- (x-f-n-t-p—1) -+-...

T(s) y n n-f-m v 1 n-(-p
( (x-+-n)(x-f-n-+-l)..(x-t-n-f-»i-l) (xfii)..(xfnfm-I)..(xfnfp-l) )

(x-mi ( nH _ l)(n_ f_2).. (n h -in) (n-4-1).. (n-t-m).. (n-j-p) ~+ "'")

„tid X S, , = X S -+- X S -+- X S -+- . . .(s) ii n-i- m n-H-p

(. (x-hih -1)..( x-i -n-<-iii) (x+n+ I )..(x -j -ii-nii)..(x -f -n -f -p) )

' x+l,) !]+1 ( (in-2).. (in-m-t-1) (in -2 )..(n-t-ni -(-l )..(in-p -+-l)

Nehmen wir die figurirten Zahlen der der lten, 3ten und Sten Ordnung, so

) = 1 ( 1 h- 1 -4- 1 )

) = 2 (1 + 2 + 3)

ist ii = 15 m= 0.- 1 p=4 und

'% = '' 1; i
2 . 3

—f—
2

-f-
. 3 . 4 . 5

2 . 3 2 . 3 . 4 . 5

Q 0

" T ( S , = <
; i

3 . 4
—1—

3
4—

. 4 . 5 . 6
2 . 3 2 . 3 . 4 . 5

r> o

\ s) = ""

4 . 5 4 . 5 . 0 . 7

~+ ~ 2.3 ' 2 . 3 . 4 . 5

's, , = 4 2 ((s) v
e . 6

_i_ ^ —
5 . G . 7 . 8

3.4 ' 3 . 4 . 5 . 6

10
T 7 ) , folglich

) = 6(1 +£ + £)
= 6 -+- 15 -t- 28
= 49

§. 17.

Sind A, Ii, C, I), E, F, . . . aufeinanderfolgende Glieder einer Reihe der nten
Ordnung und leitet man aus dieser Reihe als Hauptreihe die erste Differenzenreihe

A. B. C, 1). E. F. ...
1, I, I, I 5 1, * 5

in der Art ab, dass A| = B—A; B j = C—B; ( j =D—C, . . . ist; wenn ferner
aus dieser ersten Differenzenreihe eine 2te Differenzenreihe

A 0 B 0 C 0 D 0 E 0 F 0 ...
i , - , Z , l , Z , L ,



in der Weise eingeleitet wird, dass A 0 =B^—Aj B 0 =Cj—Bj . . . gesetzt wird,

und fährt in der Bildung neuer Differenzenreihen fort, so dass die (n—2)te Diffe-
renzenreihe

A B n C n D ; die (n—l)te dagegen
n—2 , u—2 , n—2 , n—'2 , ' v 00

A . B C , D .... 5
n—1, n—1; n—1, n—l,

so wird bekanntlich die nte Differenzenreihe aus lanter gleichen Gliedern bestehen.

Diese Glieder wollen wir durch A bezeichnen, wo A =B ,—A t =C in Ii n—l n—1 n—1

—B . =D —C , = , . . sein miiss.n—i n—1 n—1

Die Anfangsglieder der nten; (n—l)ten, (n—2)ten, . . . 2te» 1 teil Differen¬
zenreihen sind demnach

A A n A • A n A i
n, n—! , n —2 , 2 , 1 .

§. IS.

Wir wollen nun die sumiiiatorischen und allgeineiiien Glieder einer jeden die¬

ser Differeuzreihen bestimmen.

Zunächst ist jedes Glied der nten Differenzreihe = A^ 5 also

X T = A ; folglich X S = x. An 11 0 11 11

Weiter ist

l 'f , = A 111—1 11—1

2 T , = A , A = 1. A -h A ,11—l 11—I 11 11 11—1

3 T , = 2 T , h- A = 2. A -4- A ,
ii—1 ,i—1 n 11 n— 1

4 T , = 3 T . -+- A = 3. A h- A ,11—1 11—1 11 11 11—1

X T , = X—1 T 1 -+- A = (x—1). A ■+■ A ,11—1 11—1 11 11 n— 1

4*
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deshalb ist auch

A i11—1
1. A -+- A

S „-l = A n-1

u n—1
2. A -+- Au ii—l

-h (x-1,. A n -+- A n l

= x 2 A n -t- xj A fl l

Ferner ist

' T „-2 = A „-2
-Aii—2

\--2 = \-2- Vi~

A 1n—1 -+-

3 T 0 = 2 T 0 -h 2 T . =n —2 n—2 n— 1
A n -fr

n—2 ~ A n—2 ^ n— l ~
3 A n -+-

n—2 - n—2 ^ %—1 -
6 A n H-

» • ♦ • •

X T , = x— *T 0 H- x—! T 1 =n—1 n—2 n—1

•

(x-1) (x-2)
1 . 2

= (x-l) 2 A n

Deshalb muss sein

x s o -n— L
A

n —2

+ 1.A ,n—1 -+- A n--2
A + 2 A ,n n—1

-+- A n--2

+ 3 A + 3 A ,n n—l
-+- A n--2

-+- 6 A + 4 A .n n— 1
-+- A

n--2
......

(x-l) ( x-'2) (x-1)
1.2 n 1 ii—1

-t- A
n —2

a (iii—2

2 A

3 A II— z

4 A ii—l

ii-l A 0u-2

A n-2

l
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Das Fortschreitnngsgesetz liegt klar vor Augen. Es ist also

X T = A X S = x A
II 11 u 1 II

T n— 1 = ( x— '>1 A n A „—1 XS „_ 1 = x 2 A n ■*- x l A u_l

T ii -2 = ( x 1 '2 A n — (x1 ! l A n ~l A ii -2 S n-2 = x 3 A n~ i~ x 2 A n-1 "*~ x l A n- 2

* T b-3 = <x - | >3 A O -,_ " S ~» = "«

V t ^X s -,VA,*" 1 y-, a„. 4

* T , =*T, =( X" 1 ) A J-O 1 ) A J.."(x-1) A »A xS = x A JLx A » ... f X A I XA
n-(n-l) 1 n-1 11T n-2 11-lT 1 2T 1 1 n 11T n-1 n-l| J 2 2| 1

XT — XT —(x-1) A » (x-D A l...l(s-l) A lA.rö-s A I XA J....J.X A J. x A
n-n n 11 i n-1 p-1 i | 1 1 j nfl nT" n-1 T T 2 l| 1

Für die Biquadrate der natürlichen Zahlen ist

A „ = 24 s A „_1 = 60 ; A ,i—2 = 50 s A n—3 = 13 i A „-1 = '• Es ist

deshalb

5t (x 4) = 4 4 . 24 H- 4 3 . 60 -+- 4 2 . 50 -+- 4j . 15 -+- I

= 24 -+- 240 -+- 300 -+- 60 -+- q

= 625 = 5 4

5 S (x4) = 5 5 . 24 = 24 = 979 = l 4 -+- 2 4 -+- 3 4 -h 4 4 5 4

h- 5 4 . 60 -+- 300

-+- 5 3 . 50 Hh 500

-+- 5 0 . 15 -+- 1502 r

-+- 5-j . 1 -+- 5

Für die Cuben der natürlichen Zahlen ist

Ä n = 6 5 A n— 1 = 12 5 A n—2 = 7 5 A n—3 = A = 1

5 T( X 3) = 4 3 . 6 h- 4 2 . 12 + 4j . 7 + i

= 24 -h 72 H- 28 -t- 1

= 125 = 5 3

5
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Sx*> = *4 • c + 5 3 • » + »J • T + 5 1
= 30 -+- 120 hh 70

= 225 = \° -+- 2° -f- 3° -4- 4" -f- 5" *)

3

*) In diesem Ausdruck ist gleichzeitig angedeutet, dass die Summe der Kuben der x ersten na¬

türlichen Zahlen dem Quadrate der xten Trigonalzahl gleich sei; ein Satz, der sich in folgen¬

der Art allgemein beweisen liisst.

Betrachtet man die Glieder der Reihe 1 (tl, 2d, 3d, . . . (x—l)d als Differenzen einer

höheren Reihe mit dem Anfangsglied 1, so wird diese höhere Reihe die Form haben

A. 1, Ifd, lfod, l|6d, lflüd, . . . lfx 2d

Wenn von Neuem die Glieder der vorstehenden Reihe als Differenzen einer höheren

Reihe mit dem Anfangsglied 1 betrachtet' werden, so wird diese höhere Reihe die Form haben

B. 1, lf(lfd), lf(2|4d), l!(3fl0d), lt(4f20d), . . . l-f-(x-l+(x+l) 3d

Werden endlich auch die Glieder dieser Reihe als Differenzen einer höheren Reihe mit

dem Anfangsglied 1 angenommen, so muss diese Reihe die Form haben

C. 1, 3 i 4 d, 4 f 5 d, 5 f 6 d, . . . (x-J-1) I (xfl) + (x+2) d.
2124 2 4 2 2 4

Nun ist offenbar für d=6 in der Reihe B,

X _ 1 f (x— lf(X-J-1)« _ , (xfl)x(x—1) (. _ X t (xfl)(x—l)x = X3

T - 3 - x t ! 2 3 • b -

d. h. die Glieder der Reihe B, sind die Kuben der natürlichen Zahlen. Nach dem Bildungs-

Gesetz der vorstehenden Reihen sind aber die Glieder der Reihe C, die Summe der Kuben

der natürlichen Zahlen, wenn, wie hier überall geschehen muss, d=6 gesetzt wird. Das all¬

gemeine Glied der Reihe C) für d=6 ist aber

x _ 0+ 1 ) j. (xfl) • 6 _ (xfl)x (., j . (xf2) (x—1)) _ (xfl)x (xfl)x _ ((xfl) )2
T — 2 4 - ~T7T ( ' 2 ) 2 2- ~ ( 2)

Es ist also die Summe der Kuben der x ersten natürlichen Zahlen gleich dem Quadrate

der xten Trigonalzahl.

Wollte man die Summe der Quadrate der x ersten Trigonalzahlen finden, so würde man

aus der Reihe C, eine Reihe 1), nach dem angegebenen Bildungsgesetz herstellen müssen. Die
Glieder dieser Reihe würden sein

1,3 A 4 d, 4 A S d, 5 x 6 d, . . . (xfl) A (xf2) d
2 1 4 2 ' 4 2 * 4 2» 4

woraus sich x (xf2) , (xf3) d ergeben würde.
S — 3 T 5

Für d=6 wäre alsdann

x _ (x+2) f(l+3x (x|2 A

s ~ 3 ^—io—;

die Summe der Quadrate der x ersten Trigonalzahlen.
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