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&m' den nachfolgenden Blattern beabsichtige ich, einen Beitrag zur Theorie der
hoheren arithmetischen Reihen zu geben.

Um nicht genothigt zu sein, die beabsichtigten Entwickelungen durch Hilfs«
<itze zu unterbrechen, schicke ich letztere voraus.

g. L.

Bedentet m eine positive oder negative, ganze oder webrochene Zahl, m dage-
gen eine positive ganze Zahl, so soll der mte Binomial-Coéfficient fir den Exponenten
n d.h, der Ausdruck

n n—1) (n—2) . . . (n—m—+1)

g 20 Sa=ml m

durch n hezeichnet werden, so dass also

n(n—1 ... m—m=+ 1

11 —_—=

L BN e A n
ist. ¥)
§. 2.
Weil | _n@—0 ... (n—m+ Iy (n—m)
| R s T m . (m—+ 1)
~ n(n=1y...(hp—m—+ 1) n—m
A i Ut W L T
m -+ 1
ist, so ist auch
m + 1

1]

= N 1 S
m m-=1i. n—m

*) Ohschon die in Rede stehenden Hillfssitze aus der viel allzemeineren Form

k. _  nnfr)(nfdk).. (nf(m—1)k)
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wo n eing positive oder negative, ganze oder gebrochene, k dagegen eine positive oder negative ganze, m endlich
pine positive ganze Zahl bedeutet, hergeleitet werden Kinnten, wie ich dies bei einer anderen Gelegenheit nachgewiesen
habes; so wird fiir mein gegenwirtiges Vorhaben die Betrachinng der minder allgemeiven Form n vollstandig ans

reichen.




Fir m = o ist also

1 1
n. —n = e, =
4 ! 1l n

Fir m = — 1 ijst

n =epi St gy S0 T

=i U= n—I

Es versteht sich von selbst, dass auch

"._.] Faly. ]I-_—..-) = . 2 = ".._.[- :lo
sein misse,
Ist n eine positive ganze Zahl, so ist

n __h(@=D P e 1
it S b eilewai min vk
also n :E('L_,”"'E']*‘_}__ﬁ
n—+1 R . (n+1) i
Eis 15t demnach auch
""+2 — "H—’—S —_— o g = “"—‘_‘2 — Y
§:-3.
Weill (n—1) _ =) @92 . .. (h—Il—m—1)+1)
: m—1 = T [ T e S
..... m—1
=1 m—-2) . .. fl‘t—{lll—__lh)_:l S
RS i G Ty (m—1)

: —1 —2) .. —1— . -
(_liﬁlﬁm = (”_ }_(-’.'_, ) vin—1 "lf’__l_:f Ist; so ist auch
! e Tl m

1) i [y (E-—E_(u;‘lj e {n-—(_lll—-l}] m=1) (n—2y.. (h—=(m—1)) n—m

m—1+ m D TR | L S i e i“__f
Lo=1) =2 . . (n—(m—1)) ! m—un |
I.Q....(m—l}_”{l-i__l_n—i

=_{"__1:]_('_].:2} « + « (0—(m—1)) (m~4n—m)

| E s (m—1)

m
e El_—_l_j]___(i-—ﬂ) ¢+« « (0—m=+1) n
S R R B
— N (n—1) —2) , . (m—m~+1)
1.2....(ln—-|jm

r|1—l;1m_1 -+ (n-—]}m = n

m,
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§. 4
Sind n, m, r positive ganze Ziahlen und ist m-=r=n; so isf
Nt =)
m r n—n.
Denn es ist n_ = " @—=D ... (—m+1)
o LS 2T 3 em

n (n—1) ... n—r<+1)

P T

und I
-

da aber m +— r = n; so ist auch n — m = ry n — r = m, folglich anch

i n (n—b ... @E+2 ¢+
m I S

- .

und n (n—1) .
i = o il

r | B B r
Nun ist aber

. (m=+2) (m=-1)

1.2.3..r<0+D0e+2).,..0—Dn=1.2...m=m+1 (m+2), .
also auch
n mn—b ... @+  n -1 . (m=+1)
T N R e I R
d.h. n =n =n
m r T T
§. 9.

*

fn—1)n

Durch fortgesetzte Zierlegung der Glieder nach der in §. 5 angegehenen Art

erhalt man

(n+1) = n =+ n
m— 1 m m—+ 1

ot fu—hm -+ (1!—]Jm+l

=M MDD =2 0—2 .
m m m m-+1

= 1n +~m—1 +~m—2) +..+3 +2 +1 40
m m m m m I i
da aber fir jedes m der Ausdruck o = 0 sein muss, so ist
. m—1
(n—+1) ] =0+ =1y st ossr Rl e g5 g
I+ 1 M m m .
Fir m = o lautet dieser Ausdruck
in+1) =n + m—1) + ..+ 2 +—1 + o0
1 0 0 0 0 0

m-+ 1




fir m = 1 dagegen
(==1a = 1, F=ll—0)s =~ . .= 1B ]
2 1 1 | 1
fiir m = 2
Ill—f—l.':; = Dy -+ (—Dy ~+ . + l}._] e '.3‘2 i
[
fiir m = m
(m-1) = n =+ =1 - ., 4+ (m==1) - m
m—+1 1 m I in {
= eemedy s A o e = h
m i m m
§. 6.
Schreibt man in der Gleichung
n—+1) = m -+ (-0 e iy
m—- m m 1l 'i
fir m nach und nach die Werthe 1, 2, 3. 4 . . . so ist |
filr m = 1 }
§ R R s O A e BRI L Bt VT R |
I 1 l 1 1 2 .
d. h 1 2 : n—lL n n (n+1)
e A T e e e
1 1 1 1 1 Ty |
fiir m = 2 I
29 + 3y + 4y + ..+ 0y + 1), = r|1-4—‘2,1.j
2 2 2 2 P : |
ds dhopilnla2ias 3+:3 .4 i ot in—nrn e m+1 0 m=+1) m+2) :'
02 T3 g .2 1.2 1.0 s
fiir m = 3
] = . 5. 5 Ly )
3o == 45 -+ B, + . . 4+ (n+1)y + (04215 = (N3
3 5] 4'} ‘S i 45 A }-]-
d: h: 1.2 3_'_‘3 .9 *4_'_ m—1) |1|’||+]_)+1|{n+1) m+2) nm+1) m+2) n+3) Een
B e e O B 23 o2 08 5.4 |
|
8.

Wir gehen nun von der arithmetischen Reihe
aja+d;a+ 2d;......a+ (x—1)d
wo a, d beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene, x dagegen eine
positive ganze Zahl bezeichnen soll, als Grundreihe auns und wollen aus derselben




Lt ]

durch Summirung der Glieder eine hohere Reihe in der Art bilden, dass zum
lien Gliede der hoheren Reihe das lte Glied der Grundreihe; zum

2ten - - = = die Summe der beiden ersten Gl -der Grundr.: zum
Sten = - . = - - - drei - == - 3 zum
xten - = - = = o - - CRAE =

genommen wird,
Aus der auf diese Weise erhaltenen héheren Reihe (Reihe der 2ten Ordnung,
des 2ten Ranges), wird eine neue hihere Reihe in der Art gebildet werden, dass

Zum
lten Gliede derselben das lite Glied der Reihe der 2ten Ord.; zum
2ten - - die Summe der 2 ersten Glieder der Reihe . . . . . . 3 zum
5 ) (2]

A - - - - - 0 - - - - :
Xten - = - - = UK = - - -

genommen wird,

Aus der Reihe der 3ten Ordnung, welche man auf die angedeutete Weise
erhalt, soll eine Reihe der 4ten Ordnung in derselben Art durch Summirung der
Glieder; ans der Reihe der 4ten Ordnung nach demselben: Princip eine Reihe der
oten Ordoung; . . . . ; aus einerReihe der (n—1jten Ordnung endlich eine Reihe
der nten Ordnnng gebildet werden. i

Bezeichnet demuach T” das allgemeine Glied einer arithmethischen Reibe

= b8 . " . .
der n'en Ordnung, wahrend S die Summe der x ersten Glieder eine Reihe der

nten Ordnnng (das summatorische Glied) ausdrickt; so wird sein:

IT-) = & IHV
; 2
2'['.) = & -+ _a+d =8
3 : S
Iy = a + a+d + a+2d = S,
KT_Z = a + a+d + a+2d + .. + a+(x—I)d = “H]




o

und ehenso

3 2
und allgemeir
lrr = l 4
| n—1
gr[w 2 -
e e |
:111 — 3 =)
1 “n—I1
Ak =
T =78
] “'-'_l

Eis geht aus diesem Bildungsprinzip hervor, dass das allgemeine Glied einer
Reihe der nten Ordnung gleich sein misse der Summe der x ersten Glieder einer

Reihe der (n—1) " Ordnung.

g 9
s 1s | AL
Es st ]| ik
2
T] — a + 1. [!
3, ;
L = a + 2d
1
"rl = alr (x--1d
- Xt 14203 S [ Riei
also 1st \hl SmEw +(_ _-4—0-4-...—0—{:..__1} d =
T B | 1
x(x—1
e at i (x : ]d

1.2

= X, + X, d

1




Nach dem zn Grunde gelegten Prineip ist

e

Ii':ﬂ,ll—d—lg fi __;1_1[
2

= S N 5] (5] . 3 ] D)
r, =a. + 2, d=a.2 + 2, d

Mg, 3y + 8 d=a .3 + 3d

‘i'[‘_, —ad, +4,d=a.4 + 4 d

Xy 1 5 & i L z =
I, =ax; +x,d=a X + Xy d

Die Summe der x ersten Glieder der 2 ten l,}l'{lnuug istwn

Xge sy

9 A+ '.EI 8 ~4—;3| &+ ..+ X a+ '22 [} l.?s,_, d+4,d+ ..+ x,d

=(l; + 2 —|—:5'al—|--..,—|—>.'l) u—i—(‘.‘g—n—ﬁj—r—i-i—i—..—i—\,)[i

=x+hy a + x+h, d
- w

§. 10,

Die einzelnen Glieder der Beihe der 3ten Ordnung sind
=

e :
I;; o '3_) a -+ 2:5 d = L'_‘ i
Sp ity el Nt e
gesscty HiSE Sg e e e
S
I, =4,a +4,d = 4,2 + 4, d
3] F (3] e ]
e
1 5 = (x+1), a + (x=1) d = x+1), a + x-+1), d
: 2 3 2 3

Die Summe der x ersten Glieder der Reihe der 3 ten Ordoung wird demnach sein :

= 2a+3d;a+4a+ ..+ X+Dya+3,d+4,d+..x+1), d
& .} l .} .-% L3 L]

= ('32 + 3, + 45+ +(x+1 2) a -+ (1'53 e 'l.'} .- Xg + (X+ 1 u_.;) i

e Z'ﬂ—g.'.\ a -+ Ir:\'.—i'-'-le. fi

)
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g 11,
Wie man anf diese Weise weiter gehen kaun, legt vor Anegen. s ist also:
g g
X X
'II = ._\---I_n“ & = -:_'-'.---l,-l i und :":41 = X; a + X, d
e e
Te = %, a &+ %, 4 Ny = (x+D, a8 4+ x4+, d
2 | 3, 2 2 3
Ny = Ml e X D b , iy l
I', = x+1, a + (x+1), d Se = (X+2)y a2+ (x+2), d
5] - (3] 3] L3 ] —!—
¥y s 4 %oy e S
I, = x+2), a + (x+1, d N, = X+3), & + (x+3). d
i L3 ] 'L -! I- 3 ]

X 3 9 3 5] \Hf 5 ] e i
I' = x+n—2) a==(x==n—2) d N = X+n—1) ax-+n— 1) d
n n—] I 1 n n= 1
§. 12

Setzt man in den Gleichungen
-\..r|1 o ) e ) X ) " -
= (x+n—2) 8 xn—2y ds S =ixern—1. 8-t xan—I13 i
n e n I I : -1
a =d = 1; so erhialt man das allgemeine und summatorische Glied der figurirten
Ziahlen der ntewr Orduung. Es wird demnach sein
."i-r o 0 3 ) X - 3 J .
= (Xx+n—2) +(X4+n—2) s8N = x+n—1) + x+n—1
I et | 1 1l 1 ! -+
oder — e iy oder N =X n)
1 1l ] n—1
Xm : X \ T F
d. h. I'. = x N o= xZ+1) natirliche Zahlen
i 1 i "!' .
X : : Wiy 5 P =
Iy, = (x+D), e (x+2), (Trigonal-Zahlen)
X o o, P - o .
I-‘i = (X-+2), N, = (X~+3) (Pyramidal-Ziahlen )
. 3 | 5
X X figurirte Zahlen der
T = (x+n—1) S = (X-n) (fig Gt
1 n 1 n+1 uten Ordnung.)

§. 13.

Da die Summe der x ersten Glieder einer arithmetischen Reihe der ersten
Ordnung, deren erstes Glied = 1; deren Differenz oder Name d — n—2 ist. dje
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xte neckige Zahl genaunt wird; so wird der allgemeine Ausdruck fir die xte nek-
kige Zahl sein Xy == x 7 fae= i i
1o I' nek. 1 2

x (x—1)

D)
. (n—a)
2

— P R
5
m—2) x * m—4) x

&)

Firn =3, 4, 5 . .. erhilt man beziechungsweise die Triangular-, Quadrat-,
Pentagonal . . . Zahlen. Es ist also

0
X xX? +~ x x (x+1)
T sek. = 5= =Tl L
i v}
X S %
,[‘ -l ek, = e —
(3] 0] (3]
R 3 xt—x x (3x—1
J M R e e = — _).___)
Xy m—2) x* — (n—4) x
I' nek. = e ——

Die Summe der x ersten Trizonal-, Quadrat-, Pentagonal- . . . . Zahlen ist
sonach (§. 11)

c for - S| b ) - e - 73 o M e [
XS, . =&+D.x Ghxa+1D) ; &+Dxf, x—1) &+DE—bx_ ., o

s ek. B el IR Jab 3 ) 1, s 2
Xy x+D.x { x— | ] x+1) x (2x+1)

S R ) = gl oo LAERERA R U et

dek. s +r,'+ e il [ Daws
_ (x+D x EI ox—1 ) (x4-1) x?

% P R — = e e e Ty i I —— -

Jek. a2 | 3 } Eo2
g _ (x+1) x ;'I x—1 vl (x+1Dx (3+G&—1) (n—2))

el SRS o i) T ) (0 'JE e S BRI ST

s. 14.

Hat man Reihen des nten, (n-+-mten, (n+piten, . . . Grades und nimmt
ltens die Summe aller ersten Glieder zum lten Gliede einer neuen Reihe

2tens - - -  zwellen - - 3ten. = - - -
Jtens - - - dritten - - Jten - 5 - -
xtens - - - Xten - - Xteén - - - -
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und bezeichnet die Summe der xten Glieder der gegebener Reihen oder das
allsemeine Glied der neuen Reihe durch
.xrj‘.
L (8) 3
die Summe aller Glieder der nenen Reilie oder das summaterische Glied der neuen
Reihe durch
x
I
5{51‘1
so ist, wenn zugleich n+p > n-+m > n isi,

i 4x—|—1:—'.}3“ i

!u -\’1‘{_\.) —] Lﬂ—F!I—-i:'“_I

2

L e S m—) A —+ (XD

)
1111
a + X+n—+p—2)

n—+—m—1
+ (X-+n+p—2)

n—+p—1 n—+p
= (cx—jv“h..'!_l“_l -+ .r'_\;-[*n‘;*tn—:!J“_:_m_1 -+ (x"l'i"‘llp"”||—;=“-l + .. )
SEl (\-x—e—n—‘.’j“ — [};—1-[!-!—;}1--~21“+m = ¢x-:'—n—f—p—‘.’i”+“ -+ )
Nun ist aber !
ot ol = = (X~+11- 3 . ._ir-n—'l T_i_|—|—|—|—]|
n—1 | i i (n—1)
(X +n—2) (X-+n—3) . (x+Dx
Lt R T o R T
B . B 2 T ) (S
= | Earas T
und elienso
S S L s X(X+1),..(x4+-n—2) (x+~1—1). .. (X4-1n-+m—=2
e =l AR T T n-+m—I1

X(x4- D). xnm—2) (xfndm—1) . (xtofp—2)

hag—la==s T B S e [ ;]t--i—]!—]l

(X—4+n-+p—2

also ist auch

xrr N (T LiaGErn=-2) i XE A1) coal(E+n—D) (x4=n—T1) 8 o nam— )
——: s i = == — — -
(=) tad. 2= B2t w1 n—-m—1
il Skl 0y T .. ¢ z 5 \
L X(x] D..(x4n-2) (x4n-1).. Xpnim-2).. (xtotp-2) )

.2 t—n . . . (neem: lJ..le-p-—IJ R

(X |:Rn_ﬂ'!'|-..u_'-;.~'.i| 2) (X (xn—- DX e o), TR RS ) &
] (l(- K- L) m-2)  (x-1)..xnjm 2) , x=1)(x=-2)...(xjnjp "]%....)

) P =
LA T e s g E=m) 1.2.... (o+p)
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x(x} ‘j (-2 (xfn-1). {\,n;mih (\ Fn=1) .. (xT :Jr:ru‘;'l (xfuwtm-1). {\ np-2 )
=& g e | = n(ufl).. (nfm-1) s n(ntml) .. (ntm-1) (nfm) . . (nFp-1) 2
(x-1yx (x31). . (xin-2) ( (xtn-1)..(x}torim-2) |f_|17_r_q-1} -(nfnfm-2). n,ulp-z, _
| +d- _"_j"_'l"'" I (l = _{".l—]_}__{n";m} S {rl'i‘l} o (nfm) e (nfp)
i Ansdriicke, welche auch folgendermaassen geschrichen werden Iu}mwn:
X, - (xtn—1) (xfn). . (xfnfm— 1 (xfn—1).. (x{ntm—1).. (xtmip—1 )
i r[h.) :a'u"“zn 1 rl =i n(nil) .. (nfm—1) i |1{n|1} (ntm—1) (nFm).. (" ] [
- s i i (xtn= D (xfn)..(xfnim—1)  (cfn—1)..(xfoftm—1)..(xInip 1) \
+ d.(xn— 3}'1{1_5- {(n- 1](n'—"7: I{uTml =z {:1—1}{r| DY {n ‘m) . (np) ey
L™ "
' Desgleichen ist, weil die Stelling der Addenden in der Summe den Werth
S der leizteren nicht andert:
1"" ..-,l" xll‘
2. S{w) I l{h‘_} s S (s)
, i B il e
n 11— n—p
| - (i AN o L { S
_E'.I.I{h—l—-ll 1}_ + (xX+n-+m—1) e SF SN ljn—n—p + D)
l ( il e AT :
. +d ((x—+n D 1 + &E+n+m ]an—m+1 -+ (Xn+p I;“_|_p+I + )
' . 1{\(\4—1] 1&-«1—“—1}_'_x(x—|—IJ,.(x—o—n—I)(_\:+m (XD~ 1
! VAL TR ST e (e D i)
x(x+ D). x+n—1D)x=+n). .(x+n+p—1) )
1.2..n (n+1).. (n+m)..n-+p) )
1(\{'; l; - (X—+n- |)+E.\'—l_‘_|!c (}u—f—l}—]}(\—l—ll_} txj—u—g—n.n—l--_l__;
G T T 1.2...(m+1D m=+2)..m+m-+1)
|| it ]J\ (X n-1)(Xn). (\.'nlm )..(xtntp lJ )
_ 1L.2...a+1)(n+2)(n+m—+1). Sp+1) ...]
‘n 3 % :_(fxr:-h g_'(_liil){ (xtn). _(\,:l,m-[_a_-_h __,__‘_n_,'l.,_l’.\j-ii_!n—i__].,L_:-.-{-n-l_-p-lh+ )
| | e TP (+1)..(n+m) 1.2..(n~+m)..(n~+p) B
! g (x-Dx. (\]-n—])( _f_(v[-nj (xtnim-1) rx-|-||,}..(_x-{-u-,1-m-_l)_ __'(]-u,p-h i)
| P21 ( (n2). {n-{—m-rlj (m2).. (nfmf1). . fptD) )

oder auch

Xg —a.xtsl) El _ (xgm)ixdnd D). (xfntm-1) 5 (xfn) (xjnil). f\-}-l!ﬂ} I]n )
() n 1) (142) (nm) D f2). . (nfp) )
+~d.(xtn-1) . (l e (xtm) (x ntl).. (\.Hn!_ru : (x,n)m,n ). f‘('f'll‘i‘[l 1) }

ntl (n—+2)(n—+3). (n—|—m—1—h (n—d—‘}{u—n—a}ﬁ HH—;H—I] )

4
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5. 16.

Wellen wir diese Ausdricke anf die lizurirten Ziahlen anwenden, so muss

gesetzt werden. Daraus ergieht sich

=(xX—+1—1) + (Etn+m—1) —+ (X+n—+p—1) =
= =) = ] I—-n i 'n—r—p
(3., (X=+D) |\—r-r|--—l...(\+||—o—n| ) (). xdndm o (xttp-1) )
= (X—+n-1) 14 =5 — L o L sl
b (= 1)(n+2).. (u=m) (n+1)., {n—u—mh (n=+p) )
X e X ot
md S, . =8 + °S -+ N s F Rt
s 11 1H-+m IJ—|—|]
— (X1} —+ [(X—=1—4-1m) + (X-+n-+p) e
-1 n-ni+-1 3|—|_I;_|-_1
{ (X+n-+1).. (x4 n-+m) 5 [\—!—Il—i—l} (\—Hi—o—m) T\'—F-IF—I—[H !
= (X—+1) e e T ———— A
&Sl i Iy (n=+2).. (n+=m—-+1) m=+2)..(n+-m—+1). An4p+1) §

Neelmen wir die figuricten Zahlen der der Lten, 3ten und 5ten Ordonung, so

ist n=1; m=2; p=4 und

[t 1 Ll 2 adia YU :
im_l(1+‘_j’_;+_”3.4 ) =1(1+1+1)
2, 2 3o dFpags g :
"o Falblt mept i) = 4% )
3 3 4 heh /i RIS TR | e L 10 L ;
;rsj =il (I g T3l s 979 4 3) == (] -+ 3 - r), iufgh('h
1 4 a . b R el : | §57 14
el — l-.'..- 1 = — e — — {) l = _ 1
() (4:3,4+:;..;.5.1;) ( W T
= 0i+nlh 41928
= 49
g 17,
Sind A, B, C, D, E, F, ... aufeinander folgende Glieder einer Reihe der ntern

Ordnung und leitet man aus {hew Reihe als Hauptreihe die erste Differenze ureihe

“'I > i]] : CI Ill EI. Fl‘

der Art ab, dass I_I!——\ “l—('

1=D—C, . . . ist; wemn ferner

aus dieser ersten Differenzenreihe eine 2te Differenzenreihe
1 N Al
A B, {2 I}Q_ Ly 1*2 e

L] -y §

2
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in der Weise eingeleitet wird, dass ;L,:I}l—.-\l . By= By . . gesetzt wird,
und fahrt in der Bildung neuer Differenzenreihen fort, so dass die (i—2)te Diffe-

renzenreihe

y» B, o C o5 D, ..;die (n—Dte dagegen

n—z, n—=, n—2, n—%.

A B C D A
n—1, "n—1; “n—1, “n—1. :
so wird bekanntlich die nte Differenzenreihe aus lanter gleichen Gliedern bestehen.

Diese Glieder wollen wir durch A  bezeichnen, wo A —B —A =¥
n Il n—1 i—1 n—1

-—Iir!_lziin_l—f'“_ 1= - sein muss,

Die Anfangsglieder der nten; (n—1Uten, (n—2jten, . . . 2ten lten Differen-
zenrethen sind demnach

"\u ] ‘\n—I 3 "\n =, & "1‘2 ; "l :
§. 18

Wir wollen nun die summatorischen und allgemeinen Glieder ciner jeden die-
ser Differenzreihen bestimmen.

Zumachst ist jedes Glied der nten Differenzreihe = A 5 also

Xp — + falelie x\_—' —_—

l” == ;\]I. folglich ‘3H = X. .\”

Weiter ist

I(1

ln——l = Ail—l
5

I“_[ = An———l -+ ;\“ = 1. A" e ,-\”__l
e A o

=l T i e n—1I
4 i Rtk

]n—.l T2 rn——l i "\n e ‘_“n R = s
N = x_"_]']‘ +~ A = (x—1. A <+ A

n—1 = n—1 | T G n—'l
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deshalb ist anch

Xl S
bn—l = Au-—l
1 n—1
9
- -, .:\“ -+ -A[l—]
ST o ST S
+ (x=—1,. JL“ —i= .-\]l_]
= X, A" + X, .-'\”_l
Ferner ist
B -
1!1—3 = An—.’. 4]
2 et} ]r[l e 1 o
n—32 — n—2 e | =
3 2, 2 g
o) (e rn——? = n—I T
4. L 3 y 4
1 n—=2 rn—l o TII-—-I 3
"Il, H 10 ‘Lr 4‘r 1 i)
s T ru—! Ao In-——] KT
: B _ x—1 =1 B
n—1 — e B n—1

Deshalb muss sein

X —
sn—'.! >
B l r\ll—-l
+ A o BE LY
In n—I1
S A = A
n n—I
+ 6 A + 4 A
n n—1
=1 : : ‘ ) : ;s
(x-1)(x-2) | (x-1)
-+ = ,-\" -+ i ;\u—l .

I
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Das Fortschreitongsgesetz liegt klar vor Augen. Es ist also

L g s N A

]n v ‘\u h‘:'11 T '\] "n

X : ; . Xy dri o W :

Iu—l S l:'l "\n 5 '\n-——l S Mgy "n ) An—l

Xr . _ Ko
']I_zz(x ]JL,.-\H—l—tx—I; A + A D) ) 9 =X,

1 17 n-1 (= n 3 -2
?‘.- 1 Py " Fur o " -\q — X 1 X X |
'I"_:j = (x-Da A+ (x-1 Jz_ln_l+t_3-1_]lin_2+.-ln_3 S e e W L
A (x=1) + (x-1) +(x=-1) +i(x-1) | + T ixd x| il Gt + oy
Il -4 = 4 in ; 3 "‘ n=-1 I 9 Allr'z : 1'\“-3 ‘1“—-1; b.'|:|--I Se b ."ril 4 'ill.-l 3 "l:l-‘ll 2 Jl"'r - \i. '&It--t

. i (o1 A Nitel)y A _l_...{x-l; A _i__-\ - eV g A D T T Y
T1I.-I:1I—I] 1 n-1 n n-2 n-1 1% 1 1 n on n-1 n-1 | o 1

T —xT —(x-1) A -1 A | -1) A ALxS A A rovak A .
" n-n = = n ".I..{x }l!-l |1-|.T .I‘(K Jl l+ . __Inﬂ n ".‘q: u-l-iL T!‘.! 1] tl‘

Fir die Biguadrate der natirlichen Zahlen ist

= 24 — G0 — b = b — 1S 1S

.\“ = 94 .\“__] = 60 _‘\“__,3 = 50 ; ‘1“_;} 15 _\“__1 1. Es ist
deshalb
ﬁ.- 1 = 0 3 4 = / =
I{:{':} — -1-_1- . -'1' == 1-} . ‘JG -+ ‘;2 = tl"‘ -+ ‘:l'l . ll? - I

= 24 + 240 + 300 + 60 + g

= 625 5t
dSg="3.u=u=—99=1" 23t 45

-+ ﬂ . 60+ 300

= 'T'g . 80 + H00

4+ 5y . 15 + 150

-+ !i] 1 + &

Fiir die Cuben der natirlichen Zahlen ist

gy el Q] ] SETR L
""ll =04 "'rl—l 123 ilt—-ﬂ Al "‘u—i:l =4=1
:irq A= ® 0 4 L
](xul—-ig-b*-'——l.;_,-l--'--i]-i—'—l
— 24 4~ T2 4+ 28 1
= 0
125 = b




"y — B . i 3 . ;’ )} T :J . !
= P 2y 6 -+ o 12 4 9 “+ 9
= Sl = 1208 50 4+ B
I.} } 13 :-'5 I;
2 : = i 1
220 = 1" &+ 27 4 37 + 47 4+ B %

*) In diesem Ausdruck ist gleichzeitiz angedeuntet, dass die Summe der Kuben der x ersten na-
tirrlichen Zahlen dem Quadrate der xten Trigonalzahl gleich sei; ein Satz, der sich in folgen-
der Art allgemein beweisen lisst.

Betrachtet man die Glieder der Reihe 1,d, 24, 3d, . . . (x—1)d als Differenzen einer
hiheren Reilie mit dem Anfangsglied 1, so wird diese hihere Reilie die Form haben
] § ey e L
A. 1, 14d, 1434, 1464, 14104, . . . 1ix.d
Wenn von Newem die Glieder der vorstehenden Reihe als Differenzen eciner hoheren
Iteihe mit dem Aunfangsglied 1 betrachiet werden, so wird diese hiliere Reilie die Form hLaben
B, 1, (1), TH@d), LHEH10d), 144420d), . . . THa—14ath)d
Werden endlich auch die Glieder dieser Reihe als Differenzen einer hoheren Reihe mit
dem Anfangsglied 1 angenommen, so muss diese Reihe die Form haben
C. 1,3 +44,4 +54,5 164,00, @) + @D+ (x42) d
2 1 2 4 2 4 2 2 4
Nun ist offenbar fitr d=5 in der Reihe B,
x __ 1+ 01406 | (D) x(x—1) TR G (H]) (x—1)x = x3
s RS e e

d, h. die Glieder der Reihe B, sind die Kuben der natiirlichen Zahlen. Nach dem Bildungs-
Geselz der vorstehenden Reihen sind aber die Glieder der Reihe C, die Summe der Kuben
der natiirlichen Zahlen, wenn, wie hier iiberall geschehen muss, d—=6 resetzt wind,  Das all-
gemeine Glied der Reihe C) fiir d=8 ist aber

e G RSl b o e R GG s Y {] s (2 (x—1)) _ (xFDx (xFDx (1) )2
[ LT 2 4 T L = Lk S e | s e e e 2)

Es ist also die Summe der Kuben der x ersten natirlichen Zahlen gleich dem Quadrate

der xten Trigonalzahl,

Wollte man die Summe der Quadrate der x ersten Trigonalzahlen finden, so wiirde man
aus der Reihe C, eine Reihe D, nach dem angegebenen Bildungsgesetz herstellen miissen. Die
Glieder dieser Reihe wiirden sein

1,0 pddid , 8d, 5 , 6d,... (D) , (49 d
AP AR 9 i 2 i]
woraus sich x _ (x12) , (x+3) d ergeben wiirde,
4y — P = - ‘e =
S 3 ! D

Fiir d=6 wiire alsdann
x (x+2) (['T-E-S.\: (x+2)
i < i, = =

10
die Summe der Quadrate der x ersten Trigonalzahlen.
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