Geometrische Untersuchungen dber Kurven
aut
Flachen 3. Ordnung mit vier Knotenpunkten.

Wiihrend die allgemeine Fliche 3. Ordnung in verschiedenartigster Hinsicht das Ziel ein-
vehender Forschungen gebildet hat, sind ihre Spezialiille, soweit diese in dem Hinzutreten einzelner
Doppelpunkte bestehen, meist nur in ihrem verwandftschaftlichen Zusammenhang untereinander
sowie in ihrer Beziehung zur allgemeinen Fldache betrachtet worden *). Demgegeniiber stellt
sich vorliegende Abhandlung die Auigabe, die Flichen 3. Ordnung mit vier Knotenpunkten zum
Gegenstande besonderer Untersuchungen zu machen, und die auf ihr moglichen Kurven bis zur
f. Ordnung nach Art und Verlauf zu studieren.

Zur Losung dieser Aufeabe ist vorzugsweise eine ebene Abbildung der Fldche beniifzt
worden, durch die schliefilich alle die genannten Kurven als auf einer Ebene ausgebreitet erscheinen.

§ 1.

Hochstzahl der Doppelpunkte ber emer Fliche 3. Ordnung.
Die Geraden auf emner Fliche 3. Ordnung
mit vier l(n:}h,:npunktvn.

Dal eine Flache 3. Ordnung nicht mehr als vier Doppelpunkie haben kann (wofern sie
nicht zerfallen soll), lehrt die Betrachtung des Tangentialkegels, den man von einem Punkte
auflerhalb an die Fliche legen kann (Salm.-Fiedler Geom. d. Raum. I, Aufl. Teil Il S. 371).

Man Kkann aber auch mit einfacheren Hulfsmitteln zu demselben Schlusse gelangen:
Angenommen eine Fliche 3. Ordnung hdtte 5 Doppelpunkte, so konnte man durch dieselben
doppelt unendlich viele kubische Raumkurven legen, durch jeden Punkt des Raumes eine; denn
6 Punkte bestimmen eindeutig eine kubische Raumkurve. Alle diese Kurven hiitten aber mit
unserer kubischen Fliche 5.2-——10 Punkte gemeinsam, miiliten ihr also ganz angehdren und unsere
Fliche miifite jeden Punkf des Raumes enthalten, was nicht méglich ist.

Dall andrerseits Flichen 3. Ordnung mit 4 Knotenpunkten mdglich sind, lehren praktisch
die Fille, in denen man zu Flichen dieser Art gelangt (Sturm, Flichen 3. Ord. 5. 381; London,
Math. Ann. Bd. 44 S. 410). Sie mégen zur Abkiirzung mit E,p, ihre Doppelpunkte mit D,
D,, D., Dy bezeichnet werden. Da die Verbindungsgeraden zweier Doppelpunkte 4 Punkte mit
der Fliche gemeinsam haben. so gehoren sie ihr ganz an und wir gelangen damit zunichst zu
6 Geraden der Fliche, den Kanten des Doppelpunktstetraeders D, D, D, D,; sie mdgen je nach
den Doppelpunkten, wclche sie verbinden, bez. dyy. dyy, dyy. dis, ds, doy genannt werden.

*) Vergl. die Abhandlung von Klein, Math. Ann. Bd, b, S. 551 u. folg., iiber die gestalil. Verhiltn. der Flachen
3. O:'linun._n_‘-, Ferner London, Math. Ann. Bd, 44 S. 404 h 4: ,,Die Erzeugnisse dreier frilinearer Ebenenbiischel®.



Zur Beantwortung der Frage nach weiteren Geraden unserer Fliche sei an den bekannten
Satz®) erinnert, nach welchem durch den Doppelpunkt einer Fliche 3. Ordnung mit nur einem
Knotenpunkt 6 Geraden gehen, in deren 15 Verbindungsebenen die 15 itbrigen Geraden dieser
Flache liegen: da die 6 Doppelpunktsgeraden im Vergleich zu den Geraden der allgemeinen
zahlt werden miissen, so bleibt hier die Zahl 27=6.2--15 gewahrt. Wenn ins-
in zweiter Doppelpunkt auf der Fliche lie au 4 Geraden durch
Ipunkte, die Verbindungsgerade nach dem a n Doppelpunkt zédhlt
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Um iber die Lage der 3 undren Geraden gegen einander Niheres zu erfahren. betrachten
wir den vollen ebenen Schnitt dys, djs. u;s4,, dessen Trigerebene, wie vorhin beobachtet wurde,
unsere Flache lings d;, beriihrf. Die beiden anderen uniren Geraden miissen diesen ebenen
Schnitt treffen, und da dies, wie soeben bewiesen, auf d,, nicht mehr geschehen kann, miissen
sie beide u,,, trefien. Damit ist gezeigt, dal jede undre Gerade von den beiden anderen ge-
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troffen wird: Die 3 unédren Geraden der Fldche Fjp liegen in einer Ebene.
Zu einer undren Geraden unserer Fliche gibt es 4 windschiefe Geraden: die vier von ihr
nicht getroffenen Doppelpunktsverbindungsgeraden; zu einer Doppelpunkisgeraden gibt es nur 3
windschiefe Geraden: die ihr gegeniiberliegende Tetraederkante und die beiden von ihr nicht
getrofienen unédren Geraden
Yy 2

Abbildung der Fliche auf eine Ebene.
_ ~ Ehe wir uns der Untersuchung hoherer Kurven zuwenden, mige vorerst an der Hand
der bisherigen Ergebnisse eine Abbildung unserer Fliche aui eine Ebene vollzogen werden, die

) Sturm, Flichen 3. Ordnung S. 351.

“*) Inferessant ist zu sehen, wie die Fliche 9. Ordnung, welche aus einer allemeinen Flache 3. Ordnung die 27
Geraden ausscheidet, in unserem Falle zerfillt in dic 4 doppelt zihlenden Ebenen des Doppelpunktstetraeders mit 4.2.3
Schmittgeraden und in die einfach zdhlende Ebene der 3 uniren Geraden.
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uns kinitighin in Stand setzen wird, raumliche Untersuchungen durch entsprechende planimetrische
ZU ersetzen.

Die Abbildung unserer Fliache 3. Ordnung F,h auf eine als Bildebene gewiihlte Ebene E
geschehe mit Hilfe der Zentralprojektion aus einem threr 4 Doppelpunkte, der mit D, bezeichnet
werden moge. Es entsprechen sich also zwei solche Punkte der Fliche und der Bildebene, P
hezw. 1. welche mit D, auf ein und derselben Geraden liegen.

Da der Strahl D, P 1l weder die Bildebene noch unsere Flache in einem weiteren Punkte
schneidet. so ist die Abbildung i. A. in beiderlei Sinn eindeutig.

Alle Punkte der Kurve 3. Ordnung, in der unsere Fliche die Bildebene schneidet, fallen
mit ihren Bildpunkten zusammen,

Die 3 Doppelpunkte D;, Ds, D, der Fliche bilden sich in 3 Punkte A, A;, A; ab; das von
ihnen gebildete Dreieck moge als Fundamentaldreieck bezeichnet werden.

Wir bemerken sofort, dal bei dem Punkte D,, dem Projektionszentrum, die Eindeutigkeit
der Abbildung aufhort, insofern als Bild desselben alle Punkte des Kegelschnittes gelten missen,
in denen sein Tangentialkegel 2. Grades die Bildebene schneidet. Dieser Kegelschnitt, das Bild
von D, A% geht durch die 3 Ecken des Fundamentaldreiecks A A, A hindurch.

Auch in den Punkten A, As. A, der Bildebene erleidet die Eindeutigkeit der Abbildung
eine Unterbrechung, insofern jeder dieser Punkte A (i » s) nicht bloB das Bild des Punktes
D; sondern unzih vieler Punkte der Fliche ist, jedes Punktes der (eraden di,.

Demgemil gehdrt als Bildkurve zu den 3 Doppelpunktsgeraden diy unserer Fliche der
Fundamentalkegelschnitt A, insonderheit der Punkt A; Die iibrigen 3 Doppelpunktsgeraden der
Fliche, d,4, dsy. d;s besitzen als Bildkurven bez. die Geraden Ay Ay, Ao Ay Ay Ag.

Wir haben vorhin (S. 2) gesehen, dall unsere Fliche lings jeder Doppelpunktsgeraden
von nur einer Ebene berithrt wird, insbesondere gilt dies fir die 3 Geraden dyy, dsy, dy. Die
Spurlinien ihrer Beriihrungsebenen gehen in der Bildebene bez. durch die Punkte A, Aq Ajy;
sie mogen f;, t,, t, heiBen. Sobald nun eine Kurve unserer Fliche eine der 3 Doppelpunkts-
geraden d,,, do,, d iibersetzt, hat sie dort mit der Berithrungsebene der Fliche 2 Punkte ge-
meinsam, der zugehdrige Teil ihrer Bildkurve mufd also bei seinem Durchgange durch A, bezw.
As, Ay in diesem Punkie die Gerade f; bezw. o, t; beriihren.

Geht also z. B. eine Kurve 2 mal ober d,, hinweg, so hat ihre Bildkurve 2 durch A, hin-
durchgehende Zweige mit 1, als gemeinschaiflicher Tangente.

Anders freilich, wenn eine Kurve eine Doppelpunkisgerade ineinem Doppelpunkite,
zundchst in einem der 3 Punkte D,, Ds, D, libersetzt: An dieser Stelle braucht ihre Tangente
nicht in die sonst geltende feste Berithrungsebene hineinzufallen, da hier unzihlig viele Beriihrungs-
ebenen vorhanden sind; in diesem Falle geht die Bildkurve zwar auch noch durch das Bild des
betreffenden Doppelpunkies, Ai (i 1,2,3), hat dort aber i. A. t nicht mehr als Tangente. Geht die
Kurve durch D,, das Projektionszentrum, so hat von dessen unzéhlig vielen Bildpunkten auf A}*
derjenige zu gelien, welcher sich den Bildpunkten benachbarter Kurvenpunkte kontinuierlich einreiht.

Da die Doppelpunktsgerade d,; zusammen mit der uniren Geraden uy 25 in einer Ebene,
einer Bertthrungsebene unserer Fliche, liegt, die auch das Projektionszentrum Dy enthdlt, so er-
kennt man, dall die vorhin betrachtete Spurlinie t; dieser Beriihrungsebene nichts anderes ist als
das Bild der undren Geraden gy 2.

DiedurchdieFundamentalpunkte A, As Asder Bildebene gehenden
Geraden t; t t3sind die Bildkurvender3dundren Geraden, bez Uyas Usiiz Usige
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Die Kegelschnitte der Fliche,

Die ebenen Kurven 3. Ordnung.
; Kegelschnitte gibt es auf unserer Fliche in einfach unendlicher Mannigfaltigkeit; sie
liegen als Restschnittkurven in den Ebenen durch die 9 Geraden der Fliche. Je nachdem die zu

Grunde liegende Gerade eine Doppelpunktsgerade der Fliche oder eine unire Gerade ist, tritt
noch eine Scheidung zwischen den 9 einfach unendlichen Kurvensystemen ein.
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lII. Ein zu einer uniren Geraden gehiriger Kegelschniit trifit 2 der drei von dem Pro-
jektionszentrum D, ausgehenden Doppelpunktsgeraden, d;, di, (die dritte wird von seiner undren
Stiitzgeraden getroffen); seine Bildkurve geht also durch 2 Eckpunkte A;, Ax des Fundamental-
dreiecks und beriithrt in ihnen die Geraden t; t;, Mit anderen Worten:

Die zu den 3 unidren Geraden gehdrigen Kegelschnittsysteme
bilden sich ab in 3 Kegelschnittbiischel welche jeweilig eine der 3
Seiten des Fundamentaldreiecks ale gemeinsame Berithrungssehne
und die beiden zugehdrigen Geraden &, tc als gemeinsame Tangenten
besitzen.




Figur 2.
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Zusammenfassend erkennen wir, dall sich die 9 einfach unendlichen Systeme von Kegel-
b in 3 Strahlenbiischel und
undpunkte) abbilden.

schnitten

spezieller

5

mal 3 Kegelschnittbiischel (diese mit

betrachten den in Figur 2 angedeuteten, zur undren Geraden uysy gehdrigen Bild-
kegelschnitt-Biischel, fiir den Ay As semeinsame Beriihrungssehne ist.  Das Bild der uniiren Stiitz-
veraden e ist t,.  Auf dieser Bildkurve t, wird durch die Kegelschnitte des Biischels eine In-

volution eingeschnitten, die sich riickwirts durch Projektion aus Dy auch auf die uniire Gerade
Loq, Selbst Gibertrdgt: wir kommen also zu dem Ergebnis: Die Stiitzpunkte der zu
einerundren Geraden der Fliache gehorigen Kegelschnitte bilden auf

o
der undren Geraden eine lnvolution.

Aus der Bildebene heraus kann man nun ohne weiteres die Trefiverhiltnisse irgend zweier
Kegelschnitte der Fliche entscheiden:

. Zwei Kegelschnitte, welche zu derselben Doppelpunktsgeraden
unserer Flache Fup gehoren, d h. durch dieselben 2 Doppelpunkte der
selben hindurchgehen, haben keinen weiteren Punk{ der Fliche mehr gemeinsam, eben-
sowenig wie sich die Strahlen eines Strahlenbiischels oder die Kegelschnitte eines Kegelschnitt-
biischels aulierhalb ihrer gemeinsamen Grundpunkte noch einmal trefien koénnen.

II. Handelt es sich aberum 2 Kegelschnitte, die nicht mehr beide durch
dieselben 2 Doppelpunkte unserer Fliche gehen, so denke man sich in der
Bildebene die 3 Strahlenbiischel A, A,, Ay sowie die drei Kegelschnittbiischel nach Art der Figur
| gezeichnet und irgend zwei Kurven aus zwei dieser 6 Systeme mit einander zum Schnitt ge-
bracht. Bei jeder der 3 moglichen Zusammenstellungen (2 Kegelschnitte, Kegelschniti-Strahl,
2 Strahlen) ergibt sich ein auflerhalb der Fundamentalpunkte liegender Schnittpunkt und es folgt
der Satz: Zwei Kegelschnitte von verschiedenen Doppelpunktsgeraden
treffen sich 1 mal

lHI. Aus Figur 3, (S. folg. S.) in der wir der Vollstandigkeit halber alle drei Bildkegel-
schnittbitschel der uniren Geraden angedeutet sehen, lesen wir den Satz:

Zwei Kegelschnitte der Flache 3. Ordnung mit 4 Knotenpunkten
trefien sich, wenn sie zu derselben undren Geraden gehodren, gar nicht,
wenn sigaber zu zweiverschiedenen undren Geraden gehdren, 2 mal.

V. Hilt man die 3 Strahlenbiischel A;, As, A; oder die Bildkurven nach Art der Figur 1
zusammen mit der Bildkurve in Figur 2, so ergibt sich:

2 Kegelschnitte, von denen der eine zu einer Doppelpunktsgeraden
der andere zu einer undren Geraden gehdrt, treffen sich zweimal oder
einmal, je nachdem die unédre Gerade die Doppelpunktsgerade trifft
odernicht {rifit
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N 4.
Die kubischen Raumkurven.

Indem wir weiter fortschreiten zum Studium der kubischen Raumkurven, soll zur Orientierung
iiber dieselben wieder ihr Verhalten gegen die Doppelpunkte unserer Fliche maligebend sein.

I. Zunichst beschiftigen uns also solche kubischen Kurven., welche alle 4 Doppelpunkte
der Fliche enthalten, wofern hm\un dieser Art Giberhaupt moglich sind. Sei R* eine kubische
Raumkurve, welche durch alle 4 Doppelpunkte geht, und denken wir uns dieselbe aus einem der
Doppelpunkte, etwa D,, durch den Kegel 2. Grades projiziert. Dieser Kegel, der D, als Spitze
hat, schneidet unsere Fliche F,) ih einem Kurvengebilde 6. Ordnung, das D, zum 4 fachen
Punkt, D,, Ds, D, zu Doppelpunkten hat. Das noch fehlende Restschnittgebilde 3. Ordnung kann
ersichtlich nur das Tripel der 3 von D, ausgehenden Doppelpunktsger aden sein.  Damit ist dann
aber die Existenz der in Rede stehenden kubischen Kurven erwiesen: Man lege durch dig
3 von einem D n|1pu||1u|1lu ausgehenden T etracderkanten einen be-
liebigen Kegel 2. Grades:; er schneidet eine durch alle 4 Doppelpunkte
der Fliche gehende kubische Raumkurve aus. Die Zahl dieser Kurven ist ebenso
wie die Zahl der erzeugenden Kegel doppelt unendlich. Sie mdgen kiinftighin als .die
Kurven Rip* bezeichnet werden.

Jede Kurve Rip kann auf 4 Weisen durch einen Kegel 2. Grades aus unserer Fliche
ausgeschnitten werden, je nachdem man seine Spitze in den einen oder anderen Doppelpunkt
der Fliche legt. .

Noch auf andere \\'-.i%L erhilt man die kubischen Kurven Rip., wenn man durch 2
windschiefe Doppelpunktsgeraden und die siectreffende unidreGerade

B: diy dsa tyaas eine Fliche 2. Ordnung legt. Dall man damit aber wieder nur
7u den bereits betrachteten Kurven Rip kommt, folgt aus der Tatsache, dal} jede kubische Kurve
unserer Fliche, welche alle 4 Doppelpunkte enthiilt, als der Restschnift eines Kegels 2. Grades
mit unserer Fliche in der vorhin ausgeiiithrien Weise betrachiet werden kann®)

Wir untersuchen nun, ‘k'iL oft sich 2 durch die 4 Doppelpunkte der Fliche gehende
kubische Raumkurven Eu[. und R3. schneiden. Sei K2 der Kegel, welcher Rip ausschneidet; ]\’f“
trifft ihn 2.3=6 mal. 2 mal geschicht dies in seiner Spitze und 3 maE in den 3 anderen Doppel-
punkien der Fliche; die !J-n]wgwlpt|nk[~'t"m"ldcn konnen aulierhalb der 4 Doppelpunkte nicht mehr
geschnitten werden, der 6. Schnittpunkt muf} also auf Rip zu liegen kommen und wir haben den Satz:

2 Kurven Rip und RY, haben aufierhalbder Doppelpunkte nur noch

ecinen Punkt gemeinsam, im ganzen fanf

1\

~ Wegen dieser 5 gemeinsamen Punkte kann man durch 2 Kurven unserer Schar eine und
nur eine Fliche 2. Ordnung legen, deren vollen Schnitt mit unserer Flache diese beiden Kurven bilden.
Uebersichtlicher gestaltet sich die Untersuchung der Lagebezichungen wiederum durch
den Uebergang in die Bildebene. Die kubischen Kurven Rip, doppelt unendlich
an Zahl, bilden sich ab in das doppelt unendliche System von Kegel-
schnitten, welche alle die 3 Eckpunkte Ay, Ay, Ay des Fundamentaldrei-
ecks gemeinsam haben. Da zwei Kegelschnitte dieses Netzes sich nur noch in einem
Punkte der Bildebene treffen kénnen, kinnen auch zwei unserer Kurven Rip nur einen Punkt
aulberbalb der Doppelpunkie der Fliche gemeinsam haben.
Ebenso wie das Kegelschnittnetz ist auch unsere Schar kubischer Kurven ein lineares
System: 2 Punkte unserer Fliche I~"_1;[L, bestimmen eindeutig eine kubische Raumkurve.

*) Legt man durch 3 zu einander windschiefe Geraden der Fliche, z. B. d,,, d;,, u,,4; die Fliche 2, Ordnung,
so ist auch hier der Restschnitt von der 3. OUrdnung und enthilt alle 4 Doppelpunkie der Fliche, kann aber troizdem

keine Kurve der Art R:;“ sein, schon deswegen nicht, weil das Grundgebilde hier nicht als kubische Raumkurve gilt.

Wie im Falle der allgemeinen Flache 3. Ordnung ergeben sich auch hier wiederum 3 windschiefe Geraden, Treffgeraden
der Ausgangsgeraden: d,,, u,,,, d,, oder d, u,,, d

i s w4
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4 die Flidchen 2. Ordnung |
n wir die eine oder die andere Ko

beniitzen, werden wir zu 2 Systemen von Kurven, Rxp und

oyration von

suchen nun, ob beide Systeme etwa identisch

v iy
i Nl 3 - :
V. T . LArt; wir unt

‘oD
it sind und gehen zu diesem Zweck auf ihre Bildkurven iber:
0 SHIE AUTVE Rop: 2CNTNCHACTL INTE ZETTALCNE KEDISCAC STl Ui o=
5 Eine Kurve Ry meidet thre zerfallene kubische Ergédnzung
Ficur 6. kurve d,, d., d,, nach einem bekannten Satze in 5 Punkien, was dann
in der Weise geschieht, dafi die beiden windschiefen Geraden, hier
dy, und d,; ie 2 mal, die gemeinsame Transversale, hier d,,, 1 mal getroficn werden. Die

e
Ciaen

Treffpunkte von Ryp auf d, sind D, sowie noch ein weiterer Punkt; dieser bewirkt, dall die zu
den’ Kurven Ry gehdrigen Bildkurven den Punkt A, zum Berithrungspunkt und t; zur Tangente
4

haben. d,, triift die Kurven der Schar bereits in D, und D,, also weiterhin nicht mehr; wegen

) Vergl, London, Math, Annal. Bd. 44. S. 410,
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D, wird A, gemeinsamer Punkt der Bildkurven. d., trifit die Kurven Rop auber in Dy nicht
mehr, A, gehdrt also den Bildkurven nicht an. Wir haben somit als Ergebnis:
Die Bildkurven der kubischen Raumkurven Rip (D., Dy) bilden ein doppelt unendliches

System von Kegelschnitten, we
und noch durch den anderen
besonders spezieller Art.

‘he im Punkte A, des Fundamentaldreiecks die Gerade 1, bertihren
wunkt A, hindurchegehen: ersichtlich ein Kegelschnitinetz von

Um von den Kurven Rip zu den Kurven
Rop 2zu kommen, haben wir, wie die 3 zu
Grunde liegenden Doppelpunkisgeraden lehren,
nur die Indices 1 und 3 mit einander zu ver-
fauschen. Dann folgt: Die Bildkuryen der

Kurven R5p beriihren sdmtlich die Gerade t,
im Punkte A, und gehen a
Ao (B0 Bigur 7).

Aus der Verschiedenheit der beiden

Keoelschnittnetze wird die  Verschiedenh =
unserer 2 kubischen Kurvensysteme evident.

Weiterhin lehrt die Betrachtung der
Bildebene: ¢y

Zwel kubischeRaumbkurven B 7.
welohe dureh dieselben 2 Doppel- oo oo i
punkte einer Fliaeche 3. Ordnuny Bildkurven zweier Kurven Rop (Ds, Dy) aus ver-
mit vier Knotenpunkten gehen, schiedenen Systemen.

schneiden sich, wenn sie demselben Kurvensystem angehdéren, noch
in einem, wenn sie aber verschiedenen Systemen angehéren, noch in
dweiteren Punkten.

Legt man durch eine kubische Kurve R.p des einen Systemes eine Fliche 2. Ordnung,

o
so ist ihr Restschnitt wiederum eine kubische Kurve, die durch dieselben 2 Doppelpunkte
geht und der Ausgangskurve noch 3 mal (im ganzen 5 mal) begegnet: es ist also eine Kurve

i

Rop des anderen Systemes; m. a. W.:
Die doppelt unendlich vielen Fldchen 2. Ordnung, welche man
durch eine kubische Raumkurve R,p des einen Systemes legen kann,

.‘ll =
schneiden die Kurven Ryp des anderen Systemes aus.

Aulffallend ist hierbei die Analogie zu einem bei dem einschaligen Hyperboloid giilticen
oatze, nach welchem die einfach unendlich vielen Ebenen durch eine Gerade der einen Schar
die Geraden der anderen Schar ausschneiden.

*é

Kubische Raumkurven, welche 2 Doppelpunkte unserer | enthalten, ergeben sich

auch noch in anderer als der vorhin (5. 10) angesebenen Weise als Restschnitte von
Fliehen 2. Ordnung, welche durch 2 unédre Geraden und durch eine
die eine oder die andere von ihnen treffende Doppelpunktsgerade gehen. Bei

D, und D, als Doppelpunkten sind es fiir die Kurven Rop vonvorhin die Geraden sy U0, doy,
fur die Kuryven ]\"_;“ aber die Geraden u,, v, d,.

Eine dritte Erzeugungsweise kubischer Kurven mit 2 Doppelpunkten stiitzt sich auf
2sichschneidendeDoppelpunktsgeraden und die zur einen von ihnen

(3] i

gehorigeunidre Gerade; hiernach ergeben sich die Kurven Rop, Rop (Da, Dy) bezw. durch
d|-_. le—.J Uyagy. d]_‘g L[H Lyqay.
; IV. Schliefilich wenden wir uns noch zur Beantwortung der Frage nach kubischen
Kurven, welche nur einen oder keinen Doppelpunkt der Fliche enthalten.
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Sei Rnlllll eine solche Kurve und denken wir uns durch diese sowie 2 der nicht ge-

troffenen Doppelpunkte unserer Fliche eine Fliche 2. Ordnung gelegt, [hr rdumlicher Restschnitt 3.
Ordnung, wiederum eine kubische Raumkurve, zerfillt wegen der beiden Doppelpunkte in 2 wind-
schiefe Doppelpunktsgeraden und deren Treffgerade, mit den 2 Doppelpunkten als Treffpunkten, also
in eine Konfiguration dreier Doppelpunkisgeraden, wie wir sie bereits im Vorhercehenden als

3

Ausgangssystem fitrr Kurven mit 2 Doppelpunkten erkannt haben: die Annahme einer Kurve

[\Jufl.r war also irrtiimlich und wir haben das Schlullergebnis:

Es gibt auf einer Fliche 3. Ordnung mit 4 Knotenpunkten hin-
sichtlichihrer Lage zuden Doppelpunkten nur 2 verschiedene Arten
kubischer Raumkurven; solche, welche alle 4 und solche, welche nur
2 Doppelpunkte der Flidche enthallen; die Gesamtheit der Kurven

durch 2 bestimmte Doppelpunkte der Flidche spaltet sich in zwei

Scharen.
5

Die Raumkurven 4, Ordnung I Art.

Liegt eine Raumkurve 4. Ordnung I. Art auf einer Fliche 3. Ordnung und legt man
durch diese Kurve eine Fliche 2. Ordnung, so gelangt man nach einem bekannten Satze zu
einem Kegelschnitte als Restschnitt, der jener Kurve 4 mal begegnet und mit ihr zusammen den
vollen Schnitt 6. Ordnung ausmacht®)., Daraus folgt zunéchst, dall auf einer Fliche 3.
Ordnung mit 4 Knotenpunkten Raumkurven 4 Ordnung . Art, welche
durch 3oder 4 knotenpunkte der Fliche einfachhindurchgehen, nicht
moglich sind. Denn der erginzende Kegelschnitt miisste ebenfalls durch jene 3 bezw. 4
Knotenpunkie hindurchgehen, was dem frither gefundenen (§ 3) widerspricht,

Unter Beherzigung des eingangs angefiihrten Satzes wollen wir uns bei der Aufsuchung
der einzelnen Raumkurven 4. Ordnung | Art auf die verschiedenen Kegelschnitte der Fliche
stittzen, dhnlich wie wir im Fritheren bei Aufsuchung der Kegelschnitte n den Geraden der
Fliche ausgegangen sind.

Ik

Jeder Kegelschnitt K2, welcher durch 2 Doppelpunkte der Fliche geht, fihrt mit
Hiilfe einer durch ihn gelegten Fliche 2. Ordnung zu einer Raumkurve 4. Ordnung . Art,
welche dieselben 2 Doppelpunkte enthdlt.

Da durch einen Kegelschnitt co* Flichen 2. Ordnung gehen, andrerseits aber die iibrigen
Kegelschnitte, welche dieselben Doppelpunkte wie K2 besitzen, wieder nur zu denselben Kurven

A

R f fithren, so bekommen wireine vierfach unendliche Schar von Raumkurven
4, Ordnung . Art, welche 2 feste Doppelpunkte der Fldche enthalten.
ganzen gibt es 6solcherScharen; wir bezeichnen ihre Kurven als . Kurven Hf.;.“".

Fassen wir eine der Scharen ins Auge mit D, und D, als gemeinschaitlichen Doppel-
punkten. 4 Punkte unserer Fliche bestimmen eindeutig eine der zur Erzeugung beniitzten
Flichen 2. Ordnung und damit eine Kurve der Schar. Andrerseits iiberzeugt man sich leicht,
dalb sich 2 Raumkurven derselben Schar aullerhalb ihrer beiden Doppelpunkte noch in 4 Punkten
treffen. Es gehen hier also, wie wir sehen, zwei Kurven durch 4 Punkte der Fliche. Der
Widerspruch 16st sich foleendermalen:

Die beiden Flichen 2. Ordnung F und F’, welche R* bezw. R ausschneiden, haben den
durch D, und D, gehenden Kegelschnitt K? gemeinsam und schneiden sich daher auBerdem in
noch einem weiteren Kegelschnitt K*, der als Bestandteil der Schnittkurve zweier Flichen 2.

Im

Ordnung K* 2 mal begegnet. Bis jetzt trifft also K* unsere Fliche Fyp in 2 auf K? liegenden
Punkten, er mufl sie also in noch 4 Punkten P P, treffen; diese 4 Punkte sind allen

drei Flichen, Fyp, F und F gemeinsam, sie sind also nichts anderes als die 4 Schnittpunkte

*) Sturm 1. cit. S. 69,



der Kurven R* und R¥, und durch diese 4 Punkte P, . . . P, gehen sogar unzihlig viele
Kurven unserer Schar hindurch, alle die. deren erzeugende Flichen 2. Ordnung dem ’,u_ﬁchcl
mit der Grundkurve (K? K®) angehiren: die 4 Punkte sind von einander abhidngig und reichen

zur eindeutigen Bestimmung einer Kurve Ryjsp nicht aus.
3

Zwei durch dieselben 2 Doppelpunkte unserer Flidche Fyp hin-
durcheehende Raumkurven 4 Ordnung LArtschneidensichaulierhalb
derselben noch in4, in einer Ebene liegenden Punkten Bringt man
diese Ebene mit irgend einem Kegelschnitte, der dieselben 2 Doppel-
punkte wiedie Raumkurven enthalf, zum Schnitt, soliegen die sich et-
ogebenden 6 Punkte auf einem Kegelschnitt

Entsprechend den 6 Scharen von Raumkurven I-ifg[, kann man in sechsfacher Weise
zu 3 vorgegebenen Punkten unserer Fliche einen vierten, abhingigen Punkt dazufinden.

Tiefer gestaltet sich der Einblick wieder beim Uebergang in die Bildebene:

Die Kurven der Schar mégen D, und D, enthalten. Da D, Projektionszentrum ist, er-
geben sich als Bildkurven gewdhnliche Kurven 3. Ordnung. Eine einfache jetrachtung der die
Raumkurven ausschneidenden Flichen 2. Ordnung lehrt, dali die Raumkurven die Doppelpunkts-
gerade d., keinmal, dyy und d,, aber je einmal aulierhalb der Doppelpunkte freffen. Demgemal
i y besitzen die Bildkurven 3. Ordnung den
Punkt A, des Fundamentaldreiecks
als eemeinschaftlichen Schnittpunkt,
wihrend sie sich in Ay und A, be-
riahren; zugehdrige Tangenten sind f
und ;- (Fiocur §)

Fiir die Bestimmung der Bild-
kurven haben die drei Fundamental-
punkte die Bedeutung von 2.2--1=5
Punkten, und da es in einer Ebene

0! Kurven 3. Ordnung gibt, so haben
wir also bereits das 4 fach unendliche
System von Bildkurven vor uns.

[rgend 4 Punkte der Bildebene
bestimmen eine Bildkurve: 4 Punkte
der Fliche bestimmen eine Raum-
kurve Rizp.

Andrerseits schneiden sich zwei
RBildkurven noch in 3.3—5=4 Punkten,
iy, . . . Il;, die zusammen mit den
Punkten bei -A; As As O assoziierte
' Punkte bilden und zur eindeutigen
[ Bestimmung nicht geeignet sind: Es
i ergibt sich auf eine zweite Weise,
varum auf unserer Fliche 4 Punkte
P, . . . P, unter Umstinden nicht
ausreichend sind fiir die Festlegung
einer Kurve von der Art Risp.

Figur 8.
Bild einer Kurve Rizp (Dz D).

IT.

Wir kehren zuriick zu einem Kegelschnitt K2, welcher 2 Doppelpunkte unserer Fliche,
D,, Dy enthidlt und greifen aus den durch ihn gehenden Flichen 2. Ordnung nur diejenigen
heraus, welche auch noch einen dritten Doppelpunkt, Dy, enthalten. Ihre Restschnittkurven, R a u m-
kurven 4 Ordnung 1. Art von dreifach unendlicher Mannigfaltigkeit,
gehendurch2Doppelpunkte unsererFldche einfach, widhrend sie noch
einen drittenDoppelpunkt derFlidche selbstalsDoppelpunktbesitzen.



Sie kénnen in dem gedac Falle als Kurv
kurven sind kubische Kurven, die den einen
samen Doppelpunkt, A, cemeinsamen |
besitzen. (Figur 9.)

n R D, D, 2. D, bezeichnet werden, Deren Bild-
ckpunkt des Fundamentaldreiecks, A,, als pemein-
mgspunkt und A, als gemeinsamen Schnittpun

C
I

Zwei Baumburven 4. Ordnung L A
te der Fldche zu einfachen und dens¢ en

8:
unkt hesitzen, schneiden

¢t der Flidche selbst als Doppe

-

! . Ordnung
wiirden diese jetzt 2 Doppel ' Die
Bestandteile kénnten nur die Doppelpun
die dann durch alle {

hnung eine Kurve der Ar

en: Von der Bil

1
A

el
ielen Flichen

schnitt legen kann, fi Raumkurven Ordnun : elche
gemeinen keinen Doppelpunkt der Fldche enthalten. Den 3 undren
Geraden entsprechend gi 3solel Systeme von Kuryen: sie mogen

ie Kurven Rpp bezeichnet werden®).
i Kiz der zu Grunde lieg chnitt, U4, seine Stitzg
ebenen Schnittes (Kia wird K von den durch D, ge

1

rade. Wie die Betrachiu
ienden Doppelpunkts-

n (era

Y Von einer ganz neucn Seite erschemnt die Erzeugungsweise der Kurven Ry wenn als zur und

gehdriper Kegelschnitt im Falle u,.., doj zu zihlende Gerade d,, oder d., gewihit wird (vergl. S, b Abs, |
zeugende Flachen sind dann die 4fach unendlich vielen Kegel 2. Orades, welche thre Spitze aul
einerDoppelpunktsgeraden der Fldche (hierd,,oderd,) haben und die ldngs dieserGeraden

mift unserer iche die eine Berithrungsebene gemeinsam haben.
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geraden dy; und dyy einmal, von dy, gar nicht getroffen: mithin werden die zu K, gehorigen
Restschnittkurven 4. Ordnung von d,, und ds, einmal, von dy, 2 mal getroffen. Daraus folgt,
dap die Bildkurven der betrachteten Raumkurven Riup. ebene Kurven 4.
Ordnung, sich in den Punkten A und A, des Fundamentaldreiecks be-
riihren (mitt bezw. t, als gemeinsamen Tangenten), wihrend sie in A,
einen Beriihrungsknoten®) haben (mit ts als zugehoriger Tangente)
(Figur 10.) Lassen wir den Berithrungsknoten auch noch in die beiden anderen Ecken des
Fundamentaldieiecks fallen., so bekommen wir die Bildkurven fiir alle 3 Systeme.

Nach einem allgemein giiltigen
Satze tiber die Projektion von Raumkuryven
. Ordnung I. Art muli jede unserer Bild-
kurven 2 Doppelpunkte besitzen: andrer-
seits wissen wir, dali der vom Projektions-
zentrum D, ausgehende Strahl dy, die
Raumkurven 2 mal trifff, sein Spurpunki
in der Bildebene also Doppelpunkt der
Projektionskurven ist. Wegen der Kon-
stanz der thrungsebene lings d, 1st
dieser Strahl aber zweimal als Doppel /

ihlen; die beiden Doppel-
ionskurve miissen also

sekante zu zdl

|'l|:'|\|'\' der |’|'-|_:_I

tatsdchlich in einen, A, einen Be-
rithrungsknoten, zusammenri
Bildkurven besitzen weite
Doppelpunkt mehr.

‘ine weitere Kontrolle fiir die
Idung liefert folgende

CKEN;  dIc

KEIMEN

Ri

der Abl

s
CHTTE

e 2
Betrachti

unidren (eraden u,,,, ge-
schnitte  bilden sich nach
abin ein Biischel von Kegel- Bild einer Kurve dem System der
in den Punkien A, und A, undren Geraden ug,

bezw. t, berithren. Mithin

haben die ikurven unserer Raumkurven Ry 1t der bBidkuryve von K, m

| 4 £ L o 10l ale -
punkten 2. Schnittpunkte gemeins: sich also a
damentalpunkte in noch 4 Punkten, w unserer |

len Raumkurven R,

annien

Yestschnitt
Ao otallliil
o 19 '

Bri
Schnitt, so

D
4 el

te; es en also Ji:41 o 1 und wir erhalten den
Satz: Zwei Raumkurven 4. Of Art, welche keinen Doppelpunkt
der Fliche enthalten und zu derselben unidren Geraden gehdaoren,
schneiden sich in 4 Punkten

Betrachten wir hingegen die Bildkurven zweier Raumkurven aus verschiedenen
Systemen, so ¢hen sich die Fundamentalpunkte wegen der Verschiedenheit der beiden Be-
rithrungsknoten als gleichbedeutend mit 4 -4 | 2=10 gemeinsamen Punkten und wir bekommen
den Satz: Zwei Raumkurven4 Ordnung L. Art, welche keinenDoppelpunkt
der Fliche enthalten und zu verschiedenen unédren Geraden gehdren.
Sschneiden sichiné6 Punkten.

[V,

Speziell dieienigen Flichen 2. Ordnung durch den mehriach betrachteten Kegelschnitt Ky,
welche wenigstens einen Doppelpunkt der Fliche enthalten, fithren zu Kurven Rj, die diesen

*) Vergl, Seite 5 Absatz 10,
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Doppelpunkt gleichfalls und zwar auch als Doppelpunkt enthalien. Ein zweiter Doppelpunkt aber
wiirde, dhnlich wie vorhin (Il), die Kurven R} zum Zerfallen bringen. Ob hierbei nun ein Paar
sich doppelt begegnender Kegelschnitte oder eine kubische Raumkurve mit Doppelsekante entsteht,
kommt auf die Wahl der beiden Doppelpunkte an: Betrachten wir wieder die (in Figur 10 ab-
gebildeten) Kurven aus dem Syslem .4, Restschnittkurven der Flichen 2. Ordnung durch K.
Ziehen wir hier Dy und D, als Doppelpunkte heran, so hat die Gerade d,, immer erst 2 Punkfe
mit den Flichen gemein und gehdort ihnen also nicht an.  Es entstehen daher zwei Kegelschniite
durch Dy und D,. lhre Bildkurven (vergl. Figur 1) bilden zusammengenommen eine Abart des
Bildes der Kurven Riop (Figur 10), wenn man beriicksichtigt, dafl} jefzt an die Stelle der Be-
ribrung in A, und A, Doppelpunkte treten. Ebenso verhilt es sich beziiglich der Art des Zer-
fallens bei der Wahl der Doppelpunkte D, und D,. Hingegen tritt bei Wah! eines der 4 anderen
Paare von Doppelpunkien die andere Zerspaltung ein; denn die 4 dabei in Betracht kommenden
Doppelpunktsgeraden haben dann mit den Flichen 2. Ordnung drei Punkte gemein (einen auf
o). sodald sie diesen angehdren und einen Teil der Restschnittkurve ausmachen. Bei den 3

- - - - | - - S i - (T - <!
Systemen von Kurven Ryp, zu denen die verschiedenen unidrenGeraden
der Flache fuhren, bekommen wir also durch Zerfall infolge zweier
Doppelpunkte 32=6 Systeme vonKegelschnittpaaren und 3.4-—12 systeme
von Kurven Rep. Da es nun, was die Kurven R betrifft, nur 12 Systeme gibt, so ist jetzt
also, wie erforderlich, jede Kurve dieser Art als Teil-Bestandteil in einem der drei Systeme
!
Riop untergebracht.
Die kubischen Kurven der anderen Arf, Ryp sind bereits frither (8§ 5, 1) als Teil-Be-
standteile in dem System der Kurven Risp erkannt worden.
Zusammenfassend haben wir also das Ergebnis, dall es keine Raumkurve 4. Ordnung
l. Art gibt, welche alle 4 Doppelpunkte unserer Fliche enthielte. <o# Kurven enthalten 3 Doppel-
punkte der Fliche, darunter aber einen doppelt; oot Kurven enthalten 2 Doppelpunkte einfach,
oot enthalten einen Doppelpunkt der Fliche und zwar als Doppelpunkt; co! Kurven wiederum
enthalten gar keinen Doppelpunkt.
Durch 4 beliebige Punkte der Fliche gehen 9 Raumkurven 4. Ordnung I. Art: 6, welche
2 Doppelpunkte der Fliche enthalten, 3, welche keinen Doppelpunkt enthalten,

o

6

Die Raumkurven 4. Ordnung II. Art.

Die Raumkurven 4. Ordnung II. Art ergeben sich, wie bekannt®), mit Hilfe von Flichen
2. Ordnung, welche durch ein Paar windschiefer Geraden der Fliche hindurchgehen, und zwar
begegnen die Kurven diesen beiden Geraden je 3 mal.

Nun lassen sich Paare windschiefer Geraden auf unserer Fliche in doppelter Weise her-
stellen: Die eine Art besteht aus den 3 Paaren windschiefer Doppelpunktsgeraden, die andere Art
aus einer der 3 undren und einer der 4 sie nicht treffenden Doppelpunktsgeraden. Die erste Art
enthilt also 3, die zweite Art 12 Dupel windschiefer Geraden.

I

Wir betrachten zunichst ein Dupel der ersten Art, d,, d.;, und legen durch seine beiden
Geraden eine Fliche 2. Ordnung. Die Restschnittkurve ist eine Raumkurve 4. Ordnung II. Art,
die durch alle 4 Doppelpunkte der Fliche hindurchgeht. Solcher Kurven gibt es co?: sie mogen
schlechthin als Kurven Riup, im Hinblick auf ihre Entstehung aus der Geraden d,. aber auch
als .die Kurven Ri:n* bezeichnet werden. Da die Kurven auch der beiden noch fehlenden
Systeme ein gleiches Verhalten gegeniiber den Doppelpunkten der Fliche zeigen, liegt die Frage

*) Sturm |, cit. S. 67,
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nahe. ob wir es nicht ihnlich wie bei den kubischen Kurven Rip mit nur einem ginzigen System
zu tun haben. Die Antwort ergibt sich alsbald: Da durch eine Raumkurve 4. Ordnung Il Art
nur eine einzige Fliche 2. Ordnung geht, so kann man durch eine Kurve Rizn keine Fliche
mehr nach dem Geradendupel d,, d., hiniiberlegen; d. h. Rizu kann nicht mit Hilfe von d,; dsy
zu Stande kommen, oder: Jedes der 3 Dupel von Doppelpunktsgeraden der
Fliche fithrt zu seinem eigenen 3fach unendlichen System von Raum-
kurven 4. Ordnung Rip.

Die Verschiedenartigkeit der 3 Kurvensysteme tritt erst in ihrem Verhalten zu den Geraden
der Fliche zu Tage: es gilt: Jede durch die 4 Doppelpunkte der Flidche hin-
durchgehende Raumkurve Ri trifift die beiden Doppelpunktsgeraden,
zu denen sie gehort, noch einmal aulierhalb der Doppelpunkte, die
iibrigen 4 Doppelpunktsgeraden aber nicht mehr.

Aus der Lage unserer Raumkurven zu den Geraden der Fliche erhalten wir Aufschlul
iiber ihre Bildkurven: Da das Projektionszentrum D, allen Kurven angehort, projizieren sie sich
simtlich nach einem bekannten Satze in Kurven 3. Ordnung mit einem Knotenpunkt. Sei im
besonderen Rlay die zu untersuchende Kurve. Da Rj.i die Doppelpunkisgeraden dyy und dy,
des weiteren nicht mehr frifit, so geht ihre Bildkurve durch A, und A, einfach hindurch, ohne
dort etwa t, bezw. t, zu berithren. Da ferner der von D, ausgehende Projektionsstrahl d; die

/ Kurven noch 2 mal ftrifft (in D, und
in noch einem weiteren Punkte P), so
wird sein Spurpunkt in der Bildebene,
A, der bereits vorhin erwdhnte Doppel-

/ punkt der Bildkurve; dabei muli der-
/ lenige der beiden Zweige der Bild-

kurve, der dem durch P gehenden
Kurvenzweige entspricht, die Gerade
t, als Tangente besitzen (Figur 11).
Zusammenfassend erkennen wir:
Die Raumkurven 4 Ordnung
II. Art, welche durch alle 4
Doppelpunkte einer Fldche
3. Ordnung mit 4 Knoten-
punkten gehen, zerfallen in
3 dreifach unendliche Sys-
teme; sie lassen sich ab-
bildenin 3 ebensolche Sys-
teme ebener kubischer
Kurven, welche alle Eck-
punkte des Fundamental-
dreiecksenthalten, darunter
den einen Ajgor,awmals gemein-

/ \f {3 schaftlichen Doppelpunkt

1 mit seinerzugehorigen Ge-
- raden t als gemeinsa I
bigur 1L 'II' EL{:ILLT ]u nht e IJU S - ei nl:i] n l ”dl : :
Bild einer Kurve Riup aus dem System d;, dyy. Nelde ni e LJ‘L

Bei zwei Bildkurven desselben Systemes zdhlt der gemeinsame Doppelpunkt A; fiir
5 Schnittpunkte, Ax und A; zihlen einfach; im ganzen haben die beiden Kurven bis jetzt 7 Punkte
gemeinsam, mithin noch 2 Punkte aulierhalb.

Bei zwei Bildkurven verschiedener Systeme hingegen zihlt A; nur fiir 2 Schnittpunkte,
ebenso Ay, der Doppelpunkt der anderen Kurve, widhrend Ay einfach zihlt: das ergibt jetzt 5
Schnittpunkte in den Ecken des Fundamentaldreiecks, also noch 4 Punkte aufierhalb.
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us folot durch den Uel ng zur Fliche: Zweidie 4 Doppelpunkte der
thaltende Raumk vern 4. Ordnung 1. Art schneiden sich,

mselben System angehdren, noch in 2 wennsieaber zwei
verschiedenender drei rsteme angehdren.noch in4dweiteren Punkten.

Belrachtung der Bildebene lehrt fernerhin, dal bestimmte
ren Geraden 2 mal, diedritte keinmal

, 3 . g |
Kurven Rip) hier zwei Kurven Ry und

=it nun (Ahnlich dem Vi

verbinden: wegen
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nur in ein und derselben
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beide Kurven

“Ger

Ry und Ry Doppelsekante ist; m. a. W.: Zwei Kurven rdenenSys
' gemeinsame undre Doppelsekante bilden die Grund
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lurch rein raumliche Betrachtungen
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n windschiefen
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|
i
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len, r und s, gehdren 1
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hea FY '
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weiteren Punkt unserer
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sich die Raum-

== und F,p, oder, in in
i ; gnen.
ch g ichtungen konnte man auch noch die Zahl der Schnitt-

Wir kommen nun zu der
wenn man durcl
2. Ordnung leot.

, die undre Gerade, d,, die Doppelpunktsgerade. Die kurven 4. Ordnunge
entstehen, enthalten 2 Doppelpunkte der Fliche, die beiden, durch welche die
geht., Im gedachten Falle sind es die Doppelpunkte ‘D, und D,. Die An-
ist 3fach unen . Da wir auf 12 verschiedene Weisen Doppelpunkisgeraden
raden zu Dupeln idschiefer (era usammenstellen konnen, so gibt es 12
endliche 3 Raumkurven 4 Ordnung Il. Art, welche
durch 2 Doppelpunkte der Fliche hindurchgehen.

lieser 12 Sys oe | ‘N kurz nach dem Geradendupel, mit dessen
Hitllie es > kommt, benannt werden. Fassen wir insbesondere noch unter den 12 Sys-
temen 2 deren Kurven durch dieselben 2 Doppelpunkte der Fliche hindurchgehen, als
Merwandte Systeme® in einer Gruppe zusammen, so bekommen wir das Schema:

Raumkurven 4. Ordnung II. Art. Kurven
eine zu thr windschiefe Doppelpunkis-

RPoacterlhrit
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V5 1€

Jedes d
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dat 1324

l1e w423 e
[. Gruppe tl:: tl: IV. Gruppe.
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dug uizzg || dis uigzd

dag g9
dz4 1

dig 11234
dig uiizs
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i
dug u12s4 || dig wr2ay V.
VI. Gruppe.
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Bemerkenswert sind ferner zwei Sy s ! eme, we Iche ink ihrer IJM‘ e I-
punkteiibereinstimmen, f“'_‘.'rii-clll-' \rt sind in dem Tableau in nebeneinanderstehenden
Karrees eingetragen; sie mig mmd bezeichnet' werden. Von dieser ;‘m 5
z. B. die Systeme diz dizg U ey und dyy u,, .. Zwel einander fre
'--.HL'! also, tl|l'n=‘ll| in unktsgeraden nolwendiz verschieden, immerhin noch
(ieraden lberein:

| '|-'-:|L |] !\l"ﬂ.”:-,'

pelpunkt der

n atch noch zwei solche Kurven betrachien, welche wenigstens in
he ibereinstimmen.

el1ne

ragen, wie ofl einander schneiden:

Seien Rop und Rop die

Kurven eines und desselben Systemes

Kurven und dis, u,, . die

ibres .“'x'_-.mi;;n-,-s'
» der anderen 8 mal friff 6 mal .||1, d

en Geraden d . u cht, so bleiben nach 2 Schnittpu iibrig, welcl
zungsschnitt i. dieandere Raumkurve zu liegen ki ymmen.  Wir haben ;l|:~-.| den
vei durch dieselben 2 Doppelpunkte unserer Fldche hindurch-
Raumkurven 4. Ordnung Il. Art schneiden sich, wenn sie ein
nselben System angehdren, aullerhalb der Doppelpunkte noch
iteren Punkten

Bestitigung  dieses
e wiederum der
r fassen die K

Kurven die erzeugen

ie zur Vereinfachung der nocl fla'.g'-.:mlm Unter

in die Bildebene vollzogen wel
5 dia u4ey ins Auge.  Als Raumkurven 4. Ordnung

Il. Art proijizieren sie sich von dem ‘halb -ngu-mml Projektionszentrum D, in Kurven

t 3 Doppelpunkien. Zur genaueren E;m.«l;l.t.n;; ihres Verlaufes miissen wir ihr

den Geraden d,,. dsy, dyy unserer Fliche unte

)a d,, weder d,s noch uj., trifft, muB sie die F

’
sucnen.

iche 2. Ordnung, welche unser
Kurve selbst 2 mal treffen. . Dieses zweimalice
aulserhalb der Doppelpunkte Dy, D, und macht
rehoriger Tangente.
it, trifft d,, die die Kurve ausschneidende Fliche
1 Kurve selbst gar nichf. Durch-4, gehen also die
lurch, ohne etwa t, zu berithren.
dsy trifit nur d;., nicht v, 5., also trifft
dyy unsere Kurven Rpyap einmal.  Wegen
dieses Begegnungspunktes und wegen D
wird A; in der Abbildungsebene ein Knoten
punkt der Bildkurve, in welchem f, die eine
gemeinschaftliche Tangente ist.
Zusammenfassend m'iwnnun wir: Die
Raumkurven 4. Ordnung ATT, l\.| 2p, des
einen unserer 12 Systeme, LI,. ;a3 bilden
sich ab in ebene Kurven 4. Ordnu welche
-.lu] Punkt A, als B fen und
t, als zugehorige gemeinsame Tangente,
den Punkt A, als Knotenpunkt und f, als
eine gemeinsame Tangente, den Punkt A
als einfachen Punkt ohne eine gemeinsame
Tangente besifzen
Gestalt und Verlauf der J|'1|u\nu||
einer Kurve aus dem System di, 5 15t
also von der in Figur 12 angec Imh en Art.
Der allgemein ,.','.l|[!j..:’L Satz, nach

Kurve Ry»p ausschneidet, und

nithin alse di
I'reffen unserer Raumkurve mit dy, eeschi
\, zu einem Berithrungs

Da d,, sowohl d
Ordnune bereits zweimal
Kurven wegen D, einmal hir

knoten mit t, als

-

(8 welchem die Projektionskurve einer Raum-
: j kurve 4. Ordnung 1. Art 3 Doppelpunkte
Fiour 12. DBild einer Kurve Rijap (Dy Dy) autweist, hat sich in unserem Falle (bei D,

aus dem System d;» U404 als Projeklionszentrum) dahin abgeindert,
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dall 2 der 3 Doppelpunkte zu einem Berithrungsknoten zusammengeriickt sind. Dieses Ergebnis
stellt sich zwei anderen bekannten speziellen Projektionsarten an die Seite, nach welchen eine
Raumkurve 4. Ordnung Il. Art von einem Punkte ihrer Tangenteniliche in eine Kurve 4. Ordnung
mit 2 Doppelpunkten und einem Riickkehrpunkt, von einem Punkte der einzigen sie enthaltenden
Fliche 2. Ordnung aus in eine Kurve 4. Ordnung mit einem dreifachen Punkt (dquivalent
3 Doppelpunkten) projiziert wird.

Denken wir uns zwei Bildkurven von der in Figur 12 dargestellten Art, zugehdrig zu
zwei Kurven eines und desselben Systemes: Von den 4.4=16 Schnittpunkten absorbiert der ge-
meinsame BerQihrungsknoten, wie von iriher her bekannt ist, 8, der gemeinsame D ppelpunkt
A, (wegen der gemeinsamen Tangente {,) 5, der Punkt A, einen; im gdm.l_n entfallen also bereits
14 Schnittpunkte, sodalb die beiden Bildkurven sich aufierhalb noch in 2 Punkten schneiden
missen, was zu dem bereits oben (S. 19) angegebenen Satz tiber die Zahl der S Schnittpunkte zweier
Kurven aus demselben System zurickfiihrt.

(Giehen wir von den Kurven ]Qﬁ »p des betrachteten Systemes d» upes iber zu den Kurven
i{” op des verwandten Systems diz u,,,,. so vertauschen d, und d,y sowie dy; und diz mit dem
Wechsel der undren Geraden ihre [ﬂrlllt ohne dall in dem Verhalten der Kurven zur Geraden
dys eine Aenderung eintritt. Die ganze Abdnderung, die durch den Uebergang zwischen den
beiden Systemen herbeigefithrt wird, liuft also lediglich auf eine Vertauschung der Indices
i und > hinaus. Demgemdl bleibt fir die Schar der neuen Bildkurven Punkt A, Berihrungsknoten,
wihrend jetzt Ay als I}uppc punkt und A, als einfacher Punkt erscheint.

Damit erhalten wir Aufschluss aiber die Zahl der Schnittpunkte zweier Raumkurven aus
verwandten Systemen: Von den 16 Schnittpunkten ihrer Bildkurven absorbiert A, 8, A; und A,
ie 2; im ganzen entfallen also 12 Schnittpunkte, sodall noch 4 Punkte aufierhalb der Fundamental-
punkte liegen miissen, denen rickwirts 4 beliebig gelegene Punkte unserer Flidche entsprechen.
Wir erhalten also den Saftz: Zwei Raumkurven 4 Ordnung I Art, welche
durch dieselben 2 Doppelpunkte unserer Fliche und nur durch diese
hindurchgehen, ohnedemselbenSystemanzugehodren, schneiden sich
auBerhalb der [:nppLquthc noch 4 mal.

Aehnlich wie die Kurven der Gruppe
I (vergl. das auf Seite 18 auigestellte
Tableau) projizieren sich die Kurven der
Giruppe Il in ebene Kurven 4. Ordnung
mll A, als Berthrungsknoten und A, und
A, als einfachen und doppelten Punkten,
sowie ferner die Kurven der Gruppe I
in ebene Kurven 4. Ordnung mit A, als
Berithrungsknoten und A, und A, als ein-
fachen und doppelten Punkten.

Hieran schliefit sich von selbst die
Frage, wie sich die Kurven der noch
fehlenden 3 Gruppen 1V, V, VI auf die
Bildebene abbilden. Da sie alle das Pro-
iektions-Zentrum D, enthalten, erscheinen
als Projektionskurven ebene Kurven 3.
Ordnung mit Doppelpunkt.  Wir be-
trachten die Kurven aus dem System
dyy sy dyy wird von den Kurven 3 mal
cgetroffen, 2 mal in Dy und Dy und noch
einmal aulerhalb. Demgemal ist der

\ Fundamentalpunkt A, der Bildebene

t \ Doppelpunkt aller Bildkurven und t, ge-

1 "'f meinsame Tangente des einen der beiden
Zweige. d,; wird von den Kurven

Bild einer Kurve Riup (D, Dy) Lm[aulmih D, nur noch einmal getroffen,

Figur h
g aus dem System d,, u,,,, d,, aber gar nicht. Den Punkt A; haben
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also alle Bildkurven zum gemeinschaitlichen Beriithrungspunkt mit t, als gemeinschaftlicher
Tangente, wihrend A, ihnen garnicht angehort. Die Bildkurven des S\wic;lls dyy U409 haben
also den in Figur 13 gekennzeichneten Verlauf. Es ergibt sich, wie erforderlich, ein 3fach
unendliches SystemebenerKurven 3. Ordnung,

Zundachst fuhrt diese Kurvenschar zur Bestitigung eines firitheren Satzes: 2 Bild-
kurven C* und C* haben in A, wegen der gemeinschaitlichen Tangente 5 Punkie gemeinsam,
in A, 2 Punkte, im ganzen also bereits 7 Punkte; es fehlen mithin noch 9—7-=2 Schnittpunkte,
welche aulberhalb der E:L1E1L|{lllI{:Iﬂctl]mﬂklb liegen missen; sie sind die Bildpunkie derjenigen
2 Flichenpunkte, in denen sich, wie bereifs frither gefunden, zwei Raumkurven 4. Uld]mn;1

Riop eines und desselben Systems auberhalb der Doppelpunkte unserer Fliche noch schneiden.

Aehnlich wie bei Gruppe | bekommt
man die Bildkurven des dem System dg, u,, .,
verwandten Systemes d,, u,., (S. die Tabelle
S. 18), wenn man unter Vertauschung der
Indices , und » Ay und Az ihre Rolle vertauschen
lé’tl'ﬂ Das Hlld einer Kurve des Systemes
d .., st also von der in Figur 14 an-
*rudunl{:lt.n Art.

Denkt man sich Figur 13 auf Figur 14
gelegt, so erhdlt man nebeneinander die Bild-
kurven zweier Kurven verwandter Systeme, im
vorliegenden Fall aus Gruppe IV. Der einzige
gemeinsame Fundamentalpunkt ist hier A, der
iir 5 Schnittpunkte zdhlt und darum noch
9—5=—4 Schnittpunkte aufierhalb der Fun-
damentalpunkte erfordert, was uns zu dem
vorhin gefundenen Satz tiber die Zahl 4 der
Schnittpunkte zweier Kurven aus ver- P
wandten Systemen zuriickfithrt. ! 2 : igur 14. 1

Mit den zu Gebote stehenden Hilis- Bild einer Kurve Rysp aus dem System d,, u
mittelnerledigtsich nunleichtauchnoch die Frage
nach den Schnittpunkten r.m-it-r Raumkurven aus einander fremden Systemen,
d. h. zweier solcher Kurven 4. Ordnung Riisp. welche durch zwei verschiedene Paare von
Doppelpunkten unserer F ]lLEIL’ himimd L{L.h;!l

Schon frither wurde bemerkt, dali diese Frage doppeldeutig ist, insoiern die beiden
Systeme. denen die Kurven angehéren, in der un:trun CGeraden i'lhu'c:hh'!imm:,n oder auch

verschieden sein kénnen. In diesem Sinne wurde damals (S. 19 oben) das System d , u,, ., einerseits
mit d,, u,.. andrerseits mit d,, u,, , zusammengestellt.
Wir betrachten zuerst den Fall zweier Kurven aus den Systemen d A e e L (e

b z 2
stalt und Verlaul beider Kurven ist aus den Figuren 12 und 13 zu L]hL‘iIL‘I]_ \\11 halten beide
Figuren nebeneinander und zdhlen dic Schnittpunkte ab: As zéhlt i1'1‘mh|_'[r.'|cl11 der gtlTIL‘HhHHLH
Berithrung der Kurven mit t; fiilr 2.2 -2—06 gemeinsame Punkte:; A, zdhlt fiir 2--1=—=3 gemein-
same Punkte; A, ist gar kein Schnittpunkt: die beiden Hlldlmnmmlmumn sich also auberhalb
der Fundamentalpunkte 4.3 —6-—3=23 mal und es ergibt sich der Satz:

ZweiRaumkurven4. Ordonungll. Art, welchedurchzweiverschiedene

Paare von Doppelpunkten der Flache hindurchgehen, schneiden sich,
wennihreSystemeinderunidrenGeradeniibereinstimmen,in3Punkten.
In dem anderen Falle, in welchem die beiden fremden Systeme verschiedene

unire Ceraden ha
Wir halten jetzl
f |_.;|1L-z:,

|-lL_-:'-l\._-i 1 !‘\

:n, betrachten wir zwei Kurven aus den Systemen d . u,., und d, u
ie beiden Figuren 12 und 14 nebeneinander und erkennen A; wieder
\; als einfachen Schniltpunkt, wihrend As Gberhaupt nicht Schnittpunkt ist.
1aben also bereits 6--1=7 Punkle gemeinsam, und mithin noch 5 Punkte aulier
.||L|u|'| yunkte, was zu dem Satze fihrt:

aumkurve J |"i'I.I||l' I Art welche durch zwei Ve

sclitedene Paare von 5.‘-.; ) Elachel hih rchegehen




schneiden sich, wennihreSysteme in der undreneraden verschieden
sind, in insgesamt b Punkten.

Auch durch rein riumliche Betrachtungen kann man zu den beiden letzteenanntien Sitzen
gelaneen, wenn man die beiden die Kurven ausschneidenden Flichen 2. Ordnung heranzieht und
die 8 Schnittpunkte der einen dieser Flichen mit der Raumkurve 4. Ordnung der anderen

FFliche abzihlt.

SchluBbemerkungen.

Durch Betrachtung der Figuren

il

12
13 |
|
bekommen wir im Bilde einen Ueberblick Giber die verschiedenen charakte-

ristischen Kurventypen der Fldche
[ g i s o]
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Die Zahl der Systeme, in welche die Kurven eines und desselben Typus weiterhin
zerfallen, betrigct

bez. | f 3 | 6.2 I (5

S|

Da jede ebene oder raumliche Kurve einem vollen ebenen Schnitt 3. Ordnung so oft be-
veonel, als ihre Ordnungszahl angibt, bekommen wir fiir die Gesamtheit der Bildkurven iolgende
Allgemeinregel:

JedeBildkurve mull derBildkurve einesebenenSchnittes (Figur 4)
sooft aulierhalb der Fundamentalpunkte begegnen, wie die Ordnung s-
zahlihrer aufder Fldcheverlaufenden Stammkurve angibt

Wie frither (S. 5. Abs. 6) gezeigl, kann als Bild des Doppelpunktes [y, des Projektions-
zentrums, je der Punkt gelten, in welchem sein Tangentialkegel 2. Grades die Bildebene schneidet;
dieser Kegelschnitt, A2 muli durch die 3 Fundamentalpunkte Ay, A, Ay hindurchgehen und in
ihnen die Geraden bez. 1y, {5, t, berithren. Hieraus ergibt sich sofort die weitere allgemeine Kontrolle :

Ebenso oft wie eine 'der Bildkurven den Kegelschnitt A2 auler-
halbder Fundamentalpunkte trifft mulliihreaufderFldche verlaufende
Stammkurve durch den Punkt Dy hindurchgehen.

Ohlau, im Mirz 1909,

Dr. Waldemar Jaeckel.
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