Methodologisch-mathematische Aphorismen.”)

Theil I.

Der geometrisch - algebraische Pythagoras.

S-Jwic sich aus dem Satze: »Wenn man im rechtwinkligen Dreiecke aus dem Scheitel des

rechten Winkels anf die Hypotenuse eine Senkrechte fillt, so

i ist jede der beiden Katheten die mittlere Proportionale zwisehen
/ | k dem an ihr liegenden Abschnitt und der ganzen Hypotenusee,
: ~a auf algebraischem Wege ergiebt, dass
. : e = a8 + b+
e L == ist, ebenso kann man noch auf vielfache andere Arten zu dem-

selben Xiele gelangen.

Den Beweisen selbst wollen wir einige ziemlich bekannte Sitze vorausschicken, wie sie
Nagel in seinen »Materialiens verzeichuet hat:

»Wenn man in einem rechiwinkligen Dreiecke die Winkel halbirt und von dem gemein-
schaftlichen Durchschnittspunkte der 3 Halbivungslinien auf eine Seife einen Perpendikel fillt,
s0 ist dieser gleich dem halben Uebersehusse der Kathetensumme iiber die Hypotenuse.

Wenn man in einem rechtwinkligen Dreiecke den rechten Winkel und die beiden an der
Hypotenuse liegenden Aussenwinkel halbirt, so ist der von dem gemeinschaftlichen Durchschnifts-
punkte auf eine Seite gefillte Perpendikel gleich dem halben Umfange des Dreiecks.

*) Die znm Drock bereit liegende Einleitung iiber den Inhalt des Folgenden, iiber die Tendenz desselben
u, 8. W. scheint mir jetzt entbehrlich, weil der kundige Leser bald er
i welcher Hinsicht es new ist, ob dem Wesen nach oder in der Da

Wissenschaft vom refligelten Worte* leicht unterscheiden lassen.

nen wird, was ganz, was nur theilweise und

stellungswelse; ebenso wird sich der Ernst dep
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Wenn man in einem rechtwinkligen Dreiecke

sowohl die heiden inmern als auch die beiden

dnssern an einer Kathete liegenden Winkel halbirt

N und von den beiden Durchsehnittspunkten der

Halbirungslinien auf diese Kathete Perpendikel

fillt, so ist die Summe beider Perpendikel gleich

der genannten Kathete. b
_. Wenn man in einem rechtwinkligen Dreiecke
e sowohl die Deiden innern als auch die beiden
A dnssern an der Hypotenuse liegenden Winkel
N halbirt nnd von den beiden Durchschnittspunkten ;
: % ) der Halbirungslinien auf die Hypotenuse Perpen-
\\_\ I ; : dikel fillt, so ist die Differenz beider Perpendikel
B ‘/'/ der Hypotenuse gleich.
\\'\\ il . Wenn man in einem rechtwinkligen Dreiecke
R\ sowohl an der Hypotenuse als auch an beiden
Katheten die innern und dinssern Winkel halbirt =8
und auf jede der genannten 3 Seiten von dem
innern und diussern Durchsehnittspunkte zwei Perpendikel filllt, so ist der dussere auf die Hypo-
tenuse gefillte Perpendikel gleich der Summe der beiden dussern auf die Katheten gefillten
Perpendikel und eines innern Perpendikels.e
Bezeichnen wir die Katheten mit @ und b, die Hypotenuse mit ¢, den Radius des innern
Beriihrungskreises mit p, die Radien der idusseren beziiglich mit pa, o, pe, S0 erhalten wir aus
jenen Siitzen die Gleichungen: .
|
a-+h—ec
p=——
a-b-c
e = Oy ks
a+¢—Dh b= ¢—a
Pa = At =t -:.3 —» Po R ._.)
g =G
e = I.r’; == Oy == P

Die Beweise fiir die ersten 2 Sitze sind sehr leicht; beim dritten beachte man, dass die Mittel-

punkte der 2 Beriihrungskreise und die Endpunkte der Kathete Winkelpunkte eines Sehnenvierecks

gind; der vierte und finfte enthalten unmittelbare Folgerungen aus dem Vorigen.
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Ausserdem finden bekanntlieh in jedem beliehigen Dreiecke noch folgende Beziehungen statt:

2F
Gl e o
2F 2F 2F
B ==l s =D T e h—g!

worin 77 die Fliche des Dreiecks bedeutet,
Machen wir davon fiir das rechtwinklige Dreieck Anwendung, so kimnen wir ab statt 217
schreiben, wodnrch wir erhalten:

ah
7] _
i a4+ b -+¢
ab ahb 7 ab
o == e — Oy = —— 71 g = ——— e
a Dl e a -+ ¢c—bn" a-+hbh—c

Wie man nun bei den geometrischen Beweisen des Pythagoras gewisse Gruppen hildef, in denen
der Unterschied der Figuren nur darin besteht, dass man die Quadrate der drei Seiten alle
miglichen Lagen einnelimen lisst, wodurch die Anzahl der Beweise sehr bedeutend werden kann;
ebenso kimnen wir uns auch hier dorch mancherlei Zusammenstellungen einen grossen Vorrath

algebraischer Deweize verschaflen.

L
- h—¢ ab 5 : -
n — o oder: == - :+ daraus a® + b? = g2
! ! ] a+=hac
II.
1 a-+c—Dh ab s T
e 0. O0eT: el . Py a1 .
d it 2 h+¢c—a
1 ) == G — @ al 08 W
T s ) i . — ‘ S "
9 2, 0Uel 9 ST ]]'
I,
et S ab
Po = pg oder: — = ——————— W, 8. W
! 2 a+h—c
IY.
ik Do == G ab e . o
C Dpr— 0 OUBY S e e i —» darans. a? + h? =%
; | 2 a-+h—+¢
Y.
i s ab a+bh—c s
C = ;. — & Oler: ¢ = - - — i + S .
d f a4 h—e 2

1%




VI.
ab ah o
C=pc— P oder: ¢ = =-1 E h jE = :'1 T '.,. W8 Wy
YII.
a+c—"h ab Sty i S g
a=p, + poder: a= = i daraus a* + b* = ¢%
¥ T e e
h+¢—a ab bl
b=p, + poder: b=—- e Al i W
] e ==
YIII.
ab a+b-—e¢ '
a=p, + poder: a= ST 5 L8 W
. T ab a+h—e 7 =
= 0y == 00081 D= —r _g- — * q x
T J A 4+e—Dh 2
IX.
ab ah =l
a=p, + poder: a = g PR e el . 8. W.
ab ab
b= -+ p oder: b = - - sl 8 W
i) ! a+c—h a-+=h ¢
X.
ab a-+h—e a+¢c—Db b+¢—a
Pe=rPsin -+ P oder: .iL +~bh—0 == a2 L5 2 ST _:2“ !

woraus wiedernm die Behauptung hervorgeht.
Jetzt sollen noch einige Gleichungen angefiihrt werden, die ebenfalls Verwendung finden
konnen; es mag jedoch fernerhin, wie bereits bei Nro, X. geschehen, von jeder derselben nur einmal

Gebrauch gemacht werden, da wir nicht gar zu ausfiihrlich werden dirfen.

XL
1 1 I ek
[ iy i e
2 hb+¢c—a a-+¢—0h a+b—e¢
a-+-b— ¢ ab PR ab ;
XII.
e e e
i T, hy, h
2 1 1 c
a+-h—=e = -il A & - ab’

#) ha, by, he, sind die Hihen eines beliehigen Dreiecks auf die Seiten a, D, c.




XIIL
fa + py + po = 4r + p, md da 4F = 2ah,
a+oc¢— b b+ ¢ a a-+h -+ ¢ abe ab
L - — - — = 4, —5 Hr— x
= 2 2 2ah a+hb+c
XI1Y.
£ Pa + Pb flo = I:{!-.
a+b—¢ as+c—Dh ab ah .
5 == — = he;
2 2 a4+c—Db as+b—c¢ :
(Ebenso: g0 pu + pa. po = ac und: p. g + ga. pu = ab).
XY.
H _2 2 P
rn‘—' =i Jn '
5 ab ab
ah “a+bh4+2e at+h—ec
i ;
[V a+~b+¢ a+b—e¢
5 =t :3
: 2. a4 2. 0. M
(l-‘,'lmn.a_'n: he = —— 1 aand =y = 2 )
. n £y — 2

Aber nicht nur bereits fertige Formeln, sondern auch viele, unserer Aufgabe scheinbar fern-

liegende Lehrsitze iiber das Dreieck kdnnen hier gute Dienste leisten.
XVIL
»Wenn man von der Spitze () eines Dreiecks (ABC) an den Mittelpunkt (0) des ein-

goschriehenen Kreises eine Gerade zieht und diese bis zur Peripherie des umschriebenen (bis 1)
verlingert, so verhillt sich die ganze Linie (C'D) zur Verlingerung (0.0)

L ebenso, wie die Summe (AC + BC) der anstossenden Seiten zur Grund-
TN N linie (AB).«
fiy{ el dgp— {7 Nehmen wir nun das Dreieck ABC rechiwinklig an, AB als
Ve R AT . ‘,f Hypotenuse, so erhalten wir:
< | | CD : 0D, oder, wie die Figur leicht erkennen lisst,
__ b MD:ND = (a + b) s ¢,
| / (r + h):(r + g} = (a + b): ¢,

I z  ab c a-+h—c :
7 (l) S ::) . (*) = 5 ) = (a -+ Db):¢,
T —

; 2
a? + b2




i
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XVII.

»Wenn man von der Spitze () eines gleichschenkligen Dreiecks (ABC) eine Linie (ADI)
zieht, welche die Peripherie des umschriebenen Kreises (in ) und die Grundlinie (in D) scheidet,
so0 ist der Schenkel (A () des Dreiecks die mittlere Proportionale zwischen den Segmenten (4.0, 4 I7)
der gezogenen Linie.«

Ziehen wir die Linie ADEFE so, dass sie den Winkel CAP
halbivt, so erhalten wir: P
X100 =BT

a:¢=(h—m):m

. {cx. sin v+ ax. sin v = ac. 2. sin V. €05 V)
Sy X-¥ § - &
| : ™ CX H=aE = ap. 2,
(\'l'._lxnlr{hl—[il_'-l-" h— T X
Ny = 2 .
B X (y —x) =m (2b — m).
Daraus ergeben sich die Werthe:
.\'-1,' == L'_’2
bhe
m =
i+ C
2a%c ®
x?
a -+ G
Xy — x* = 2bm — m*,
Setzen wir nun die aus den ersten 3 Gleichungen gewonnenen Werthe in der 4. ein, so giebt dies:
a2k be h&ec*
¢?——— = 2h. — — -
1+ ¢ a—+C {a -+ 2¢)°
und hieraus folgt nach gehdriger Reduction wiederum:
a® + h? = ¢
A VIIL.
Den letzten Satz wollen wir noch einmal anwenden fiie den Fall, dass jene Transversale
(im allgemeinen Sinne) ausserhalb des gleichschenkligen Dreiecks liegt, nicht etwa, weil die
Betrachtungsweise eine wesentlich andere wiirde, sondern wegen des nicht ganz gewdhulichen Schlusses. b

Nelmen wir ein rechtwinkliges Dreieck an, in welehem b < @, vervollstindigen es, wie

Tionr 4 aneiebt, zn einem gleichschenkligen, tragen den Winkel 4 noch einmal ausserhalb an
= = 7 o o] i ¥

. 8 Ww., dann erhalten wir (rechts in der Figur):

Yolne—tos
a:x=h:m
(ac. sin =+ cx sin @ = ax. 2 sin B. cos f3)
_ a
ac + X = ax. 2. —
L

m{m—-+ 2h) = x (x — ).
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Daraus ergeben sich die Werthe:
Tt
be®
= om—g
. ac®
T g

X! —xy =m?*+ 2hm.

Durch Einsetzung der Werthe aus den ersten 3 Gleichungen in die letzte entsteht die Gleichung:

.13l.-L : hi(.i [IL-..'J
Bat—ohr Y = mar—eyr + 20 gy —E
und hierans nach gehiériger Reduetion:
(a* + b* — ¢¥). (e¢* — 4a%) = 0.
Da nun gemiiss der Voraussetzung (b <) unmiglich der zweite Factor = 0 sein kann, weil ja

sonst ¢ = 2a wirde, so erfiilllt sich diese Gleichung nur dadurch, dass
a? + b*— e? = 0 ist

Dies mag geniigen. Hiitte Jemand Zeit und Lust genug dazu, siémmtliche Combinationen
anfzustellen, welche nach den im Fritheren gegebenen Andeutungen maglich sind (vergl. Nro. L bis
IX.) und wollte er alle die Sitze, welche hierbei herangezogen werden kinnen (ausser andern
enthalten die geometrischen Werkehen von Wiegand und Adams, die auch ich beniitzt habe,
noch reichlichen Stofl dazu) gehirvig aunsbeuten, dann wiirde er, so meine ich, diese Art von
Beweisen des Pythagoras nicht nur nach Dutzenden, sondern nach Schocken zu zihlen in den

Stand gesetzt werden.

Theil 1I.

Einzelheiten aus verschiedenen Gebieten.

L

Unter gewissen Umstinden wird man, nm zu nithig scheinenden Wiederholungen u. s. w.
Zeit zu gewinnen, sich veranlasst sehen, hier und dort moglichste Kiirze eintreten zu lassen. So

wird man z. B., obwohl die genetische Darstellung der betreffenden Formel aus mehr als einem

Grunde vorzuziehen ist, sagen kinnen:




; [a+Vat—b [ a—Va'—Db
VaxVb = lﬁ 3 & l 5
ist richtig, weil
= [ as¥ar—b ., a—V¥ai—h)
(' H A i .Ff ]|) — (l' 5 B ]{[ 2 .
oder, weil a = Fbh = a = ¥b richtiz ist.
11.

Die Aufeabe: ,Drei ganze Zahlen (Phythagoreische Dreieckszahlen) der Art zu finden,
dass das Quadrat der einen gleich der Summe der Quadrate der zweiten und dritten ist®, kann
man, wie auf andere, so anch auf folgende Weise lisen:

X%yt =22
5
oder: x2 [= 22 — y?] = (z + ¥). (z — y)-

Setzen wir, wie angedeutet, & statt z — y, so ist:

s
% 4+ Y _.
&
¥t —§ = &
xe 5'.' a =2
z2=——, > udy=-—r.—;
24 28

also: s paie—giNa \_—0— St
2 =F __-2 :: f_), : 1

worin x und & beliebige Werthe annehmen kimnen; oder, fiir ganze Zahlen, die bekannte Gleichung:

L a1

(2x8)* = (x* — &%)% = (x? -+ £9)2
111.

Vorausgesetzt; dass von den »figurirten Zahlens wenigstens die Dreiecks- und Quadrat-
zalilen nebst ihren swmmatorischen Gliedern bekannt sind, lisst sich, ohne dass man die Pro-
gressionen des zweiten Grades (arithmetischen Reihen zweiten Ranges) in ihrer Allgemeinheit zun
Grunde legt, der sogenannte rechteckige Kugelhaufen ausrechnen.

Entweder:= Nehmen wir, wie es gewidhnlich geschieht, n Schichten an und in der
obersten Kante s Kugeln, so haben wir unter einander:

™ 5 i
2(m -+ 1) 2m -+ 2
8 (m + 2) dm-+ 6
4m-+ 8} = ¢ 4m -+ 12

n(m-+n—1) nm-+n(n—1) Kugeln.




Die erste Vertikalkolonne rechfs enthilt eine gewohnliche arithmetische Progression, ihre Summe

ist also:
I nin -+ 1)
(m + mn), g L. ==

= =

i (2)

Die zweite, worin aber nur (n — 1) Glieder sind, enthilt, nachdem der remeinschaftliche Faktor
# 1 =

2 abgesondert ist, die Dreieckszahlen, ihre Summe ist also:

2 (1 b g i s ‘“:i‘.) & o= Dl Wk D

% 2 A s ST
- n(n -+ 1) 2(n—1) N =1 3m-2n—2
&+ 4= 2 118 (it S s P _l' Bl 2 i) GIL T i
i 1. 2 A 3 J T 3 ;

Die interessante Vega'sche Gediichtnissregel hierfiic ist wohl allbekannt.

Oder: m-+ 1.1 — 1 r m— | 12
Zm- 2.2 — 2 2(m—1) + 22
3m-+35.3— 3 o m—1) + 3°

dm+ 4.4 —4; = (4 (m— 1)+ 4®

nm-+n?—n - i (m— 1) +nt
S=m—1). (1 +2+3+...0)+(l +4+9...1n%
a7} py, L@+ 1) n(m-+1) (En+ 1) LR,
— (m e = o g LS W

LY.

»Wenn man die Peripherie eines Kreises in gleiche Theile theilt und durch die Theil-

punkte Tangenten legt, so bilden diese ein reguliires Polygon um den Kreis.«

et Beweis: Sind @, & und ¢ drei henachbarte Theilpunkte,
& \ nach ganz elementaren Sitzen Viereck ab £2 be,
sowohl, wenn ao auf o,
I"' 0 als auch, wenn @o auf co gelegt wird. Darum ist:
\ _/T"‘\ / =X — %, g A
) SIS

‘\/ N 4 d Ferner: ax = by
A -‘l P bx = by; d. h. xy halbirt u. s. w.
7 ———

v - —-h1

Sind nun die halben Seiten gleich, so sind es auch die ganzen.

=0

ish
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Y.
»Die Centrallinie zweier einander berithrenden Kreise
geht durch den Beriihrungspunkt und steht anf der beiden
Kreisen gemeinschaftlichen Tangente dieses Punktes senl—

R f»il['_l_ 2 th "'il'u-:ht.c Direkter Beweis.
i .

| Erster Fall: Die Kreise beriihren einander von aussen.

4 Man verbindet ¢ und & mit m; dann izt amb
kiirzer als die beliebige, von @ nach b gezogene Linie
= axzyb, nimlich um @y Darum ist amb gerade, u. 5. W.
Zweiter Fall: Die Kreise herithren einander von innen.
Legt man in » eine Tangente an den grisseren Kreis (ausser n liegen also alle ihre
Punkte ausserhalb), so ist sie erst recht Tangente zum kleineren (kann mit der Peripherie desselben
um so weniger noch einen zweiten Punkt gemein haben); pine in n errichtete Senkrechte wird
also ¢ und @ trefien; u. s. w.
YL
»Wenn man in
T den Winkelpunkten eines
Dreiecks (abe) an den
nmeeschriehenen  Kreis
Tangenten legt nnd die
Direjecksseitenverlingert,
so liegen die 3 Dnrch-
/ | : | e schnittspunkte wvon je
Pz S einer Tangente und der

~_ verlingerten Gegenseite

Y

“(, y und ) anf derselben

g‘i'l'ill]t'!l Linie. « Der

spezialisivte I’ ascal'sche
Sata.
Lege durch @, & und z einen Kreis, welcher die Verlingerungen von ze und 26 in

und s triftt, und ziehe mz, nz, ma. Da nun abzm, aznm, abnm Sehnenvierseite sind, so ist:

o = 180 —v =W =1 ay | me
=180 —p=q = g cy [/ nz
y =180 —u =4 =7 ac |/ mn

A acy co mnz.

Da nun auch A xac¢ oo xmn, so erhalten wir die Proportionen
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ay mz=ac¢:mn

Xd:Xm = ac: mn

A EEIm =AY g BaE
Dieser Beweis ist natiirlich nicht der einzig migliche, da ja der Pascal'sche Satz selbst anch

verschiedene Arten des Deweises zuliisst.

VII.

Sowie es jedenfalls den Unterricht belebt, wenn bei geometrischen Constructionsaufgaben
nach Miglichkeit die algebraische Auflisung mit der geometrischen verbunden und darauf hin-
gewiesen wird, ob beide anf denselben Constructionen beruhen, oder micht, und ob die eine oder
die andere die einfachere sei; ebenso wiinschenswerth scheint es auch, dass bei trigonometrischen
Aufeaben die synthetische Auflisung von der allerdings wohl im Allgemeinen eleganteren analy-
tischen nicht allzusehr in den Hintergrund gedringt werde. Es mige hier aus den zahlreichen
Beispielen wenigstens einsg aufoenommen werden, in welehem die Schlussformeln congruiren; gerade
diegse Harmonie zwischen den verschiedenen mathematischen Disciplinen spricht das jugendliche

(temiith besonders an, was den scheinbar unnithigen Zeitverlust reichlich aufwiegt.

o > soll aus einer Seite a, ihrem Gegenwinkal o und der Fliche
g F' des Dreiecks dasselbe anfgelost werden.
o/ - Synthetiseh: Aus ¢ und « ergiebt sich » und m, ans @ und ¥
I.-'F F ferner B, aus » und (b — m)-endlich cos x; d. i. cos (& — 7).
+ e Analytisch: Man ersetzt bekanntlich in der Gleichung
= .?L'l' e |t dlian FSMT gas Produkt sin A. sin y durch
A\ da / 2 s
S 7 | . | :
ik /_// 5 605 (# — ¥ — 5 €08 A+

und bestimmt gos (3 — 7), woraus das Uebrige leicht folet.

VIIL
Fin gewisser Vorzug vieler Aufgaben besteht darin, dass sie sich auf mehreren
Wegen auflizen lassen; so die folgende:
»Die Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks sind zu bestimmen aus der Sumime
aller Seiten (5) und der Hihe auf die Hypotennse (7).«
Erste Auflosung (Wittiber's Sammlung trigonometrischer Aufeaben,
Nro. 286):
g und % werden durch ¢ und 2e ansgedrickt; dadurch erhilt man
4h (h + §)

g2

1. 8. W.

8in 2a =
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Zweite Aufldsune (ebendaselbst):
5 £
h = ¢.8§n . Sin F-? l h
o / _ - giebt —; daranf:
und 8 = de. cos 5 cos G €oOS -[:J"] ' 8
@« — f3 2h -+ s
08 T o= 2 TR
2 s¥2

Dritte Auflisung, in der nur die allergewohnlichsten Formeln zur Anwendung kommen:

Aus a® + b? = c? erhalten wir (@ + b)? = [¢® + 2ab] = ¢* + 2¢ch;

ferner ist (a + b)? (8 — ¢)=
g2 2

Daler: TEEG N e i h.eofga—+h.tga=h
o)

; . 3 . - 4h. (8 + h)
woraus, wie bei Auflosung 1, folgt: sin 2a = —(—

h.:'

Vierte Auflosung (synthetisch):

ot Verlingert man die Hypotenuse nach beiden Seiten entsprechend um die
I’y Katheten, verhindet die Endpunkte der Verlingerungen mit der Spitze des rechten
Rt o 2
1
I~ Winkels, so ist
lfoch R
—t— S=x+7
i / .
' P (/4 , |
| a = h. coty 5 + h . cofy 5
LT A i B @
q ¢os o .'-u»:_-} CO8 2 L
{ R W vl N !
la Sin . Sin g
[ 2 2
|
e : : : ; a— 7  2h.-rs
; worans, wie bei Auflisung 2, folet: cos 2l b
Man kionnte noch mehrfache Abinderungen im Einzelnen eintreten lassen.

IX.
Viele Sitze, z. B. der Pythagoreische Lehrsatz, deren Beweis an einer friheren Stelle
ziemlich uwmstindlich war, finden spiter auf ganz leichte Weise ihre Bestitigung. So auch der
folgende:
»In einer gleichschenkligen (dreiseifigen) Feke sind die den Seiten gegeniiberliegenden
Winkel gleich.«
Die sphirische Trigonometrie lehrt, dass
cosa — eosh. cose eosh — cosa . cose

COS & — . = nd cos B —
sin b . sin ¢

sin 4 Sin ¢

Werden hierin @ und b gleich angenommen, so ist auch & = g,

—
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J
X
Die Identitit der 2 Formeln fiir den Guldin’schen Satz:
X
F,ff””r:? a Yol = i (a+b+ce¢). =.ABC
B: FEN -I:'h ' und: Vol = 287 . ABC
\"\ “'?-3_“ springt in die Augen, wenn man sich die Mihe giebt, in der Geometrie
\‘-._ Il'l gelegentlich zu beweisen, dass s das arifhmetische Mittel zwischen a, b
\'-.,\ I.'I und ¢ ist. Bekanntlich findet diese Beziehung unter «, b, ¢ und s allgemein
""-\_'I_ v statt (ohne dass sie gerade | @y sind), wenn sie einander parallel gezogen
ff‘- +  werden. Auch kamn darauf aufmerksam gemacht werden, wie sich fiir ver-
3 schiedene Lagen der Linie @y der Satz gestaltet.

XTI

Einfacher Beweis des (Kuler’schen) Satzes:
sIn jedem convexen Polveder ist die Zahl der Eckpunkte (2), vermehrt um die Zahl dex
Grenzflichen (), um 2 grisser als die Zahl der Kanfen ().«
Wird aus der Begrenzung eine Fliche (A4) ausgeschieden, welche
mit Nachbarflichen zusammenhingt, so fillt keine Kante und

ringsum
dem Ausscheiden aller dibrigen 2 Flichen

keine Ecke fort. Bel
(B, 0D, E .. ..), mit Ausschluss der letzten, geht immer, mag ihr Zu-
sammenhang mit den iibrigen sein, welcher er wolle, eine Kante mehr
verloren, als Eeken, wenn niimdich das Ausscheiden immer von der Oeflnung
Die einfachste Ueberlegung lehrt uns dies. Bei der zuletzt

aus geschieht.
tibrighleibenden Fliche ist natiirlich die Zahl der verschwindenden Kanten

gleich der der Ecken.
Lisen wir nun eine Fliiche nach der andern aus ihrer Verbindung, so zwar, dass die

zuriickbleibenden noch Zusmmmenhang behalten, und zihlen dabei Flichen, Ecken und Kanten bei
ihrem Verschwinden, so erhalten wir:

1 Fliche, 0 Eeken, O Kanten,

x Flichen, ¥ . iy o, ;

At Py i e +~f=k + 2

LiiRlaches S ey ailen . o2 W

I+2=f;y+z=e; x +y+i=k;

XII.

Die Formel fiir das Volumen einer Kugelschicht will ich der Abwechselung wegen (eine

Vereinfachung wird dadurch keineswegs erzielt) auf eine dritte, von den zwei gebriiuchlichen

Methoden alweichende Weise herleiten.
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14
Deuten wir die Rotationskorper, wie iiblich, mit Hilfe der rofirenden Flichen an, so
haben wir
Schicht abed = Kegel aod -+ Hohlkegel abo — Kegel beo, oder
pizh+x) Z2RxhB 1r*ax
i o oL (5] 15 &
o o ] ¥
- Lo by = — (p*h + p*x +2R*h —1r¥x)
i T i Tl S :
i | k! -
1§ irh — _ [0*h + 2R*h + x(p*— r?)], oder, da
¥ == - ' o ‘
rr ¥ o 1] o
= . ic 15 = 35 I:il b x}'
R e T
0
pf—1r? = —(h*+ 2hx) und
FEEEE s &
/ = o (p*h 4+ 2 1r*h — h®x), oder endlich, weil:
3]
- d 2 l.-_'_‘”-:_hr!
— Rige = oh w0
T 3pfhie= 3P+ hd pinh rwh h3x
= i ——————— = -+ +
ok 2 2 2 b -

Den Inhalt
fr i L85 = - e des letzten Ausdrucks
- h  merkt man sich ausser-
ordentlich leicht dureh

die hierneben angege-

s bene Figur.

Wird p = 0, so hat man natiirlich:
r*zh  h¥z

Syt = s
in der Figur rundet sich die Schicht oben ab, ohne dass sich jedoch & ifndert, und der kleine
Cylinder verschwindet. Die Formel *
118
Sem = Rh*z — 5 hinm,
o

welche sich ergiebt, wenn man 2Rh — A* statt »* setzt, michte sich weniger empfehlen, da It
dem zu berechnenden Korper eigentlich fremd ist (wenn man nicht von einer vollstindigen Kugel
erst das Segment abschneidet); auch ist hier der Sinn der Formel, weil nicht recht natirlich,
sowie die entsprechende Zeichnung, gewiss nieht so leicht zu merken, wie oben.

al b

— e —— --
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