Zur Winkeltheilune.

Man macht bisweilen die Erfahrung, dasz strebsame Sehiiller der oberen, ja wohl schon der

mittleren Klassen unserer Schulen sich mit der Losung eerade solcher Probleme hefassen. die
ihmen als bisher ungeldst bezeichnet worden; so die geometrisehe Rectification der Kreislinie und
die Quadratur der Kreisfliche, die allgemeine Winkeltheilung nnd die Construction beliebiger re-
guliiren Polygone.  Einmal geht denselben die Kenntmiss davon ab, wie wahrhaft grossartic die

Sehipfungen unserer mathematischen Heroen sind, wm zu ermessen, was dazu gelire, etwas ent-

decken zu wollen, was diesen Geistern unbekannt gebliehen: dann rechnen aber wohl manche auf

einen gliicklichen Zufall und meinen, irgend eine gute Idee ehire nur dazu, nm diese odir jene
doch so einfach erscheinende Aufeabe zu losen, wie ihnen Ja sehon manchmal eine gute Tdee,
iiher die sie sich doch auch hitten keine Rechenschaft geben kinnen, bei anderen, besonders geo-
metrischen Aufgaben zu Statten gekommen sei. Ich konnte auch Namen nennen von Mimnern,
die schon lingst in Amt und Wiirde stehen, aber aus besonderer Neigunge noch einige Mathematilk
treiben; ich weiss, dass ihnen diese unglickliche Idee, auf eine glickliche Idee zu hoffen, schon
viel Zeit gekostet und sogar manche sehlaflose Nacht bereitet hat.

Hauptsichlich diesen und unseren Schiilern zn Liebe sind die folgenden Zeilen geschriehen.
leh hoffe, es werde mir gelungen sein, auch diesem gedachten Leserkreize ein pewisses Verstindniss
der Sachlage zu erdffnen; eine geringe Nachhilfe diirfte dort gentigen, wo einige Schwierigkeiten
hervortreten, die ich nicht wohl ginzlich vermeiden konnte. Manche Einzelheiten konnen auch
ganz tibergangen werden, olne dass dadurch das Verstindniss des Ganzen leiden wird.

1.
Constructionen, die mit Lineal und Zirkel ausgefihrt sind, gibt man vor allen {ibrigen
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iiblich, jene Constructionen allein eeometrisch zn nennen, im Gegensatze zu diesen, den mecha-
nischen. Dieser herkimmliche Gebrauch eben hat nicht selten zu Missverstindnissen Veranlassung
gegeben, da ein Mann aus dem nicht specifisch mathematischen Volke nur zu leicht geneigh ist,
unter dem Mechanischen sich etwas Handwerksmissiges vorzustellen. Wenn aber von geometrischen
Constructionen die Rede ist, so sind damit solche gemeint, wie sie in der sogenannten Greometrie
der Alten vorkommen, in der die gerade Linie und der Kreis die Hauptrolle spielen. Jahe-
hunderte haben all’ ihren Scharfsinn aufeeboten, um fast ausschliesslich die Lehre von oeradlinigen
Figuren und dem Kreise auszubilden und zu vervollkommnens kein Wunder also, dass Lineal und
Zirkel zu Ehren gekommen sind.

Die analytische Geometrie, exst etwa 200 Jahre alt, welehe alle miglichen, frgend welchem
(Gesetze entsprungenen mathematischen Gebilde untersucht, verschmiht es indessen auch nichi,
[nstrumente an die Hand zu geben, mit denen man diese Gebilde construiren kann,  Diese Con-
structionen nennt man, vielleicht nicht ganz passend, mechamisch, womit wieder die anniiherungs-
weisen Constructionen und die, welche dureh Probiren susgefihrt werden, nicht zu verwechseln
sind. Wenn nur erst die Kecelschnitte und andere Formen aus der analyfischen Geometrie i
gemeinen Leben in einigen tansend Fillen zor Anwendung kimen, wer weiss, ob man den zu ihrer
Darstellung erforderlichen Werkzeugen dann nicht ein bescheidenes Plitzchen neben den fast all-
miichtig gewordenen Usurpatoren gimnen wiirde. Und wer weiss, ob nicht der mensehliche Genius
dann noch ein alleemeines Mittel schaffen wiirde, mit dessen Hilfe man Cycloiden, Epieyeloiden
und Hypoeyeloiden, Cissoiden, Conchoiden und Cardioiden ebenso in einem Zuge beschreiben kann,
wie Kreise mit dem Zirkel. Sechon Newton's Fluxionen, denen man natiirlich mit einem starren
Systeme von Lineal und Zirkel nicht folgen kann, weisen darauf hin, welcher Art dieses Mittel
spin miisste: was am Ellipsen-Zirkel oft getadelt wird, als sei er kein geometrisches Werkzeug,
weil bei ihm der Beorifi der Bewegung in den Vordergrund tritt, der doch eigentlich nur in die
Mechanik gehire, eben das ist es, wovon wir in Besg auf Constructionswerkzenge, 0 70 sagern,
das Heil der Zukunft erwarten diirfen.

Es ist wohl gewiss. dass unsere heutigen Mechaniker (nicht gerade die, welche Werke
iiber hohere Mechanik sehreiben) allerlei Instrumente zu liefern vermdgen, die in Bezug auf Ge-
nanickeit in der Anwendung entweder eben so brauchbar sind wie Lineal und Zivkel, oder doch
denselbén nicht so selhr nachstehen, dass man hierin einen wesentlichen Unterschied machen nwisste;
denn auch der Gebrauch von Lineal und Zirkel leidet immer an einer gewissen Mangelhaftigkeit.
Wer vermichte gerade Linien und Kreise herzustellen, welche der mathematischen I[dee ent-
sprechen?  In weit hoherem Grade, als unser Wissen, ist unser Thun Stiickwerk.

In dem Vorhergehenden glaube ich zur Geniige gezeight zu haben, wie es mit den geo-
metrischen und nicht ceometrizehen Constroetionen steht.  Wir brauchen uns gar nicht zu scheuen,
1. nene Instrumente s erdenken, wenn bei der

ja ich sage, wir sind verpflichtet und gezwunge
Lisune cewisser Aunfoaben die alten uns ihre Dienste versagen; denn oft fehlt uns eben nur das

richtice Werkzeug hierzu, und es heiszt vom Zirkel zu viel verlangen, wenn er uns iiberall zum
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Ziele fiihren soll.  Tst es doch anch noch Niemanden eingefallen, mit einem Malerpinsel den Obliegen-
heiten eines Sehneidermeisters nachzukommen.

In vielen Fiillen ist es auch gar nicht schwer, in der angedeuteten Beziehung die Zahl
der Erfindungen zu vermehren. Ein Beispiel mag als Beweis dienen. s haben sich bekanntlich
schon viele hundert, wenn nicht tausend oder mehr Mensehen damit abgemiiht, mit dem Zirkel
die Kreislinie zo rectificiven, aber vercebens. Warum? Weil es durchans mit dem Hirkel we-
schehen sollte.  Hin anderes Werkzeng wiirde mit Leichtigkeit dem Wunsche der Suchenden (ie-
niige leisten.  Wenn mir auch noch kein solches bekannt geworden ist, so bin ich doch fiberzeugt,
dass schon Viele dergleichen gefunden haben, oder doch finden wiirden, wenn sie wollten. Von
denen, die sich mir nach kurzer l"'hvrh-f_m|1_\_f dargeboten haben, will ich eins beschreiben:

[n Fig. 1 ist ab ein an der Vorderseite etwas dickes Lineal; diesem entlang wird ein
gerader, kreisformiger Cylinder ed fortgerollt, nnd zwar so weit, bis die Spitze p des in o auf
der Oberfliche des Cylinders befestigten Pfleiles die Fliche des untergelegten Papieres in x trifft.
Nun wird der Pfeil abgenommen (wobei in o wohl eine Offnung, aber keinerlei Erhebung eintreten
darf), und der Cylinder weiter vorgerollt, iher die Offnung hinweg, bhis dieselbe anf der hinteren
Seite wieder zum Vorschein kommt, Endlich wird der Pfeil wieder eingesetzt, dessen Spitze p
bei fernerem Fortrollen die Fliche des Papieres in einem anderen Punkte v zum zweiten Mals
treffen wird, Die gerade Linie xy ist, wie man sofort einsieht, die rectificirte Kreislinie des senk-
recht zur Axe gelegten Cylinderdurchschnitts. Dabei ist allerdings aunch angenommen, dass op
selbst zur Axe senkrecht angebracht ist.

Hat man irgend eind Kreislinie auf diese Weise rectificivt, so findet fiir alle tibrigen der
Satz Anwendung: ,.Die Peripherien zweier Kreise verhalten sich zu einander, wie ihre Radien
oder Durehmesser*, Hat man also zwei gerade Linien irgendwo verzeichnet, von denen die eine
den Radius (oder den Durchmesser) eines Kreises, die andere die Linge der dazn gehirigen Peri-
pherie darstellt, so konnen digse 2 Linien als Normallinien fir jede andere Rectification beniitzt
worden.

Uher die Genauigkeit der Construction hraucht man gar kein Bedenken zu tragen, wemnn
man das Lineal und den Cylinder genau gearbeitet annimmt; und dazn sind wir berechtigt, wenn
nicht iiberhanpt der Gebrauch eines jeden Werkzeuges, also auch des Zirkels verworfen werden
goll, Spiter werde ich noch ein anderes Instrument beschreiben, das zur Theilung eines beliehi-

geln Winkels in beliehig viele Theile angewendet werden kamm, unter der Voranssetzung seiner
absoluten Vollkommenheit, was hier, wie ich selbst cestehen will, etwas gewact sein dirfte.
Die Quadratur der Kreisfliche und die Construction der reguliven Polygone fallen, wie

wohl Jeder weisz, mit den 2 eben bezeichneten Aufzaben zusmmmen.
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[ch gehe nun zu meiner Hauptanfoabe iiber, zur Beantwortung der Frage, ob und wie
sich ein Winkel in gleiche Theile zerlegen liszt. Dass man einen Winkel in 2, daher auch in
4, 3 (eleiche) Theile ete. theilen kann, lebrt jede Planimetrie; ebensoe kann man speciell einen
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recliten Winkel in 8, 5. 6..10, 15, LT Theile*) theilen und dig reguliren Polygone mit der be-
treffenden Anzalil von Seiten in den Kreis zeichnen. Zu weiteren Theilungen aber hat man mif
Hilfe des Zirkels und Lineals noch nicht gelangen kbnnen, und es scheint, als ob man auf andere
Hilfsmittel denken miisse.

Da hat man sich nun zuniehst bemiiht, die Dreitheilung cines beliebigen Winkels zn
ermielichen, wnd mit Beniitzung der Kegelschnitte ist dies aunf vielfache Weise gelungen.  Von
drei solehen Losungen habe ieh bis jetzt Kenntniss erhalten; zwei derselben sind in dem Lehr-
buche der hoheren Mathematik von Burg, Wien 1833, 2. Theil, Seite 321, enthalten, die dritte
bildet eine Programm -Abhandlung (Oppeln, 18300 des jetzigen Professors Herrn Uhdolf in
Grosz-Glogan.  Die letztere empfiehlt sich durch ihre Einfachheit, da nuwr die Scheitelgleichung
der Hyperbel als bekannt vorausgesetzt, tibrigens Alles anf elementare Weise abgemacht wird.
Seitdem mogen wohl noch manche andere Losungen erfolgt sein, und man findet jetzt in Lehr-
biichern der hiheren Geometrie diese Dreitheilung schon als blosze Ubmngsanfgabe, olme Auf-
|fgnng, hingestellt, Wenn aber diese Sache auch nicht mehr nen ist, so will ich doch hier eme
Auflisung hinzafiigen, die von einem unserer Schiiler, ganz ohne mein Znthun, gefunden worden ist.

Aunfgabe: Der beliebige Winkel abe (&) ist in drei gleiche Theile zu theilen. (5. Fig. 2).

Auflosung: Von einem Punkte a des einen Schenkels fille ich eine Senkrechte anf den
anderen (am | be) und sehlage von b aus nach dem geometrischen Orte der Spitzen aller Dreiecke,
in welchen die Basis (ab) und die Differenz der ithr anliegenden Winkel (8 i a) konstant
ist¥™), mit dieser Basis einen Kreis; den Durchsehnittspunkt @ verbinde ich mit b und hehaupte,
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Beweais: Verbinde ich 4 mit a und fille bf | ad, se ist A abd oo had, weil
2 Dhda beiden gemeinsam und ~ had abd nach Construetion. Da a abd eleichsehenklig (ab
— hd nach Construction), so aunch A ahd, also £ adh ahd. Nun ist 2 bhm ahd als

Scheitelwinkel, also
badl = hda = bhm;
daher sind auch ihre Complemente einander gleich:
FekX Yy = &,
d. h. 2 e ist in drei gleiche Theile getheilt.
Zusatz: Verlingere ich ab iiber b hinaus, bis sie die Peripherie des in voriger Auflisung
epschlagenen Kreises trifft, in g, beschreibe ferner von d mit ab einen Kreisbogen nach dem {reien
Sehenkel des .~ a und verbinde den Durchschnittspunkt k mit d und g, so entstelit ein gerades

=

Trapez (bekd); in dem Kreise, der sich bekanntlich am ein solches legen liszt, stehen die Peri-

pheriewinkel, welehe zu bd, bk, ke gehdren. im Verhilinisz von 1:2:3.

Beweis: Ziehe ich noch dg, so isE 2 bgd by

= %

weil bd be nach Construetion,
und - ‘ als Pevipheriewinkel zu 2 :Lhull: } n')‘. ferner = dkb P — " weil b dk nach
Construetion.  Nun 18t
Ao ghd =2 hdk,
wie sich leicht zeioen liszt, und da diese Dreiecke dieselbe Grundlinie (bd) haben, so muss auch
ihre Hohe gleich sein, d. .
ok H# bd,

oder dag Vierseit hokd ist ein Traperz; gerade ist dasselbe, weil ja jede der heiden Seitenlinien
rleich bd gemacht worden 1st. Da endlich der nach unten gelegene, in der Fignr nicht ge-

ZT hek + bkg = 5 &« + -y a = a,

geichnete Peripheriewinkel (p) iiber der Sehme gk das Supplement zu 2 gbk ist, also
¥ 1

g0 ergibt sich daraus die Behauptung von selbst.

Foleerung., Wire zufillic gk die Seite eines regelmiszigen Nseits, 5, , =0 wiirden bk

and bd, wenn = abe = R, = 5, mnd Sz, =ein.
8. 4.

Sehen wir nun zu, ob wir mit Benitzung anderer Hilfsmitfel diese Dreitheilung nicht
auf einfachere Weise bewirken konnen, die jedem einleuchten wivd, der die ersten Elemente der
Geometrie iiberwunden hat. Hierzu schicke ich einen Satz voraus, der zwar nicht neu, aber doch
vielleicht nicht hinlinglich bekannt 1st.

Ist (Figar 3) das duszere Stiick der Sekante qer, niimlich per, bis zum Durchselmitt mit
der Verlingerung des Durchmessers og gerechnet, gleich dem Radius des Kreises (ap ap), so
ist £ oag = 3aap (= Jaap), oder Bogen oq = 3pg,

Der gehr einfache Beweis kann iibergangen werden,

[. Construction, Isl I:]"I-}_'". 4 =z oaq fest, so wie aq = ap o eonstant, letztere
beide beweglich, pg und ae variabel, und hewegen sich Punkt e und ¢ in den angedeuteten Rinnen,

50 wird, wenn man e 50 lange (hier nach reehts) seschoben denkt, bis das Knie hei p verschwunden,




also apq gerade geworden ist, der £ aap oder aap = Y; oaq, womit die Dreitheilung des Win-
kels oaq vollfilhrt ist.

[I. Construeton. Man kann auch den Winkel oaq variabel, hingegen apq stets eine
gerade Linie sein lassen. Ist also (Figur 5) oa und seine Verlingerung fest, und bewegt man
Punkt « fort, so wird das Verhiltnisz der beiden Winkel oaq und paa (3:1) immerwihrend fest-

eehalten, nnd die Bewegung kann leicht so weit fortgesetzt werden, bis £ oaq so grosz ist, als

der gegebene zn theilende Winkel. In dem Momente, wo dies eintritt, musz der Schenkel aq oder
ein anderer der beweglichen Theile festgehalten werden, was nicht schwer ist. (Yergleiche § G.)

&
5 =k

In édhnlicher Weise liszt sich jede andere Theilung ausfiihren, z. B. die Siebentheilung.

[st (Figur 6) ab be ep = pa (wir nennen sie constante Radien und bezeichnen sie tmt r),
so wird bei jeder Verschiebung von e immer der Winkel oaq Thac bleiben, wenn man nimlich
dafiir sorgt, dass auch Dreieck apg immer gleichschenklig, aq ap Dbleibt, was stets miglich ist

(diese Linien nennen wir variable Radien und bezeichnen sie mit ). Da ich aber spiter (§ 6) noch
eine andere Construction angebe, bei welcher auch dieser kleine Ubelstand wegfillt, so tiberlasse
ich es dem Leser, dariiber nachzudenken, durch welehes Hilfsmittel aq gezwungen werden kann,
dem selbst verinderlichen ap immer gleich zu bleiben.

Bei diesen Constructionen haben wir stillschweigend voransgesetzt, dasz der Winkel oaq
nicht zn grosz werde; sonst wiirde einmal ap mit aq zusammen, oder gar links von ag fallen,
was fiir ein deutliches Verstindnisz und auch fiir die verlangte Herstellung eines Apparates, der
in allen seinen Theilen eine leichte Dewegung gestatfen soll, sicherlich seine Schwierigheit haben
wiirde. Diese stillschweigende Voraussetzung ist aber auch gerechifertigt; denn die Moglichkeit
einer beliebigen Theilung ist immer vorhanden, ohne dasz man nothig hat, die zwer bewnszten
Winkel iiber einander riicken zn lassen. Ist nimlich der zu theilende Winkel zu grosz, so kann
man ja seine Hilfte, oder den 4., 3., 16. ..... Theil davon zerlegen, wie es verlangt wird, und
ein solches mach der Zerlegung erhaltenes Theilchen dann wieder 2, 4, 8, 16... mal nehmen.

Die Grenze, bis zu welcher die Grisze des zu theilenden Winkels oag gehen darf, ist
natiivlich leicht zu bestimmen. Hachstens darf, und daom fillt ap mit ag zusammen, der Winkel

2nki . nk 1 #nk + 4
ety F . : 2 al.
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oa bei der n-Theilung : e T e

Mag mun auch, wie bereits bemerkt, die praktische Ausfithrung nieht unerhebliche
Sehwierigkeiten bieten, unsere Ideen rveichen weiter als die Praxis. Wir lassen also in Gedanken
die 2 Winkel iiber einander weggehen und wollen uns wenigstens fiic ein bestimmtbes Beispiel
davon fiberzeugen, dasz das Verhiiltnisz der 2 Winkel stets dasselbe Dbleibt, wenn sich auch die
Schenkel beliebie weit gedreht haben.

Wihlen wir hierzn einmal die Finftheilung. (Warnm hier, wie bei der 9-, 13-Theilung
ete., der erste constante Radius ab auf aa, nicht anf ap gelegt wird, ist wohl klar). Ist (Fig. 7)

die Drehung =0 weit forteesetzt, dasz Winkel 0ile schon allein  grisser als 2R geworden ist,

30 18t auch jetzt, wenn ab = hp = pa und aq = ap bleibt,




Z ooag = 2R=n 2R +~ w — m
2R + 2x — (x +¥y) =20 +-x — Yy
2R g-x (2R 2w) 2R o+ x 2R -+ 4x
Oy, wie es séin =oll.
Untersuchen wir noch, wie es steht, wenn die Drehung soweit fortgesetat ist, dasz der
vorher letzte constante Radius pe schon iber seinen Vordermann hinweggegangen st

Es ist auch hier (Fig. 8) wieder:

£ oaq 2R -1 = 2R +~ v — m
= 2R + (y + w) — (x ¥) = 2R + 2y - w X
2R -+ 2 . (21 2w) -+ W X i dw —x

GR 3 . (2R P i

— Dx, wie es sein soll.

Dem Vorigen entsprechend konnen nun mancherlei Aufgaben gestellt werden.  Es migen
ilrer zwei gentigen,

1. Aufeabe. Wenn (Fig. 9) mit einem constanten Radius (ab) nach den Schenkeln eines
gegebenen Winkels w (xay), von dem Scheitel a angefingen, abwechselnd vier Kreishogen be-
schriehen werden, so dasz also

gh="he =:cp — P,
und einer mit ap von a aus nach der Verlingerung von pa, so dasz
;1:; = ':]El,
dann ist zu heweisen, dasz £ -odqg Tw ist,
2. Aufgabe. Wenn (Fig. 10), dhnlich wie vorher, sechs Kreisbogen beschrieben werden,

g0 dasz

ab be = ed de = ep e,
und dann noch ag ap eingezeichnet ist, so soll bewiesen werden, dasz der iber 4R grosze
Winkel £ oay = llw ist.
Mian sielt bald ein, dasz diese Aufgaben ins Unendliche vermehrt werden kinnten.
& 6.

Den in den vorhergehenden §§ mit aq bezeichneten, zweiten variablen Rading o nebst
der Binne P wiirde ii']J! wenn ¢s sich um ”‘-'r-"'["]h’“.'-{ pines hranchbaren "|1||-'lll|il'E“ll'1l|.L']'.‘~' handelte,
ganz weglassen, und dafiic einige constante Hadien mehr nehmen,

Soll z. B. ein Winkel in 5 gleiche Theile getheilt werden, so gebrauche man eine in
Fiour 11 angedeutete Vorrichtung mit (5 + 1 =) 6 constanten Radien: der Basiswinkel im letzten
gleichsehenkligen Dreiecke ist = 5w, wenn der im ersten mit w bezeichnet wird. Wenn nun
£ mpn zu theilen wire, so miiszte der Schenkel ax so weit (hier nach oben) bewegt werden,
bis mp und ax iiher einander liegen, was durch einen Stift s, der von selbst in die Rinne ax
hineinfillt und daselbst fest anlieg, markirt werden kamn. Der andere Schenkel des Winkels
(np) musz schon vorher mit dem letafen constanten Radius fp vereinigh sein. Dann  wird sich

hei a von selbst das Fiinftel von ~ mpn herausstellen.




Eine Voraussetzung, fhnlich der, dis im § 5 gemacht und gerechtfertict wurde, gilt auch
hier wieder; eine Kreuzung der constanten Radien ist nie ndthig,

Zur Theilong eines rechten Winkels (Fig. 11) ist es oar nicht nithie, denselben erst in
p anzulegen, wenn man in dem Momente, wo der letzte constante Radius auf ay senkrecht steht,
die Drehung aufhiren liszt, was leicht bewirkt werden kann. Wie?

; i ; r 1
Bei n constanten Radien ist dann immer 2 w = 1.
n
&17.

Es ist nicht ohne Interesse, die geometrischen Orter aufiusuchen. die in den einzelnen
Fillen von dem Punkte p beschrieben werden. s lisst sich ein Apparat denken (die Schenkel
des 2 xay in Fig. 11 missen iber den Scheitel verlingert werden), mit welchem man diese
Orter, wenn nicht in allen Punkten, doch dem griszten Theile nach in einem Zuge construiren
kann, Man kann aber auch, wie es bei anderen Curven nicht selten geschieht, so viele Punkte
der Orter aufsuchen, dass man, wenn diese duvch einen freien Zug mit einander verbunden werden,
eing denthiche Vorstellung von dem Laufe der krummen Linien erhilt.

In § 5, Aufpabe 1 wd 2, ist angedeutet, wie dies anzulangen sei.  Hin Beispiel mag
noch angefithrt werden, in welchem man die Yerlingerungen beider Schenkel des Winkels w
braucht. Wo der Endpunkt p des Sten constanten Radius sich befindet, wehn der W. xay — &0¢
geworden ist, ersicht man deutlich aus der Figur 12: die Zirkelspitzen beriihren nach einander
die Punkte a, b, e, d, e, f, &, h, p.

is ergeben sich bei der Construction dieser Orter zwei von einander verschiedens leihen

von Curven, je nachdem eine ungerade, oder gorade Anzahl von eonstanten Radien angewendet

wird, wobei im ersten Falle v, aufl den beweglichen Radiug p, im zweiten Fall auf den festen Schenkel
ay #u liegen kommti. Die Figuren 21, 22. 33 bhilden den Anfang der ersten Reihe, 24, 25,
26 den der zweiten. Dort beschreibt, was aus den folgenden 85 deutlich werden wird, p (bei der

]'n'ﬁ'l‘.l,_f]l[I;_r von ) fir alle 360" verschiedene Schleifen, hier aber durchlinft er dieselbe Curye

zum 2tn Male, nachdem ~ xay = 130° geworden. Tn Riicksicht hierauf kann man sagen, dasz, mit
Ausschlusz des ersten Kreises, fiberall 2 . (0 - 1) Schleifen zebildet werden, wenn o die Anzahl

der r ist. (Die grészten Schleifen sind in ig. 21 bis 26 abgebrochen eezeichnet).

Siimmtliche Schleifenbindel je einer Reihe, und wiiren alle Orter dieser Reihe (unendlich
viele) verlangt, kimmen aof einmal ergenct gedacht werden, wenn man sich die erforderliche: An-
zahl constanter Radien und in dem Endpunkte eines Jeden einen Zeichnenstift angebracht vorstellt,
der auf einer gegebenen Ebene zu schreiben in den Stand gesetzt ist, wihrend p die vier Qua-
dranten durchliinft.

§ 8.

Wir wollen nun fiir diese Curven, gemiisz dem (Gesetze ihrer Entstehung, Gleichungen
suchen, aus welchen wir umgekehrt die Gestalt der Curven zun erkennen VErmieen, weni wir
auth gar nicht wiiszten, wie sie entstanden sind, Den verinderlichen Badinsg ap nennen wir g,
Pzy By ...y Je machdem 1, 2, 3 ..., constante r angenommen sind,

a) oy i der geometrische Ort von p ist hier ein Kreis, wie sich von selbst verstelit.




||} Py = L T (Y ' - P
: \: o] :
Beweis: (e 13) P ¥ eosiv; bp =2 . cog 2

P = ¥ == bp =1 = 2r ocos 2w,

Anm. 1. Auf andere, freilich auch nmstindlichere Weise kann man denselben Ausdroek erhalten,

wenn man mit x und y die Coordinaten von p bezeichnet nnd davon ausge

it, dasz

o x® 4+ ¥y 1ist.
Anm. 2. Aush der sogenannte Cosinussatz liszt sich dazn gebrauchen, und man hat hierdurch
gwei gang passende goniometrisehe Ubungsbeispiele.
¢) p, = r -+ 2r . (eog 2w -+ cos 4w
Beweis: (Iig. 14) p, = ab + hd + dp = v =+ 2r'. c08 V —+ 2r . cos
I - 2r (cos 2w -+ cos 4w).
Auf gleiche Weise ergiebf sich ganz einfach:
d) p. = 1 =+ 2r (eos 2w -~ cos 4w -+ €08 OW) . 8. W.

Unter Bericksichtizung der Vorzeichen dieser cos . leuchtet ein, dasz alle Formeln Gel-
tung bhehalten, mae der Winkel w auch noch so grosz sein, und mogen dabei die r sich wie nuor
immer krenzen oder decken.
picht ist zn erkennen, dasz (Fig. 15)

lihenzo
) Py = 2y 008 Wi
der geometrische Ort von p ist selbstverstindlich hier wiedernum ein Kreis. Ferner ist

f3) Py 2¢ . (cos W -+ cos Sw)
¥) pg = 2r . (€08 W -~ COS JW -4 CO3 ow)
8) p, = 2r . (cos w + cos 3w -+ co8 AW -~ €08 TW) 1. 8 W.

20
& 9,

Die im vorigen Paragraph erwihnten Formeln lassen sieh auf eine sehr ginfache Form
bringen, da man, wie die sogenannte Analysis lehrt, die in Klammern geschlossenen Polynomina
summiren kann®).  Man setzt nfimlich:

g cog @ - e05 (@ = @) 4+ 08 (e + 2@) 4+ ... 005 (& + XP);

dann ist anch:

28008 @p—2 Cos a . COS P+ 2 008 (@ -+qp) . 005 g+ 2 CO8 [ + 2 ) . CO8 g 4 ... 2 COS (@ -+ K@) .C05 @,

{  cos e+ ) }i'm‘ (o =+ 2qp) (C0s (o == 3 ) { cos e+ (X 4 1) el
— =4 —— = . b
{ =+ cos (a— ) ? o (O o [ 4 05 (o == qgr) {-:— cos [a + (X 1) @]
5 COR o == G038 |{r -+ (X = ]] q'i! == COS | g2 + 8 COB (& =+ _\'rl.'.l:l
25 (1 03 p) = cos (@ + x@) — 008 [a + (x -+ 1) @] Leos (a ) — e08 al
¢ e G &) art 1 S 5 @) w42
28 .2 sin? & = 2sin[a + (x + ¢) @] . sin £ — 2Zsin {-r.r ; ) . sin 5
#) Wie diese Summenformeln doreh Inteor gefunden werden, kann man 2 B. in Navier,
Differential- und Integral-Rechnung; 2. Band, § 496 1
w3
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» "y % . . ow
23 gin -%J-- — gin [e' -+ (X + Y5) @] — sin {_rr - ]
. 4 . X 41
2 008 (fl' pateel } : -if.]l——_j'_ — .
Diaher ist s oder:
% e P
Cos o - e gp| « =111 , el
C0s & -+ €08 (@ + @) + 08 (@ + 2q) + ..... 008 (& + 1) = = 2 b
3 el
=11 )
Setzen wir in dieser Gleichung 2w fiir @ und 2w fiiv @, 50 wird:
g . :
o : & o cos (X 4= 2} w . sin (x =+ 1) w A.
COS2W - ecosdw = cosOW 4+ ...008 (2x 42w : L
sin w
setzen wir aber w fiir & und 2w flir @, so wird:
o . e o g8 (x =+ 1) w.gin(x + 1) w B
COEW == CO8 W ==C05DW == .iaus COS {2 K~ ]] W E <

S W

Yeralleemeinern wir nun die Gleichung . aus § 8, indem wir durch Induction weiter schlieszen,

A
50 erhalten wir;

pn =71+ 2r . leos2w + cosd w + c0s 6w .., c08 (2x + 2) W :

vorin, wie man sieht, 2x +~ 2 = n — 1, also 2x 4+ 3 n ist. Dies eibi:
Co8 (X By wosm(x 4+ 1) w Jeosix Nw.sintx = 1) w
on =1 - e . IR 1 T i =y i AL !
S0 W S W
8in (2 x 4+ 3) » sin W S (2% —+3)w
et SN2 2). o0 A T S |'J 1l { : ] 1
sl W | 8110 W |
Sin (2% + 3w S W
— o ; — T —
=11 W S W

Dasselbe than wir nun mit Gleichung 6 aus & 8. Wir erhalten:

Hn 2r :u'-r:* W=+ COSd W = COSHW ~+ .0 oS (2T < 1}1-.'{, 1.
worin 2 x +~ 1 = n 1, also 2 x + 2 = n ist. Dies gibt:
5. C05(x+ 1) w.gin(x + 1) w 2eos(x -+ 1)w.osin(x+ 1)w
on=2r- = : i 2 e S RN R G
sin w 4l w
BN (23X <4 2)w sin nw
o s . B.
sin W Si0-W

Fs ist also immer, n mag gerade oder ungerade sein, d. h.

fiilr eme ||l']i-'|liL','-" Anzahl von con-
stanten Badien r, allgemein:

sin. nw

fin I <
|1 W

g 10.

Von der vorher entwickelten (rleichune:

\ 8N 1w
i 1Y fn r :

Sin W
der sogenannten Polargleichung, in welcher o durch w bestimmt wird, konnen wir bald auf eine
Gleichung dibergehen, die sich auf rechiwinklice Coordinaten bezieht. (Vergleiche § 8. b, An-
merkmng 1),
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Um nicht zu umstiindlich zu werden, musz ich als bekannt voraussetzen, dasz

fliir n ungerad:
: ; : n{n* T n{n® 1¥) (u2— 3% .
gin nW = n §ih W — —————— sin w* + e T N iR
2.9 o 4.5

fiir n gerad:
311 1Y o) n . sin W — — e in w? = =1 in wh ||
] Y Cos W B = =3 ! mim B i {o = g e
| 2.3 2.3.4.5 (

Gestiitet auf diese Gleichungen erhalten wir ans Gleichung (A.):

fiir n uneerad:

: | | nin* 1-) e nim:— 1) m* 3°) b enni——1%) :n-' (n—=2)%|
[ e 1 oy -5 S p= - — = HIM W — e T —— T
'—)--a 2.5.4.9 2)1 s« 1l
! n |
« S W {
|
In den folgenden Gliedern wiirde der Factor (n®— n®) erscheinen, weshalb sie alle 0

werden, die Heihe daher hier abbricht.

Setzen wir ° (den Index von pn ldssen wir weg) fir sin w und multipliciren dann mif

“'v ;4 80 kommt:
£ 5 sl el B =1 gpedie @ RS 190 M8 8 ey, AT I
)R == E e e i — —_ = R
f v D Bnit] T it 9.5.4.b N '.
Da nun g v x4 y? (x* v ist, so schreiben wir:
- i I m— 1
& '-"{ (x2 v =1 )n(x2+yY) = L e N e S R
f N { : 2D
nn 29 (m*— 39 5 et
e Ll 0 o ) I .!
Py s by o) . : \
Ahnlich fir n gervad:
."'{ : .- & _rx | L @ l'_—E' n(n*— 2% il for @ & "_.. =
I1. I (X7 ¥5) " e L e i e P L
n (n2 - 23 (n* — 47) : = ]
T L VIR b T 1 2 — ..
2. 0.4.D FoA ¥ §

Aus den alleemeinen Gleiehungen 1. und II. kimnen mit Leichtigkeit die speciellen ab-

veleitet werden. Zur Erleichterung kann es dienen, wenn man darauf achtet, dasz n® -

(n -+~ m) (n — m), oder darauf, dasz
7 I | e < R S 9, 11 ... undfiie o i 0 H, 10 | B2

igt: n*— 1 2 1.8.8.8.6.8.10.8.15.... |ishen?—22—4 8.4 8 4.156,4.24.4.35....
n*—3* = 8.2.8.0,8.. 9. 8. 14, n*— 4° { .5, 4.12, 4.21,4.82...
nf— 5= R P e ] A s I bl nt— G2 = 4 A b4 20
nt— 7% = B oR e n®— §*° dh O 200
n*—9g= = B nd —10= Sl B

S
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Dasz die Cosfficienten anch jetzt wieder bestinnnten Gesetzen folgen, darf nicht Wunder neh-

x

men, da sie ja aus gesetzmiiszig gehildeten Reihen hervorgegangen sind. Diese panz einfachen Geselze

aufzusuchen nnd dann, wo mbglich, eine Anzahl-von Gleichungen hinter einander ans dem Kopte

niederzuschreiben, fiberlassen wir dem Leser. Wir |Fs'§;'l1l"l_1_:'l*l1 nn= IE]L:Illil. Iiir .‘|l'lll‘ der zwel Arten

von Curven die ersten drei, schon miglichst vercinfachten Gleichungen hinzustellen.

Fir o, s Y x* 43

W

il

Fiir pg: P (x2 + 79 =1r. Bx*—39: (x* +¥*) =12 (Bx®

Fiir p.: I'[\_-' =3 ayh P 3 e 10x%*? - 3 Vs (%2 - I\'J"-'- — . (Hx? 10x?y® + 3 02,

Filr pgt (22§71 24 .o
Piir oy (22322 = Zax. (2% 2Y7k

B et (X% + y2) 0= 2. (S35 — 10X % * -8 ¥7).
A

Wir wollen uns spiter aus den gefundenen Gleichungen selbst iiber den Gang der zugehori-
gen Curven einigermassen belehren. Bevor wir aber dazu iiberoehen, scheint ez mir zweckmiissig,
weniestens die Fahlenwerthe der Cosinusse aller Winkel von 3 #zn 3" zu notiren. Yon einigen wer-
den wir selbst Gebrauch machen, die andern werden mit beigegeben, da Jemand Vergnigen daran
finden kimute, eine wanze Reilie von Punkten der geometrischen Orter selbst dureh Rechnung zu
hestimmen, wozn diese Werthe vollkommen ausreichen werden. Die Herleitung derselben muss ich anch
als bekannt voraussetzen., Sie sind nicht gruppenweise, ihrer Ableitung gemiss, geordnet, sondern
pinfach nach der Grisse der Winkel, damit sie beim Gebrauche schnell gefunden werden kimnen.

Es ist nun:

cos (Y cos 180 =1

cos 30 008 1770 = — 05 1839 = cos 8570 =1, (VB 1) . VB +~ v B— 1 (v B—1) .} 3— v'5.
c0s 69 = — 08 174 — — eos 186° = cos 3540 =Yy . J10—2 v 5+ Y v 3 (1 -+ V')

cos 9° cos 1711 c0s 180% = cos3p1° =Y, . V3 + v+ Y Fb— Vb

cos 12 o8 168 c0s1929= cos34B0— M. 8 . J10 -2 vB + Yy (—1 + v D).

cos 159 co8 165" = —cos195 " =cos 345 = 'L J2+v 3.

cog 18" = —peos 162" cDg198Y —cogdd2t = 1 ]-]”-: 2 :_:

cog 21° cos 1598 03201 %= e0s339 = 1. . (v By l|-||. 3+ B+ e o (N 3—1) Fo—w .
cog 240 cos1a6G" cos204° =cos3360 = Y. (1 = VB )+ V3. V10—2. v B

cos 27! ¢os 153° c0s207°=¢cos333°=1, . B+ VB + Y, . ¥3—v'D

cos Y cos 150 cos 210" = cos 350" 3 [ e

0s 330 cos147 082180 — 083270 =L (VB4 1). VD -+ vi— 1. (v 3—1). V3
cos 1440 c0s216°=c0s324% =1, . (1 4+ v'B).

& ) cos141° cos2]9% = o2l ® LN (Tl 1 S I B i O—y D = sy 3—1) ] Fi v By




ang 42° — oz da" eos 222 = cog a1n" M I 10+ 2. v 5N ¥ E #fE=lintr ¥0)
cos 45" = —ieos 135" cos 225" = cos 510" Hee it a
cos 48" cos 152" cog 228l cos g2t = In VoD, l 10—+ = ¥ ‘ I'“ . L+ 1':-:.}"'
cos 5l =—ecos 129" — —cos231 " = cog 0% =1 | (v 3+ H-] d-4\ 0 AV 9 I-]'!.:,- g
¢ns H4l cos 126" — cog 234! 08 06! I I: 10—2v 5
cos hi? - eog 123° ¢os 237 " = cos 303° OB B ; B R g-\¥ 3 L) I'..-', Ry 2
cos oY cos 120° coR 240" cos 300" 1 g
o3 Ga" c0s1179 = cos 240" = cos 207 =1, . i D -+ ¥ B t l S 5.
cos GhY cos 114 cos 246 cos 2040 Veon (1 == % --J} 1§ I 10 — & ¥ -'I_"
cos by 031112 = cos 2449° cos 391 =:~ AV 3 Il-}::_] —iVE I.“ r‘\f_i ” II:'I’ L&
cog 72" cos 1081 - cos252" = cos 288° =, . (— 1 + v ).
cos3 7o cos 105" = cos 200" cos 285" = I: i I 2 v
c0s TR = — cog 102" cos208% = cog 2529 = 1. 1 10 -+ 2y 5 - ' V3 (—1+ V0.
c0s 81%=—¢o3 D9* —cns 261" = cog 2730 =1 ] 9=V H—! b - I.:.J "'.;Fﬁ_
cos 84" = — eos 96° 008 2647 = ¢0s 2760 =, v 3. )10 —2 vB— Y (L + VD).
cos BT = cos 93¢ cos 267" cog2T3t="1~ g LV Ta e 1} I.'ﬂ' T _;-1 e J“ 3 h\ ‘I: 1) ]:lr.:’ £ 0
08 90" — — s 2707 = + (.
& 13.

Sehen wir nun zu, ob wir yon der Curve, welche p bei p; beschreibt, aus ihren Gleichun-
oen ein ungefihres Bild gewinnen kinnen.
Wir wissen, dass 2 I == 27 . C08 2w, LT;
T ';'J.” -'1'“. I1.
=l W
r. (4. cos*w—1) 1IIL,
4) Waim wird p o? 4. . bei welechen Werthen von w geht die Curve durch den Punkt a?
Aus II1. folgt, dass, wenn wir p = o setzen,
gosw = = ! werden muss.
Also w GO 1200, 240%-300% (3. & 12
b}y Wann wird p = =+ r# d. L. bei welchen Werthen von w geht die Curve durch den Kreis,
den man mit r um a beschreibt?
Aus 1. folet:

G r=r 421,082 W:co082W=10:W 459 135%.2250..315°
-~ T =T+ 271.0032W; C0S 2 W —1; w = 90°% 270%

Der erwihnte Kreis wird von der Curve viermal durchschnitfen, zweimal beriihrt.
¢) Wann wird p 212 . h. bei welchen Werthen von w geht die Curye durch den Kreis,

den man mit 2r um a beschreibt?
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Aus [11. folgt:
.4 cos®w 1) 2r; cosw U 8 = 805, 150%:210%:330°

Aufrabe: DBeniitze jedesmal die in Vorstehendem nicht angewendeten zwei Gleichungen.
(L. . oder TI1.) Siehe auch zu. wie gross [ wird, wenn: w o und w 1802 ist. *)

Da p von w 0" his w G602 fortwihrend abnimmt, ete., so0 sieht man ans dem Gesagten
schon, dass die Curve viermal dureh a geht und aus vier Schleifen besteht, von denen zwei Jr,
die anderen zwei aber r zum Lingendurchmesser haben.

8 14.
Betrachten wir fiir p, auch die Gleichung fiir rechiwinklige Coordinaten:
A (@2 i i=xt (3t — y 2.
Da x wnd y nur im Quadrate vorkommen, wird die Curve durch jede der Ordinaten-

Axen 1n 2 kongruente Theile getheilt.

a) Wann wird y = 0? Setut man in A. y = 0, so erhiilt man sofort die dazu gehivigen Werthe:
o= 0,0, 0,0; + 3r;,— 3r. Viermal geht also die Curve durch a.

b) Wann wird y = =+ r? Ohne Schwierigkeit erhilt man:

x=0,+r1r.v 3 —71.v 3;

oder: x=0,4+2r, Y v 3, —2r. Y v'3. Vergleiche hiermit § 13 c.

/a ;
Da, wie man leicht aus der Entstehune der Curve schlieszen kann, niemals v = 2e
werden kann, so fragen wir dafic einmal:
: ; 2
¢) Wann wird y 7

Bei Beantwortnng dieser Frage musz man aber in Bexug anf x* eine cubische Gleichung

ligen*®), Leichter wird es sein, wenn wir von obiger Gleichung A. abstrahiren und auf die Ent-

stehnng der Curve zuriickgehen. Es st bekannt, dasz, wenn eine Kathete des rechtwinklizen

[n-..[,-.-];ﬂ[;;l die Hilfte der Hypotenuse (r) sein soll, der Gegenwinkel von jener o = 30° sein
Muss. Mit Hilfe der Figuren 16, 17, 18- wird man nun leicht einsehen, bei welchor Winkel-
weite von £ w das y = - wird.

Fig. 'll?._ a oder 30°=w + v Swe ow 1o

Fig, 17. a0° v w — 180 W ow Hie

Fig. 18. 0'=w—v = 3w 180 w = T0°

Da aber, wie schon am Anfange dieses § ancedentet wurde, im zweiten, dritten und
vierten Quadranten y dieselben Werthe erhilt wie im ersten, so sehen wir, dasz es im Cranzen

pwilfmal = - wird, sechsmal positiv, sechsmal negativ, und zwan:
fiar w = 109% 502 70% 110° 1302, 170 1902, 230° 200 200= 310° 350°
N T r I I T iy i r r I r r
b} " (1 f = = - r » s — —— e o s
vird y BT g piTE g e s
#) Sehr leicht bestimmen sich auch die Maxima und Minima von IJ;
||_ I - a
—— 28N W = 0:50102wW=0
i w
w

Dafiir wird P

%) Ineselbe entspricht dem irreduciblen Falle, hat also dreei reelle Wurzeln, wie #zu erwarten stand,




Wollte man aus der Gleichung A. des vorigen § das y* entwickeln, so wire dies aller-
dings aof cubischem Wege migheh.  Da aber das hisher Gesagte hinreichen wird, nm den Gang
der Curve zn kenmzeichnen, so wollen wir nur noch die Grenzen '.Illf_"'l'lll‘ll.. in welche dieselbe sin-
\5;‘|‘.-='5I]-l.-=-:|~|| ist.

Dia aus Gleichung A., & 14, folgt, dasz

v X%+ e — \ r(3x® il B
50 Musz, wenn man x* + y*=m? getet, r (3x* — y?) m? sein.
B eatin el HE e m3 - 1"::1_* i ar*m?*—m?
' 4r 1 4r?
Firm?= 3h2m?*wird: x = = 3r mnd y =0 (Vexgl. & 14. a)
Wird m?® = 5r* m® also x = =+ 3r, so wird y* negativ, y imaginfir. Da ferner, wie
wir aus der Entstehung der Cnrve wissen, hichstens y -+ 1 werden kann, so ist die Curve

ringeshlossen in ein Hechteck, dessen Seiten 6r und 2r sind.
S
Um auch eine Curve der zweiten Art etwas niher kennen zu lernen, nehmen wir die

Gleichung :

£y =2r. (cosw =+ cosdw) L
gin 4w
I : IT.
sin w
4y . cos w. cos 2w 1IT.
a2) Wann wird p ik
Aus Gleichunge 1. folgt: cos 3w - ¢0S Wi
Dann ist enbweder cos w o oder = + ¥ /2
und darum p o fir w 90°, 270° und w "o Bt bt o S T
Die Curve ginge also sechsmal durch a. Da aber:
CN=E ‘; 1."i.li = ™ ! - 08 |”| t]-“l:' —= 'I.‘.'|| — M8 W s F:‘.'u',
| \
so miissen sich bei deér Drehung yon g iiber w = 180° hinans die frither erhaltenen Punkte der

Curve wiederholen; denn die negativen Zeichen deuten an, dasz p nur rickwirts verlingert ge-
dacht werden mnsz, so dasz man also eben gerade dieselben Werthe erhilt. wie friher, da die
absolut genommene Summe der friheren (cos w -~ cos 3w) gleich ist. Hierdurch findet die am
Schlusse des § T ganz im Allgemeinen lungestellte Bemerkung fiir diesen speciellen Fall ihre
Begrindung. Die Curve geht also nur dreimul durel a, nimlich fiir w 15 90 135°

by Wann wird p r?
Aunz Gleie

mng 1. folpt:

%, i 3 1 R Le il o
COs W fa COB.W — " L.

Diese enbische Gleichung®) fiithrt ung auf die Winkel: w = 36°, 180° 120° VYon der

*) Hier will ich kurz den Goang der Hechnung angeben, Nach dem sog. irreduciblen Falle findet man,
COs ¢ = 34 A% 6 schon i|||h:_:'1'|'l'i'|.lll'| .'__'-'l|:|l ht, folpende Werthe:




Richtirkeit des Gesagten kann man sieh fberzeungen, indem man z B. in Gleichune 1I1. fir w

den Werth von 36° einsetzt. Man erhilt (Vergl. §. 12):

a dr o cos 36 e T2 dri ¥ (WB 1) (b 1) il
ihenso kann man sich daven dberzeugen, dasz p T wird
flir w 60% 7329 144°

¢) Wann wird p 2re d. h. bei welchem Werthe von w geht die Curve durch den Kreis,
den man mit 2r um a beschreibt?
Da hier £ w, der auch durch emme enhizehe Gleichung gefunden werden kann, nicht in

peres Interesse und ich notive einfach, dasz

ganzen Graden erscheint, so hat er {iir uns ein geri
7] + 2r wird fiir nneefihr w sl
A z P2 PP B o e I L 1§22
Anmerkung: Besser gestaltet sich die Sache, wenn wir zusehen, wo die Curve den mit r
um e beschriehenen Kreis durchschneidet. Der Durchschmittspunkt ist die Spitze des reehten
Winkels in einem Dreiecke, das 2r sur Hypotenuse hat. Darin ist:
Xy =y (Z2r—x)
vi=ry—x": duher
X —X*= —x*—2rx'+ 2x Jri4-2rx.
Hieraus x = % r: v =Y /3. Dazu gehoren die Winkel: w = 30°, 150°.

(Vergl. § 18. ¢.)¥)
§ 17,
Die entsprechende Gleichung fir rechtwinklige Coordinaten:
(2 + 3% =drx(x?—¥7). L

liszt sich leicht mach v anflisen.

COR W, = 1_( ].I: . COE {|'.|| -

cos W, = Y, V6 . cos {.|'I_I - <;-" }

Es ist aber log cos ¢ B,9631070; e

= 79 45 40", Daher:

||.._. eos w, — 4.1 36<

log cos (180—w,,) 103 1B0—w,, = T2% w, =108"

log coz (180—w,,,) = 0.60BDEET—I10: 180—wW,,, GOP: =120,

") Ihe Maxima oder Minima von p finden statt, wenn

cos w = - 1, I, + %% 6,
W 0% 180% 66% 114% ung
P 4, — 4a, ea e + e Yo
ea, -+ YWiea ungefihr,

Die ersten zwel Werthe von e =ind, wie man sofort -i#'|'.|, identisch,




Wir erhalten:

xt - 2x2y? oyt = dyx ¥ dyyxy?
¥ (2x7 - drx) 72 = A 3 —xc
s (74 2rx) & JPdx*(2rx + 17
|llr- “
Ti=t ‘ (X% -=32r%) + ;’\; dry =12 II.

Aus Gleichung 1. ersieht man, dasz fir positive Abscissen x = y sein musz, nnd wmge-
kehrt fiir negative Abseissen x = v: man kann sagen, die Curve sei anf dieser Seite steiler, als

auf jener. Da ferner y nur im Quadrate vorkommt, so theilt die x-Axe die Curve in zwei

kongruente Theile; nicht so die v-Axe.

4

Wenn fir eine negative Abhseisse [x] 2rx = % 1 =

senommen  wird, so wird in

Gleichune 11, der Radicandns der kleinen Wurzel negativ, also v imagindr.  An der Grenze, fir

x = — —, fillt die kleine Wurzel weg, so dasz y nmr zwei Werthe hat, nimlich:
2 | s
5 Voo
Fir jeden anderen Werth von x = — — his x o hat v vier Werthe. Hs liegen hier

2 Schleifen der Curve dbereinander.

Wenn fiir eine positive Abscisse |x] das nutere Zeichen der kleinen Wurzel genom-
men wird, so wird in jedem Falle y imaginir. Daher kann hier nwr das obere Zeichen gelten,
und y immer nur zwei Werthe haben, so lange nimlich (x* + 2 r%)* = 4x* (r* + 2 x), d. h
x — 41 bleibt; daritber hinaus (weiter nach vechts) wird v auch hier imagindr.

An der Grenze, fiir x fr, fallen beide Wurzeln weg, so dasz

y 0,

Da wir nun anch wissen, dasz hichstens v = =+ v werden kann, so ist die Curve einge-

schlossen in ein Rechteck, dessen Seiten 4',r und 2v sind.
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wr

=

a) Wann wird y = o2 Fir y o ergibt sich aus Gleichung 1. § 17 sofort:
ol
Dreimal geht also die Corve duoreh a.
by Wann wird y = & r? Jene Gleichung erhiilt fir vy = r zunichst die Form:
gt —drx? 4 2 rixt - ity = — 1
Dese Gleichune Lisst sich ll'll:lll'l'i'al_j.*:l'h logen. Da nimlich: 2r2?x? = 4r®x? Srax sk,
50 hekommen wir:
(ir—2710)*— 271" (x*—27x) = —T11
P—2rx =1’
Tt o r-.-'_) r(l :\.-'_’J

(1. cotg 224,° ¥ . cote 1577
f_ — 1", b I-|_i.‘._.II —— i _1'||!'?_'_' 1 ]L_Ji._“.
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y wird B r, wenn —= w = 221, % odér = 1124 ,°

y wird —r, WENN <= W 671, " oder 15T

Wir wollen auch einmal fiir ein irrationales y die dazn gehorigen Werthe von x suchen
und stellen die Fra

. x I o
¢) Wann wird y§ =i Va7

Jene Gleichung (L) erhilt die Form:
l—rx? o Yooriad e idrdnae Mo xd =

Diese Gleichung vierten Grades losen wir durch Factorenbildung. Wir

kinmen  dafiir
aber schreiben:

:\l__ :"I'l'\::'— l'.'\:'; B _']II.':H v A

b ey | 3 e e B v 3 B 3y &3, o S
R o oty o g i R .._] X=t i X \I e i
Tk -"rJ'_\; _s 8 : et ey L PR T e .:l I"] k] | e T ; iy 4 I'Il-u T4 —=¢@.

X% ([ —3rr — : P r(xd— 3y — ¥, 1) - 8 A re(xd— Jrx — 3 %) —p,

(xf—drx— Y Y. X —x— Yy r¥ =0
Jeder dieser beiden Factoren gibt nun eine quadratische Gleichung.

Ans —rx—Y ri=0
folet: x
Aus X% —yx 3 pa— g
folet: o =

Man findet (anf welche Weise?), dasz dann sein musz:

Fir y = 4+ = v 2w = 159 105% 30° 120%
Darum ist
Fiir y = —= v 2: w = 165% 759 150°% 60°
ey

Da in Gleichung IL., § 17, y durch x ausgedriickt ist, so kinnte man fir jedes mighehe
x das dazn gehorige v bestimmen. Wir wollen aber noch ein anderes Verfahren andeuten, durch
welches wir die Werthe von y finden kinnen.

Wir wollen jedoch in der Gleichm

1
A) yr=—xr—2rx + 2x "+ 2rx
fiir x nur soleche Werthe nehmen, dasz wenigstens y?* rational wird.

Dann musz r* 4+ 2 11X ein
vollstindiges Quadrat hilden.

Dies wird auf mannigfache Weise erzielt; z. B., wenn wir setzen:
B.)) =2 (n 1)
Dann erhalten wir:

%4 m = (r— 2m) = (21m ]
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Tragen wir B in A ein, so erhalten wir. wegen des doppelten Wurzelwerthes die zwei

verschiedenen Gleichnngen:
st = drin(—inteent —am=-s2)al)

) | ¥2= 4r2n? (1 — n?) 1. |

Beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene Zahlen kinnen nun fir 1 i B
und ¢ eingesetzt werden, wodurch man jedesmal die 2 zusammengehirigen Werthe von x und y
findet. Man mige hierbei aber noch Folgendes bedenken:

Fiir positive Abscissen gilt m A. nur das obere Zeichen (s. § 17), daher auch nur C, I.;
fiir negative aber gelten beide Zeichen in A., also auch €. I. und I1.

Da wir ferner wissen, dasz + x zwischen o und 4r variirt, und — x zwischen o und
= :,-h-.,r. musz im ersten Falle (s. B) n = 1 und = 2, im zweiten aber n < 1 und = o ge-
|1-|||1-|.|1-!t| worden. - Im letzten Falle kinnte man auch sagen, dasz n = 1 und = Y/, zn nehmen
sei. da die Werthe von x dieselben sind, ob ich n zwischen 1 und %, oder '/, und O wihle;

denn: (5. B 2r. (M +a).Chi+a—1)=21.0' —a). (i —a—1)

Fs ist nun z, B. fir n — 0 : X (1 B e 1

n=2 ;%= 45 ¥i=.0.

1 il I B
n. : Rutes =gy :'i \ 3
& |
Das letzte Resultat wird nicht iberraschen, da ja fir x — —, wie nns schon bekannt

ist, statt der vier Werthe von y nur 2 erscheinen dirfen.
& 20.

Wir haben gesehen, dasz sehon die zwei behandelten Curven reichlichen Stoff zur Be-

trachtung darbieten, wiewohl anch iber diese nur Einiges mitgetheilt worden ist. Soleher Curven

aibt es aber unendlich viele, und wenn auch iiber alle migleich gewisse allgemeine Bemerkungen

gamacht werden konnen, so wollen wir uns doch auf das Gesagte beschriinken. Nur damit doch

wenigstens Gelegenbeit geboten wird, die mitgetheilten Figuren (21 bis 26) etwas genauer anzu-
schauen, moge man sich fragen:
i : ; sin Tw ,
1) Wie oft wird prooder s . ——— 0
: SN W

Es ergibt sich leicht:

W [ 5 Gl o SR s e R B s LI S e B L S B !
Wie steht es bei w = o und T . 20°; ¢ 8. § 13. L. oder IIL)
il ) : sin Bw b
2y Wie oft wird p; oder r.— = 0f
LY 511 W
Es ergibt sich ehenso leicht:
o [ R L L R
Was tritt bier ein bei w = 9. 22,0 bhis 15 .22, °¢
Wie steht es bei w 0% und 8,221,032 (8.8 16. L oder IIL.)
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Schlieszlich sei es mir noch exlaubt, allen jemen, deren ich anfiinglich eedacht, noch ein
Paar Worfe zu sacen. Wenn man mit cewissen Auferaben nicht in's Heine kommen kann, so
liegt der Grund hierzu, abgesehen von oft ziemlich mangelhaften Vorkenntnissen, nicht etwa

immer, ja vielleicht sogar sehr selten, in dem auf den ersten Seiten dargelegten Umstande, son-

dern in der Recel wohl darin, dasz die Aufeaben selbst nicht cehdrie formulivt sind. Soweit

meine Erfahrung reicht. sind es gewdhnlich Constructions-Aunfeaben und Gleichungen. welche das
meiste Interesse haben fiir solche, die nicht ex professo  oder ex officio Mathematik freiben.
Aber vielleicht in noch hoherem Grade, als anderwirts, ist werade dabei von der erdssten Wich-
tigkeit, dasz die Aufeabe viehtie formulirt sei, wihvend es oft gar nicht leicht ist, dies zu benr-
theilen. Ide Abhiing

nur mit eroszer Miihe he

it oewisser cecebener Stiicke, oder thr innerer Widerspruch ist bisweilen

mszufinden.  Hier, meine ich. sei es anzuempfehlen, dasz man sich an
geeigneter Stelle Rath hole, oder sich, was wohl das Beste wire, an den vortrefflichen Aufeaben-
.~:|r||mh|n;_r--u. die wir besitzen, .:'I-I.!'f"'l'll lasse, [herreicher Stoft fiir weit mehr . als mehrere

Menschenalter, wird hierin _ic'ill'li Freunden der Mathematik :_-'.-]m‘i:-“‘ nnil ohne l.'n|']|t-|'ln_a'

AN ETIE
grindliche Studien wird es in dieser, wie auch in anderen Wissenschaften, sicherlich nicht ce-
lingen, neue Erfindungen zu machen, die wirklich nen wiiren. Aber auch schon das Nach-

erfinden hat fir uns einen grosgen Reiz:; nur ist es eben cut, wenn man die edle Zeit nieht zu

solchen Untersuchungen verwendet, die nach dem wuverlissicen Urtheile Anderer unfruchtbar

sein miissen.

Verbesserunpen

Seite 10 Zeile 17 stelle das A 2 Zeilen hoher. — 8. 11 Z. 8 lies n (n2—12), ... In¥%_(q :;,-f}
Bl 13 lies g — 1 statd o — 8 11 4 17 lies (n® —12) slatt (n?2—22), — 8 12 % 8 lies r2 im
tzten P 8. 12.Z, 10 lies 2x2 statt 2%,
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