Eine allgemeine Sormel, oder Gleidung fiiv die Theorie der
Hegelfdhnitte mit vedytwinklidyen Coordinaten,

@tv Dibere Gleometvie it tie Lebre won ben fowmmen Linden, son tenen bie Rreislinde
Bereits in bee Elementar-Geometrie betvadiet wird.  Die ¥inten gneiter Ordnung, oder bies
jendgen inien, welde durdy eine Glefdung ves sweiten Graves beftimmt werven, DBeifien
Seaelfdnitte, weil fie entteben, wenn ein Kegel durdy eine Ghene gefdnitten wid.

Tie Seaelfdnitte wurben foon voun oen Mlten beaebertet.  Ter erfte, ber iiber bie
Seaelfdmitte gefdvicten, war Aviftacus in 5 Bihdern, teven tie Altenw mit viclem Lobe Ers
widabnung thun.  Eie find letver! werloven geqangen. ™) VWor allen jedimet fidh tad Werf ped
Apollonius v, Perga in Pampbilien dber vie SKegelfdmitte aus, =) Seine  Jeitgenofjen
nannten it ten grefen Geometer.  Er lebte unter Piolemaus Cuergqetes 250 v. Chr.,
frucivte fn Alerancrien und jdrieh dbovt 8§ Bitder. Die crjten 4 Bitder find in der Srigi-
nal=Eprade nody fibrig, worin er von ey Eriengung ver Segelfdnitte und ibren wsornehm:
jten Gigenfehaften in' Besdebung auf Aven, Vrennpunfre und Duvdomefjer banvelt; oie dret
folgenben jind nur in einer 1lelerfepung, bie dagon um pag Jabr 1250 ing vabifde qe-
madht war, unb oie um bie Mitie bed Jichiehnten Jabrbunbevid md Yateinifhe wiever {ibers

T

tragen wurce, su und gefommen. Das adie Buch 1t verloven gegangen.
: S
Ein graver ober fdiefer Steqel [t fich miteelft einer Ghene auf 5 Avien {dmneiden.
1) Giebt vie Glene beg Sihnittes lings ver Axe oed Steqels, im graven Segel fenfredi
wf oie Gruneflide, woburdy e Tviangel entftebt, welcher Aventriangel beift.
) Der Sdte Gt parallel mit ter Grundflade bes Kegels, tann it ver Sditt ein
i
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Te1s,
Die fehuetoenve Ghene ftebt auf ver Gbene bed Mreniviangels Tenfredit und die gemeins
fdhaftlidie Duvdhjdhnittslinie beiver gebt pavallel wit cingy Seitenlinie ved Keqels. Der
Senitt bilvet eing Parvabel

Gine Pavabel entftebt, twemn dex Turdijdnitt mif ver Profil= Seite ved Kegeld pavallel gebt.

3)

) Bajui's Gefdhidte ver Mathem. . 41, BVand 1.
") Wajjut's Gejdidhte ber Wathonr, €. 90, BVand 1.
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4) Tip fdhneivence Ghene ftebt auf ber Ehene tes Trianaels fenfredit, qebt aber burdy beide
Seiten tes Aventriangels, oie Tuvdifdmittslinie befoer ift nidt pavallel mit der Grune
linie pes Arventriangels. — Ter Sdmitt it eine Ellipfe.

Ging Gllipje entjteht, wenn der Durdijdnitt unter ber Epifie Lrive eiten ved Profild
teifit . obhne mit ber Grumbflade parallel 20 fein.

5) TRenn vie fdmeivenve Ehene fenfredit vie Chene ved Aventriangeld buvdijcdineivet, oie
gemeinichaftlicdhe Duvdhjdynitslinie beiver Ehenen mit ver gejdmittenen Seite tes Aren=
triangels cinen Winkel bifvet, ter fleiner it ale ver Winkel am Sdeitel ved Aventrian:
aelg, fo entjtebt eine Huperbel.

Gine HYHperbel entjtebe, wenn der Turd{dnitt mit ver re ved Keqeld pavallel gelit unp
oeelangert einen baviber berfebrt ftebenpven Segel trefjen wiivoe.
g2

Jede gerade Linde, welde ywei Punfle einer Curve verbindet heift Sebue, welde aber
alle parallelen Sebnen einer Guvve. palbivt, beipt Turdmefier.  Dalbivt ein Turdimnejjer die
parallelen Sebuen unter vedvten T8infel, o betft e etne Ave.  Der Punfe, 1t weldent bie
re bie Curye fdmeider, beift Sdieitel; ver Punft, in weldem fidy alle Sebnen balbiven,
per WMittelpuntt ver Curae.

P

Eoll vie Lage eines Punfied, ber ficdh in einer qeqebenen Ghene befindbet, anageqeben
werven, fo gefdieht dies am Dequemften, fnvem man eine gqerabe %inie in vevfelben Ghene
alg befannt annunmt, und jenes Punfted Yage e Vergleidung geqen fie beftimnet,  Diefe
erhdlt man pavurdy, taff wan ves Punftes Abjtinve vou jener geraven Linfe angiebt, wnd i
gleich  Deftinimt, neben weldem Phunfte jener Linie fich per ju Leftimmente Punft befinbet.
Au viefem Gwede ninmt man auf jener gevaten ¥oue ab oeinen willfibrliden Punft a alg
nfangspunte an, von weldem ofe auf ab g meffencen Abfidnve an gevednet werden. et
man nun von einem ju befiimmenten Punkie < pie Abftandslinie xz geaen jene Yinie unter
cinent Deftimmien Winkel xzb qeneigt, fo it bie Lage pes Dunfies < geqen jene Sinde be-
Faunt, twenn az, Xz, und ver Winkel xzb geqeben find.  (Fia. 1.)

Man nenint ab ole Abfeijfentinie audy wobl vie e, a ten Unfangspuntt oer Abfcifjen,
az pie Abfeiffe Tie Den ju befrimutenben Punft x, =x vie Troinate teffelben, Dbeive Ynien
az, zx audy vie Gombinaten oves Punfics x ober feine einanver sugeorbneten Mbitinde,
pnvlidy xzb ven Covveinaten= Wintel, welder genwdbnlidy ein vechter TWinfel {ft.

§ 4.

Tie Envpunfte ter Troinaten beftimmen vie Babn ver Curve und viefe Srdinaten find
Funttionen threr bjeiffon. Das confrante Berbiltnif jever Curse 3u ibren ALfeiffen tuvdy
pine Glefchung ausgeeriidt beift pie Gleidung filv bie Curve.  Je nadvem vie Gleidung
wvom 1jten, 2ten over dten Grabe ift, wird oie Curve von ber djten, 2ten ober 3ten Sronung
genannt.

Gin algebraijher ober analptijher Audveud, worin verdnderlidhe Givbfion mit efner oder mebres

ven Beftindigen ®réfor secbunven finb, beibt clne Funftion diefer vevinberlichen Grife.
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Die Stegelidnitte gebbren aber ju Gurven der 2fen Ordnung, vemnady mup audy bie

allgemeine Gleidung fitv alle Stegelfdpnitte eing Gleidung vem 2ten Gradve fein.
§i B,

Mm eine allgemeine Fovm oder Gleidung flie alle Kegelfbnitte su finben, nebume ich an
an Figq. 2. jet fer ein Seqeljdmitt, emr per eine At der Curve, bie Abjeijiec ep = x, vie
Oivinate pm = y. Die Entfernung tes Sdnittes vom Sceitel ce = d und ver Win=
fel ach = x per Winkel keb = u.

Der Sdhnitt fer fiebe auf ter Ghene ved Aventriangels fenfredits o8 fei daber bie Durdy-
jdmittslinie pm ped Schnittes und ves Kveifes fenfrecht auf bic Chene e Aventriangels.
Weil mun nmg pavallel arb wnd im gevaven Kegel ach fenfredit auf arb ift, muf aud
npm = mpg = mpe = R, tenn eine Yinee fenfredt auj eine Chene gesogen, ftebt auf
allen: Linten, oie durdy ven Durdfdnitispunte in verfelben Ehene geben, jenfredht. —

Dady e ebenen Giepmetrie ift ter aud einem Dunfte per Pevipberie cines Nreifes auf
ten Tiameter gefdllte Lerpenvifel vie mittlere geometrifdhe Proportionale swifden den Sege
nenten tes Diameters, alfo: npamp = mp:gp over mpi*=y*=mnp.gp. TNun wer-
pen bie Werthe von np w. gp. su beftimmen gefudit.  Mady der chenen Trigonometrie ver:
balten fidy in jevem Tviangel je ywvei Seiten 3 einander, wie die sinusse ber ibnen geqens
fiberfiegenven Winfel, Daber im Triangel epg: ep: pg=sin egp :sin peg. 3ieht man

e 4L A o

et I ng, 1o 1t sm l‘l,l_:,"} = SIn e = Ccos :li't‘ — 'C0S vy no ba Cp = X, peg —=mu
= : : o X Sin

10 jtebt obige Proportion X:pg == cos 5-: sl 0 OB P = ————

tos —
2

Biebt man nun pl || ac, welde te in v fdhneidet, fo it tv =np und tv=te — ve. Nun

i = ' . ; . . . . (44
werhilt fidy i Evtomael tee; te ree = sin tee @ s cte . pber weil sin cle = cos elff = cos 5
e : : S : d sin o
und wenn ce = o gefest wird - te:d = sin a: cos 5 oot te — —
Lt Bl = Cos e
Eg it ferner peg = plg + Ipe nady ter cbenen Geometrie ober weil peg — u unbd
plg = ach = a muff u = & + Ipe venmnady Ipe = nu — a = vpe.
Jm Triangel pve wird aber pe:ve = sin pve:sin vpe und ba sinus pve = sin
et 'l » {tl T iy 7 » T — - ¥ . ‘.I- o l -
nie — = cle = cos i = cos -2 0 it X 3 ve = cos 1 S [_n - n'_} nh_v:
x sin (u — a d sin o« X sin(n — &
Ve — { __} Tenady te — ve —m vy —m ————— u__{_ l
(48 . ¥ e
cos 5 cos D) cos i
Ll oS d sin « — X sin (u —a X sin u
11‘[&1[”[\ it Np = tv' = — { — —‘:' unh ota P = ———— unb
s i B
cos 9 cos -'E

Y* = np.gp, muf
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xsimu [d.sina—xsin(1—a
i 1 sini(u—a) ] .
= 4 2 LLi (43
€08 o- €os 5

z d x sin a.sin 1 — x? sin u.sin (u—a)
N — —
5 Rl

cos® =

gine allgemeine Gleichung fiiv alle fegelfhnitte.  Aus viefer allgemeinen Gileichung joll bie
ginfacdhe Gileichung fiix jeven Kegelfchnitt dargefiellt und die vorgiiglichften Gigenjdaften ents
widelt werten.

8.5
Nady §. 1. 1. ift ver Schnitt ein Aventriangel, wenn bie fdneivence Ghene turdy vie
Spige lings ber Ave ted Stegeld geleat wird.  In Diefem Falle witd c¢e = d = o0 und

ARG gte ISy
x® sin 5 sin 5. a)

o i A -
=iy spaber aug per Gladng ¥ —=— ——— B poe
cos? )
oA (24
x* sih 5 .sil — g
\'2 = - —
* LE
cos? o5
. ; . 5 i Ll E e : e L
und hicvaus, weil der sin. pines negativen Winfels negatiy ift wird sin — = — Sl 5 URP
NS a
x* st —
Y=
oS B
cos )
. &
X s
y = —— wid hinaug
: T .
€0S 3
43
y = X tang

Gine Gleidung fiir tie gerabe Linie mit rechtwintlidhen Coordinaten, wenn bev Turd)-
febnittapuntt sugleidy ver Unfangspunts ver Abfeiffen ift. TWire vev Durdyfcbmittspunft nidt
ter Anfangspuntt ver Abjeiffen, jondern X = a + v, o ift

= - - L @ . &
y = (a + v) tang 5= 4 tang = -+ v tang 5.
(44 h

= [ S
Sefit man nun a tang = = b, fo ift tang - = = und

[
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ah vh vh
y=—+ —=1D -
i il il

eine alfgemeine Gleidung fiiv vie gevade Linde, wenn v vie Abjeiffe ift. *)
TWire Fig. 3. ab die gevade Linie, welde vie Abfeiffentinie unter vem Winfel 5 jdmeidet, nie

Abfreiffe ep = x, die redptwinflicdhte Trvinate mp .=y, fo {jt im Triangel cmp .

SN o
mp : € — S 51 COS & ODEY
s (A G T L
Y:ixX = 8l D) » GOt 9

o e
X s 9 o
e T X tang 7 -
COS —
2

Wiire aber g ver Infangspunft ver Ubjeifjen, eg =a, gl=h, gp = v, pm =y
joift Ao emp a0 A esf, Daber
eg:gl = ep:pm

a:h = (& + v):y
LA VAD sy TR
5 a i
§ 6.

Wenn die Ghene den Seqel vavallel mit vev Grundfldce {dueivet, o ift ter Scniit rin
freid nach 8 1. 2. pann ift

e 4y = g i3
keb pber u = eqe + eeq = 90°+ - u. sin (90° + 2] = €05 3.
Nach per allgemeinen Gleidiung wivd
. X : ; - . (434 2 (24
dx sin (90 + ‘2] sin @ — x?.sin (90 + ?-) sin (90 F o — a)
V2 o=— : =-==a
¥ @
cos? —
2
(44 . .8 - (24 Chge £r
dx cos 5 sil @ — X* €05 5. C0S 5
y» = 2 . 2
cos? 7
e Sl L ey i v
nad) der chenen Trigonometric it sin @ = 2 sin 5. €08 5. Daber

- A~

*) Branved Hiohere Geomeirie 1, Theil.
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dx .2 sin — . ¢08? — — X%, 0087 —
2 2 2 f e :
v — = 2 xd sin 5 x?

o
cos? —
2

e : o
Snt Triangel eqe aber fieht ee: qe = sin tol:sin -

F (14
dige = 1:sin4

Y
a9

“

(e = d sin

. r
2je = 20 sin - vemnad)

yr= 2x.qe — X* tn it 2qe = te gleidh pem Durdymeffer bes parallel gelegien
Sreifes = 2r folglich
y* = 2rx — X* Gleidung filv ven Kreis. ©)
QT
Die fdmeivenve Ghene qebt parallel mit ver Seitenlinie tes Kegels; ver Schniit it
nad § 1. 3. eine Davabel.
W piefem Falle ift Fig. 4. ver Winkel u ober < keb =a=ach unv ek || ac. €3 wird

- d.x sin & sin & — x* sin a.sin {a— a))
e

e
cos _:J
dx sin? a
== e
COs ‘_._3
: cti d sm*a = e y -
Tun Al abpr ————— eine beftindige Givdfie, won welder ber Umjang der Pavabel
& (i 4 : - 5
cos '_;i'_

-

abbingt, enn je quifer ver Winfel «, defto grifer if ver Minfang bes Segeld une je grifer
d = ce, efto ticfer ift ter Sdnigt, Dejre wnfaffenver bie Davabel. Diefe fliv einen wund

l.sin®a

penfelben Sdnitt Deftiinbige Chitje = — Defft Darameter und witd turd) p begeidmet.
|'U__\"2 lilil
2
DObige Gleidhung wird aljo
¥y =X

eine Gleidung filv die Pavabel,

*)  Branbe'd Lehebudy ber Hohern Geomervie 1. Theil § 94

“*) Vranpe's Hoheve Geometrie 1. Theil,



§ o8
Jft ver Sdnitt cine Cllinfe, o it Fy. 5. keb oder u > a.  Die allgenteine Gleidhung
Life fidy obne Umdanberung jeines Wovthes folgenvermafien varfiellen.

2 dx sin 1, sin @ x? sinu.sin (1 — @) d sin @
}' o . —_— — e — .- - -
ot = d.sin e,
€0s® - CO8" =

d. BN wLsin e - 5 S . R S
——— 1ft fily einen und venfelben Sdnitt eing i‘a‘]mn‘n‘lgl‘ Girbige, won nweldier

Sl x
COs —!—
ter Mmfang ver Clipfe abbingf: benn je tiefer ver Sdnitt ee = d, fe umfaffenver ver
Stegel wegen a und je fleiner w ift, befto umfaffender und Linger wird vle Cllipfe. Diefe
beftanbige Grbfe beifit der Pavaneter = po Dip Gleidung wird
i x%.d sin u.sin @ sin (u — a)
R il'_\' — — - e ST
2 LA d sin «
Cos* —
2
X2 sin (0 — o
yr—py ( )
i d.sin a.
Jun ift kebh = u = eke + kee = eke + a folglidy eke = u — a. ferner verbilt

fich tm Triangel kee
ce: ke = sin eke:sin kee

d:ke = sin (u — a):sin a und
- d sin @ ; i i :
sin, (u — a) = e obige Gleidhung wire alfo
T i y
3 px?.d.sin @ px?
W _'"_:Ij);— - =IN - —
% ke d sin e ke
Sebe 1h nun ke = a. fo it i
X
y* = px — pX
e a

eine Gleidyung fiiv vie Cllipfe fitv Abfeiffen i ver grofen Ave aus teven Selieitel und fii
vedstivinfelide rbinaten.

§a b
LWenn Fig. 6. ver Winfel keb = u < @, vann ifi ber Sdnitt efne Hyverbel nady §. 1. 5.
Tie allgemetne Gleichung Fann wicderum obne Aenberung ved Werthes Folaendernmafen

auggeoviidt werben:

g dx . sin u.sin & x*.5in usin (u—a d sin o«
v LT o = " d sin e
cos* o cos® o
st woodl gincw L 8in o, B ol 8 6 ot
T R | il oat e Y befiinbige Grisfe = p. baber

‘¥
co5? —

2
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px?.sin (u — a)
— d.sin @ i
Nun it @« = cge + ceq ober @ = cqe + keb weil qec = keb alg Sdeitehvinfel
a = cqe + n oder — eqe = u — e folglid
sin (u — a) = sin — cqe = — s cqe unp
px* sin eqe
d.sina.

;\.“ = px —

A Ly, px?. — sin eqe B
B T b —_— —— ——— T b,
E I d.sin « I

Mun verbile im Triangel eqe
iil':lfv
ta nun sin gee = sin ace = sin a. {o ijt

sin (ee s sin cqe .

(e:ee = sin @ :sin cqe
e:d = sin a:sin cqe

| i.sin a
sin eqe = ——— Daber

e
¥ = px + px? 11_.-ii.ll A ot px?
qe . d, sin @ qe
=auo id T e e T
Sepe i) ge = a fo it y* = px + — bic Geichung fiiv pie Hoperbel.

Da unter Seqelfdnitien eigentlich nuy Pavabel, Gllipje und Hyperbel verjtanden werben,
fo befdbrdnfe ich mich in ver Cunvicelung ver wefentlichften Gigenfdaften nur auf vieje bret
Stegelfehnitte, wwelde awd die Appollonifcen genannt weroen.

§. 10,
T S : Skt : : xil.sin® « - ?
us ber Gleidung fiir die Pavabel nadh § 7, worin y° = ———— 0.y =X
C05%

war, Tajfen qidy folaende Gigenfdaften entivideln:
1) Sest mtan X = 0, {0 witb y = o, wo aber bip
Die Parabel bat im Anfangspuntte der Abjeiffen einen Scheitel.

e

Droiiate = o wivd, Dort ift ter

Sdeitel ber Curne.

2) Qe grbfer x wird, befio grifer wiro y: Tie Parabel bat feinen 2ien Sdbettel, 1t
vaber feine in fidy juviictfelrenve Curye.

xd sin® a i v xd sin? a

o= — px; folalddy yi—= =k —

3B i —
) ; 5 % 4

e 2 viic 2
Cils aj— cos Q

el xr’qjlx'. o

giebt 8 fiiv jeve 2Abjeiffe awei gleidgrofie aber entgegengefeiie Orbtuaten.  Die Pavabel

bat swel Aefte, tie fid auf jebe Seite per Ab{eifjen hingiehn.
Wit X negativ, fo wito y = -+ px pine unmigliche Ghvdfie; Folghd) qiebt ¢8

4

feine entqegengejente Pavabel.
5) Sn ber Parabel verbalten fidh tfe Suadbrate der fenfredit auf vie ALjejje gesogenen
Drvinaten, wie die jugehbrigen Abfeiffen, vver da y*=pxund Y* =pX, fo jiebt y*: X'*

= px:pX ober y*: ¥Y® = x:X.
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3n allen Stegelidinitten beift devienige Punfe der Nve, in weldem die fenfredite Ordi-
nate dem balben Pavameter gleich ift, ver BVrennpunft.  Die Cnifermung viefes Brennpuntftes
vom  Sdeitel ift bet Der Pavabel gleidy tem 4dten Theile tes Vavameters: Denn e

Y= 1o 1t PA = px ob s A0
ST \ e = PX DREY X .
- 5] | ; I 4

e
Gin Perpendvitel (Fig. 7.0 auf bie verlingerte Hauptare aufierball ver PVavabel in perfelben
Cntfernung vom Sdeitel wie ver Brenupunft, beifit Divectviv.  Jebe gerade Linie aus dem
Brennpuntte nad ver Curve gesogen beifit rad. vector.
Jeber Punft ber Curve it vom Brennpunfte und ber Divectviv gleich weit entfernt; denn:
ah? = ch?® + (ge — ag)?
EIII ey 1'¢"Il£. Yeelor. —. 1
r¥=y* & (x — gh pJ°, ba y* —px

P=pX ++ X* — Y p + Y, p?
B e T S (._\ -+ Y p’l]‘
P e p ]
Crginst man vag Parallelogramm echd, muf bd = ce = eg + ge fein
bd=x+Y p.=r.
s

Gine Tangente ijt eine gerave Yinie, welde mit ver Curve nur einen Punft gemein bat,
fonft qang auferbalb terfelben liegt. BVei ver Vavabel {jt e Tangente derjeniqe Theil jener
unbegriugten geraben Yinie gwifden tem BVeviibrungspunfie ver Curve und vem Einfdinitts-
punfre in pie Abjeiffenlinie, Tie Subtangente ift cin Stiid oer AUbfeifenlinie swifhen vem
Ginjdynittspunfre der Tangente und der Ordinate. — Die Novmale it ver Verpendifel auf
eie Tangente im Berlibrungspuntie bis sur Abjeiffenave. Subnormale ift ver Theil ver Aby-
ciffenare gwifden pem Einfdbnittspuntte ver Srbinate unt ter Novmalen.

Bei jever Parvabel ift:  (Fig. 8D

Subtang = 2xX benn ift b ber Brennpuntt, ed = tang.df = Normal . ¢d = ¥ o ift
ece = subtang, ef = subnormale.
eh ='bd'= x4+ ¥ p.
b ="H0 ath'— x Lep
“¢b + be = 2x = subtang
subitorm ef = %, p denn im vedytwintl. Triangel iff ec: ed=rcd : ef. ober 2x : y = y:subn.
subn, = ;\ = ﬂ% — g
tang ed = v Hﬁw—r— 4x? penn im vedstwinfl. Triangl eed {ft ed® = ee® 4+ ed?
ed® = 4x?® 4 y*
ed? = px 4+ 4x°
ed = v px + 4x°




=

~ dnx o~ £
tang ed = v ]_—E—\ + 4x? = v 4x {Ij: + x)

Die tane. ift mittlere Dropovtionale wifhen e 4faden Abjciffe und pem rad. vector.
Die Normale fd it mittlere Vropovtionale jwifden Dent Parameter und dem rad. vector:
(oenn in jevem vechtw. Triangel ift bas Duabrat jeder Kathete gleidy vem Nechtede aus ber
Hopothenufe in tas per Sathete anliegente Seguient ber Hupothenufed

{d? = el.cf. pher

ef:fd = fd:ef.

2x + Y pifd=1dd: % p.

f? X + P

(| - X e

I i

hl—= V’i[}x = I:;] =vp (x + —E—].

§. 14,
Die Gleidung fiiv die Cllipfe aus §. 8. war
b
yr=px — £
Tird x = 0 fo it ¥ = o folglih im Anfangspuntte ver Abciffen ver Scheitel ver Ellipfe;
: g e pa? é A
fet man aber x = a fo it ¥ = pa — P — pa — pa obger ¥ = 0.. D 1.

aiebt e8 nody einen Sdyeitel.

-

ter Enifernung von X = a.

et . > e e . i ; | e
Weil y = % Vpx — ET” fo qebdren ju jeber Abfeijie swet gletdbe entgegengejette

Srvinaten.  Die Cllivfe 1t eine in fidh felbft juriidfebrende Curse, veven Ave = a vie grofie
ve Deifit. kD x negatly, o erbilt man eine unencliche Grdfe, welde anaiebt, tag feine
entaeaengefeste Cliipfe miglidy ijt.
6. 15:
Die tn ber Mitte der qrofien Ave = a ervidhtete fonfredite Orvinate, welde fur Abf-
b . :
. beyeichnet. TMan findet.

BHjE X = aebtvet, beipt die balbe fletne Ave und wire mit 5
h* PA b b ]
- = =] Meras
i i 1 qit
gl 2
s

per Pavameter it aleid) vev fenfreciten Srdinate vurdy den Brennpunft.
§. 16
Um vie Cntfernung der Brennpunfie vom Sdyeitel eber bie bfeiffe x su finoen, nebne

man nad §. 13,




p b2
3 T L s
A 2 2a
: . ol jacd e h2 £
Nad) § 14, 1t y* = px —3 poer ftait p = — qefeit
— h3x % ||".~'._’l
& a a?
ab?¥x — h?x? h?
¥* = T (ax — x?)
\ h# h2
Tt y* = dah s (ax — x*)
h* = 4ax. — 4x3
h2
xi — X = ——
i
x = Y (a+t v a*—bh?)

Diefer poppelte Werth fitr x= % (a4 v & — b* Jund Y (a— v a® — h?) geigt, baf
bie Glipfe su beiven Seiten in gleicher Entfernung von ibren Endpunfien einen Vrennpuntt,
alfo swei Brennpunfte bat, ole von dem Duttelpunfte ber Cllipfe gleidy weit entfornt find.
cF=cf=% v a* — b°. Diefe Enifernung ves Mittelpunfres von vem Brevinpunfie dev
Gliipfe beifit Creentricitit (Fig. 9.), va cF=% v a® — h2ijt, muf cF =7, (a’—h?) u. 4cF>=
a* — b?oag it = (a+ b) (A — b). Das vierfade Suabrat ver CEreentricitit {ft
pem Redbted aug ver Summe in vie. Differens der grofen und fleinen Mye gleid.

Die Brennpuntte F ound £ find audy von den Endpunfien der flinen Ave gleidy yeit
entfernt und odiefer YAbfant von jebem Enbpunfie ver feinen e ift gleid) Dev hallben grofien
NAre, denn:

O Fde 2 A fde . folglid
Fd = fd. und meil A Fde = rvediwinfl. A.
Fd? = Fe? + ed?.

a? | Ee i a2
i Lo i
i o '
fd = —- ber balben grofen Are gleid).
e il 7

Die geraden Yinien von ten BVrennpunfien nady fvgend cinem Punfte ver Curve Dbeifien
radien vectoren. und veren Summe ift fmmer gleich vev qrofien Are.

Wiire ap = x, fo it Fp = ap — aF. = x — (a4 — y a* — b*) und pf =
e : ” B T '
a+ viar — b* — x; ferner it y* = el Qax — x2) Ffolglich:

1%y

im A. fmp {jt n®* = mp? 4 pf
= y3i 4+ pf?

; h* ; U

fm? — = (2ax — x?) + (a — x 4 v a? h*)?

i 9b2x hax? —_— = 2

fm? = —— —— +a* — Dax+x* 4+ 2(a—x) va* —h* 4 a*— h?
i H

Oy

-




Oh2 g [e :.. @ T T
fad — !fl_ _i' :‘.+;L 20y, a2 2(a—x) v a*—Db*4a*—h?
[ Lt
8, - S i il - : —_
ey B ‘;3 (a2 —h2)— = (a? = |.ﬂ_].+......{:1“-—1;’]+:|“+—l1-{:i—x_} Vi h®

a*— b? ] da(a—x - s
fm? = (—5—) (x*—2ax+a* _}+ : ( } —b* 4 a* qus beiven
=g
LS
Seiten die Turseln gejogen

a1—X —— y —_— ;
fm=a+(——) v a*—b?*. und bta Fp=—(a—x)+ v &>—h? jo folgt wie
i N =
- h? e 2 L E T 3 na 'E 2
worber: Fm? =— (2ax —x*) +x*— Zax+a*—2 (a—x) v a*—b* 4+ (a*—b?)
a
woraus nady gany aleider Nechnung wie worber

3 — X o — = /
Y a*—h? erfolgt, baber

Fm.=—.a —

2 a—x —_— a
Fm 4+ fm — a — = =T vV ar—h*4a + %
i i

v a*— h? pber

Fm 4 [m=— 2a. .
Wenn fiber ver Eutfernung beiver Brenupunfte Trinngel befchricben mwerden von Doy
Beidsaffenbeit, vafi die Summe ver beiven anvern Seiten jevesmal gleidy der qrofen: Are ift,
liegen ihre Scheitel in ver Curve over Ellipfe.
§. 18.
ie: Subnorntale vev Ellipie ju befrimmen:  (Fig. 100)
np = nf — ip.
< (qrm = << mrf = R.
mn fenfredht auf tang., daber mn | ¢f.
[m A. gslift mo || pl vaber
s :my = sl:nf

=

S| = sm e |
mi = fin.
sq = sm + mf = ab = ver grofen Are,
sf = se + ¢f = 2e worin ¢ bie Ereenfricitit bedeutet,
vaber asmfl = 2¢:nf
a den
mf = rad. vect. = e
- 2en ;
El:{f T ) = 2e:nf
dezn ale—4ezn
nf e ——— = —— —
i i
e —dein




fp = fe cp=¢e¢ —u
i ae—4dea
np — nf — fp = Sy (¢ —mu)
LE
a’ec — 4e*un— ea?+4 un®  uwa*—4de’u L
]|l] T — - = — T = St G
a A i a
5 a’u 4u (a“—h’} | 4a*u—4b*u  acun—a?utbtu
= —— — —_— = — == ——
I a? Hid 4 - a? 4a* a?
I!

o=t ober ftatt der fleimen 2re ten Pavameter fubftituive, da

pie fleine Are die mittlere Proportionale ift gwifdhen ter qrofien Are und vem Pavameter, ta

a:h = b:p und b* = pa temnad
1]

np — 'ITI' — subnormale.
[

Die Subtang. pt. ergicht fich aus vem A nmt i ywelchem nm fenfrecht fieht auf ver tang.
np:pm = np:pt worqus

a? n
ee—
I a
: ~Th* h2n? h*n?
Tie Normale mn . = +/ [- e ——-]
4 ad at
= h__ S oar — 4a?n? -+ 4
oAt :
e L2
Aug ber allgemeinen Gleidhung fiir vie Keaelidnitte war vie Gileichung fiiv Bie Huwerbel
5.
¥Y* = px -+ e
i
1) Wird in diefer Form x = o fo it v: = o. berjeniqe Punft, worin vie Curve die
Are ourdfdneivet und vie Ordinate = o {ft, wird der Seeitel der Curye genannt, oa
aber ¥y = o with, {obald x = — a, fu[ﬂ[{l‘['l XAt
5 ap
yP= — HI]+ L
y*= —ap 4+ ap =o"

fo muf es bei der Hoperbel jwei Seheitel aebenty oer eine ine Anfanage ter Abjciffen,
ber anvere im entgegengefelsten Punfte ver Abfeiffentinie, welder wom Anfange oer
Abjeiffen um die Linge ver Are Swevdbare — entfernt it

2) Cs giebt 2 gleiche aber entgegengejeiste Srdinaten: denn

: i
y =+ vIpx + 1 =1
Da nun vie beftindigen Grdfen p und a aui y feinen Ginfluf baben, fo bingt die

Givifie ver Drdinate blog won der Grdfe ver Abfeiffe alb, daber wenn X unendlidy wird,
fann audy y unendlidy werben. —




S e e

3) Die Mitte ver Dauptave heift der Mittelpunft der Hoperbel. — Die mittlere Provor
tionallinie swifden der Hauptare und vem Davameter beifit nad Aehnlichfeit ver Ellipfe

vie fleine Are, folglid)
a:bh = b:p.
h?
Il = —

il

§. 20.

Die Gleicdhung fiir die Hoperbel fann audy ourdy die fleine Yre ausgedritdt werven.

Man fese ftatt ved Davameters ven Werth defjelben:

y* =px + £

h*
) ==
I il
: h*x hax?
\ je— _—
s a a’
L A e
Y e e
= h2 -
yiP= — (ax + x?)
y: = =% v ax + x?

Ll

it pie gqrofie Are (Swevdhare) gleidy ver fHeinen Are, Jo i ¥ = ax + x*.

perbel beifit eine gleidhjeitiqe Huperbel.
Sehat s

Gine Gleidung fliv die Hyperbel aud vem Mittelpunfte ju formiren.

{_ E;'E::ll. ] ] )

Borber bief vie Abjciffe vom Scyeitel ap = x, bic dagu geblrige ordin. pm = y.
Qetst beift tie Abjeiffe vom Mittelpunfte cp = u, bie Ordinate pm.
ap:— ¢p — 4c.
a at
o £ et Ly e e ] i
XS s e ax +
h2x hax? :
Vi — - it G20
% il H [
b2 , h* a2
y* = — (u — ¥a) 4+ — (u* — .'m-i—'—,—}
. a - s ait 4
oo e Wi — Y abRealiat—sabin 4 ke th?
% a a’?
h*n han? h2u e
it ey e . Y Le Al SOTT s
¥ a gE i a8 TR R
h2u*
2= LD e
J a? {4

Gileichung fiir vie Seperbel vom Mittelvuntee aus,




i

6.1122,
Der Abftand ves Brennpunftes vom Mitielvunfte oder die Ereentricitdt su finben.” —
Man nehme 1 dev Are ein Paar Punfte an, vie vom Mittelpunfte gleidy weit abijicben,
ef = es nur baf es ber Yage nady negatiy it
ef ift eine 2A6{ciffe vom SMittelvuntte

=g
Die Orbinate ju vem Brennpunfte i gleidhy *p
y = 1%Ly ¥y = %
b: - h4
NS dag e pe
e } hl‘
3 4az
4 2.2
.‘_;_3“:. = II.L—; — Yh® nwad) § 21,
H:r_h_t. = g2 — s
da?h* 4
h* ‘2 a*
P
i h* a h* 4+ a®
D i A e S
e ==k Y V' bE + a2

Die Hyperbel Bat To wie vie Clivfe el gleiche aber entaegengefeite BVrennpunfte.

e

an ber Hoperbel ift die Catfernung ver Brennpunfie von einander vie Hopotbenufe eines
vechiwingl. Triangels, vejfen Katbeien bie beiben Aren {ind

4% 4 )2

nad- 5 22N et — ren
de* = az 4 h*
£ =— ol =—I¢5
2¢ = ecf + s
De = fs
4(_.‘: — [.._z
as —rabs bh? — k>

&% — ah? 4 Ik=.

§ 24,
atebt man aud ivgend einem Punfie der Hoverbel radien vectoren, fo ift b Uner:
fbied gleidy Per grofen Are.
Man jiche aus m eine Oroinate mp fo ift




— 16 —

mpl = R. vaber
mf* = fp* + pm?
fp= ep — cf.
mli* = [icp — cf)? + pm?

g v et + e, ciu® 1) a2
= (v — — ) + oA e nady §. 21
L b ¢ a? cin? c?
= u? — c* 4+ a e == T
v Tl 4 4 & a® 4
o - — At c’n?
o - - 1 g - S i
nfd s == & MG 8l o o 0z
: (il u? "
1l .!_I-.:_ e {1'1" + C j
i u? 7 5 - —— a®
mf* == (a2 4+ ci) —u v'a® 4 ¢+ — und
A - 4
" | ey a
mi — = v a= 4 2 =
a 2
e il
ms — — y a* 4+ ¢* + ‘
i 2
msl— ml—-a.,

Dic Differeny ver beiven aus einem Punite ver Curge gegogenen radien vectoren ift der

grofen Are gleid.

Jieht man an oie

n

X piefe Girdhen

§ 25
Hoperbel eine Tangente tm fo it (Fig. 12.)
subtang. tp.
normal mn
.‘:ili]}l!{'ll'!!'l. Ii]] .
ginen geeigneten Auserud 0 finben:

1) Fir Subnovmale pn = fm — (p.

im

i3

gf I| mn folglidy

A smn,sq:sf = qm:fn
gqm = fm
s:sfl = fm:Mn.
S == sIn — (m
sz = sm — fm piefed find rad. veet. veven Differeny=a. nad §. 24.
S(q = a.
s =108,
(3P =
fpg— {*:l.u — ; ):in.
Pl
. ;
f —ggem 8’ R

i




4e*u—a’e

= - e
Den Weeth fite fp 3w finven.

fp=rc¢p — cf = u — e folglid:

de*n — a‘e . de?n—a’e a*n — a’'e
Pl = (v —¢) = e =

deu a* 4u a*n
Mo g o G0 o

s a* + e’
4
il = a* + ¢? ; fl:l ARl gid da%n .i-i‘f._:_'ﬂ i
4 a a? da® a?

» 2
P = —- und ftatt ter fleinen Arve den Pavameter gejeist, da
c* — ap.

apu pu

PN = — = - und fiait der Abfeifie vom Mittelpuntre vie Abf
ciffe X vom Seheitel gefesst,

cp = ap + ac

= xX = ’I.-;;l

m—L ot d)

px P

m = *— 4+ -,

I a =+ 2

Die Subnormale bei ter Owperbel bat ur Abjeiffe ein beftindiges Verbilinif; denn

e,

pn = It bievaus pn:u = p:a.

2) Fiir vie Subtangente tp einen einfadyen Ausvrud ju finden.
Atmn ift vedbiminfl., vabey
pn:pm = pm: pt

1 ciu
e 1) P y:pt
Lk
\‘-‘I
'ht = =
I ¢ s
a?
w4 a v 3
i SIS
¥ a?* 4
f J” 3 (.‘J
i 4 et s O s Woar
]lf —_— e — i }— = I — =
cu al g u




B2 e =

ut — Yt .
pti= ——— — subtang. vom Mittelpuntie,
Iivp fratt oer Abfeiffe u vom Mittelpuntte vie Abfeifje X vom Scheitel gefeist:
ep = ac¢ + dp .
- S
n = ? i %
a a?
— 4= X 3 _ -
(—L ) 4 ax 4+ x*
p[ e,
il A H 1
5 kX 5k x

3) Ginen einfachen Ausvrud fiir die Normale mn gu fnven.
A mpn it redywinflidy, baber
mn® — pm?* 4 pn?*

) c’
l!I!l == ;1—3 — I
cta ¢*n?
pi = = Wb pn? — —;
i i
Lk (i ctn?

— — T+ - v
0 i 5 forang

mn? = 4(:_1_‘ (4a*u® — at 4+ 4c’u?)

mn*

|

c - . : o e :
mn — — v [4a2n? — a* + 4de?n®].  Gin algebraijder Hus-

2a3

prud fiir oie Normale. Seit man ftatt u vom Mittelpuntie die Abjeifje vom Sdieitel x.

o2 a? bk .

pm? = ~ (u*— _4_-) fun it n = %a 4 x
a’ :
= ‘4- + ax + x*°

il :
]r||1"‘ _ .-1—5 |:."1\ - \ql]
o

Sn pbige Form mn? = pm?* + pn® piefen Werth substit.

™ 2

: C 2
mn? = = (ax + x*) + pn?
i

(i O S [

at




ae*®

¢ix + .—) u} Augvrud filv vie Nov-

-2 ; o)
mn = y\ |:_l—i|::1.\'+.\‘)+( ——
4) Ginen algebraijdben Ausvrud fiiv vie Tangente tm gu finden.

A, mpt ift vedytwinflic
tm? — pm* 4 pt?

4'}

a? a*

u —— n?*— —

i

pt =—4 ; Pt = ( ——

i

(i
pm* :;{u“—-

m?* — c? 2 > + a n,):
m~ = E{') (_“ = Al.) (_" _— ¢

2

1]

il — v/_{‘; (u®— i‘} + (u* — n—’]’
a® 4- 4
]
Wird ftatt der Abfeiffe w vom Mittelpuntte vie Abjeiffe x vom Scheitel gefest.

w 3

. C -
nady worberigem  pm* = + (ax + x?)
L

ax x? ax =+ X
nadh N, 2, pt = - = T ump pi? = (— ~ )‘

:2-{-:( §_+1
% | 5. .
‘Q"{-x
tm — Vﬁ[i_; (:11 o X“} 3 a.\'_...':_}._ ,]
a . a
. il e

-

i alqebraifdher Ausorud file vie Tangente turd) vie Abjeiffe vom Sidieitel aus.
Die Fiauven bievsu folgen auf einem befonbern Blatte.
Sppeln, im Auguft 1850,

PejchFe.

male vom Sdeitel.
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