
Eine allgemeine Formel, oder Gleichung für die Theorie der
Kegelschnitte mit rechtwinklichen Coordinaten.

^ic Höhcrc Gcomctric ist dic Lchrc von den krummen Linien, von denen dic Kreislinie

bereits in der Elcmcntar-Geomctric betrachtet wird. Die Linien zweiter Ordnung, odcr die-

jcnigcn Linien, welche durch eine Gleichung des zweiten Grades bestimmt werden, heißen

Kegelschnitte, weil sie entstehen, wenn ein Kegel durch eine Ebene geschnitten wird.

Dic Kcgclschnittc wurden schon von den Nlten bearbeitet. Der erste, dcr über die

Kcgclschnitte gcschricbcn, war AristaeuS in 5 Büchern, deren dic Alten mit vielem Lobe Er¬

wähnung thun. Sie sind leider! verloren gegangen.'*) Vor allen zeichnet sich das Werk des

Apollonius v. Perga in Pamphilicn ubcr die Kcgclschnittc aus. '*'*) Scinc Zeitgenossen

nannten ihn dcn großen Geomcter. Er lebte unter Ptolcmäus Eucrgetes 250 v. Chr.,

studirte in Alcrandricn und schrieb dort 8 Bücher. Dic crstcn 4 Büchcr sind in dcr Origi-

nal-Sprachc noch übrig, worin cr von dcr Erzeugung dcr Kegelschnitte und ibrcn vornchm-

stcn Eigenschaften in Beziehung auf Aren, Brennpunkte und Durchmesser handelt; die drci

solgcndcn sind uur in einer Neberschnng, dic davon nin das Jahr 1250 ins Arabische ge¬

macht war, und die um dic Mitte des siebzehnten Jahrhunderts ins Lateinische wieder über¬

tragen wurde, zu uns gekommen. Das achte Buch ist verloren gegangen.

§- l-

Ein grader odcr schicscr Kegel läßt sich mittelst cincr Ebcnc auf 5 Arten schneiden.

1) Geht dic Ebcnc dcS Schnittes längs dcr Are dcs Kcgcls, im gradcn Kcgcl senkrecht

auf die Grundfläche, wodurch ein Triangel entsteht, welcher Arentriangel heißt.

2) Der Schnitt ist parallel mit der Grundfläche dcs Kegels, dann ist dcr Schnitt cin
Kreis.

3) Dic fchncidcndc Ebcnc steht aus der Ebene des Arentriangcls scnkrccht und dic gemein¬

schaftliche Durchschnittslinie beider geht parallel mit einer Seitenlinie dcs Kcgcls. Dcr

Schnitt bildet cinc Parabel.
Eine Parabel entsteht, irenn der Durchschnitt mit der Profil-Seite des Kegels Parallel geht.

') Bassut'S Geschichteder Mathcm, S. 41. Band l.
Bassums Geschichte der Matheni. S. 30. Band 1.
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4) Tic schneidende Ebene steht auf dcr Ebcnc des Triangcls senkrecht, geht aber durch beide
Seiten des Arcntriangcls, die Durchschuittsliuic beider ist nicht parallel mit der Grund¬
linie des Arcntriangcls. — Der Schnitt ist eine Ellipse.

Eine Ellipse entsteht, wenn der Durchschnitt nnter der Spitze beide Seiten des Profils
trifft, ohne mit der Grundfläche parallel zu sein.

5) Wenn die schneidende Ebene senkrecht die Ebene des Arentriangels durchschneidet, die
gemeinschaftliche Durchschuittsliuic beider Ebenen mit der geschuittenen Seite des Aren¬
triangels einen Winkel bildet, der kleiner ist als der Winkel am Scheitel des Arentrian¬
gels, so entsteht eine Hvper'bel.

Eine Hyperbel entsteht, wenn der Durchschnitt mit der A,re des Kegels parallel geht und
verlängert einen darüber verkehrt stehenden Kegel treffen würde.

§. 2.
Jede gerade Linie, welche zwei Punkte einer Eurvc verbindet heißt Sehne, welche aber

alle parallelen Sehnen einer Eurvc halbirt, heißt Durchmesser. Halbirt ein Durchmesser die
parallelen Sehnen unter rechten Winkel, so heißt er eine Are. Der Punkt, in welchem die
Are die Eurve schneidet, heißt Schcitcl; dcr Punkt, in wclchcm sich allc Schncn Halbiren,
der Mittelpunkt dcr Eurve.

Z. 3.
Soll die Lage eines Punktes, der sich in einer gegebenen Ebene befindet, angegeben

werden, so geschieht dies am bequemsten, indem man eine gerade Linie in derselben Ebcnc
als hckannt annimmt, und jcncs Punktes Lage iu Vcrglcichung gegen sie bestimmt. Diese
erhält man dadurch, daß man des Punktes Abstände von jener geraden Linie angicbt, und zu¬
gleich bestimmt, neben welchem Punkte jcncr Linie sich dcr zu bestimmende Punkt befindet.
Zu diesem Zwecke nimmt man auf jener geraden Linie l>Ii einen willkuhrlichen Puukt als
Anfangspunkt an, von welchem die auf ->>) zu messenden Abstände an gerechnet werden. Zieht
man nun von einem zu bestimmenden Punkte x die Abstandslinic xn gegen jene Liuie unter
einem bestimmten Winkel x/.!> geneigt, so ist die Lage des Punktes x gegen jene Linie be¬
kannt, wenn »2, x?>, und dcr Winkcl x/,I) gcgcbcn sind. (Fig. 1.)

Man ncnnt n>> dic Abscissenlinic auch wohl dic Arc, n dcn Anfangspunkt dcr Abscisscu,
die Abfcisfe für den zu bestimmenden Punkt x, nx die Ordinate desselben, beide Linien

»?,, /.x auch dic Eoordinatcn dcs Punktes x oder seine einander zugeordneten Abstände,
endlich x?.li dcn Eoordinatcn-Winkcl, wclchcr gcwöhnlich cin rcchtcr Winkcl ist.

s- 4.
Tic Endpunkte dcr Ordinalen bestimmen die Bahn dcr Eurve und diese Ordinate» sind

Funktionen ihrcr Abscisseu. Das constantc Verhältnis' jeder Eurve zu ihren Abseissen durch
eine Gleichung ausgedrückt heißt dic Glcichung für dic Eurvc. Je nachdcm die Gleichung
vom kstcn, 2tcn odcr 3lcn Gradc ist, wird die Eurve von dcr lstcn, 2tcn odcr 3tcn Ordnung
genannt.

Ein algebraischer odcr analytischer -Ausdruck, worin veränderliche Größen mit einer oder mehre¬
ren beständigen Größen verbunden sind, heißt eine Funktion dieser veränderlichen Größe.



Tic Kegelschnitte gehören aber zn Eurven der Aen Ordnung, demnach muß auch die

allgemeine Gleichung für alle Kegelschnitte eine Gleichung vom 2ten Grade sein.

§. 5.

Um eine allgemeine Form oder Gleichung für alle Kegelschnitte zu finden, nehme ich an

an Fig. ?. sei l'cn- nn Kegelschnitt, cim- der eine Ast der Eurve, die Abseisse cj> — x, die

Ordinate i»n — Die Eutseruung des Schnittes vom Scheitel cc — ä und der Win¬
kel ael> — x der Winkel I<cli — u.

Der Schnitt l'er stehe auf der Ebene des Arentnangels senkrecht; es sei daher die Durch-

schuittsliine !>>n des Schnittes und des Kreises senkrecht auf die Ebene des Arentnangels.

Weil nun nmA- parallel -n->i lind im geraden Kegel aeli senkrecht ans nrl) ist, muß auch

nj>iu — — wpc — ZZ, denn eine Linie senkrecht aus eine Ebene gezogen, steht auf

allen Linien, die durch den Durchschnittspunkt in derselben Ebene gehen, senkrecht. —

Nach der ebenen Geometrie ist der aus einem Punkte der Peripherie eines Kreises auf

den Diameter gefällte Perpendikel die mittlere geometrische Proportionale zwischen den Seg¬

menten des Diaineters, also: nz,: inp — wj>: oder iy,. Nun wer¬

den die Werthe von »i> u. N>. zu bestimmen gesucht. Nach der ebenen Trigonometrie ver¬

halten sich in jedem Triangel je zwei Seiten zu einander, wie die sinnss«; der ihnen gegen¬

überliegenden Winkel. Daher im Triangel cj>A-: ep : j>K- — sin cgp : sin pcK-. Zieht man
i II ^ c. .

et iiA-, so ist sin — sin evsj — cos <i<?o — cos und da ep — x, — u

^ > « . . x sin u
so steht obige Proportion x: — cos sin n oder j>K — —

cos ^

Zieht man nun j>I ^ ac, welche tc in v schneidet, so ist tv — iij» und tv — tc — ve. Nun

verhält sich im Triangel tce; te: cc — sin tcc : sin cte . oder weil sin cte — cos ct<j — cos^

1 - . , , « . ^ cl sin «
und wenn cc — u aeiettt wird . tc: il — sin «: cos oder to — .

" 2 cos «

Es ist ferner pex — i'Ig- lpe nach der ebenen Geometrie oder weil — u und

— ncl) — « muß n — « -i- lpo demnach !j>e — n — « — vjie.

Im Triangel z» o wird aber : vc — sin z,ve: sin lind da sinus j,v« — sin

nie — sin ctc — cos tcsj — cos ^ so ist x : ve — cos ^-:sin ^ also:

x sin su — ^ ^ <l sin « x sin in —
ve — ^. Demnach te — ve — tv — ^

cos ^ eoscos-

^ cl sin K — x sin s n—a') ^ , x sin >i
folglich ist iij, — tv — ^^ und da iiK — — und

— i'i> - KP, muß

008 e08 —



X KM n
«cos

(I. sin « — x sin su — ,»-)
cos

oder

6 x sin «.sin n — x- sin n . sin ^n —
c.05>

ine allgemeine Gleichung für alle Kegelschnitte. Aus dieser allgemeinen Gleichung >oll die
insache Gleichung für jeden Kegelschnitt dargestellt und die vorzüglichsten Eigenschaftenent-

cnie
einfach
wickelt werden.

S. 5.

Nach §. 1. 1. ist der Schnitt ein Arentriangel, wenn die schneidende Ebene durch die
^itze längs der Are des Kegels gelegt wird. In diesem Falle wird cc — tl — o und

u — 2° ^üher aus der Gleichung — —

x° SIN . SIN

cos- 2

oder

X- SIN 7^- . SIN

cos'

und hieraus, weil der sin. eines negativen Winkels negativ ist wird sin —
. « .sin und

XV S!N^

cos^

x sin
7 ^

und

und hinaus
cos

X tNIK -

Eine Gleichung für die gerade Linie mit rechtwinklichen Eoordinaten, wenn der Turch-
fchnittspnnkt zugleich der Anfangspunkt der Abfcisfen ist. Wäre der DurchsclmittSpunkt nicht
der Anfangspunkt der Abscissen, sondern x — n -i- v, so ist

7 O v) INNK- ^ — kt t-lNK ^ V WNK

Setzt man nun a tiMK ^ — d, so ist ^ " und
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nIi xl» , vdV — i — Il-i

cinc allgeineine Gleichung für dic gerade Linie, wenn v die Abseisse ist.*)

Wäre Fig. 3. »Ii die gerade Linie, welche die Abscisscnlinie unter dem Winkel ^ schneidet, die
e cp — x, die rechtwinklichte Ordinate mi». —so ist im Triangel cmj».

« «
uiji: c^ — sin — : cos oder

. « «
V : x — sin --- : cos

2 2
K

^ 2^ . «
^ ^ tan»- ^ -

cos ^
Wäre aber K der Anfangspunkt der Abseissen, cZ —s, d, — v, jim v

so ist /X- < nlp ^ />. og-f. daher
LA: A-k cz, ! zun
a - Ii — -i- v) : v

sa -i- v) >» , vl,v ^ ^— — li -i .-t a

S. 6.
Wenn dic Ebene den Kegel parallel mit der Grundfläche schneidet, so ist der Schnitt ein

Kreis nach Z. i. 2. dann ist

I<ek oder » — c^e -i- ee<i — 9Q°-t- u. «in (90° — cos ^.
Nach der allgemeinen Gleichung wird

llx sin s90 sin « —x^. sin ^90 sin ^90 ^—

cos ^

äx cos s>n « — x" cos . cos ^
v' — —— „ «cos ^

?rach der ebenen Trigonometrie ist sin « — 2 sin . cos Daher

') Brandcs höhere Geometrie 1, Theil,
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dx . 2 sin . cos'-^-— x°. cos'
v- ^ 2 ^ - --- 2 xä sm — x'

c°^-2

Im Triangel c^e aber steht ce : — sin tot: sin

^ : (je — 1 : sin -^-
, - «

sjv — <1 sin -^-

2c^«z — 2,l sin demnach

Z-- — 2x. <i«z — x' nnn ist 2sje — tL gleich dem Durchmesserdes parallel gelegten
Kreises — 2r folglich

^ 2rx — x' Gleichung für den Kreis.
s. 7.

Die schneidende Ebene geht parallel mit der Seitenlinie des Kegels; der Schnitt ist
nach §. 1- 3. eine Parabel.

In diesem Falle ist Fig. 4. der Winkel n oder < I<^I> — « — noli und ek ^ ne. Es wird
«I . x sin « sin « — x' sin a . sin i'« — a")

^2 ^ /
—

ll x 81 n ^
7'^ ^cos'

Nun ist aber " eine beständige Größe, von welcher der Umfang der Parabel
cos-^

abhängt, denn je größer der Winkel desto großer ist der Umfang des Kegels und je größer
cl ce, desto tiefer ist der Schnitt, desto umfassender die Parabel. Diese für einen nnd

denselben Schnitt beständige Größe ^" heißt Parameter und wird durch p bezeichnet.
cos'-^-

Obige Gleichung wird also
V- I»x

eine Gleichung für die Parabel.

") Brande'S Lehrbuch der höhern Geometrie 1. Theil Z. S4.

Brande's höhere Geometrie 1. Theil.



§. 8.

Ist der Schnitt eine Ellipse, so ist Fig. 5. Ked oder » > «. Dic allgemeine Gleichung
läßt sich ohne Umänderung seines Werthes solgendermaßendarstelle».

„ clx sin u . sin « x^ sin ». sin sn — cl sin «
^ . « , « ' ll.sin«.cos" cos"

<l . s>n u. sin « ^ denselben Schnitt eine beständige Größe, von welcher
eos-

der Umfang der Ellipse abhängt: denn je tiefer der Schnitt ce — d, je umfassender der
Kegel wegen ^ und je kleiner n ist, desto umfassender und länger wird dic Ellipse. Diese
beständigeGröße heißt der Parameter — j». Tie Gleichung wird

x^. «i sin u. sin « sin su — «)
V- — >)X - . ^ ^^ « «t snr «

eos^

^ ^ ^ d. sin «.
Nun ist keli — n — eke -4- kcc? — eke -1- « folglich elie — n — ferner verhält
sich im Triangel ke<Z

c-e : I<e — sin eko : sin ke«z
(I: I<e ^ sin ^n — : sin « und

sin ^ : obige Gleichung wird also

z>x^. ll . sin « ^

Setze ich nun ko — n. so ist

px^.sin ^,1 —

v' — NX — j ^ — NX — ^—Ii0. «l SIN « ! ko

z - ^ j,x -

eine Gleichung für die Ellipse für Abfassen in der großen Are aus deren Scheitel und für
rechtwiukeliche Ordinaten.

s. 9.
Weuu Fig. 6. der Winkel !<eli — n < «, dann ist der Schnitt eine Hyperbel nach K. l. 5.
Tie allgemeine Gleichung kann wiederum ohne Aenderuug des Werthes folgendermaßen

ausgedrücktwerdeu:
, «lx . sin n . sin « x^. sin n «in t"n — « «I sin «v' — - . :

, « . « <i SIN «
eos' cos ^

-z ü sin n. sin « , ^ ^
.'>ach §. 8. ist eine beständige Große — i>. daher

eos-«



l>x'. SIN sn —
V ' NX — - , ^ - .^ u . sin «

Nun ist — c<i« -i- cecj oder « — e<>e -4- K0I1 weil als Scheitelwinkel

« ^ vsje -l- u oder — e^o — u — « folglich

sin ^n — ^ — e^o — — sin osjv und
I>x'.— sin ccie nx' sin oclv

v- -^2 i>x — ^—z — — I>x -4- j— —^ ' n . SIN « t> . SIN « .

Nun verhält im Triangel csje

: eo — sin sjee : sin eljo.

da nun SIN <100 — sin nev — sin tt. so ist

: ev — sin « : si» c^o

: (1 ^ sin « : sin ccjv

tl. sin « , ^
sin c<i(z — daber

^ <j<Z

NX' (1 sin « NX'
V - — ,,x -l- i —, : — I,x -> u
^ ^ «je. (l. SIN « «je

Setze ich «je — -1 so ist — «x -i- die Gleichung für die Hyperbel.

Da unter Kegelschnitten eigentlich nur Parabel, Ellipse und Hyperbel verstanden werden,

so beschränke ich mich in der Eutwickeluug der wesentlichsten Eigenschaften nur auf diese drei

Kegelschnitte, welche auch die Appollonischen genannt werden.

S. 10.

Aus der Gleichung sür die Parabel nach §. 7, worin »d.^'—j»x
cos'

war, lassen sich folgende Eigenschaften entwickeln:

Setzt man x — 0, so wird ^ — o, wo aber die Ordinate — 0 wird, dort ist der

Scheitel der Curve. Die Parabel hat im Anfangspunkte der Abseissen einen Scheitel.

2) Je größer x wird, desto großer wird v: Tic Parabel hat keinen 2tcn Scheitel, ist

daher keine in sich zurückkehrende Curve.

^ ^ xcl sin' « ^ ^ . , V x<l sin' « , .
3) Da z? — — j>x, folgluh x — ^ v i'x, so

cos' evs'-^-

giebt es für jede Abscisse zwei gleichgroße aber entgegengesetzte Ordinalen. Die Parabel

hat zwei Aeste, die sich auf jede Seite der Abseissen hinziehn.

4) Wird x negativ, so wird v — ^ — j>x eine unmögliche Größe; folglich giebt es

keine entgegengefetzte Parabel.

5) In der Parabel verhalten sich die Quadrate der senkrecht aus die Abscisse gezogenen

Ordinalen, wie die zugehörigen Abseissen, oder da —j>x und V — j>X, so steht)'': 55'

— px : jiX oder : V — X : X .



s- n.

In allen Kegelschnitten heißt derjenige Punkt der Are, in welchem die senkrechte Ordi¬

nate dem halben Parameter gleich ist, der Brennpunkt. Die Entfernung dieses Brennpunktes

vom Scheitel ist bei der Parabel gleich dem 4ten Theile des Parameters: denn wäre

v so ist ^ i'x oder x ^ .

§- 12.

Ein Perpendikel (Fig. 7.) auf die verlängerte Hauptare außerhalb der Parabel in derselben

Entfernung vom Scheitel wie der Brennpunkt, heißt Direetrir. Jede gerade Linie aus dem

Brennpunkte nach der Eurve gezogen heißt r-ul. veetm-.

Jeder Punkt der Eurve ist vom Brennpunkte und der Direetrir gleich weit entfernt; denn:

!tl, 2 — eil 2 i>K ) 2
ü>) der >»«!. veetor. — i-

... ^ ^ ^ ^ va 7- ^ px

I-- j.x -i- X' — I, '/g ,>2

^ I, ^ (x

I' — X -5- '/^ .

Ergänzt man das Parallelogramm ec>i<!, muß Inl — co — -i- Av sein
Ix! x -t- — r.

§- l3.

Eine Tangente ist eine gerade Linie, welche mit der Eurve nur einen Punkt gemein hat,

sonst ganz außerhalb derselben liegt. Bei der Parabel ist die Tangente derjenige Theil jener

uubegränzten geraden Linie zwischen dem Berührungspunkte der Eurve und dem Einschnitts--

punkte in die Abseissenlinie. Die Subtangentc ist ein Stück der Abscissenlinie zwischen dem

Einschnittspuukte der Tangente und der Ordinate. — Die Normale ist der Perpendikel aus

die Tangente im Berührungspunkte bis zur Abseissenare. Subuormale ist der Theil der Abs-

eisseuarc zwischen dem Einschnittspunkte der Ordinate und der Normalen.

Bei jeder Parabel ist: (Fig. 8.)

QuIil.-mA — 2x denn ist I) der Brennpuukt, e<1 — t-mg-. ät — Xm-inul . eä — so ist
ec — et' — suliiioniiule.

ei, >i(i — x -4- i>.

I>o — nv — kll> — x — p

e>) -4- — !Zx — suliliiiiK-

sillüwj-m cl — ^ denn im rechtwinkl. Triangel ist ee : eä — cä : el'. oder 2x:— )':8u>jn.

^!>»g- t?il - >- j,x -4- 4x^ denn im rechtwinkl. Triangl ocä ist — ec° cä^
— 4x^ -i-

^ z,x 4x^

ktl — i>x -4- 4x^ 2



— 10 —

tnii^ ecl — 4x^ — v 4x -1- x)

Die t-in«-. ist mittlere Proportionale zwischen der 4fachen Abseisse und dein i»<Z. veetor.

Die Normale t'«l ist mittlere Proportionale zwischen dem Parameter und dem >-«<1. veetor:

(Venn in jedem rechtw. Triangel ist das Quadrat jeder Kathete gleich den« Rechtecke aus der

Hnpothenuse in das der Kathete anliegende Segment der Hypothenuse)
— <zs. ek. oder

es.-rä ^ sä-es.

(2x -t- I» ) : tä — lVI : p .

^ z.x

sä ^ V"I>x ^ v"l> (x

s. 14.

Die Gleichung für die Ellipse aus §. 8. war

, I»x^
7 — I'x —

Wird x — o so ist ^ — <i solglich im Anfangsprinkte der Abseisseu der Scheitel der Ellipse;

setzt man aber x — a so ist — ;>.°t — ji.i oder . — o.. d. i. in

der Entfernung von x — a. giebt es noch einen Scheitel.

Weil i, so gehören zu jeder Abseisse zwei gleiche entgegengesetzte

Ordinalen. Die Ellipse ist eine in sich selbst zurückkehrende Eurve, dereu Are — !>, die große

Are heißt. Wird x negativ, so erhält man eine uneudliche Größe, welche angiebt, daß keine

entgegengesetzte Ellipse möglich ist.

§. 15.

Die in der Mitte der großen Are — n errichtete senkrechte Ordinate, welche zur Abs¬

eisse x — gehöret, heißt die halbe kleine Are und wird mit bezeichnet. Man findet.

^ und hieraus

I,'

1'^

der Parameter ist gleich der senkrechten Ordinate durch den Brennpunkt.

S. 16.

Um die Entfernung der Brennpunkte vom Scheitel oder die Abseisse x zu finden, nehme

man nach §. 13.
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I)

' ^ 2^ ^ Ät'

Nach K. 14. ist — px — oder statt p — gesetzt

Ii-x I»°x-
^2 ^ il a"

kili^x -— >)°x' d

^ 17^ ^ X')il-' -l"

Nun ist ) ' ^ ^ x-)

,i- 4sx — 4x"

2
-lx ^

X — ^,^-1 lii >/

Dieser doppelte Werth für x— — >)-) und '/^a— zeigt, daß

die Ellipse zu beiden Seite!: in gleicher Entfernung von ihren Endpunkten einen Brennpunkt,

also zwei Brennp unkte hat , die von dein Mittelpunkte der Ellipse gleich weit entfernt sind,

cl' —ek— v">'^ — >1^. Diese Entfernun g des Mi ttelpunktes von dem Brennpunkte der

Ellipse heißt Ercentrieität (Fig. 9.), da c^—'/, ° — >i°ist, muß I) u. 4e?^—

u" — 1^ das ist — s -l -t- (!l — >i). Das vierfache Quadrat der Ercentrieität ist

dem Rechteck ans der Summe in die. Differenz der großen und kleinen Are gleich.

Die Brennpunkte ^ und 1' sind auch von den Endpunkten der kleinen Are gleich weit

entfernt und dieser Abstand von jedem Endpunkte der kleinen Are ist gleich der halben großen

Are, denn:

^ /X lVle. folglich

?t1 — ftl. und weil I^lc — rechtwinkl. /X-

?c1- — xe'-- -i- oä-.

^ 4 ^ 4 ^ ^ ^

s«.I — der halben großen Are gleich,

s- 17.

Die geraden Linien von den Brennpunkten nach irgend einem Punkte der Eurve heißen

z-näivu voetvi-vn, und deren Summe ist immer gleich der großen Are.

Wäre !>i> — x, so ist ?j» — — x — und >>l —

u 4- — >1° — x; ferner ist ^ s3-»x — x") folglich:

im /X- !mj> ist s>n° — -j-

1m^ ^ ^ ^2ttx — x^) -i- — x -t- V
1)2, 2

Im' — ^ -l- — 2»x -5- x- 4- 2 sn — x) V n' — >»- -z. — li¬tt n ^ ^ ^

2«'
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2>i°x Ii-x- ^ , 2-^x ^ -i-x'
^ --^-4- - —^--l- -^- -^ 2 (-» - x) V - >i- -I- -l"

2x ^ ^ ^ 2-,l'm ^2 _ ,) 2^_ ^ ^ ^ ^ 2^ ^ ^ .

su^ — ) ^x° —2i,x-t--i-^ n°— i)"° 4- !I° aus beiden
»

Seiten die Wurzeln gezogen

j'm — !i-z- s'^^ ) V"—j>". und da ?I> — —s-t—x)-I--/ so folgt wie
2

vorher: ?m^ ——(2ax— x^)-i-x^ — 2nx-l-tt^— 2 —x) —>i^-i- —d^)

woraus nach ganz gleicher Rechnung wie vorher

l'm — u — '' ^ ^ —Ii" erfolgt, daher

?m -i- sin — <1 — ^ — I>^ -i- tt -l- ^ v' — >z2 oder
l'm -i- sin — 2-v. .

Wenn über der Entfernung beider Brennpunkte Triangel beschrieben werden von der
Beschaffenheit,daß die Summe der beiden andern Seiten jedesmal gleich der großen Are ist,
so liegen ihre Scheitel in der Curve der Ellipse.

§. 18.
Tie Subnormaleder Ellipse zu bestimmen: (Fig. 10.)

IIj> — nt — h>.
< <>>'M — < mit — I?..
MII senkrecht auf tkMK'., daher Mli ljf.

Im ist inn i>s daher
: in<j — st:iik

Ssj «III -j- m«j
Ittlj — l'm.
«sj ^ sin ms — »Ii — der großen Are,
ss — sc -j- — 2e worin e die Ercentricität bedeutet,

daher u.- ms — 2v : ni'
.i 2en

ml i'-iu. vect. — ^- —
2 -r

^ a 2eii ^ ?^ 2e:i,f

.. 4o'n ii^e — 4e'n
kl . Ill !ik —

ns^-

!t
li°°e — 4e^i
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s>» ^ sc —cp — <z — n

.. . — 4v^i , ^
n? ^ »l — lp — (o — u)

»'e — 4e'u— Ii!l" — 4e°ii 4.'^ 4li
^ ^°

-^^>1 4u —1)2^ »2,1 4ki^U—4ll°Il !^'«I —

"!' ^ ^^ 4^ ^ ä-

I)^l1

np — oder statt der kleinen Are dm Parameter substituirt, da

die kleine Are die mittlere Proportionale ist zwischen der großen Are und dem Parameter, da

— 1,.- j> und — z»-i demnach

n» ^ ^ ^ «ul»noiiiii>le. —

Die !?>»IitilNK. j>t. ergiebt sich aus dein ^ inut in welchem nm senkrecht steht auf der t-m»-.

>ij»: Pill — Nj>: j,t woraus
n- 1,2

pt

Die Normale uui. —
Ii' >)-n" >>-a°

4

— ^ V"-^ — 4-l'»' -t- 4«-

S. 19.

Aus der allgemeinen Gleichung für die Kegelschnitte war die Gleichung für die Hyperbel

Wird iu dieser Form x — n so ist — «. derjenige Punkt, worin die Curve die

Are durchschneidet und die Ordinate — o ist, wird der Scheitel der Curve genannt, da

aber )' ^ « wird, sobald x — — folglich x- —

z - - - .V -I-

)" — — kij, -t- np — o -

so muß es bei der Hyperbel zwei Scheitel geben; der eine im Anfange der Abscisfen,

der andere im entgegengesetzten Punkte der Abseisfenlinie, welcher vom Anfange der

Abscisfen um die Länge der Are — Zwerchare — entfernt ist.

2) Es gicbt 2 gleiche aber entgegengesetzte Ordinalen: denn

^ ^>x -i- ^ !

Da nuu die beständigen Großen p und n auf > keinen Einfluß haben, fo hängt die

Große der Ordinate blos von der Größe der Abfeisse ab, daher wenn x unendlich wird,

kann auch ^ unendlich werden. —
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Z) Dic Mitte der Hauptare heißt der Mittelpunkt der Hyperbel. — Die mittlere Propor¬

tionallinie zwischen der Hauptare und dem Parameter heißt nach Aehnlichkcit der Ellipse

die kleine Are, folglich

: Ii ^ Ii: j».
Ii'

§- 20.

Die Gleichung für dic Hyperbel kann auch durch dic kleine Are ausgedrückt werden.

Man seke statt des Parameters den Werth desselben:

-- - 4-

I' ^

Il'x ^

^ ul)'x 4- Ii'x-

^ ^

)— -4- x-

Ist die große Axe (Zwerchaxe) gleich der kleinen Are, so ist v- — »x -i- x°. Diese Hy¬

perbel heißt eine gleichseitige Hyperbel.
S. 21.

Eine Gleichung für die Hyperbel aus dem Mittelpunkte zn formiren. (Fig. 11.)

Vorher hieß die Abscisse vom Scheitel «j> — x, die dazu gehörige oitUn.

Jetzt heißt die Abscisse vom Mittelpunkte cp — u, die Ordinate pni.

— ci» — iic.

X — II — ^ , x' — ,l' — «X -i-

I" ^ ^ nach s. 20.

^ ^

^ ^ Ii°,i — ^i,I>- I>',i' — itli'ir -l- 7^-!)-
) — j-kl

^ -l ^ ^ ^ 4
-

Gleichung für die Hyperbel vom Mittelpunkte aus.
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§. 2S.

Der Abstand des Brennpunktes vom Mittelpunkte oder die Exeentrieität zu finden."—

Man nehme in der Are ein Paar Punkte an, die vom Mittelpunkte gleich weit abstehen,

es — es nur daß es der Lage nach negativ ist.

cf ist eine Abscisse vom Mittelpunkte
u — <z

Die Ordinate zu dem Brennpunkte ist gleich '/.p

^ , I'' ^

^ 4-r-

^ ^ ^ "ach s. 2l.

I)- ,2

kr" Ii' -4-
e- — -4- ^ — z

e — -l- .12

Die Hyperbel hat so wie die Ellipse zwei gleiche aber entgegengesetzte Brennpunkte.

§. 237

In der Hyperbel ist die Entfernung der Brennpunkte von einander die Hypothenuse eines

rechtwinkl. Triangels, dessen Katheten die beiden Aren sind

nach §. 22. ist v- ^ ^ ^

4e- b-

e — l?s — c.?

2e — et -4- es

2e — 5s

4v^ — ks^

a- — «d", — IK'

f«- Ik-.

s. 24.

Zieht man aus irgend einem Punkte der Hyperbel i.illien veetoien, so ist ihr Unter¬

schied gleich der großen Are.

Man ziehe aus m eine Ordinate inp so ist
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wj>s k. daher
ins' —

h> — ezi — es.
ins- — — es)' -i-

^ ^ ^ ^ ./.o- „ach 21,
---—-—- . c"' c'n' e-_V<- -t- u

mt' — II' — u a' -i- 4-

. , e^ii' ^ . z-.
" -i-^ 0>'->--'>

^ t-1^ u >^2 -t- -t- ^7- „,,hV. ^ ^

Iiis — ^- v"i^ t-2 — ^-

INS — ^ ^ ^
INS — ms — !t .

Die Differenz der beiden aus einem Punkte der Curve gezogenen rmlilzn veotoion ist der
großen Are gleich.

s- 25.
Zieht man an die Hyperbel eine Tangente Wi so ist (Fig. 12.)

8Ii!)t!II1A-..
IioiliiUl II1I1
Sliljlioi IN. PN .

Für diese Größen einen geeignetenAusdruck zu finden:
1) Für Subnormalc pn — in — sp.

c^s » inn folglich
im /X Kinn . s<^: sk — s^in : sit

cj!N — sin
scj: ss — l'»i: l'n .
Ssj — sin — <jIII
SÄ — SIN — sin dieses find I'N«1. veet. deren Differenz —l>. nach §. 24.
sci — a.
ss — 2o.

ii: 2e — s : ln .

^ 2ou ^



. 4e^u—
u» —

Den Werth für hi zu finden.

sj» — Cj, — et — u — folglich:
4e">i — a"<z .. 4e^u—!i°c; ^"11 —

>»> ^ ^ (» - »z ^ ^ x.—

4e^il k^il ^4u.

^ ^ ° <^ i ^ ^
-i- o"

I'"

4

-I- (Z^ 4u kt^u 4ii^>i -i- 4<z"u li^ii

4 ' .-i" 4.-^2 a»

I'» ^ und statt der kleinen Axe den Parameter gesetzt, da

e ^ -,j,.

I"> — ^ und statt der Abseisse vom Mittelpunkte die Abs-

cissc x vom Scheitel gesetzt,

c >» — -ij> -»- iie
u ^ x -^-

p ^ > -'l V

° z >

l'^ > l'

Die Vubnormalc bei der Hvperbel hat zur Abseisse eiu beständiges Verhältnis'; denn

I»n — hieraus Pii: u — p : -l.

2) Für die Subtangcntc tp einen einfachen Ausdruck zu finden.

^tm» ist rcchtwinkl., daher

pn : — pui: j)t

nach l)
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^ — sulitkm»'. vom Mittelpunkte.
Wird statt der Abscisse u vom Mittelpunkte die Abscisse x vom Scheitel gesetzt:

— NC -t- SP .
il

n ^ 2 ^ "

s- x)- - ^^2 ^ 4 »x x-

2 ^ x ^ ^ "

3) Einen einfachen Ausdruck für die Normale mn zu finden.
^ »ij>n ist rechtwinklich, daher
nur' — jttn" -j-

^ " 4
e'u .

1'» ^ —2 und jin-

INI^ — —z -7- -! 5- worausS.2 4

^ ^4ki°>^ — -i- 4e^n^

nur — V -j- 4o^u^. Ein algebraischer Aus¬

druck für die Normale. Setzt man statt n vom Mittelpunktedie Abscisse vom Scheitel x.

Pill" — ^ nun ist u — '/v» -l' X

^ 4- !>x -l- X'

!»>"" ^ ^ ( ^ X")Ä
In obige Form mn' — ;>»i^ -4- zm' diesen Werth sulistit.

^2
Inn' — — ^«x -I- x° ) -4- zm'

o'n .kl, e'x-i-'/ne'

.c'x-j-
1'"°^ ( ^—)'a'

!>c'

um' — (i>x 4- x^ -i- (^K)



MI1 — V
Ausdruck für die Nor

male vom Scheitel.

4) Einen algebraischenAusdruck für die Tangente tm zu finden.
/X- mj't ist rechtwinklich
t,N' — j,m' j)t'

j'w' ^ ^ ^
it'

I't
/ 2 »'v -

tm- -- ^ (U--P 5 (..- - K-

tm — ,,2 .^2 ^2

Wird statt der Abseile u vom Mittelpunkte die Abftissc x vom Scheitel gesetzt.
e"

nach vorherigem pm' — ^ -t-

nach Nr. 2. i»t — ^ - und i>t" — / ^ ^ ^

tm' —

,m ---V (»ü ^ > ->- / ^
-

ein algebraischerAusdruck sür die Tangente durch die Abscisse vom Scheitel aus.
Die Figuren hierzu solgen auf einem besondern Blatte.

Oppeln, im August 1850.

Peschke.

3«
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