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,\u‘_ emer horizontalen Ebene wird der Endpunkt (A) einer starven Linie aud gegebene Art fort-
gezogen, Die Bahn des andern Endpunktes (B) soll bestimmt werden unter Beriicksichticune der Fille,
wo die Reibung o und o, und mit Durchfithrong des speciellen Falles, in welchem die vorgeschriebene Bahn

oleichformiger Geschwindickelt zuri

eine mit

Ickgelegte (Gerade jst.

Es sei y = f (x) die anf ein rechtwinkliges Coordinatensistem bezorene Bahu des Punltes A

a dessen constante Entfernune von B.

s seien X, und Y, die Componentensummen der anf den Punkt A swirkenden Krifte. m und m,
die Massen von A und B, e der “l'”'”“_‘-‘.“"J":l'|i"i"li.l. £ mnd H die Coordinaten von B. .\';u,-.|| dem
d'Alembert'schen Prinzip in  Verbindung mit dem der virtuellen

Greschwindigkeit ist die allgemeine
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Im vorliegenden Falle musz also sein
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Die Bedingungsgleichungen, denen wiihrend der ganzen Bewegnng gentigt werden muss, sind

=
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2) ¥ f(x)
3) (x £y 2 Ly n) 2 = a?

Doreh Variation erhilt man aus 2) und 3)
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i Mit Hiilte dieser beiden deichungen lassen sich zwei Variationen auns 1) eliminiven. KEs ist
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Hierdnrch geht die Gleichung 1) in folgende iiber:
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Da die Variationen 4 & und § 5 willkiihrlich bleiben, so mussen die Coéfficienten derselben = o .
werden, Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen: |
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Multiplicirt man nun die erste dieser beiden Gleichungen mit — —— die |
X £ 4 (y n) 11 (x) |
anders it —— - i sl — . 5o erhilt man folzende:
ndere = ~ T () |

o - (et + 5 =69 (s 5=+ 50 .

dq

Ist nun x und damit auch y = f (x) eine bhekannte Funktion der Zeit, so kanm man

dq 2y o i dE N2 2 ¥ ; 2 :
'\][J[ . ﬁi und —;Ir—T- = l,-‘ ( :;‘i ) -+ (Inl': I‘) in 4) mit Hilfe der Gleichung

Ay —y= lf T E)?

dureh t und durch die Ableitungen von § nach t ansdriicken und gelangt so zu einer Differenzialgleichung

der zweiten Ordnung zwischen £ und t. Hat man aus dieser t = 1 (£) gefunden, so lisst sich t aus o)
und es ergiebt sich eine Gleichung zwischen § und 7 als Ausdruck der Trajectorie des

eliminiren
Punktes B.

[st der Reibungscodfficient u = o0, so hat man statt der Gleichung 4) einfach
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Wird aber der Reibungscoéfficient p = =20, 80 nimmt
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die unhestimmte Form ¢ an. Wird daher die rechte Seite im Zihler und Nenner zur Bestimmung des

wahren Werthes nach p differentiirt, so ist
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Fiir die Untersuchung des Falles u = o und zu weiterer Behandlung der Gleichung 6) muss nun
¢ als Function der Zeit gegeben sein. Anders gestaltet sich die Sache fiix den Fall eines unendlichen
Gleichung 7) m Verbindung mit 3) lehrt hier eine merkwiirdige Beziehung zwischen

Reibungscoetficienten, 3
den beiden von A und B beschriebenen Curven. Zieht man nimlich aus einem beliebigen Puncte der ersten
eine Taneente an die zweite, so die Linge derselben stets = a. Wihrend also die Linie A B dem
Zumge in A folgt, bleibt sie immer Tangente fiir die entstehende Trajectorie von B, Umgekehrt, bewegte man

an der Bahn von B hin eine Tangente von der Linge a, so wiirde ihr Endpunkt die duwrch y = f (x)
gegebene Cnrve beschreiben.
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Bezeichnet man 1-— kurz mit 1!, so ergiebt sich ans Gleichung 7) und 5) = — g = =
= vl T
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—t = 1 — .4 erhilt man dann

o + nund ans 7

H‘/l_i_,ll'-l x s X 5
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Wiire also die Bahm von A ein Kreis, dessen Mittelpunkt der Anfang eines rechtwinkligen

Coordinatensystems, so erhielte man, da ¥y = t (x) v r2_— g2 aus 9) die '-i]t'iizlllllll_g
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Beschreibt der Endpunkt A der starren Linie A B mit gleichformiger Geschwindigkeit eine Gerade,

ond nimmt man diese zur Axe der x, so st y = £ f (x) = o. Giebt man nun der Gleichung -l} die Form
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Ferner hat man, weil nun x — ¢ = a cos @ und T nach Annahme constant, = e, 1sf
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Die Gleichung 1V geht durch diese Substitutionen iiber in:
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Durch naheliegende Vereinfachungen ergiebt sich hierans
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Dies ist eine Differentialeleichune  zweiter Ordnung und zweiten Grades z 1oleich, aunf deren
allgemeine Losung verzichfet werden muss, Durehfiithebar ist die Auflosung fiir die beiden Fiille, dass

L = 00 nnil =0 15t

Dividirt man i 10) anf beiden Seiten dureh w und setzt hierauf u = <o, =0 wird
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Ist mun fiir t = o, also fiir den Beginn der Bewegung, 4 e, 80 151

Const. — = log (tang ),
folalich t = |j log (u.._-a-; ) log (!.:u: r)} ' log (tiu::_’ ) (-""'*“'4 ;)

Um nun § als Funktion von g Bl erhalten. muss noch cote = duareh g auscedriickt werden. Da
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Ist o0 = , ikt alse A B heim Beginne der Bewegsnne mit der Ordinatenaxe zusgmmen, so hat
2 L { o] T
(14 - . 71 &
man wegen ang — — 1, ¢os ¢ = 0. die einfachere Gleichung
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[Mese (il rent lehren, dass & fir abnehmende 7 wichst und fiir # = o unendlich wird, d. h.
die von B dore Bahn hat die von A besehriehbene Gerade zur Asy oto. st also die Bahn von

» mut gleichfrmizer Geschwindigkeit durchlanfene Gerade und der Reibungscoéfficient unendlich, so

Bahn des starr wmit A verbundenen Punktes B jene Gerade zur Asymptote Die Gestalt der

jectorie: von B ist von der Geschwind

1 s » 1 s ‘ “
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Denkt man sich die Beweeune nach der negativen Seite der Absscissenaxe ans

ihrt, =0 |-|'I=_f|-|~.-|]

sich fiir dieselben Ordmaten gleiche, aber entgegengesetzte Werthe der Absscissen, und die Corve der

Ejlacais = 1 . r s ; ; dé 1 it 2 )

|_t1-'|:'||-.|!.'f_'- 12} besteht demmnach ans ZWeL congrnentern Jweicen, die, wie aus ; ity i leieht
Uy

erzichtlich ist, fiir v = a eine gemeinschaftliche Tangente haben, Da & fiir 7 7 a im . ‘B0 ist

der Punkt, dessen 2H 7 a md £ = 0=ind, ein Ricklkehrounkt der Corve,

e e e o ] e

.




a -+ gl

Zum Zwecke der Construction der Carve ist zumiclist log aufeinanderfoloende

Werthe von # zu berechnen.
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g el S . ! - : y 3
a log g " gemacht, EG V' e die Absseizse der von B beschrie-
()
benen Carve,
Ans der Gleichung d 2 — g : : e 8 ey T Y
- " folot dasselbe, was Gleichung 7) in Verbindung mit 3)
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lehrte, dase nimlich AB wihrend der oangzen Bewegung Tangente der Bahn des Punktes B ist; und dass

die: Limge der Tangente a ist, folet ans der Proportion
S Eang. = i : ' L, d oy Lac
s EI = ] f :': .
/ | d g2 i 5 ¥, __,-f 3 I ?.- Z I : :
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|‘ri.- ;._::.-!'“[“l.-!“- U nrve l|-|'|||]|- 1\.'1-|'\1,'i'|'-|-;||c-||',|1:g,'. itl der '|'5'_il'l"|'.'x']i. Hl“l\'li_ |,- hefinde
sich in A ein Wild, das mit eonstanter Geschwindigkeit in der Hichtung A X davonliutt, in B ein Hund,

weleher jenes mit gleichbleibender Distanz verfolgt, Der Hund witede nun einen Punkt in's Aunve fassen,
in welchem er muthmasslich mit dem Wilde znsammentriife und desshalb etwa in der Richtune BN wor-

Da ihm aber diese abgeht, so nimmt er sein point de

ayeifen, wenn er menschliche Ueberle

.

yue fitr jeden Augenblick anderswo, da niimlich, wo das eilende Wild sich werade befindet.  Seine Sehlinie

indert continuirlich ihren Winkel gegen die als Axe der & zu betrachtenden Lauflinie des Wildes und

bildet die Tangente an den zurickgelegten Weg. Die Liinge der Tangente ist constant, da sie die nach dey

Yoranssetzung unverinderliche Distanz der beiden Thiere ist. Wirde letatere gich verkiirzen, so hirte

die Lauflinie des Wildes auf, Asymptote der Kynodrome zu sein.
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die Curve mit constanter

bei unendlicher Reibnng fihrt offenhar zu demselben hesultate, wie die Auf;

Tangentenlinge zu finden. In der That, es ist, wenn a die cenannte Linge bezeichnet,

g, = n * 4= Subtg. 2 und da (Subtg)® =% (I||F ) so ist 4 * 12 || T (; ,:) !'
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Ans den Gleichungen Iy nnd I1) ergieht sich
el

[.f:ll.r, — n-lj 5

3]

Die von der Axe der £ der dorch den Riickkehrpunet der Trajectorie gefiihvten Ordinatenaxe, il
asclilossene Fliche ist also eleich dem Inhalte eines Kreises, deszen Dureh-
vom A und B ist,  Dieses Resnltat lisst gich anch so fassen: Macht eine

1ende Bewr

von der ']-1':1I-=,1-\'1~l1'1--- selbst e
messer gleich der Entfernur

starre Linte (5! g nur die dre unter den Bedingungen der Aufgabe

ging, welche AB = a
und erreichen beide zugleich (AB unendlich nahe) die

K

aleichzeitio withrend ihres Fortschreitens ausfiihrt,
A hascissenaxe, wihrend sie zu Anfange ihrer Bewegung in der Ordinatenaxe zusammentielen, so haben beide
heschriehen: die erste einen OQuadranten, die andere das Areal einer transeendenten Lurve,

:‘l--:n he Mhichen

deren Aunsdeuck die Gleichung 123 ist.

Die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher AB wiihrend der fortschreitenden Bewegung um ' den be-
weglichen Mittelpunet A schwingt, ereiebt sich aus der Gleichune
lll'.' .
3 — 2110
(T a
welche nnmittelbar ans 10) folgt 1 hat seinen erbssten Werth, wenn ¢ = —, und verschwindet fur
o 2

g = 0. [iir sehr kleme o et sie diesen selbst ||'|'|||'|-l'l_inli:'|. weil sle sich nur um sehr kleine (srossen

sweiter Ordnung von sin g unterscheidet.

Bezeichnen x und f (x), x 48 und f (x - 8) die re htwinkligen Coordinaten zweier naheliegenden
Puncte einer Curve, so ergeben sich die Coordinaten (x' und ¥') des Durchschunittes zweier nnendlich nahen

verschwindende d. auns den beiden Gleichungen
1 -+ [ (x)]* : : R

' fx) L : fi4 )

Normalen, fir

1 ] i ] e
|~'|:'_--.‘";,'l-|l. ass, wWell |!:|"_

Will man hiervon Anwendung machen auf die Bahn von 3. 0 istizn

1‘-'<'!':"I”l|l'I'liu'|||- ist, dem n-II-'.~'|||'|-|'I||-I|:| N BelZen 15t

I + [ (m)]* I 4 [1 (y)]°
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: Cha £ (n) : . £ {n)

7 die nnabhingie

folalich
o Bt
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[ k- — i iy gt n 2 " - — &l LOEE VoA e .l.. —|— ¥as — ’I_ 2 5 i 108
T {
- i
ine 8 . i y Lo . 3 041 i y 10 n '1' l'/r' a 4
Fithrt man nun 1 = — in die letzte Gleichung em, s0 erhalk man g =& 1ag !
#l 3 a

Setzt man nun £ # fir g ¢, so ist die Gleichung der Evolute der Bahn von B

e
(

Fiir den Fall einer geradlinigen Bahn von A und eines m endlichentReibungseodtficienten liisst sich

von den |-i-|' I'II'_':"'I\':I'_I']'-l"n‘n

nrve, unal hitneng "'I'-\\i:'iu']'.:.llj_t"".l ans

"i" 'Ill'il'll_:'!' -|"I' Virl |IJ .!H"‘"il:""EZ'I"!.I'!’ 1

Heichune 9) herstellen; denn indem dann
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Hierans ist d& = — VaZ —n ~od g, und indem man — 7 = a sin @ snbstituirt, erhilt man

cos 2o 1 s 2 :
e —:Lf s e O = uf /i A B /sm pdg4+C = —a hag(fﬂllgff) acosgp-4 U
=m g =111 P i 2

= a log (a_'m‘.'rm;.f (i) —acos ® 4 C

N i i a4 ¥z y 2 :
Cist = ncos e 4 alog (tang S ); a cos ¢ = g7 2 colg 5= » woraus sich
L]
4 . - i : g = - .
dann Gleichung 11) und fiir « = - die Gleichung 12) ergiebt,
Ist Reibungscoéfficient u = o, wilhrend A mit gleichtdrmiger Geschwindigkeit auf der Absseissen-

Axe fortgleitet, so ergiebt sich die Gleichung der Bahn des Punctes B aus Folgendem:

Die (xleichung 10), nimlich
3 5 ; d g i d*py/ . . 1 dg AR e
p .‘-_f( csmm +4 a q+ ) S l." ¢4 2ac.slng It =it ( :|:1J)
geht fiir # = o iiber in

d ﬂu" )/’ i 5 11 i = fl ‘] 2
13) g5z ° ' ¢ placsin g q 1_r -+ a? ( llt )

Dieser wird geniigt durch

A . :ll a 1|| .
¢ *4 2 ac s q. :l : -+ a *.( ldtl) 2 = po.

s . : r . d o . sy . -
Da aber hierin (ac sin g)? a?e? £ o so wirde lrll imaginiir ansfallen: es bleibt also zur
i
Befriedigung der [i]viq_—hm]g 13) nnr
‘] 2 i {1 W
A 0, 80 dass man hat — = const, = w
dt? G i ; ] d 1

g = w U + w.

Die Winkelgeschwindigkeit also, mit der B um den beweglichen Mittelpunct A schwingt, ist

constant. Wenn sie im Anfange der Hr\w;_ﬂ:n;__-; = p, s0 18t ¢ = w.; hildet nun aber A B wihrend der
ganzen Dewegung stets denselben Winkel w. («) mit der Axe der x, so ist die Bahn von B’ eine Parallele
der von A heschriebenen Geraden. Thr senkrechter Abstand von der letzteren ist — a. sin w, oder da w,
nichts anderes ist, als der Neigungswinkel von AB gegen die Absscissenaxe, = a sin o Ist aber
il L I - s - * a
w = o, s0o hat man zor Bestimmung der Bahngleichung fiiv B die beiden folgenden:
- - B
p = Wt + «, £ = ct Voa® y 2
: : I 4 4 { i
Die letztere folgt aus (x — E&)*=a® — %% wenn man beachtet, dass x—ct. Da t — 4 , 80 er-
W
e LR ; - = G [ Vg A Ci G ]
giebt sich ¢ = — 9 — Va?— g — —— = ace. cos _ ° L _ Va?_qi ——odérg=.— acc. sin
W W W a 11 : W
1) ¢ a
| o r L & v . . =1 i e
(_1) Vaf—n?— — . Verlegt man die Absscissenaxe um a, parallel zu sich selbst, riickwiirts, so
i ¥ 1 ¥
. . . i . 7 . " el
hat man, wenn y die newen Ordinaten bezeichnet, y = a 4 4, also ist are. sin () = arc, sin 2
a, i
i o VI : y G A —y — - [ .
— — are. cos ( - ) - folelich ¢ = are. cos . . ¥2ay w2 (c: + )
\ il & W i : : W -
o 3s N C P i . i3 e
Verlegt man noch die Ordinatenaxe derart, dass £+ = (rc —- ") = x wird, so hat man dieGleichung
. S il = W - 5 - . 3 i 5 A
S T i : Y2 a y—y2und wenn v die wahre Geschwindigkeit des Punctes B ein
; Vi
A bezeichnet, so dass v = a w, so haf man statt der letzten (ileichung schliesslich

G ) ¥
ll] it : Arc. cos ( = = ) — ‘L"):_:'FI:,’ 4 }'2

[st nun im besonderen Falle ¢ = v, d. h, die Rotationsgeschwindigkeit von B um A gleich dexr-
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jenigen, mit welcher A aut der Ahsscissenaxe fortgleitet, so ist die Trajectorie von B eine Uycloide, da ihre
Gleichung ist

B e iejeni i ¥

= @ arc, Cos ( ‘-—) — V" 2ay — v2 welche man sofort als diejenige dieser Curve erkenut.

) - ) ¥ J BILE

Ebenso wie die Oyeloide, ist auch die durch Gleichung 14) bestimmte Curve periodisch, wenn

ac Ao ac | . ac
2o, dop, i v = 2N Ist ¥y = 2a, so 15t x St

; - T4
¥ v ¥ v

Fiir ¥ = o hat man x —
ac 9 - - . . ¥ * .

: (Zn 1) ®, Wenn ¢ £ v, go ist die von B beschriebene Curve eine zwischen

=

den beiden Parallelen y = o und y = 2 a zusammengeschobene Cycloide. (Fig. 2.) Die perio-

: ! J : ae ; % : :
dischen Bogen, deren Spaunung auf der Absscissenaxe immer — . 2 1st, miissen sich sehneiden. Aus
gen, S

ihrer Symmetrie gegen die durch die hochsten Bogenpuncte gelegten Ordinaten ergeben sich leicht die
e 3 ac
: ‘.i-;r,_ .

Coordinatenwerthe der anfeinanderfolgenden Durehschuittspuncte. Die Absscissen sind aT,
. =

ac : : ; $ : ; : : .
6 s ete.: die Ordinaten sind simmtlich gleich und ihren Werth y' findet man ans der transcendenten
= ! ]
Gleichung
ac a — ¥
5= —. ATC, COS G — Y9 ayp' — y'2
¥ ( a ) b i
oder, wenn man bedenkt, dass ein solcher Kuotenpunct aunf die Axe der y fillt, aus der einfacheren
i ac a — y
Gleichung . AT Q0. COS = — ¥9 g v yi2 =0
A @ s :
Die eycloidische Curve (Fig. 3), welche entsteht, wenn ¢ 7 v, kann man sich entstanden denken durch eine
Streckung der eigentlichen Cycloide. Thre periodisch aufeinanderfolgenden Bogen schneiden sich nichg,
wie 1 dem lalle, wo ¢ £ V.
Zwei auf einander folgende Bogen der Cycloide haben fir x = 2 am, 4 am b am ete. gine ge-
meinschaftliche Tangente, welche auf der Axe der x senkrecht steht.
d x ac a—y L e M

d y 2 Ry ; Y2 gy — g2 ¥ V2ay — 5t

Ans Gleichung 14) ist also

v Vo, v 2 ; e o . :

. By Der Werth von v, fiir welchen die Tangente auf der Absscissenaxe senk-
ae — avy +— ¥y ]

recht steht, ergiebt sich aus der Gleichung ae av 4+ vy = o. Dann st

ac 0 B c
Al . COs 3 oy k [

a 2

: c
st pun ¢ 7 v, so wird sowohl are. cos —, als anchy'y 23— @32
g

imaginiir. Es giebt also nur fiir den Fall, dasse 2 v, mit der Ordinatenaxe parallelen Tangenten der Curve,

. an . v ¥ . 3 - ' LEa .
ihre Beriihrungspunkte liegen auf der Schleife und simmitlich auf der durch y = a — — bestimmten

Parallelen.




	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10

