Di¢ Transformafion
der Figuren ducrd veciproke Radiivectoren.

e

@Inier Thema Dbetvifft eine jener Transformationsavten, veven fidy feit Monge bie nams
Dajtejten Geometer mit einer gewiffen Borliebe jur Auffindung geometrijher Walrheiten bes
bient Baben. Obaleich bie won unsé ju behanveluve Methobe mit iiberrajfenver Leichtinfeit
vermitteljt allgemeiner Principien aus Eigenjdajten einfacher Figuren wichtige Tehridge iiber
conplicivtere DHevleitet, ift jie unfeves TWifjens nidht hinveidhend befannt, —

Die erjte Anvegung jur Behandlung ded in Reve ftehenden Berfahrens gab ThHomfon
in einer Abhandlung itber die Vertheilung ber Glectricitit auj jwei Kugeloberflihen, (Tious
bille'jdhes Journal Vb, 10). Gr nannte ywei anf bem Rabdiug einer Kugel und beffen BVer.
lingerung bevart gelegene Punfte @ unb O, baf bad Probuct ihrer Entfernungen vom Mittel-
puntte ber Kugel gleid) bem Duabrate bed Rabiud ift, rveciprole Punite ober MBilbpuntie in
Beyug auf pie KLugel und ben Ovt ber Dilopunite einer Figur vas Bilp berfelben. Weitere
Aufmertamieit wibmete biefem Segenftanve Lionville (Liouville'jdes Journal Bbo. 12.) bei Ge-
fegenfeit ber Unterjudung ber algebraijden Eigenjdaften brefer Functionen & » unb &
pon ber Befdaffenheit baf:
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Der Wedbfelbejiehung, in welder bie Grifen £ 5, L einerfeitd und x, v, = anvrer-
feitd ftehem, bafi ndmlidy bie erflen brei fidh aud ben jweiten gevabe wie dbie yweiten fich ansg
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gab er eine geomefrijhe Dentung, Ev jeigte, bofi, wenn x, v, z bie rediiwinfligen Eoorbis
naten eined Punltes P bebeuten in einem Sphftem, veffen Anfangspuntt O ift, vann & 4, £
bie Goorbinaten eined pweiten auf OP gelegenen Punftes Gebeuten, jo baf
OP . O = n = const. ijt.

Er nanute im Anfdluf an Thomijon bie Punlte P und P’ veciprofe Punlte und die Art,
eine Figur fo umzuformen, baf jebemn Puntte in ber eiren Figur ein veciprofer in ber jweiten
entipricht pie Tvandformation ber Figuren burdy reciprofe Rabiivectoren. Sein
Mempeirve fowie eine fich anf biefe Transformation begiehende Abhanblung Serret’d (Meéthodes
en géométrie) liegt unfever folgenven Unterfuchung ju Grunbe, —

Ein Puntt P' (Fig. 1.) Deifit ber rveciprofe Puntt eines Puniied P in Vejug anj ben
Puntt O, wenn beide in geraber Linie liegen und

oP ., OP' = m? ift.

Der Punft O Geift der Anfangspunit und m? die Poteny ber Reciprocitit™ Eine Figur
(in ber Gbene ober im Powum) Heifit vie veciprofe Figuy eimer jweifen, twenn jebem Pumlte
per erftern ein rveciproter Puuft ver zweiten entjpridit. 8 ergiebt fid bemgemif, tafi man
purch bie in Dlebe ftebenve Transjormation aud einer Figur eine unenblidhe Anzahl veciprofer
Tiguven ableiten Lann, inbem man enfieber ben Anjangspuntt over bie Poteny vaviiven I3gL

Sinb nun (Fig 1) P und Q pwei Punite ber einen Figur, P, Q° bie entjprechenven ber
rveciprofen Figur, fo ift

OP . O = 00 . 00" = m?,

Daober:

or __ 00Q'

00— or
Die Dreiede OPQ und OP'Q’ find alfo Ghnlidy unb ed ijt folglidh

PQ __ OP

'].:,n'uf fo {)QJ

np. g

ooer bp OPF = op..
3l T’
ps Pl S

= 00’ op

Die Entfernung gweier Puntte ber einen Figur ift alfo gleid ber Ent-
fernung bev entiprecdhenben Punlfte ber veciprofen Figur bivivirt durd bas
Provuct ber Radiivectoven perfelben und multiplicivt mit der Potensy.

ehmen wiv an baf bie Punfte P und O unendlich nalh gelegen fiud und begeidinen
wir ihre Entfernung mit ds, bie ter entjprechenven Punfte mit do, jo ijt nach obigem Sate:

¥} Die reciprofe Gurve eimer Guvbe i unferm Siune it nidt au verwedieln mit ber veciprolen
Polarve berjelben. Hebtere fieht n foldier Weciprolitit ju ber gegebenen Curbe, dafi der Abftand eines
Punties ber Polare von einen fefien Puntte multiplicivt mit dem Abftande einer Tangente ver urjpriing
{ligert Gurbe von dem feften Punfte eine conftante Guife gickt.
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r—_ . = 2 . ¥ 1in 31 L
da 0P , 00 m? ober, ba OP und OO0 it diejem

Talle Teinen mertbaven Unterjdhied Haben
dg =

ds
op: *

Qft B ein britter unendlich nab gelegener Punft und BGejeidinen wir mit ds’ unb da
jeine Entfernungen von I unb QO mit do’ und do’’ die Entjernungen ver entjprechenden Puntte
in ber reciprofen Figur, fo it

m2 m'J

s’
de’ = op? * m*
dat ds* 2
g = o M=
op:
baber do @ do’ @ do = ds : ds’ : ds

Die entfprechenven unendlich fleinen Dretede find folplidh Ahnlicdh, woraus fidh ber wid-
tige Safs erpiebt:

Dev Winfel, unter welcdhem fidh zwei Linien inber einen Figur fdHueidben,
ift gletcd) bem Wintel, unter weldem fidh bie entfpredhendben Linien in bev
veciprolen Figur fdhueiden.. . . . . . . (L)

Unter Beacdhtung, daf man ven Winlel, unter weldem fid el Therflddien iu einem
Puntte m fhneiben, mift, dburdy Linten, weldhe tm Punfie m die Durdfchnittécurve ber beiven
Oberflidhen rechiwintlig burdfdineiven, ergicht fich unmittelbar aud (IL), baf ber Wintel
jlweter Oberfliden in einem Punfte ifrer Durdjdnittdcurve gleid) ift bem
Winfel der reciprofen Oberfliden in bem entjpredenden Punfte,

Da (Fig. 1) o, OP' = 00 , 004 fo ift POPOQ’ cin Sehuenvieved, folglidy:
_,i‘. PP 4 PO =250

Diefe Relation befteht, wie nah vie Punfte P unb Q ufommenfallen migen. Je nifer
aber 000 bem NRabinsvector OPP’ yiidt, pefto mehr nibert fich vie Sehne PO ber Tangente
PT und Selhne PO’ ber Tangente PTY, ferner .~ PP'Q’ bem 2 PPTY und 2 PQO‘ bem
Edyeitelwinfel pes Winfel OPT, Lift man paher 0QQ’ mit OPP! jujammenfallen, fo. erhalt
nan OPT - 0P —= 2 R bl R

Der Ravindvector {dneibet ywet vecibrofe Figuren tn ben entfpred en-
ben Binden nutev fupplementdren Winteln., . . . . . . . (HL)

Hieraus felgt unmittelbar, baf bie unendlihe Unzahl Gurven, welde bdurd)y Variation
ber Poten; alé veciprofe Gurven ein uud derfelben Gurve betvachtet werben fdnuen, von einem

¥} Dajfelbe Eonmen wir unabhlingig von (1) folgenbernafen ableiten: Vejeiduen wiv die entfpredjenben
Bogenclemente in beiven Fig. mit ds upd do, bie mgehbvigen Rabiivectoren mit r wnd ', dew Bolarwintel

. e m* —m? . PR
mit'g, foiff ¥ = =pdr' = —- . dr. Run 1t aber do = V' dp - dr'?; baher do =
4 /m* m# 11 s b LA : m*

"’ T dy1- g dr2 = Py Virzdg® + a2 = . ds.
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beliebiger Michtung vom gemeinfamen Unfang8puntte and gejogenen Nabiusvector unter

bemfelben Winfel gejhnitten werben, ba alle Durdyjdhnittwinfel bie Supplemente ju vem

Wi

1)

nfel find, unter weldhem er bie urfpriinglide Linie dburdyjdineibet.

Die reciprofen Figuren der gevaden Linie, ded SKreifes, der Ehene wnd
Der Sugel.
Die reciprefe nie ber gevaben Cinie in Bejug auf einen in ihr gelegenen Punft

ift biefelbe gerabe Linie, auf welder inbef bie Punfte ihrve gegenfeitige Lage vertaujdht
haben; bie bem Anfangépunft fern gelegenen find nabh geviidt und umgefebrt,

2) Die reciprofe Curve der geraben Linie (Fig. 1) in Bejug auf einen aufer ihr gelegenen

3

4)

5)

Puntt o nad) ber Poteny m? ift ein RKreis, veffen MWittelpuntt in bem von o auf bie
gerabe Zinie gefdllten Perpenbifel og liegt und veffen Durdymefjer oe fidh beftimmt aus
ber Besiehung og . o6 = m?
Dev Veiweis, dbaf og . oe = oa’ , oa folgt unmittelbar ous ber Aehnlichleit bex

Dreiede oag uub oa‘e.
) Umgefebrt ift bie reciprofe Figur cineg Kreifes in Begug auf einen in feiner Peripherie
gelegenen Punft eine ju vem Anfangdrabius fenfrechte gerabe Linie.

Um bie reciprefe Gurve ecined RKreijes in Besug auf einen beliebigen Punft feiner Ghene
su beftimmen, erinnern wir ung, baf bad Probuct ber @Entfernungen jweier potenshalten=
ben Punlte gweier Kreife von dem Aehulichfeitépuntte conftant ift. Hieraus folgt, baf die
potensbaltendven Puntte alé veciprofe Punfte in Bejug auf den Aehnlichleitspuntt ale Anfangs-
punft betraditet werben fnnen unb baf taber bie veciprofe Linie eined freifes in Bejug
auf einen belicbigen in feiner Gbene gelegenen Punft ein Kreis ift, vefjen Mittelpuntt auf
ber Berbindungslinie ved geebenen Punfted mit dem Mittelpuntt des Kreifes liegt.

Bejeichuen wiv ven Anfangdpuntt mit 0, vie Durdjchnittspuntte ber 3u itbm aebhbrigen

Eentrale mit bem urfpriinglichen Kreife mit P unb O und mit bem reciprofen Kreife mit
Q“ und P jo baf P und P, O undb Q nicht homogen gelegen find, die Poten; mit m?2
jo bejtimmt jich) bie age von P’ und O’ unb bamit bie Yage bes reciprofen Kreijes aus
ben Relationen: OP , OP' = m?%; 0Q , 0Q' = m?,

Yuj ber Oberfliche einer Kugel S jei ein Punft O gegeben. Denft man fidh einen 3u
biejem Punfte gebdrigen Gvofifveis K conftruivt, jo wird bemfjelben al8 reciprofe Linge
eine Gerave L entfprechen. Gin beliebiger, burdy 0 gelegter Sleinfrei8 K’ wird K in
eitem gweiten Punlte P jdneiven. Daber wird vie bem K’ entjprechenve Gevade L’ bie
Gevave L in bem entjprechenden Punfte P’ jchneiven. L und L/ liegen bafer in einer
Gbene. Da man nun vurdy jeven Punft ber Kugeloberfliche fich einen Kleinfreis gejogen
benfen fann, weldher K fjdhneivet, jo werben alfe entjprechenden Geraven L jdhneiben wnd
folglich mit ifr in einer Ghene liegen, &8s ergicht jich vaher der Sag:
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Die reciprofe Figur einer Kugel in BVejug auf einen Punlt ihver Theriliche it eine
Ebene, welde ju bem Unfangsravind ber Kupel fenfrechte Lage Hat,

6) Die veciprote Linte eined Kreifes K in Begug onf einen belicbigen Puntt feiner Ehene
O ift nach 4) ein Kreis K, peflen Mittelpunit auf ver Gentrale OK [liegt. Denft man
fich. bie Hiiljten ber Kreife K unb K’ gemeinfam wm OK gebreht, fo wird in jeber Qage
bem Dalbireife K ber Dalblreid K’ alé reciprole Cinie entjprechen. WBeive Halbfreife
aber befdhreiben bei biefer Drehung Kupeln. Daraus jolgt:

Die veciprofe Figur einer Kugel in Bejug auf einen beliebigen Punft bded Raumes
ift eine Kugel, veven Wittelpunit auf ber jum gegebenen Puntte gehivigen Gentvale Hegt.

1) Bermittelft bed lefsten Satied beftimmen tir jdlieflid bdie recibrofe Linie eined Kreifes K
in Bejug auf einen beliebigen Punft bed Raumes 0. Vetvadyten wir ven Kreis K als
ben Durd)jdynitt joeier Kugeln S uudb S, jo entjprechen beim Uebergang ur transjor-
mirtent Figur nad) 6) den Kugeln S und S, wei neue S, und 8,. Der Durchichnitt
beiver, aljp ein Kreid, ift vemnad) bie veciprofe Figur von K.

Anwendung der entwidelten Sife auf Planimetrie wnd Stercometrie.

A. Planimetrie.
1. Gine Gerabde.

N8 metvijhe Grundeigenjdaft ber Gevaben faun pelten, baf unter ben Gntfernungen
breier Puntte berfelben a, b unb e (Fig, 11.) bie Begiehung beftelt, bafi ab + be = ac,

Beim Uebergang gur rveciprofen Figur in Vejug auf einen aufer ihr gelegenen Punft o
erfalten tiv einen Kreis, welder burd) o gebt und auf vefjen Pevipherie bie entfpredhenten
Bunfie a’b’e’ liegen.

Yach (L) ift nun wenn m? dbie Poteny bes, :

I [lrh'l i
ab = ——— m?
oa' ., ob'
g h'e!
boli=t 2 e
ob’ ., oc
[
ac
ac = —— = m2
aa ., o0¢
Iyt [
a'b b'e a'e
S S0 K RO DONGS, N o
oa', ob ob' . oe oa' . oc'
ober; a't! . oc' - b'e’ . on' = ale’ . ob',

b. B. auf bie Lagenverhiltnifje in ber (Fig. I0.) iibertragen:
Im Sehnenviered ift die Summe der Rechtede aus je 2 gegeniiberliegenben &eiten
gleich bem Fechted aus ven Diagenalen,
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Ulle Sige, welde, wie im bovigen Falle fidh auf Punfte Leziehen, bie auf einer e-
raben [liegen, werben, wenn man bie veciprofe Figuv Dbildet, Eigenfdiaften ber in benm Kreis
eingejchricbenen Vielecte offenbaren.
©o wird folgendbem Safi:
#9t eine ungerabe Wnzahl (2 n - 1) von Punften a . b, ... auf einer Geraden
und ein Punft o auferhalb bevjelben gegeben, fo finbet bie Beyichng jtatt:
X ag 2n poes : ?J_t_'-:”_ i —|~ 7
ab ,ae.ad.,. be obd . be. ., ba g
ein @afy entfpredhen diber ein bem Kveife eingejdhricbenes Vieled von gevaber Seitenzabl,
Befprinfen wiv und 3. B. auf 3 Punlte a . b und ¢, o geht bdie obige Gleichung
iiber in bie Stewart'jde Gleichung:
oa? ., be - oc? . ab = ob? . ac 4 ab . be . ac,
Durd) Trandformation evhalten wiv (Fig. IL):

ble! a'h! i a'c! a'b'. b'e . a'ce
oa'? L ob'.0e' ' oe'?,0a",0b'  ob'™, oa',0¢' ' oa'.ob'.ob'.ec', 0a', oc'
pber  b'e’ o ob’ . oc' - a'h! ola . ob! = a'e!, oa', 0c! J-alb!, ble!, ale

cber ob’ (b'e' ., oc’ |- a'd , ca’) = a'e’ (oa’ , oc’ -} a'k’ ., bic!)
alfe ben &ats:

3n jevem Sreisviered verfalten fid) bie Diagonalen iwie die Summen ber Nechtede aus
benjenigen Seiten, bie in ihren Enbpunften jufamnten ftofen.

2, Jwei Gerade werden von einer dritten durdyjchnitten.
a) Die Durdhjdpnittenen find pavallel.

Pavallelen Geraben enfjpredjen als reciprofe Linten Kreife, weldie fidh im Anfangspuntte
pon Onuen beviibven. Giner bie Pavellelen burdpjdneivenven Gervaben wird ein Krveid ents
jorechen, welcher buvd) ven Anfangspunft geht und bas Shitem fid) beviihrender Kreife durd-
jchneivet. Der Sab ven ber Gleidheit ver Wedifelwintel liefert baher folgenben ohnebin eif{.
leudhtenven Sals:

Yegt man burdy ben gemeinjdaftlichen Beviifrungspunft mehrever RKreife einen Dbelie-
bigen Srei§, jo jdmeivet viejer alle jene Kreije unter vemfelben Tinfel.

b) Das Dreied und Bieled.

Die reciprofe Figur eines gevadlinigen Polhgond a o b . e... in Bejug auf einen
beliebigen Punft jeiner Ebene ijt ein frummliniges Polbgon a‘b’e’..., weldes von Kreis-
bogen gebilvet wird, bie fidh im Punft o fdneiven. Hievans evgeben jich jofort folgente Sipe:

1) Die Summe ver innevn Wintel eined joldhen frummiinigen Polhpgond ijt, wenn bie An-

aahl ter eiten n it = 2n R, — 4 R,

2) Yegt man i einem jo gebilveten frummlinigen Dveied burdy den Punft o und burd
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jebe Spite bes Dreiedd frveisbogen, welde bie Winkel Halbiven, fo fhneiven fich bieje
Kreife in penjelben Beiven Puniten.

3) Gleidie Gigenjchaft Lefiken bie 3 Kreife, welde burdy ben Punft o burdy eine Spike
gehen und ben gegeniiberliegenben Vogen reditwinilig durd)chneiben.

3. Bier Gerade geben durd) einen Punft und werden von einer 5. durdjduitten.

Legt man burdy vie 4 Strablen einesd anbarmonijden Strahlenbiijheld eine Gerabe,
weldie bie Straflen tn ben Puniten a . b . e . d jdneivet, jo ift befanntlich bgé Doppel:
perhilinif

ahb
be

Pilven twir bie reciprofe Figur in Beug auf ven WMittelpuntt bed anharmonijdien Bitjdels,
jo_entipridit ber burdiichneivenven Gleraben ein burd ren Mittelpuntt gebenber Kreid, welder
bie Strablen in ben Punften a'b’e’d’ {dneivet, Die Verbinbungslinien biefer 4 Puntte bilben
cin Selnenvieved. Wiv erhalten in bemjelben:

b e N f/ alds et s
\oa’ . ob’ ' ob’ , oc’) " \oa’ . od’ ‘' o¢' ., 0d'/ — St

filr alle burdy ben Punft o gehenven Kreife:
a’t’ . oc’ a'd’ . oc'

ad. ... .
i fiir jebe Lage ber Gleraben constant,

Daber: = const,

oal, ob'  oa’ . o’
A 'n U
w T

Dies picht ben Safy:

3n alfen Sebnenvieveden, dbeven Endbpunite auf 4 anfavmonijden Strafhlen liegen und
beven wmfjdyricbene Krveije burd) den WMiittelpuntt des Biifchels geben, ijt vas BVerhialinif ber
DNedytecte aud ywei Gegenfeiten constant und als unmittelbare Folge:

3n allen Sehnenviereden, beven Eden auf 4 Harvmonitalen liegen und beren umjdyriebene
Kreife duvch ven Mittelpunit geben, ijt bas Nedhted aus jwei gegeniiberliegenven Seiten gleidy
pem Redted aud ben anvern beiven eiten, :

4. Kreid.

DBegetdhnen wic ven Mittelpuntt eined Kreifed mit ¢, irgend cinen auferhalb bvefjelben
gelegenen Punit mit o, bie Durdjdmittépunite der Eentrale oe mit bem Kreife mit a und b,
fo bejtebt bie einfadie Vesichung ab = ac.

Biehen wiv nun die verjdiedenen Madien bes Kreifes ¢, welde alle die Pevipherie vechts
winflicdh curdhjchneiven, und biloen bie veciprofe Figur in Bejug auf ven Punft o, jo erhalien
tiv einen neuen Krei, welder von allen ben ben Nadien entjprechendben Kreifen vedtwintlig
burdjdhnitten wirb, Alle biefe Kveife gehen burd) o uub burch) ven bem Punlte e entjprechens
bent Punkte ¢, Sindb nun a’d’ veciprof ju a unb b, jo geht obige Relation iiber in
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a'e! hie’
0a’ ., oc’ ~  ob' ., oc
a‘e’ bie’
obey — = —
LiH ob

b, h. bie Puniie ¢’ und o find conjugivte Pole in Besug auf die Punfie a’ und b

8 entftebt baber folgenber Saly:

1) Die Kreife, weldhe durd) einen Punkt o gehen unbd einen gegebenen Kreis vechtwintlig burdy-
jdhneiven, fdueiven fich affe in venjelben beiven Punkten o und ¢, weldhe conjugivte Pole
find in Bejug auf ven dburch bie Gerave oe’ bejtimmten Durdymeffer bes gegebenen Kreifes.

2) Duitdt man ven Saf, dafi in einem Kreife alle Peripheviewintel fiber vemfjelben Bogen
gleich find, folgenvermafien aus:

Sdneiven fich von mehreven Geraben, von benen bie einen burd) ben Punft A, bie
auvern burch B geben, je jwei unter bemfelben inkel, o it ver geometrijhe Ort ber
Durchjdhnittépuntie ein Kreis;

jo erbellt beim Uebevrgang sur transformivten Figur leidt bie Ricdtigleit folgenver
Behauptung;

Dev geometrifdhe Orvt ber jweiten Durchichnittdpuntte jweier Kreife, weldhe besitalich
purd) pie Punite o und AY o unb B’ gefen unb fid) unter constantem Wintel jdhneiben,
ift etn RKreis.

3) Ehenfo fithrt ber Sati:

Ein Winkel am Kreife, welder bon einer Sehne und einer Tanpente gebilbet wird,

ift gleich pem Peripheviewintel auf bem Bogen jwijden feinen Schenteln

burd) Umformung in Begug auf einen beliebigen Punft der Ghene gu vem folgenden:

LWenn fich jwet Kreife vurdhjhneiben, und man jwei anbere Kveije zieht, von benen jeber
burd) einen Durdfdnittspunit ver beiven erften und beive durd) jwei anvere auf den Kreifen
bejiehlich angenommene Punfte geben, fo jdneiven fid) vieje letsten beiben Kreife unter bems
felbenn LWinfel, wie bie evjten beiven. —

Nidht ofue Bortheil ift die Anwendbung der in Rebe ftehenden Transformationsmethode
bei ber Lofung von Aufgaben, weldhe fidh auf bie Veriibrung ven Kreifen mit Kreifen und
geraven Yinien Dbejiehen. (8 geigt fid), baf vevmitteljt bevfelben PBrobleme, weldie bie De-
riijrung ven SKreijen mit Kreifen behanveln, ficdh juriidfithren [affen anf die Beriibrung von
Kreifen mit gevaven Uinien. Der Gedanfe, welder bei bdiefer Rebuction ju Grunve liegt,
ijt ver, paf ber in Bejug auf einen pajjend gewihlten Anfangspuntt conjtruivie veciprote Freis
eined Streifes, weldher duvch eimen Puntt geht und ciwen Kreis bervithvt, durd) ben biefem
Puntte entjprechenven Punft gehen und bie diejem Kveife entfprechenve Gerabe beriihren mug.
©o Laft fih bie Aufgabe ,einen Kveid ju conftruiven, welder vurdy 2 Puntte P und P/ gebt
unb einen Sreid K beriihrt”, juviidfiihren auf die Gonjtruction eines RKreifes, welder burdh
2 Pumite gebt und eine Geradbe beviibrt, Bu bem Swede conjiruive man in Bezug auf einen
Beliebigen Puntt ver Pevipherie von K nady beliebiger Poteny die K entfpredienve Gerave L,

o
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(wag auf bad Biehen ciner beliebigen Geraben Gerausfommt) und nadhy benfelben Beftimmungen
bie ben Puniten P und P/ entfprechenden Punfte P, unb P,*; ferner ben Kreis, welcher
burdy Py, Py’ geht und L Beriihrt, Der veciprofe Kreis K’ biefes Kveifes ft ber gefudite.
Derfelbe iRt jid) leicht burd) folgenbe Vetvadytuugen conjtruiven. Der Punit X, in weldyem
K’ L beriifet, ijt ber reciprofe Punft bed Punftes, in weldem ber gejuchte Kreid K beriibrt.
Sieht man alje von X nac) bem Anfangdpunit eine Gerabe, fo ift ber Durdhjchnittépuntt der-
felben mit K ber Punit, in weldem ber pefudite Kyeid K bevithet, Auf dhnliche Weife tommt
bie Gonjtruction eines 3 gegebene Kreife beriihrenven Kveifes yuriid auf die Conftruction eines
Kreifes, welder 2 Gevabe und einen Kreid beviibrt,

B. Stercometrie,

Bon Widptigleit ift bie Anwendung ves betvadpieten Princips auf Lagenverbiiltnifie bdreier
Dimenfionen, ba bafjelbe planimetrijhe Siigge in Sige iber Figuren auf der Kugeloberfliche
mit grefer Reidtigleit iibertragen lehrt.

Nad) bem Fritheren leuchtet unmittelbar ein, daf einem RKreife in ber Ghene ein Kreis
auf ber Kugeloberfliiche und einer eraben in ber Gbeme ein Kreis auf berfelben entfpricht,
weldier burdh ben Anfangspunit gebt.

Dies vorausdgejdyicit ijt die Uebertragung folgenber Sike felbitverjtinblid:

1) planimetrijher Safi:
Die Winkel im Dretedt find gleidh 2 .
ftereometrifchier ©af:
Die Wintel in einem Dreied auf ber Kugeloberfliche, befjen Seiten dburdy einen Punft
geben, find gleidy 2 9.
2) planimetrijder Sat:
Der von einer Seline und einer Tangente gebilvete Winkel am Kreife ift pleih) bem
Peripheviewinfel auf dem ywifden ben Sdenfeln [egenden Bogen;
jteveometvijher Safs: -
fept man burd) bie Punfte A und B, unb A und € einer SKugeloberfliche 3iwei
©hfteme von Kleinfreifen, fo baf ficdh bie Kreife beiver Shjteme auf einem burd) B und ©
gehenben Kleinfreis K fdneiven, jo ift ber Winfel, unter weldem fid) biefelben fhneidben,
gleich bem Wintel, weldien K mit bent burd) A, B und C beftimmien Kreid bilvet.
3) planimetrijder Sal;
Jn jevem bem Kreife eingejchricbenen Sechded liegen bie Durdhidhnittspunite der Ge-
genjeifen in einer Geraben.

©Safy auf ber Kugeloberflide:

Yiegen auf ber Kugeloberflicdie bie Eden eined SedySeds, beffen Seiten burch einen
Punft P gehen, auf ein und vemfjelben Kreife, fo liegen bie Durchjchnittspuntte ber Gegen-
feiten (b, §. vev 1. unb 4, 2. und 5, 3. und 6.) auf cinem Kveife, welcher dburdy P geht,

2
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Umgefehrt fann man aud Sigen iiber bie fphivijden Dreiede Sife iber brei in einer
Gbene gelegene Kreife ableiten, von denen fidh je gwei durdhichneiven. o transformirt fid)
ber Sats, baf bie Hihenbogen, (b. h. bie Kreife, die durdy bie Eden eined fphirijden Dreieds
gehen unb bie Gegenjeiten rechiwinflig durdhjdineiven) fich in benjelben beiven Puntten jchneiven
in ben folgenben:

Qegt man durdy die Durchjchnittdpunite je zieier von bdrel in eimer Ghene gelegenen
Kreifen, RKreife, weldhe ven britten rvedhiwvinflig burdiihneiben, fo tveffen fid)y die brei neuen
auf biefe Weije entjtanbenen Kreife in denfelben beiven Puntten.

S gleicher TWeije, wie in ber Planimetrie bie Uppoloniuside Beviihrunpdaufgabe durd
unfere Transformation [B8bar war, (Eft fidh in ber Stereometrie dad Problem ,Eine Kugel
su conftvuiven, weldhe 4 gegebene Kugeln beriifrt suviidfiifren auf bie Conftruction einex
Kugel, welche 3 Gbenen und eine Kugel beriihrt. Denn nimmt man ben einen ber Durde
jdpuittepuntte dreier Kugeln jum Anfongspuntt, fo transformiren fich diefe 3 Kugeln in Ebenen,
welde fidy in einem Punfte fchneiven und bie 4. Kugel in eine Kugel. Durchichneiven fic)
bie Kugeln nidht, fo milfjen zuvor thre RNadbien um gleihe Stitde verlingert werden, bis fidh
bie Sugeln jchneiben, wobnrd) vie Lage des Mittelpunites ver gejuchien Kugel nicht verdndert wire.

Reciprofe Curven dev Pavabel, Elipje und Hyperbel.

Dei ber Unterjudhung ver veciprofen Gurben ber Parabel, Gllipfe und Ohperbel bietet
fich von felbjt vie Frage sundchijt var, in welde Gurven fich im Allgemeinen bie Tangenten
unb Kriimmungsiveife ber Gurven transformiven. —

Da bie an einen Punft m conjtruivte Tangente aufer biefem Puntt den ihm unendlich
nah gelegenen Puntt mit ber Gurve gemein Bat, fo toird ber ihr entjprechenbe Kreié mit ber
reciprofen Gurte bie entjprechenden beiven unendlich nah gelegenen Punlte gemein haben, Derjelbe
wird aljo ein Kreid fein, welder durd) den Unfangspuntt geht und die reciprofe Curve im
erften ®rabe beviifrt, Gine an biejen Kreif im Berilhrungspunite gejogene Tangente iwird
bafer auch Tangente an pie Gurve fein in demfjelben Punite.

Faffen wir anafog ben Krimmungslreis als einen Kreid auf, telder brei unendblich
nab gelegene Punfte mit ber Gurve gemein Hat, fo folat, daf ber entjprechende Kreis mit ber
veciprofen Gurbe bie brei entfprechenven uneudlich nah gelegemen Punfte gemein Haben muf
und folglich ber an ben correfponbivenben Punft confiruivte Kritmmungsireis ijt.

Win nun bie recipvofen Gurven ber Kegeljfnitte zu beftimmen, Haben wir al8 allge-
meine Polargleichung derfelben in Bejug auf ven Brennpuntt nad) ber gewdhnlidhen Bejeichnung:
ip

e

Deseichinen twir baber bie Poteny mit m?, jo ijt bie allgemeine Polavgleihung ber recis

profent Gurven, wenn ber Brennpuntt yum Anfangspunite ver Transjormation genommen wirb:
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P dmi (1 + &cos. )

P

2 m2 2 m?

=— 4 - « £ COS. @
p p
ober, wenn ivir 2p|u= =a; 2:'" « 6§ = b fetien, ¥ = a + b cos, @.
Diejelbe giebt bie veciprofe Gurve ber Hiperbel, Ellipje ober Pavabel, je nadbem

b >a

h < a

b—=:=a

ift.

Alle 3 Burven lafien fich auf folgende vt leicht confteuiven:

Mian bejdhreibe mit b alé Duvchmefjer einen Kreis, welder burdy ben Unfangspuntt o
geht unb bejjen Mittelpunft auf ber pofitiven Anfangsricdhtung bed NRabiusvectors liegt. Bieht
man ben o aud eine &efue in biejem Kreife, welde mit ber Anfangsridhtung ben Winfel ¢
bilvet, jo ijt diefelbe = b . cos. ¢, und man erhilt baher fimmiliche Punfte ber gejudhten
Gurben, wenn man in bem Kreije von o aus alle miglichen Selhuengieht und von ihreimn Durchs
fdnittspunfte mit ber Peripherie Lingen — a fowoll viidwdrts als borwdrts abtrigt. Fihrt
man bieje Gonftruction aus, fo erhilt man in alfen 3 Fillen herzjormige Linten, MMit Hiilfe
ber sub. L. IL IIL angegebenen Principien fonnen widitige Eigenjdhaften biefer Gurven unaba
Bingig von ihren Gleidungen aus den Gigenjdaften ber Pavabel, Gllipje und Oyhperbel abges
Leitet tverbem.

Wir befdyviinfenn ung auf bie Tvansformirte ber Parvabel, welde eine befannte Curbe ijt.

©eien wir u bem Swed in ber obigen allgemeinen @leichung ber Heciprofen ber
fegeljdnitte ¢ = 1, fo evhalten wiv al§ Gleidung per reciprofen Gurve ber Parabel in
DBezug auf ben Brennpuntt ald Anfangspunit:

2 i

r o= (1 + cos. q)

b, i, bie Gleicdhung ber Earbioibe.

fetstere entfteht befanntlidh, wenn ein Kreid auj ber Periphevie eines ihm pleichen (ber
Bafig) vollf. Gin Bunft in der Pevipherie bed vollenben Kreifes befdhreibt bie Earbisibe
Derjelben entfpricht bie obige Polargleidung unter ber Vorausjebung, baf wir den Anjangss
punit pes Polar-Goorbinatenjhjtems in ben Punit verlegen, in weldem ber bejdireibenbe Punft
auf ber Peripherie bes rubenven Kreifed liegt und bie pofitive Anfangsrichtung mit bem Durch=
meffer ber Bafis jujammen fallt,

Die biefen Vebingungen eutjpredhenbe Lage ber Earbicibe in WBegug auf bdie Pavabel
ijt dburch Fig. IV veranjdhaulicdhit, Der Umijtand, baf bie Nabdiivectoren ber Parabel wnendlid)
werben fiiv wadijente o fleft nicht im Witeriprudy mit unferer Behauphing, baff bas Redhted
oug bem Rabiudvector ber Pavabel unb dem entjpredienben ber Eavbioide cmn‘rujut ift, ba in

2
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bemfelben Mafie, wic die Brennftrafhlen ber erftern unendlich tverden, die ber lefstern fich bem
Nuilwerthe ndherm.
Aué ber abgeleiteten Yleciprocitit ber beiben Curven laffen fidy filr bie Garbioibe fol:
genbe Gigenjhaften enttvideln:

1) Da alle Earbioiven, welde ven Sdeitel (b, ift ben Nildfehrpuntt) o und bie Ave x gee
mein Baben, al8 tranéformirte Gurven ein unb berjelben Pavabel betracdhtet werben fonnen,
fo fdineivet nadh fritheven efetien eine in beliebiger Midtung von o ausgehenve Gerabe
alfe auf obige Art conftruivten Earbioiven unter bemfjelben Wintel.

2) Befanntlich find fimmiliche Pavabeln, welde eine gemeinjdaftliche Axe und denjelben
Brennpunit haben bie redhtwintligen Trajectorien aller ber Pavabeln, weldhe biejelbe Aye
und benfelben Bremmpunft haben, beven Scheitel aber auf ber entgegengejetsten Seite
bes DBrenupunltes liegen. Darausd folgt fiiv bie Carbicide, baf die Earbiciven bon bers
felben re und bemjelben Scheitel alle bie Garbiviven veditivinfliy burdidimeiden, welde
auf ber entgepengefeliten &eite bed Sdeitelpunites liegem.

3) Da jeber Haviudvector bie entjprecdienven Eurven unter Supplementiwinteln burdyidineibet,
fo Balbirt er ben in pem Durchidhnittdpuntte jweier Gurven gebilveten Wintel, It baher
m Fig. HIL ber Durdjdnittépunit einer Parvabel und Earbicibe, my und mx bie im
Punfte m gezogenen Tangenten, fo ift 2 xmo = ~ ymo. Rugleidh ift aber Bei ber
Pavabel, wenn tz eine purdh m gur Are gezepene Pavallele ift,

A tmx = 7 ximo,
bafer omy = 3 7 tmo,

Hieraus ergiebt fich eine leidte Gonftruction ber Tangente an benjemigen Puntt
ber Garbicide, in weldhem fie won ber Pavabel burdifdnitten wird. Nun laffen fidh
aber alle Punite per Cardicibe al8 Durdhfdhnittépunite derfelben mit einer reciprofen Pas
rabel betracdhten. Dad Quabrat bed ju jebem ‘Puntte ber Earbioive gehbrigen Nabiusvecs
tor8 ift bie Potens, in Vegug auf welde man bie Pavabel conftruirt venfen muf.

Deshalb haben wir allgemein fiiv jeven Punft m der Carvivive folgenve Gonftruction
ber ZTangente:

Man jiehe den Rabiusdvector om und burdy m eie Parallele tz ju X, falbire .~ tmo
uitd madie ~ omy = % / tmo, jo ift my Tangente an m,

Unterjudien wiv, in welder Begiehung bie Leitlinie ver Parvabel jur Garbicibe fteht.

Die Gutfernung ver Leitlinie L' vom Brennpunfte ijt -g; ibr entjprechenber Kreis ift

baber ein burd) ben Brennpuntt gehenber Kreis, beffen Mittelpumtt auf 0 X' liegt und
mit einem Durdymefjer d, welcher beftimmt ijt burd) bie Gleicdhung
p :
¢ .5 = m2

2
s

4

—

m=

: b i i G
Der veciprefe freis ber Leitlinie ber Pavabel ift alfo bie Bajis ber Earbivive.
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Jjt mum (Fig. 1IL) LLY bie Leitlinie ver Pavabel, opq ibr reciprofer Kreid, n ein bee
lichiger Puntt der Parabel, nl feine Entfernung von der Leitfinie, n’, 1Y die entfprechenden
Punlte von n und 1 in ber Gavbioive, weldhe nach ber Poteny P conftenivt fein mag, fo finbet
bie Itelation ftatt:

In = on

I'n., P
Aber In = —"—,
ol’ , on

P

on = —

on’
Yo', P P
baber ol o —
b ol ., on' on’

ober 1 ki — 2 el

Die Puntte I undb n’ liegen abev, ba In || XX’ quf ber Peripherie eines Kreifes, wels
dher bie Wxe im Punlt o beriihrt,

Demgemd§ erhalten wir folgenbe Eonftvuction ber Earbdioibe:

DBejdhreibt man einen Kreis K’, welder einen gegebenen freis K in ben Punften o und 1’
rechtivinfeliy burdyjdyneibet und nimmt auf der Peripherie von K’ einen Punft o’ an, jo baf
ol = nl’, fo ijt n’ ein Punit ber Carbioive, deven Scheitelpuntt o und deren Bafis K ift, —

LWir Haben im Obigen an ber Pavabel unb Eardioive geeigt, wie unfere Transforma-
tion von Gigenjdaften eines RKegeljdhnitts ju Gigenjdaften ber Reciprofen fiihrt. Dies Ber-
fabren ijt leicdht auf bie allgemeinen Gigenjdaften ber RKegeljdhuitte, welde fih auf bie
Brenupuntte begichen, auszubehuen und e leuchtet ein, vaf Siien ilber Kegeljhnitte Siitse
itber bie fevyformigen Linien von ber allgemeinen Gleidhung

i b cos
entjpredien. + ?
Ginige Slike werben genitgen, um bies ju verbeutlichen.

Safs liber Kegeljdnitte:

Dewegt fih) ber Scheitel eined rechten Winfels auf einem Kreife (bie gerade Linte als
Kreid mit nnendlich grofem Dalbmeffer mit einbegriffen) und (duft ber eine Schentel deffelben
burdy einen feften Punft, fo umpiillt ver andere Schenfel einen Kegeljchnitt.

©af fiber bie Transfovmirten:

Die Kreife, beren Mittelpuntt auf den von einem Punfte o nady den Punlten einex
Kreiépevipherie gesogenen Geraben liegen und beren Durchmefier bdiefe Geraden find, ums
hiillen eine ber brei burd) bie Gleichung

r=a-}bcos g

reprifentivten Linien, wobei a << b ift, je nachdem ber Punft innerhald, aufierhalb ober auf

ber Peripherie bes gegebenen Kreifes liegt.




Die im Vorigen sub, 4 ber Trandformation ju Grunde gelegte Gigenjdhaft ber Pavas
Bel it ein fpecieller Fall ved folgenben allgemeinen Sakes:

Der Ort allex berjenigen Punfte in ber Ehene, beren Ubftinbe von einem feften Punite
unp einer feften Gleraben in einem gegebenen unverdnberlichen Verhiltnif zu einanber ftebem,
ift ein Kegeljhnitt und 3war Hhperbel, Pavabel ober Ellipfe, je nadpem ber Werth ber gege-
benen Berhiltnifje > 1, = 1, ober << 1 ift.

Aus biejem letten wir folpenben allgemeinen, unfere Berifdrmigen Linien betveffenden
©afy ab: Beftimmt man auf ber Peripherie ber Kreife, welde einen fefien Kreid8 im Pte O
vecdptwinfelig burchjcineiden, Punkte, beven Abjtinbe vom Punfie O undb von bem jwweiten
Durdhjchnittépuntte ver Kreife in einem gegebemen unverdnberlichen Berhaliniff ju einanber
ftefen, fo ijt ber Ort biefer Puntte eine ber Gurven, deven Gleidhung

r —=a- bcosg

= y : o
und 3war ift in biefer a — b, je nadbem ber Werth jenes Berhalinifjed << 1, > 1 ober
= 1'ti, =

Reciprofe Gurbe ber Parabel in Bejug auf ben Sdeitel

Bie die Tranéformation ber Pavabel in Veyug auf ben Brennpunft, fo ift aud) bie
Reciprofe berjelben in DVejug auf ben &Scheitel berfelben eine befinivie CGurve, namlidy bie
Gijjoive. Died fonnten wir aus ber Polargleichung ber Parabel ableiten. Wir mwollen inbef,
um bie Trandjormation bei vedhtwinfeligen Eoorbinaten ju zeigen, die ju Unfang unferer ln-
terjuchung aufgejtellten Gleichungen benuen, nad) welden, wenn x, y bie Eoorbinaten eines
PBunites in ver Gbhene beeidhnen, bie Eoorbinaten bes rveciprofen Punited (e, §) in Vejug auf
bie Poteny m? beftimmt find burdy

SIS g A g TV
i x-.-,_[__._.-ei = x?fy?
Yuf bie Scheitelgleichung ber Pavabel angewandt ijt
yZ = p x; baher
pad i i oy m? Vpx
o = 1T‘|‘E* - . (1) ﬁ = “5{-_}:-‘_-'?—[';{ o oy
Duabriven wir (1) unb (2) undb abbiven, fo fommt

gh oo gl mt(xfpx) = mt A

e

) o
Quabriven wir (2) und bividiven biefes Tjuadrat duvd) bie mit p multiplicivte Gleidung

(1), fo erbalten wiv
f2 mt DX ne AP o 4 M2

@p = (x2 Fpx)2° xfpx x? -+ px (&)
4) mit m?® multiplicivt giebt kil S o,
; 8 ep  x24-px

:rni-‘—‘m‘_

e
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Wir erhalten bafer ald Gleidung ber Transformivten:
a? f 2 = e
p @

b, i. bie Gleidung ber Giffeibe.*) Unaloge Betvadtungen, wie wir fle bei ber Earbioide an-
ftellten, filhren jur Ableitung von Gigenjdiaften ber Eifjoibe aué benen ber Pavabel

TWir wollen bied an ywei Entwidelungen eigen.

Die Pavabel fann man fich befanntlich auf jolgenve LWeife entftanben benfen: Jm Ab-
ftanbe AC = p vom Sceitel (Fig. IV.) ervidhte man bie fefte Gevabe CD fenfredhit zur
Are. Wird bann burdh ben Scheitel A die Gerabe AP in beliebiger Richtung gelegt, bievauf
pag Perpendifel AN gefillt unb julesit NP pavallel sur Ure AX gejogen, jo legt ber Punlt
P auf ber Pavabel.

Beim Uebergang jur Trandformivten geht itber CD in einen Kreis mit bem Durdymeffer
m?>

—, befjen Diittelpuntt auf AC legt, NP in einen CX im Punfte A Derithrenven Kreis. Die

Gerabent AN unb AP, welche beive burd) ben UnfangSpuntt gefen, bleiben Lei ber Trans-
formation. @8 folat Hievaus folgende Eonjtruction ber Giffoibe, beren Gleichung ijt x* | y?
-2

g
Durd) ben Anfangépuntt ves Eoorbinatenjhitems A befchreibe man einen Krei8 AQM,
befjen Mittelpuntt auf bev negativen Abfciffenvichtung in eiver Entfermmg vom Pte A =

liegt. ievanf conftvuive man einen bie Ubjciffenare in A Derlifrenden Krei@ APQ, welder
AMQ in Q fdneivet. Grrichtet man jett auf AQ in A eine Senfredite, jo ift ihr Durd-
jdnittspuntt mit APQ, P ein Punit ber Cifjoive.

Peaditen wir ferner mieber, baf jeber Punkt ber Eifjoive ald ein Duvdyjdnittspuntt
perfelBent mit einer Pavabel, welche mit ihr gltiche Axe und ben Puntt A gemein Hat, De-
trachtet werben fannt und baf ber an einen felden Durdyjchnittdpuntt gezogene Rabiusvecior
bert Winfel beiver Guvven Halbivt, fo geht aus der Gigenjhaft ber Pavabel, baff bie Subs
tangente jebes Punited gleich ber doppelten Ubfeifje deffelben ift, folgende Tangentencenfiries
tion fiir bie Gifjoibe Hervor filr einen Punft P, befjen Goorbinaten x, y, find. Man made
AR = AS — x,, jiehe ben Sabiugvector AP, ferner bie Gerabe RP unb frage an AP in P
einenn Wintel = RPA an, fo ijt ber freie Schentel befjelben PT ZTangente in P.

Die reciprofen Gurven der Ellipje und Hyperbel in BVegug auf den Mittelpunt.
Die Mittelpunttsgleidhung ver Gilipfe und Hbhperbel ijt in gewdhnlicher Bejeichnung

o higg bt 1
g2 el
Darausd bejtimmen {id) bie Goorbinaten eined Punfted ber Transformirten ¢« und § burdy

¥) Dbige Gileidung feht nod) in andever mertwoiivdiger Veziehung aur Pavabel, Seht man in iy
& = — a, {o brildt fic bie Fufpunitcurbe der Tavabel ans,
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SR mix
alh? — h2x2

i —...{1)

x*—.—
2 VECT=)

F= 5
a?h? — bh2x®
P B O @)
L u, 2, quabvivt und abbivt giebt

f ., aZh? — p2x?

mé | x2 —— -
" 5 ( R a? ) m#
«* 8% = o o [a%h? — blx'z = L T

(=* xﬂt——— R A

1. quabrivt unb mit b* multiplicict, eBchn 2. quabrivt und mit a® multiplicivt unb beibed ab-
birt ober jubtvabivt g,iebt
m* . 82h2

| o —_—
4= f%a . aZh? —th )
_,l'_ =il
[CGE z+ mé
4 R —
ober mt , azp? ( 5 a2hZ — b2Zx2 2
\X == a? ) * & & (4)

Daofjelbe fommt, wenn wiv 3 quabriven. Wir erbalten bafer alé rveciprofe’ Mittel-
punitépleichungen:

@+ 1 = (G5) + (e o )

giir m* = ab und funter Ginfiibrung ver gewdhnlichen Begeichnung ber Eoorbinaten
turch x unb v, peht biefe Gleidhung iiber in
(x2 4 y2)2 = b2x? L a%y?
Daraud geht herbor:
Die Fufpunttscurve einer Gllivfe und Hoperbel, deven Halbare a und b find, ift
veciprof ju ber concentrifdhen Gllipfe und Hyperbel, beven Halbayren resp. bunb a find,
LWie bie Gigenjchajten ber Fufpunitcurven ber Gllipje und Hpperbel, aus benen biefer
Gurven felbjt vermitteljt unjerer Wiethobe abpeleitet werben fdunen, wollen wiv filv dew Bes
jonbern Fall ber gleichieitigen Dpperbel seigen. Fiiv biefe ift, wenn ihre halbe Aye — a, nadh
Obigem tie Gleidung ber veciprofen Guvve in Bejug anf ben Wittelpuntt unb nacd) beliebiger
Boteny m*

(A fy i cyh)
b, i, wie vorausufeben war, bie Gleidung einer Lemnifcate.
Alle gleichfeitigen Hpyperbeln, welde mit einer Lemmiscate den WMittelpuntt unbd die Aren-

-

— x_n.-:l.l_-r__u'._-—-—:.'-.—.—
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vichtung gemein Haben, fonnen bafer al8 veciprofe Guvven bdevfelben Betvaditet werben. Den
Brennpuniten ber Hiperbeln entfpredien Punfte auf ber Ape ber Lemnideate, Bezeichnen wiv
bie Halbare perfelben mit a, jo ijt filv eine nach ber Poteny P rveciprofe Hihperbel die Halboye

L . ~
= - ihre Greentricitit bahey V2 L; Der ihrem Brennpuntte auf dber Are ber Lemniscate

entfprechente Puntt ot baber einen Abitand v vom Wittelpuntt, welder fidh evpiebt qus bex
HRelation Il
4 -1'."‘_ I
Y. Y2, T P
= nv-,g
alfo unabhlingtg von P. Die veciprofen Puntte ber Brennpuntte fammilicher Hyperbeln find
bafjer biefelbent Beiben auf ber Uye ber Lemmidcate im Ubjtanbe a \/{ é pom Mittelpunite

pelegenen Puntte,

LWir wollen bieje Punfte Hauptpunite der Lemniscatenaye nennen,

®ejtiist auf biefe Grdrvterungen leiten wiv folgenbe Gigenjdaften ber Lemmideate aus ber
pleichfeitinen Hyperbel ab:

1) Der Sals, bafi bie an einen Punft x ber OHhperbel gejogene Tangente (Fig. V.) ben
von ben Brennfirafhlen xp und xn gebilveten Wintel [albivt, giebt jur folgenben Be-
fradtung Vevanlafjung:

it x* per rveciprofe Punft ju x, p’ ber eine unb n* ber jweite Hauptpunit ber Ure,
fo entftehen bei ber Transformation aus px und xn Kreife K und K7, weldhe bezitalich burd)
bie Punfte pfox’ und n’‘ox’ gelien, aud ber an x gelegten Tangente ferner ein Kreis K7,
weldier bird) o und x* geht und bie Lemmiscate in x* im erfien Grave beviihrl. Da mun
bie Tangente in x ven Winfel pxn Halbivt, jo wird thr reciprofer Kreid ober die an ihn
in x' gelegte Tongente ben von ben Kreifen plox’ und w'ox’ gebilveten LWinfel Halbiven
und va biefe Tangente gugleih Zangente ber Lemniscate ift, fo folat folgenbe Eonftruction
per Tongente an einen Deliebigen Punft x’ ver Lemniscate: Dian befdyreibe 2 Krelfe,
weldpe fich Deibe tm Punfte x* und i Mittelpuntte der Yenmiscate jdmneiben unb von
welden jeder burd) einen Houptpunft geht und halbive ben Winfel, unter weldem fle fich
in x' jdmeiden, fo ijt bie Halbivungdlinic Tangente an ber Yemnidcate,

2) Die Grunveigenidinft ber Hiyperbel liegt ausgebriidt in ver Gleichung:

xp — xn = Const, = c.
Gebent viv jur Lemnideate iiber, jo erhalten ir
Al ol oal
X , x'n
- 44 e =T
ox' . op ox' , on
ober ba op! = on’
m? (xp — xn') = c. ox* on’,
xp' — x'n' ¢ . on'
il = ,-—-—} e AL
0x m=
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Die Lemmniseate ijt aljo ber geometrifdhe Ort ber Punfte von ber Eigenjdhajt, baf
pie Diffeveny ihrer Entfermungen von 2 gegebenen Puniten ju ifrer Entfernung von bemt
in ber ANitte gelegenen Puntte in conjtantem Verhdlinijje fteht.

Da bie unter 1) u. 2) abgeleiten &dpge von ver Gleichieitigfeit ber Hiperpel unab=
Bingig find, fo gelten jle mutatis mutandis fiiv alfe Fufipunitscurven ver Hhperbeln. Ebenjo
18Rt fld leicht geigen, bafi bie Fufpunttdcurve ver Gllipfe der Ort ber Punite ift, beven
Summe ber Gntfermumgen von 2 gegebenen Punften gu ber Enifernung von bem in ber
Mitte swijchen beiben gelegenen Punlte in conjtantem Verhiltnifi ftebt.

3) Vet ber gleichieitigen Hoperbel ift ber vom Wiittelpuntt an etnen Puntt berjelben gejogene
Rabiusvector bie mittlere Proporttonale ywifden den 3u biefem Punft gehivigen Brenn=
jtraflen; affo (Fig. VII) px . nx = ox?

Betm Uebergang jur Lemniscate fommt:

p'x' n'x' pe P2
e LAV S e i
op' « ox' " on' . ox! ox'?
pala wixeu 1
s
p'x! . n's' = op'? = const.

b, B. bas Probuct ver Entfernungen eines beliebigen Punftes ber Lemniscate wvon ben
Hauptarenpuntten ijt conftant.

4) Die Eigenjdhaft per Lemnidcate, vermige welder fle ber Ort ber Fufpunite bey von bem
Miittelpunite auf bie Tangenten einer gleidyjeitigen Hoperbel gefillten Perpendifel ijt, Laft
fidy jo ausbriiden:

DBewegt fih ver Scheitelpuntt eines vedhten Winfels, beffen einer Sdhenfel duvdh ben
Weittelpuntt einer Semnidcate geht, auf ver Periphevie derfelben, jo fiillen bie anvern
&chenfel eine gleichjeitige Hhperbel ein.

Ju biefer Form fithvt er durd) Tvansformation leicht ju bem entiprechenden:

Alle Kreife, beven Mittelpuntte bie Halbivungspunite ber von bem WMiittelpunite nady ber
Peripherien einer gleichfeitigen Hyperbel gejogenen Seraben find, biillen bie FufpunitScurve
ver Opperbel ein.

Ynwendung der Transformation durcy veciprofe Radiivectoren anf Frumme
Oberflichen.

Durdy Anwenbung ber in Hebe jtelenben Transjormation auf dbie Oberflichen jweiter
Ovbnung twerben fidy, wie im Obigen filr bie rveciprofen Gurven ber Gurven jweiten Grabed,
filv bie reciprofen Sberflichen ber Oberflichen 1L O, entjprechende Eigenjchaften evgeben. Lir
twollen noch fury im Folgenden ben Nugen beriihren, welden biefed Princip jur Angabe ber
friimmung jener Obevflachen bietet,

Die Kritmmung ver Oberfliden wirh befanntlich beftimmt durch bie KriimmungSeurben.

R =

A ——




Diefelben fint biejenigen Gurven, beven Tangenten fimmilih Tangenten ber Hauptidhnitte
b. B, berfenigen Movmaljdhnitte find, fiiv weldhe bie Kvitmmung der Oberflide in bem betreys
fenben Puntte ein Mazimum ober Minimum ift. Die Kriimmungscurven jind sweifacher Avt
bie einen fdineiben bie aubern fenfrecdht. Da swei benachbarte Movmalen, welche derfelben
Kriimmungéeurve angehiven, fidy nothwendig fchneiven, fo bilven alle Jovmalen einer Ober=
fliche, welche von derfelben Kriimmungécurve audgehen, eine developpabele Oberflide. Dentt
man fidy auf biefe Weife die allen mdglichen Kritmmimgseurven ange hivenden beveloppabelen
Oberfliden conjtvuivt, fo fdneibet bas Spftem, ber bem Gurven ber einen Kritmmumg ents
fprechenben Oberflichen bas anbere Shitem, foivie beive Spjteme fidh unter einander redts
winfelig. Sn ber veciprofen Figur werben folglich ebenfalls die den veveloppabeln Oberflidhen
entfprecienven Oberflichen, bie reciprofe Oberfliche ber urjpriinglichen Oberfliche, jowie aud)
fi) unter einanver recdhimwinteliy burdphneiven. Nach) bem Saft von Dupin:
,TBenn brei ©Shjteme Oberflacdien o befdhaffen find, baf dburd) jeden Punft bes RHaumes
eine Oberfliche ans febem ber brei Shjteme Hinbuvchaeht, und wenn fich jeme brei
burdy den Delicbigen Puntt bed RNaumes gelegten Oberflichen immer fenfrecht durdhs
jchneiden, fo fdhueiven fich bie brei Spfteme Dberfliichen gegenfeitig in ifren Kviims
mungdeurvein.”’
werben {ich baber obige Oberflichen in ben KriimmungSeurven ber ber wrfpriingliden ents
fbrechenven Oberflicge fdmeiten. Darvausd folgt, dbaf ben Kriimmungécurven einer
Ober fldde aunf ber veciprofen Oberjlide dbie Kriimmungsécurven berfelben
alg reciprofe Gurven entpredhen. Die Anivendbung biefes Sages wollen wir an fol
genber nfgabe erliuntern:

Gin RKreigbogen brehe fidh um bdie ifm Fugehdrige Sehne mn. E8 follen bie Kriim-
mung8curven ber hievburdy erzeupten Motationdoberfliche beftimmt werben.

Bilben wir die veciprofe Figur in Bezug aufeinen Enbpuntt der Sefue, 3. B. n, fo
entipricht in ivgend einer fage bem Bogen mn eine bie Verlingerung von mn in bem Punite
m’, weldjer veciprof su m, durchichneivente Gerabe. Bei ber NRotation evzeugt biefe Gevave
einent fenfrechten SRegel mit ber Uge mn und ber Spite m’, weldher folglich vie veciprofe Ober-
fliche der gegebenen ift. Die Krimmungscurven biefes Kegeld find: ;

1) Die erjengenben Geraven, welde alfe durc) den Punft m* gehen; in ber gegebenen Obers
flicdhe find alfo bie Keiimmungdcurven RKreife, weldhe burd) m und n gelen;

2) Kreife, veren Gbenen pavallel find und vechiwinfelig jur Are ved Kegeld; aus biefen res
jultiven alé KriimmungScurven ber veciprofen Oberflidie Kreife, welde bie ausd ben evs
jengenven Geraden entjtanvenen rechiwinfelig burdhjchneiven.

Tritt an bie Stelle bes freidbogend eine gange Kreisperipherie undb an Stelle ber Selne
al8 Motationsaye eine bie Peripherie beriihrende Gerave, jo ift bie reciprofe Figur in Bejug
auf ben Beviihrungspuntt ein fenfrechter Ehlinber, bermitteljt befjen bie Kriimmuugscurven
ber gegebenen Rotationsoberfliche cbenfallé leicht beftimmt twerben Ednmen,

e
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