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VORWORT.

Dmarch welche Mittel st auf den obersten Klassenstufen eine Bricke zu schlagen von der GGebund:

heit des
'\:Ili.:‘]-lli_,
Sachsen gebildet. E
m YWunsc

miisse. (rewiss hitte e

ul- zur Fretheit des Universititslebens: IMese Frage hat einsichtige |'i:|.;5_--..5_||-'{| schon wiel

. in wvorstehender Fassung hat sie 1go7 ein Thema fir renz der Pros

- J'\:l n

er ,,Gabelung’ der Pnmen war ¢

Unterricht in der Prima sich wieder mehr

, Hass

Gabelung in eine mathematisch-natu

dass die bisher 1m ganzen gewahrte Hinhei
1

1IN UNOge ."-'.”:l]l':' ¥ E15E 11T

teilung schon das schwere Bedenken gegen si
in der Vorbildung unserer hoheren

Vordergrunde stehen wiirde, die :

1de zerstort werd das blos fa

I » Bildung unserer Ju In der Tat ist es d
z. B, der Mathematiker
e, und auch Philolo

wenn sie aus der Mathematik, Naturkunde, Physik und Chemie etwas

sehr erwtnscht, dass d ‘b andere Intere

cen kann es nicht

kenne und wirdige als rein fachl

gehendere Kenntnisse

Universitit nehmen, Aber dass jeder in dem Fache, d zum Studium  erwal will, scl

Eer

Y ~ S
n, dass er d

Ll.l'l' .":u,'.||l,lll' sich etwas .H-:_'l.tl."l 1 I'|-.|i_l_'_ = ].-l".iil'
p b
In der Mathematik fehlt diese Einrichtung, wol
der Mathematik hat

24

e : 15
5 *-tlll.l.'l 1efigs

srwviinscht sein,  Die log

htung
Literatur mcht vorhanden ist. Mancher Lehrer
strebsamen Schulern Gele

yoten, bereits auf der Schule uber das Pensum hinaus einen Blick in

Bl
dem Abituric

renhent

s (zebiete zu werfen, das ist nichts neues, ich selbst z T} thematik-

h  Biich

eschen Lel

n n, die er mir iLenexamen

POPCEF Y 9 P > 1
Immatrikulation den

satz und die Cardanisc welche 1m Pensum des selbatandip

:t.  Dass durch eigenes Studi

scl

a1 '_{t'l"' ||"_{-':II| eines  welter reicher

seine Krafte stihlen und er ist sehr wertvoll,. Das e & name h scheint

scht., Denn es musste wenn  der icht, den ein

erwi

bel en OTOSSES Mathematik erwecken
]

- F
gar den E

sich dieser

-":L'If:l'l_ul' ¢r nun an der leitenden Hand des |
und er

zum  erk

_||J[ \'il'l_lt'il ]|' Il,El.-:-C S¢ine |;...|_IL':'_ |.||_|I_ ]"_
| ] ird dies eintreten. Dann kommt aber man

. nachher die Enttduschung:
sich selbst gestellt ist, kann er, vic

== ]Il'?

ITET, LI 50
3 T

inn des Studiums,

icht schon bald he

auf der U

e
thm viel-

|\\£l.’|i_2i\l'il nicht aus --if_'l,l:\":' Foraft ub '.".\'i1]|=.l'l1, da stellt sich dann Kleinmut

Wie oft hort man doch, dass ein
rade bei Mathematikern i1st, wie mir

der Schule Gelegenheit

en und Verzweifeln

Mathematik zuwendete, spater ,,umsattelte'’,
Nun
"]l

besser sein, den Vorsatz aufz

so wird es g erhalten,

t zem, dass chese schon auf

selbstandig zu bew: hen, ihre Krifte zu erp

Liazu

Wil T

[ch habe schor einer Keihe vo

h fir Mathem:

en, am

teressieren, diese Gelegenheit vers: i

Abhandlung iiber die figurhche Ia

en und ihrer Quadrate und Kuben benutzt, welche ich 1806 im Jahrbuche des Naturwissen-
] ] i,‘| ,‘"r\r|<'|:':'|]|'lu:|-., bei Otto :‘:‘illil', Berl

zu Magdeburg
von Friedr. Kausch in Nordhs:

Hand gab [ch habe dazu zuerst die der summe der

r
B

R A
natiirlichen &

be. e

schaftlichen Vereir

jetzt un thnen




und studierten sie, dann trugen

und nun nahmen mehrere sich die Abhandlung jeder

Feil im Zusammenhange in der K

etwas davon hatten. Mit grossem
wlen an die Aufeabe ||--ru:|_»_;|,-[|'-_-||-[|, und ich bin stets mit dem ]':!'I-n]:h-:'-.' zulrieden
it 190g ,,Ausgewihlte Mas
rwertet und wir haben unsere Freude gehabt an dem Vortrage, aber
die besten Mathematiker der Ober
=11 .‘\.]il;_']!l':]'.': I|.l'i|!||':'\ T

asse vor, sodass auch alle iib

[afer sind stets die betr

ronische Konstruktionen® habe ich

Auch meine Programn

its zweimal in dieser

we ma uns boten; uns, das heisst

auch an den sc

gogischen Seminars waren
nen zum lTell neu waren
ne Abhandlu

n Primaner fremder Anstalten sich dieselb:

und ihren

n. aber auch die mathematis
+ fuhdrer, denen die Mascheron
1 en Mitteillung

llen habe

hen IKonstrukti

» und aulmerss

N

macht worden, dass sie m

und in zwer [

n Darstellungen verwenden zu kon

die vorli

qm, im ganzen in der hier ge

Zwecke hoffe ich nun au

4 1 | B
Ll - -_II-I

FISCIE 4]

Iiil‘i 1

arbeitung und mit

hier durchuefil raben, mehr als mal in den Primen eines (3y wsiums und des Realgymnasiums
sprochen, aber dazu ziemlich viel Zeit gebraucht, Kiinttig méchte jch es der Privatlekilire meiner

ndelt gefunden in zwei Bilichern, die ich schon lange kenne:
1tik von J. Helm: 2. Auflage 1876. Hahnsche Hofbuchhandlung

flung, 5. 226, XIV. Abschnitt, Anhang , Ein elemcentares Theorem der
als I und Die Elemente der

Baltzer, Leipzig, 3. Hirzel, 6. Auflage 1883, Viertes Buch 5 15
1 4
1

lem habe ich elementar beh

sntar-Mathe
Feil, II. i
Kreis ist g1

ack gleichen Umfangs

matik von D Ki

1
Steiners in Crelles Journal 24 5. g3 und 189 verwiesen,

en, wo namentlich au

[l der Figur

bhandlung

historische Angaben zu finden sind, es 15t z B.
1
I

rein geometrisch.  Ieh habe 1 n Schrifte tr trisch gefasst, es ers

it dem von ihr

fter. Benutzt man die tri rmel, so liefert dieselbe 1

25 peomet
verweise z. B. auf den Nachweis, dass von allen Vi

sste ist, welcher so, wie er hier gegeben wird, doc

- Erkenntnisinhalt oft mit Lei ebnis, welches, wenn

e Betrachtungen erfordert,

F 21

wollte, umstiand

n das Sehnenviereck

rebenen Seit

i Aurite,

von oturm s

y erst vor kurzem kennen

axima und Minima in

lementaren Geometrie®, welches' 1910 b

weiter benutzt, da meine Dar-

und ni
uber Maxima und Mimima;

selben ¢

habe |

ehensi ng andere & doch 1st es

1 ren ]Il'.‘\l'_'::_l

|II'II|, lll'l'

hne I A
nne, oa S d

o nicht unerwinscht, wenn ich en

windere Met len anwendet, eine grosse Anzahl von Aufga 1 und eine Fille von ,"'.::rn-_'_:'.i“;:'
Mathematische Lehr: en von K. H. Schellbach eaben aus der |
coben von A. Bode und E. Fischer. Berlin 1860, Georg Reimer.
und Minima Von H C. K. Martus, Berlin 1861, Enshn,

smeine Methode zur elementaren Bestimmung des Maximums und Minimums veon Dr. W,
Halle 1862, Schroedel und Simon,

Maxima und Minima von M. Switalski. Programm 188g des

ehre vom Grossten  und

Stereometrische  Aufgaben
Gymnasiums in Rastenburg
: Die bekannteren allgemeinen Methoden zur elementaren Bestimmung der Maxima und Minima vaon
siner veranderlichen Grosse. Von Karl Schriter. Programm 1gog4 des [ 1
e Frauen in Magdeburg.
Die Arbeit von Swi

les was dem dhnlich sieht und kann

LTS

i ]dg- !|_

Funktionen 1

1 3 a3 'l . 1 o | B
zum Kloster Unser Lie

kens sehr bemerkenswert: sie vermeidet

1 ist wegen thres Grundg

darum, well tberall der Ansatz durch
e Stellen sie ¢ Maximum oder

tionen und a
nktionen geschieht, von denen der Schiler ja

Minim

m haben.




EINLEITUNG.

§ '

rsten mathematischen Probleme nur fir den

rmann, auch wohl

Sache, dass die w

mann erfas:
garnichts von Mathematik
Diese |
von Baudio | Archimedes, Hu
ner 1892 und den Vortrag von Schubert . Die Quadratur des Zirkels 1 ufenen und unbe-
r [88g, Verlagsanstalt

ist die Fragestellung so einfach, dass jed

len muss  oder WEengsiens kann.
ie , Ouvadratur des Z

rendret!, Vier Abhandlungen

dass i diese 5

Das eine ist das Buch

den Kreis

schliesse

ens, Lambert, 1

SI5IMessung,

[ eipzig, 1

der Tat,

rufenen I\-IHIEJ:I'H"I Hamb

: [P
(idsSs £5

was ein Kreis ist, und was ein Ouadrat, w

sich wohl verlohne AN m: ein Quadrat zu zeichnen, das dieselbe Fliche wie ein
gerebener Krel ekehrt, © Das dandere  ist plsopenmetrische Problem': Die ver-
nsten ren konnen gleichen U aber I |

kann unter

umschliessen, wird

Technik, ja im pra werden: wie habe ich e

e eine moglic hliessen oder um e

mit emem geccbenen Um

ter (yridsse so zu umschliessen, zur Einhey derselben ein

miglichst wenig Material aucht wird, £
2 m Linge, er will d

ordnen, um eine moglichst
5 Awanzigeck nehmen! (Be

nige

it ein (yehe

erstellen, um Vi

mit einfried

-_:|'|_|-__1_-'|'

rechnung s im schl wiederum der Kreis

ir, welche bel gegebenem Umfange das grosste Areal besitzt, wird auch einem

rmatiker plausibel erscheinen; -aber der Schiiler, dem ser (redankengang v

man das denn beweisen kénnpe?

Noch wichtiger fast ist das Problem fiir den Raum: die Kugel

m Volumen kleinere Oberfliche ndtiz als

grosste Volumen
Das gibt

hat bei gesebe

ils ]
r des Tier- und PHanzenleibes

Korpe htungen uber die Gestalty

I i.l'lllill.;{|., r Orranisation von Lebewesen Licht geworfen wert
kann
mn Natur

e Natur'* im Jahrg
den Einfluss der Korpergrosse aul Bau und Leben der Si
Bornemann.

Fiir die IK<ugel wi

Buch von Sturm, und :

wisse Grundprinzipien o

e ,,Flichenentwickelung und Volumenbildung bei Tieren und Pflanzen®,
chaftlichen Vercine zu '\|;,-:_;|]n,-'|n;|';-_{ 1800 /g7 geh in der Zeitscl

)
detrachtung

iftchen ,,Die

iber
Znaim 18g7, Karl

inge 1897 und das kleine Sch

VELW |

Nachweis fi

elementa
die letzten Seiten von Scl

henem J|'|-'i|-"

achs oben angs
ben schon mehr als einmal in der im folge 1 geschilderten Weise dur
Die ‘il'u]l‘---' di * Fragen bezeichnet man als Hisoperimetris

Der Bestandteil ,,iso in diesen Worten bedeutet wi

dense

¢ pder | isoperipl Probleme.

uberall, wo er vorkommt (z. B. [somerie, [soponen,

Isohypsen), ,,gleich®, und ,Perimeter™ bedeutet dasselbe wie Periphe den Umfang, |1 also

werden,

im lolgenden um Figur

die alle derselben Umfang haben: unter thnen soll

ossere Fliche a
wmben S ler, als ich das Thema zu 1 2Sprec
Konigin Dido bei der Griindung Karthagos: Wel

das sie mit ihrer Kuhhaut wmspannte:’  Die Mythe hingt wohl zusammen

anderen umschhesst

welche eine

Des Gfteren das klassische

Beispiel 1 musste sie dem
Stuck Land g

Namen der Bi

Zewlesan, o

es alten Karthago: ,,Byrsa® bedeutet als griechische Vokal

el l'i.‘|:' .;-fl'_‘,"zl."_{.

anzustellen.

wird sich verlohnen, die ]lU]_L::!IliJ,:"-'. |
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Erster Teil. Der Kreis als Maximalflache.

Wenn ich einen Faden an den Enden zusammenkniipfe, sodass er einen Ring bildet, und auf den
hlossenen Figuren herstellen, gradlinige Polygone
und verschiedener Form, auch |"'i;_;un'5|, deren |_5[|H|'L3ny_-_|||t_l| teilweise aus krummen
ig ist. Die von diesem Umfange eingeschlossene Fliche wird in den
winden lassen, wenn ich

er in gleiche Sticke geteilt wird, und die beiden Hilften strafi-

die Masszahl Null. — Bilde ich
oder so wird jedesmal die Fliche eine bestimmte
Ecken und Verindern der S
gegebener Seitenzahl die Fliche moglichst gross wird, es dringt

[1sch lege, so kann ich n

von verschiedener Seiten

it ihm die verschiedensien ges

i.EIIE|'|1 ]I\'ch"j'L e\-:|
einzelnen
Faden an zwei Pun
ziche, bis sie anei
||".f’.']5(l ein ‘\‘il'ic'\_’l-.. Sl eS8 l]l'li' lJl]\:J' Vier
‘hieben

VEIS 2N

n sehr verschieden gross ausfallen, ich kann sie =og

kten fasse, durch wel

nder liegen. Dann hat die eingeschlossene Flic

tunfeck

(rosse haben, und durch Vers itenldngen kann man auszuprobieren

1, unter welchen Bedingunge

it aul, dass, wenn man ber Dreiecken® stehen bleibt, doch wohl das cleich=citice am

cenninis leic o

rrissten v muss, ebenso ifanges das Ouadrat, usf, es lies e Wer-
g = !

allen iste

mutung nahe, d
i

| 1o« It liccm | e St i l'. | o EEe SR | :
schein, dass wir dieser naher Kommen, je mehr die Ring It emnem  Kreise

We h 1

das nun aber auch bei der Betrachtung der verschiedenen Figuren wohl einzuleuch
scheint, s0 ist es doch nur cine Vermutung, ke

Uger-

he haben wird, und wenn wir pach der absolut gréssten moglichen Fli

ahnelt.

Beweis. Dass in der Tat die Vermutung richiig ist,
wallen wir mathematisch zu beweisen suchen; die Mittel, welche die mathematischen IKenntnisse der Prima

liefern, reichen zu diesem Zweck vollkommen aus, selbst Differentialrechnung brauchen wir nicht notwendig
il s sich um geeignete Beispiele handelt.
Stufen.  Wir sehen also nicht gleich
: gegebenen Umfangs sei, sondern
Direr

heran

m, wollen sie aber gelegentlich nicht aussch

C55€N, WO ¢

wir uns nun aber in Abschnitte oc

Kesultat, dass der Kreis die absolut grosste b

Unser Thema g

schritl wir, welches das cky dann welches das grosste

welse., Fuerst frag

ITEINEr, We

bei gegebener Seitenzahl n das grosste n-Eck sei, und erst am

stellen wir die Frage, wie sich unsere gewonnenen Erkenntnisse eignen, um bei zwei Vielecken von

L&

rhalb seiner Gruppe

el -"||Iil:I-_-|‘.'. aber verschiedener Seitenzahl - wo jedes int

das grossie sein moge zu entscheiden, welches das andere an G
Wir beginner
Aber a

abe, sondern wir glied

also mit dem Dreieck.

n wir nicht sofort, wel

ch hier frag hes Dreteck vom 1

fange u die grosste Il

Denn wenn wir zu der |'|-.'c::i|‘.-_;m|l-_(_ dass ein L

rn wieder und spe

— hinzunehmen,

einen bestimmten Umfang haben soll, noch eine zweite Bedingung — ein . zweites St
bestimmt, weil zu seiner B3
B, noch einen Winkel geben, al

so 15t das Dreieck dadurch auch noch n timmung 3 Sticke nitig sind,  So

L =

so fragen: Wann wird ein Dreieck, welches den gegebenen

der Ecke A den gegebenen Winkel g hat, am grossten?

Jetzt wollen wir zuerst beachten, dass, wenn der Umfang gegeben ist, auch noch ecine Seile ge-

geben werden kann, und es gibt doch nc

unzihlic viele Dreiecke mit diesen beiden Sthcken, =ie sind
ite |J|[_- —

|

verschieden welches ist das grisste? Also: ein Dreieck habe die bestimmte Grunds

T |
LTach

itumfang a b — ¢ u. Es gibt unzdhlic wviele, ich kann hn_-IiL-EJii;n.- von ihnen auf

folgende bekannte Manier darstellen: in ein Reissbrett steche ich zwei Reissstifte so ein, dass ihr Abstand
che segebene Strecke a
1

st, und cinen geschlossenen Fadenring, d

ssen Lidnge u ist, lege ich so an, dass
ck zwischen ilinen gespannt ist. Des anderen Stiickes Teile spanne ich,
indem ich sie mit ecinem Bleistift straffziche, Fihre ich, immer alle Teile des Fade gespannt haltend,
die Spitze des Bleistifts {iber das Papier, so zei 2, eine Ellipse. Diese ist also
iri Ecke A solchen Dreiecks. Verbinde ich einen ihrer Punkte mit

1

mit der Grundlinie BC = a und dem Umfange u. Diese

i
hrt und

er die shite

net sie eine krumme Lini

i
der geometrische Ort fiir die

B und C, so habe ich




Dreiecke len sehr versch

i

den gross aus, weil ithre Hohen {und auf diese kommt es ja bei gegebener
Grundlinie an) sehr verschieden warden. Griasstes von allen ist das, welches die erosste Hiohe hat  Der

Augenschein lehrt, dass die grosste Hohe erreicht wird, wenn A in der Mittelsenkrechien von BC liegt, d,
h, wenn das Dreieck gleichsche

nklig wird

F.onnen wir nun diese aus der Ansch

auung, durch Probieren, gewonnene Erkenntnis als richtig

bewelsen? FPordern mussen wir das. Iis ¢ mit Hilfe der Heronischen Formel, welcher wir zu

unserem Zweck diese Gestalt geben:

%)
(=]
L
b

(b 4= c) und a sollen also bei unse Betrachtung in

halten, sie sind ,.konstant™, b und ¢ einzeln sind ve
scheinlich von derjenigen des Produkts der 4 Zih

J

ein jedes immer denselben Wert be-

abel®. [ie Grosse von /N hingt augen-

er ab, Nenner als konstante Zahlen kénnen ausser
Hetracht 5_.‘!3]E'..‘ib1.‘|] werden. Dies Produkt kénnen wir so fissen:

[{b <~ |:}'-' — a¥] . |.'_i-_'-J b= x'i"l;
so ist der erste Faktor auch konstant, es kommt alse nur noch auf den zweit
ist aber der Minuendus ebenfalls konstant, die Differenz wird daon am

an. In ithm, einer Differe

B11,
moglichst klein wird. Da er ein Quadrat ist, ist der kleinste Wert, den er erhalten
wird das Produkt, und mit ihm d Radikand und die Wurze
b = ¢ wird, d. h. wenn das Dreis

und damit die Fl
Satz st 1 SE1 3

ichschenklig wird;

Von allen Dreiecken tiber derselben Grundlinie und mit gleichem 1 ist das
gleichsch = das grosste.
Wie pross ist es? Aus dem Umfange u und « Rasis a erhalten b C = L i L]
durch Einsetzen in die Heronische Formel fir b — ¢
I = > : I 3
== [(u af—aE] i at — (42— 2ua) al

4 4

Nach diesem Satze konnen wir nun bemerkenswerter Weise zu vorgel ten umn-

nen, welches dieselbe Grundlinie und

g_'|+‘lx.'~h|_'lL_'71'I| Lreleck e1n anderes el

o
denselben |

m fa n g besitzt, aber L;|'-."J:~':-.|;'.' 15k Es sei also ein T ARBC gegeben, &1} a
sei die Grundhnie, die beiden anderen Seiten BA ¢ und CA — b seien ungleich, so konstruieren wir
1
4] L

um B und C Kreise, deren Radius das arithmetische Mitte

. 1st, 1hr Schnitt-

der anderen Seiten, als

Lrruindliimie

punkt D) st dann die dritte Ecke eines zweiten Dreiecks, welches die L Umfang

wie das erste hat, welches aber, weil es gleichschen 15t erste ist,

Diese einfache Kon
Wichtigkeif und kehrt immer

truktion miissen wir uns mer :
r. Ich will sie, Schellbach folge:
nsatz zur ,,Verwandlung*: 1
wandlu bleibt die Fliche so gross wie sie war, bel der Transformation bleibt
Grundlinie und Umfang erhalten, das Drei ]

deshalb wird sein Inhalt grisser.

srordentlicher
des Drele |-|-

des Dreiecks,

Wie

)-:-i beiden Verfahren

bezeichnen, im G
aber bei der Ver

man

sk wird gleichschenklig, mit der Grundlinie als Basis, und

Will man nun weiter vorschreiten zum Beweise zes, dass

Al

allergrisste ist, so kann man das Verfahren forteesetat
seitiges Dreieck mit den Sei
aber nicht zufillig schon g

n., Also: pri

isches gleichschenk [st dies

ten a, b, ¢ ist ein isoperi

chseitig, so kann ich es auch
c
sem verfahre 1ch ebenso und ka

oo 6 |

.I'III\.I._':.

och vergrissern:

als Basis

ist. Mit ¢

und konstruiere ein neues, welches in Riicksicht auf diesen Schi

S0

hole, in den tolgenden gleichsche Dreiecken unterscheiden,
und das Ideal sozusagen, welchem alle diese isoperim ' {= 71 : erreicht wurde

Ideal vermutlich im allg erst h  unzahlig Transformationen werden — wird das gleichseitige
Dreieck sein Da stets das fi grll-‘h: Dreieck ,-_(r'-ll.-.»-.-l' wird, so wirde das _'I i gum Schluss

des unendlichen Prozesses als grosstes der ganzen Reihe erscheinen,




hreiben. Es habe ein gleichschenkliges Dreieck
inschrinkune) die Basis b, die beiden Schenkel s:

hschenklig ist, ein neues, welches gleich-

Wir suchen den ‘\".I:""H‘H durch Forme
st keine unzulissiz

(von einem solchen AUSZUEFene

s0 zeichne ich, weil dieses noch in Riicksicht auf s als Basis ungle

D= '5 . 3 2 -
ich . In diesem betrachte ich
2

‘henklie, der newne Schenkel wird das

nkel des neuen sind augenschein

wird, Basis s,

ser Schenkel ‘als Basis und mache es gleich

BE—l=tg : b <= 3= ! i d ’ . =
also =, Mit diesem verfahre ich ebenso. Dann wird sich

3
henkeln

0] 5
I 5
2
h 3 &) 35
-
2 " |
b 15 1h g Der Schenkel tritt be
3 7 2 der n.-_ln'lmtnla MNummer
Foi et der neuc
30 7 585 RO —— IIs 1 <
4 Schenkel ist das
3 16 ;
S ) arithmetische Mittel wvon
SE 15 I1H —+— 218 - . S
c e £ : Basis und Schenkel d
. 16 32 vorhergehenden Numm
1Ib 218 21b 135
5]
z21h

meine Formel

ten wir

erha

LY ]

B r <l | [ RERE I Pt B | . 3 S \ 3
Lim ) [ = R =3 = Al [ ! e

= = 5 = E ol 3 = 5
o= w: 1|3 3 . 2 3 3 28 4 3 3

also b SECH es erscheint wirklich als Schluss der Reihe nach unendlich vielen Transformationen

r

das isoperimet chseitige Dreieck, dessen Umfang b, 4- 25, = b 4 2s dem aller {brigen gleich
15st, Dies erscheint stets, ganz glei welches Seitenverhilinis: das eine hatte, und da fortgesetzt, bei jeder
['ransformation, ist es grosste von allen. Ven allen Dreiecken desselben Umfangs

15t das gleichss
Die gr welche ein Dreieck, dessen Umfang u ist, umschliessen kann, ist
I (o lI S
V3 2
A G : 36 L

ich nicht so hefriedigend wie die andere

rte unendliche Prozess ist natir 2
sie. verfligt, ich meine die Behandlung nach der Theorie

ler hier durchgefu

Methode, die man anwenden kann, falls 1
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der Maxima und Minima am besten mit Hi

ungen sind recht geeignet, zu zeigen, we

des Differen alquotienten. Ich fiige diese an, solche Gegen-

Lil-

enormen Vorteile sie bietet, Der Inhalt eines

iherst
schend

der Formel diese (Gestalt geben:

gen Dreiecks, dessen Umfang u, dessen Basis a ist, wurde eben (S. 7) ausgedrickt, wir konnen

Iy = Yu=a* 2 11 ad,

Fragen wir nun: wie muss, bei gegebenem u, a gewillt werden, damit die Wurzel ein Maximum werde 2.
Funktion von a und diff

enzieren diese B nach a:

chten wir den Radikanden als e

o betr

¥ — ufa? — zuad, y = zu®a buas,  ¥i-—eau® o zu (u
I ’ - I.. A < 1- - 1 1 i ] 1 e a 3
Wenn ¥y = o wird, wird a - u, das Dreieck wird gleichseitig, und da y” fiir dieses a negativ wird,

3

st es wirklich ein Maximum.

ck iber Da kén

wir gehen zum

unter seinen Seiten a, b, ¢, d

Das Dreieck st hiermit erledigt
Vierec

die auf einar

erworbene beputzen. Hat «
{ etwa ADB a und BC = b: so ziche ich die Diagonal
Dreiecke ATCB und ACD, von denen ich das letztere nicht w

legt das WViereck in

SO gTOSS 521n, als es

nur sein kann; so ist dennoch das ganze Viereck nicht das g ACBE nicht moglichst
gross ist.  Dies steht auf der Grundlinie AC und wird dann :
a = b ist. Solange das ni h die
Stelle ein grosseres AEC setzen, und das Viereck AECD wiirde
zwel aneinanderstossende Seiten, sie miissen gleich sein, Wir konnten nun

wie beim Dreieck anwenden, also erstens das Dreieck ABC abschneiden und durch ein an

schschenklig 1st,

I'ransformation an seine
Das gilt fir je
ner ein dhnliches Verfahren

es AEC iiber

ht der Fall, ich dur

i E——
i

derselben Grundlinie ersetzen, welches denselben Umfar

g hat, aber, weil es ichschenklig

rten, YViere

EFD transformieren und damit |

grosser geworden ist, alsdann in dem, dadurch vergrisserten, aber mfange nicht verdnd
AECD die Diagonale ED ziehen und ECD in ein g Direde

Endresualtat jedenfalls wieder ein Vierecl

n hat Die

=

n; so wirde d k sein, das lauter gleiche Se

erfolgu un

ndlichen Prozesses wollen wir uns aber paren. Jedenfalls ahnen wir, dass der Satz
Das Vier

die eine Kigenschaft des Quadrats hierdn a

webenem Umfange ist gleichseitig

ken mit g

von allen

auchen.

wohl gelten wird, und wir

Doch missen wir etwas anderes ber ‘iil_'||‘.i_-_:|'|'| Wir erinnern uns, dass schon beim Dreleck
o allein nicht =

genommen werden, die Fliche ist auch dann noch nicht bestimmt, sodass die T

Direiecksfliche offenblieb, Bein WViereck ist diese Moglichke

handen. Denn w; Seit

rend das. Dreieck durch seine 3 Sei
seine 4 Seiten noch nicht bestimmt, es :._;i|:|_ unzi

der Un Bestimmung geniligte, es konnte zuerst auch noch eine Seite als gegeben hinzu-

nach der grossten

wherem Masse vor-

st das Viereck durch

n emdeulig
Vierecke 1

Bestimmwung des Vierecks 5 Stiicke erforderlich sine Man kann sich leicht, etwa aus

S1CH

Dirahtstiicken, ein bewegliches Viereck herstelles

Lk

s kann

sammenstoszenden Seiten hen lassen. Legt man d:
um B emmen Kreis mit dem Kadius b, die Ecke D um A
zwischen die Peripherien r Kreise passt die Seite ¢ in i I: hinein. Des

wir wohl unsere erste Frage dber das Viereck so formulieren:

Radius d beschreiben,

) INUSSEN

Wie ist von :

211, ||i-'H‘vi'r~l-|| Seiten i, -‘_J_ o I| .I\I'.""_:,?.‘._'. ‘\.I'-'ll'- :-;|-|| r’.:uj
waffen, welches die gr

Flache hat?

Um diese Fr 1 untersuchen, o ke 1 den Inhalt des Vierecks auf wnete Weise

:il'l_:"m' .‘\Hf - :'_:il ||L:'|:. \.‘\-i.’ll,ﬂ.'

ber B, und

dlls, Durch die D
ADC, mit dem Winhel § bei D,

1l *} Im I.":n'.;_'l'lli'.r"n 5 fag Viereck mit ABCD bezeichnet, die nic B, I
Winkel mit a, j, AB = a, BC b, CD ='¢, DA AC — 1]
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v dieser Winkel bestimmt ist, haben wir das fehlende fiunfte Stic Nun sind
it von einander und von den Seiten unabhingig, sondern mit ihnen durch
kniapft. Wenden wir auf die beiden Dreiecke, die auf der Diagonale AC — ¢
z (Cosinussatz)

Sobald noch ein
aber die Winkel ni

e¢ineg Beziehung ve

an, s0 erhalten wir

als Grundlinie stehen, o

neinen Pythagoreischen Lehrs:
a? 4 b? b cos § = ¢? 4 d° — 2cd cos §,
i_ h? — c* {121

sind, ist diese Differenz konstant, selbst wenn der Winkel B sich dndert, zu

o5 ist also steis 2ab cos f — 2cd cos § =

d. h, wenn die Seiten

3 v v ¥ i - 3 A
5. Die Bedingung nun, welche wir erfillen wollen, namlich dass die

5rt dann

jedem 3 g

Fliche ein Maximum sein soll, h, den oben ang Ausdruck benutzend, symbolisch se ausdriicken:
I o I A
= ab sin § - cd sins 5= Max
2 J 2
und ebenso die Tatsache, dass die be: Differenz konstant ist, so:
2ab cos [ — 2cd cos 5 = Const.
Da ein konstanter Faktor keinen FKinfluss hat, karnn ich auch so schreiben:
ab cos "; — cdicos § — (Const.
ab sin B - sin § — Max.
Was aber von dieser Diffi und Summe selbst gilt — dass sie eine Constante oder ein Maximum sein
sollen gilt auch von ithren Quadraten:
(ab cos .“ — ¢dcos §)2 = Const.

3 L cd sin B)2 = Max.,
;e muss ein Maximum sein. Wenn ich aber diese

Ililb g

ind auch die Summe beider Ausdrii

squadrierl habe, erhalte ich, wegen sin? - cos® I,
>d (cos [ cos § — sin [ sin §) cid? = Max.
DDas erste und drtte Glied sind stant und auch das mittlere hat ¢
v ich schreiben cos 1;:. L. {). Demnach muss

Max
imlich, wenn der Cosinus zu (— 1) wird, also fur

chdem ich a

Summe hilde,

ath? — 2

en konstanten Faktor, fir die

ki

Klammer

CO5 |

I i

sein Maximum,

spin, und
B8 =

Von allen Vierecken mit 4 gegebenen Seiten ist dasj

gende Winkel Supplementwinkel sind, das Sehnenviereck,

nige das grosste, in welchem

oenuberh

sum erstenmale der Kreis bei unserer Untersuchung auf, um uns nicht wieder zu verlassen,
: Kénnen wir denn das Sehnenviereck, wenn seine Seiten

hite tri

e Frage wirde ja nun st

wmetrische

bestimmen? Konnen wir es berechnen? [Das ist eine bel
o5 aus den Seiten konstruieren? Diese
werden, Hier w

dne Aufgabe ist weniger geliufiz. DBeides

n wir in unserer Untersuchung fortfahren,

spannen wir den Rahmen etwas weiter und legen uns die Frage vor, was sich wohl ergeben

wird, wenn wir nicht alle 4 Seiten des Vierecks als yen annehmen, sondern nur eine, und

an: Ist die Grundseite a gegeben und

ser Transformationsverfah

dazu den Umfang Wir wenden 1

dazu die Summe der anderen 3 Seiten, also dass & -~ (b -} ¢ -+ d) = u, so gibt es mehrmals u ilige
Vielecke, die dicsen beiden Bedingungen geniigen. Die Frage, wie das grosste von ihnen beschaffen sein

v diese nach ein-

n, die wir gewonnen haben, und brix
n ICreise haben, der durch die nd-
tibrigen 3 Seiten nun mclht

1 den beiden Krite
wder zur Geltung, Das grosste muss zundchst seine Ecken auf eine

isse, beurteilen wir nac

i

n ja die

punkte der Grundseite geht. Aber auch ein Sehnenviereck (von
ginzeln gegeben sind, nur ihre Summe hat eine bestimmte Linge) ist noch nicht das grosste, solange die
gleich sind, denn sonst konnten wir durch eine Diagonale ein ungleiclh-

unter Beibehaltung des Umf:

anderen 3 Seiten nicht emand
[Dreieck abtrennen und

ires, in ein - pleich-
ck: wird, Demnach:

idurch, dass wir

ges transformieren, ein V herstellen, welches grosser als das Sehnenviere

Das grosste Viereck mit der Grundseite a und dem Umfange u ist dasjenige Sehnen-
u — a

eich sind, alle b =

viereck, in welchem die anderen 3 Seiten einander g :
3
—a

o

Seine [icken miissen also auf einem Kreise liegen und es muss BC = CD = DA =
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Wenn aber die Kreissehnen BC und AD ginander glei
falls sie sich kreuzen, g
entsteht als

h sind, so sin mkie,

_"\..:--I

ich sind, en Antiparallelogramm. (Fig. 3

1 die Verbindungslinien threr Ene
: falls sie dies nicht tun {und es soll _-|:', eln "l,-iu',':'n_'l,; entsteher

iz, und zwar, da die Schenkel

grosstes ein

Von allen Vierecken, welche die Grundseite AB a und den Umfang u gemein

haben, ist das leicht konstruierbare Antiparallelogramm, dessen andere Seiten alle sind

sste.  Seine |

das gr

ken liegen auf einem Kreise, die Winkel bei A und B sind
so die Winkel bei € und D,

:__'Il,!i':'ill 1'.|h"-'_

Der Inhalt dieses Trapezes ist leicht zu bestimmen. Nenne ich d b, sa ist
i a -1-hb , g (g N 1h®
B = - ho R | = i
2 2 4
L Lol . .
b (a 4+ b) y3b? 2ab ol
4
: ; u— a | : i - ; : r ' .
Setzeich b = ein, S0 erhalte ich, nachdem alles unter die Wurzel gebracht und geordnet ist,

I ‘ uk - _1F1li": 16 an - 1Hhat
12 3
Hier hatten wir ausser dem Umfanre u noch eine Seite a als rereben
muss diese Grundlinie nun gewiihlt werden, damit das absolute Maximum, wi
Umfanee moglich is icht wit
& B

anderen 3 Seiten gl sind, und dessen Ecken auf einem Kreise lieges
bei als Grundlinie anseh

So, dass jede

falls ein Antiparallelogramm ent die

nnen, und diese Forderung muss
aber nur der Fall, wenn es ein Quadrat wird, — Aus dem Ausdruck fiir die
nach der Theorie der Maxima U

Minima einfach erschliessen, Wir betrachten den
als eine Funktion von a und differenzieren sie nach a:

¥y = u* L qau® — 16a%y 16at
¥y = -} quf 48au Hqa®

¥ — —gban 192a? =* — gBa (u
v = 0 ergibt eine kubische Gleichung, we

WENn man u:a — x
— [2x — 16 = o.
der Cardanischen For hat sie die erste Wurzel
3 3
X Vg 4 ys2 4t V8 182 3

also uta = 4, a = —u. " wird tiir diesen Wert ne also ist

Von allen Vierecken desselben Umfanges 1st das gsate.  Die grosste
Fliche, welche ein Viereck mit dem Umfa 11 umspannen kann, ist
9
T
o= | '.|| -
1 1 I
.
: Lo : 5 ; P ; : : v ogh ok
Diese Fliche ist grisser als die des grossten isoperimetrischen Dreiecks (5. 8), {ll— > = ¥3,
3 10 30

was sich leicht erweisen

Hiermit haben wir di¢ Grundlage fiir alles weitere. Und nicht das Erscheinen
4
Cuadrates sondern das des Kreises das wichtig Ereebnis, und der dass von Vierecken
mit gegebener Grundlinie und gegebenem Umifar das Anti para (Sehnenvier dessen

andere 3 Seiten cinander
Maximum vorstellt. Diesen Satz werden wir immer wieder

Wir fra

sondern gehen sofort auf Vielecke von allgemeiner, bestimmter

‘he Winkel hat, das

gen nunmehr nicht gesondert na dem

SLEN .“;llll]lhl'l'i'._ USW.;

ahl n ein, Hier ist nun nicht, wie
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an, dass alle Seiten des n-Ecks einzeln als bestimmte Strecken

es beim Vi dig

! 5 e S i : :
i -_‘rc]|.-:|_ sind, oder, dass eine Seite und von den ubo Lfen ithre Summe
iannten speziellen Fillen wird der

beschiftigen, den ersten kénnen wir kurz abtun, um dann sofort

war, zuerst d Zu

B

eeben ist.  Wir konnen

samiumfang als das allein gegebene ansehen Von den

eich den G

zweite uns im zwelten Teile

]Z-:'.-if,JII-!.II'..

: heranz

k  mit

an die allgemeine Fr:
Welches Vi

dessen Ecken auf einem [Kreise

w+ s . Ay ist das grosste? Dasj
aufeinander folgende Ecken, so schneide

gocehenen no Seiten a;,

1. Denn sind P, Ly Vi

eck ab. Der ubrige Teil der

durch die Diagonale P3 ein e moge bereits so gross sein,

_ % T &y oy 1S e AP e
er nur irgend werden k e Linge nicht indere:;

151. Dieses aber von il

das Viereck l'r_':.{-":' nicht I1'.-'Jq“(,'|lr--'-
sein Mas

N des fr

das grosste, s0

'_J" ross

Sk '.\'i'llll ||f.||'il (4 B |

1 Ui '-]H.l]:l. WENnm es5 ein

Sehnenviereck wird, Also muss durch je vier aufteinander folgende

wasten n=Heks ein Kreis

cken aul einem

B
sehen, Da ein solcher aber bereits durch 3 Punkie bestinmt ist, mussen alle
Kreise liegen,

‘\..llll

das grosste,

n-Ecken, die die gegebenen Seiten ay, a, a4, . . ., ap haben, ist dasjenige

2 3 4

EREL t',L'!;l,H :','.||. I_'ilil,!||1 ]'{I'ui-u'

aen

So einfach die Beaniwertung dieser Frage ist, so schwer ist es, bei gegebenem a und

u den Umkreisradius zu bestimmen.
Nun gehe ich einen wichtig
1

*DEn  an

ich lasse die Seiten frei und nehme nur den Umfang

Alzo ein Vieleck soll n (eine hestimmte Anzahl) Seite und einen geg e

den Umfang in n beliebige Stiicke, so muss, damit die |

, — Zerbreche

i
Maximum ein Kreis durch alle Ecken des von
Aber wenn die Seit be
noch vergrossert werden, solar

R, S, so wird das Viereck PORS, selbst wenn es scl

UTOSE

sem  [mfar ecks gehen,

eingeschlossenen Vi
Fliache allemal

ebig gewdhlt waren, kann, chne Verdnderung des Umfanges, die

i\'llt' =

¢ an den Heken P,

anden sind: liege

V£ 3 1 .1 1L
Feds nochn ung

n Sehnenviereck war, sich noch
amm treten, 1o welchem die S
lIs gleich sind. Das gilt fir je 4 benach-
alle Winke 1

enzahl n und demselben Umfang u ist das

um das Maximum zu erreichen

muss an seine Stelle ein Antipa
RS gleich sind und die W f

1) = E_leber

Cil S

einander g

Fcken. also missen alle Seiten einande

Von allen Vielecken mt

hat die

durch u und p, finden wir so: Das Bestimmungsdreie

- : : - |
let mit dem Umbkreisradins den Winkel — 2,

Basishthe o il

; I :
for — —5 , 90 = —=s¢ : tge—x, und die

ganze Fliche

Umfang u ein, so kommt

u-=

41 T :'

Diesen Ausdruck kénnen wir noch so

: u
hreiben: : , oder, da der erste Fakior augen-
1

scheinlich der Inhalt K, des Kreises mit dem Umfange u 1st,
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Dies ist die grisste Fliche, die ein Vieleck von n Seiten mit re u umschliessen kann.
Bis

ecken, die vorkommen, das gleichseitige, von allen Vierec
von  allen isoperimetris

tzt wissen wir also: hat eine Rei von Po

Umfane, so ist von allen Drei-
I adrat, von allen n-Ecken das regulire

ll:l.‘-‘ '

ruldre am

st das

das grosste; so bleibt nur noch eine

ruldre, ust.; ist  de
regul f Finfeck? (Von V
gesprochen) Ist das fehn-, Neun-, Achteck immer wieder

grossten, von allen Sechsecken de: em Umfange das

. = 1
re Sechseck grosser als das

reits S, 11
|

eieck hatten wir |

also bei konstantem Umfange

B

:\‘-.'ir

it hsender Seitenzahl die Flac die Beantwortung dieser Frage

an dige letzte Formel anzuknipfen versuchen,

I
‘aktor die Flache des isoperimetrischen

".'.||='|I. n unausgeseifl Zunnm

Kreises, so miisste gezeigt w

zu beweisen 1st nicht unmi aber umstandlich; ich ziehe 63 vor, den

I3ies unabhangig peometriscl

Beweis auf den bisherigen Grundlagen aufzubauen und dann

o

tehrt auf den Wert dieses Quotienten zu

mir lieb, auf

schliessen: mit Hilfe unseres Transformationsverfahrens soll das n, und es

diese Weise den wichtigen Satz, dass der Ausdruck mit abnehmenden x immer grosser und fiir ver
: s :

imen zu konnen, da

schwindendes x zu 1 wird, d:

FON0-

eicht micht 1mmer einws wird,
durch: A, B, C s
I

metrischen Kethen benutzt, al

Wir fiihren |'i:EH|".IIl|‘ Be
Vielecks von n Seiten, also des
kann; so macht unser schon oft

die zv

o [T} 'I L | 1"':I:L'-'ili5'll

e lcken eines reguliaren

‘cks, das mit dem bestimmten Umfange e

schilossen werden

I'ransformationsverfahren es uns leicht, *eine aufzufinden,

hr ein n-Eck ist, aber das wc
an G AB einen Punkt X
die Strecke XC von der | XBC ab, welches ung
Vergrosserung fahig ist.  Ich ke uiere dber XO el

n-Eck jedenfal

sse nbertr C: so schneidet

eiten hat und deshal
reieck XYC mit den

Bl

oy = I -
=B — (XB L BC). Dieses Dreieck ist grosser als XBC, also

che mit den Ecken A,

r eine Jicke

hat
te (A, X, Y, C statt A, B, ©), es ist ein (o 1)-Eck, der Umfang jedoch ist nicht

X, ¥, € ... grosser als diejenige, von der wir ausgingen.

mehr als das er

andert. Natirh

Vielecke anwenden:

lasst sich das Verfahren auch auf andere als regul:

Zu jedem n-Eck von geg

selbst wenn es das ,‘-',l"."-"'-".

i Weise konstruieren,

2,

aul mancherl

i-ﬂ. lfigst sich ein (n -
Umfang, aber gros
Kein n-E

kann das absolut grosste Vieleck de

ere [Flache

k von endlicher Seitenzahl und mit geraden Seiten von messbarer Linge

_L;t':_’x']lk':l:'ll Umf;

&S 5Cln.

(Grésser aber als das durch diese Transformation gewonnene (o - 1)-Eck ist nun wieder das
regulidre (n + 1)-Eck dess in F y
das regulire Sechseck ABCDEF, aber noch grisser
Siebeneck sein,

ben Umfangs; Fig, 4 ist das Siebeneck AXYCDEF grosser als

s das irreguldare Siebeneck wirde das regulire

e Vielecke denselben Umdf

Wenn mehrere reguls ben, so hat dasjenige ;

he, welches die grossere Anzahl ven Ecken hat.

Das allergrésste n-Eck muss die allergrésste Seitenzahl haben, es muss ,unendlich viele Ecken
o 5

besitzen®

Umfang ist de

Grosser als alle Vielecke von einem bestimmten Kreis, der diesen

U'mfang bes

ZL.
[ie gri‘_}.\_-‘:-.lc Flache, welche von einem [-II]:-i'L[I:-_; u eingeschlossen werden kann, ist
i

-I::'

|'.1'..\_ B
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{11.5,¢ : . ] _ :
131 Brosser als 1, mimmt mit -'L]!’JL]:‘.'.II]E'ElIlll'I! X Fill. und es ist
X
il L
= = T,
] Y ¥

Dieser |'|51_"|'_:_::,-1;'r vom n-Eck zum n —— st des FTrOss5en (ze0-

meters, der thn uns gewiesen hat, durchaus wirdig.

Bel Baltzer lautet Satz und Beweis s0:

.Die Flichen der isoperimetrischen reguliiren Polygone vom Dreieck an bis zum Kreis bilden eine

rende Reihe; die Perimeter der gleichen reguliren Polygone vom Dreieck an bis zum Kreis bilden eine
tallende Heihe *)

Beweis: llas regulire n-Eclk kann als irreguléires (n —-

Winkel 1809 betriigt. Das irreguliire (n -+ 1).E

*| Pappus V.. Steiner p. 112, Der Letztere hat den einfachen Beweis gefunden.*

betrachiet werden, in welchem ein
|

imetrische regulire (n —- 1y-Eck usw.

2 ist also kleiner als das iso

in der Stemerschen Arbeit selbst lautet diese Stelle:

Juand on cherchera donc quel polygone a aire maxima pour un perimétre constant, ou le pé
i nte, le nombre de ¢ités etant variable, on n'aura qu” a s'oc
la loi suvante:

efres forment une série croissarfe, .Jrru' CONMRERGCE I,b.-rl'

pour une z
s, €t 1 on (rouvera
Les arres des ol

Falsl

per des

ONes vELiliers iIs

trrangle et se ter mine far e cer fe = et les l.l'l|’;;.'u-_'."1'|:-.' oones eqivalents forment wne série déoroms: &
i partiv du triangle jusqu’ aw cercie Démonstration. Deux polvgones réguliers isopérimétres d’un n
! e ABCDE et un «

de cates diférents t donn
siddéper ce dernier comme un pent

es eates de ce ()

par exemple un per idrilatére abcd, on peut con
dont 5 cotes serait nul, ou bien, en prenant arbitrairement un
re, par exemple sur ad, le considérer comme un pentagone abede,
x angles droits; le quadrilatére réegulier peut done étre r : !
re est plus petite que cette du pe rone réculier ABCDE,
zahls. DL NVert.

S € serait ¢
tier: done
wohl différent heissen, . von verschiedener Seite

Zweiter Teil. Beispiele, Aufgaben, Spezialisierungen,
Erweiterungen.

ben, die das Bild wve

Feile will ich einige Er

nzungen g

lstandizen  solien,

ne Fille na

einige. wichtige Aufgaben besprechen, in Spezialisierungen, in einze ier eindringen, aber auch
Bedingungen, an welchen hisher fe halten wurde, aufge also allgemeinere Probleme erfirtern.  Der

(rane dieser im wesentlichen dem des ersten Teiles parallel laufen
[ Da tte:ich =z B. [S: 6) ¢

25} und an der

immen, welches

Aufgabe erwdhnt, das grosste Dreieck zu
cke A den gegebenen Winkel o besitzt. Das
rmel, in welcher die Halfte des 1

Flache mogli

st sich

LOImt,

denke an die Inhal

TS VO

0 Soll also bei gegebenem Umfange d 15t gross werden, so muss der In-

cisradius p o st gross werden. Nun st aber 0 = (s — a) ig o, o ist auch gegeben, — damit

2

c miglichst gross werde, muss a maglichst klein sein. Wir knipfen deshalb an die bekannte Konstruktions-
1 150 = 28, a, o' also wir kot k aus dem Umfang, einem Winkel
Ihe Konstruktion lautet: Ich zeichne den Winkel A = & und halbiere thn.  Aut
ich Strecke AH — s, auf dem anderen A] —'s ab. Dann konstruiere ich den
is .‘-.||, dessen Mittelpunkt auf der |[E|||>'il':llt|§_fr~i;.l . and der die Schenkel in H und [ beruhrt -,'-.’]r:',
.lll.lltnf" ':.‘1, lI'CIFLl‘ auf l:_l'H Hl]'_l'l:lxl'll] |'|:L'\'!'I (it'tl'l .":l'|||'i'|,|'! ||i,'| llil' :‘%l:‘t." ‘T J_” - ||' - il :I,}\ 11r|<l
lie Schenkel in E und

truieren ein Dr

konstruiere den Kreis M, dessen Mittelpunkt auf der Halbierungslinie liegt, und de
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mnnere Lar

[* beriihrt (den Inkreis), und lege an die Kreise eine gemeinschaf
in B, AH in C; so ist ABC das verlangte Dreieck

Damit nun das Dreieck moglichst gross werde, muss auch der Inkreisradius ¢ sein Maximum er-
reichen, Da S, o, 0 ein Datum ist, st durch u und g der Ankreisradius 0 stimmt, und hiermit
fiir ¢ eine Grenze gegeben. Der grosste Wert von o tritt ein, wenn
Berihrungspunkt muss auf der Winkelhalbierenden 1

Dreieck wird gleichschenkli )
IL. Der wich te Satz v
Fr lautete: Von al

le Kre sich heriihren

die Seite a 1 durel n halbie

rty das

% Es ist lei
1 den isope
n Vierecken, die dies

letrischen Vie recken

\‘EI]I' 1\.-I'|.'\'|.J|.:""

andigung.

slben Seiten a, b, ¢, d haben, is
Wir wollen es aus seinen Seiten berechnen. Wir erinnern uns der Formeln, die wir aufstellten (3. [ol:

¥1er

k das grosste.

Ill:llkll' | = ;;],I Hil:

und zweitens die konstante Beziehung (Fig. 5)
e* a2 2 2ab cos [

[m Sehn ereck sind f und § Supplemente,
} PE

jatzt
: ab -+
F =
2
die konsiante Beziehung a® 4 b? 2ab cos § = cf | 2¢d cos B
Aus ihr folgt A a* —- b= G — e
N o8 Ho—
1 2ab 2cd
Wir gehen zu den Funktionen des halben Winkels tiber duri
2ab 4+ 2cd - a? - b? oA {
I COo%s [ == - '
i 2ab - zed
,  2¢d — a¥ — k2?2 L o L g2
I — COS :I — i
- 2ab -+ 2cd
cilslies S gt A plee s L o)
oder 2 (cos BliE = -
e h AL Zab - ‘2cd
1 ]. [ ol S L a — hid
2 (sin [4)=
Ty 2ab-—— -acd
rlege die Differenz der Quadrate und erhalte durch Division
I fc= d < 5 bl (e 4+ d —a 4- b
2 a—+—-b4+¢c—d (a+b— ¢ -} d
% 3 3 3 = 3 - & - a e S d
IKechierhand dividiere ich jeden Faktor durch 2 und setze = 5, 50 erhalte ich. nach
”
dem ich noch radiziert habe,
1 |5 a) 15 b
ti 4 :
S T ] s —c¢) (s — d
vinen Ausdruck, der einem aus der Trigonometrie its bekannten ahnlich ist,

Ifall enthalten. Die Formel ist ndmlich so gebaut: im Zahler treten als Subtrahenden die

auf, welche Winkel e ess5en, 1M MNenner = anderen, Lasse ich nun d zu Null wer g0 wird
z 4 1 }:- — : - = i i = - R T %=

8 — 85 —. d = , &5 erscheint das Dreieck, und in ihm liegt dem Winkel B die Seite e gepen-

2

uber, die bekannte Dreiecksformel ergibt sich richtip. — Fiir die fbrigen Winkel d

Sehnenvierecks ergibt

sich der entsprechende Ausdruck nach der angefiihrten Regel, z. B,
I S c) (s — d
Lg 0 = )

2 {5 aj [s — b)

digser ist der Reziprokwert des ersten, und das muss so sein, da es sich um Kom
Mt ]';i]l.‘\"-'l?"llll'_: der Grisse s lauten die ,\II.H;'LII:_;.-' ic:|||1r|;.__:l-n
1 2 |5 — i 5 d

2 [COs 2=
a1

mentwinkel h




Multipliziere ich sie, so ergibt sich
! 1 4 (s — a) (s bili(al— c) s — d)

(2 sin 4 cos G = - = >
- REs 2 7 jab —— ed}®
e lir Caite 4o 82 und wenn ich den Nenner und die wach links bringe, kommt
die linke Seite 15t sin 37, und wenn ich den MNenner und dig 4 nach lnks D g, Komin
'} | rls
|r||| —— Ll
n g = |5 — &) (8 by (= c) (5. — ll].

ist aber die Fliche F, also;
Die ; Fliche, we ein Viereck mit den Seiten a, b, ¢, d einschlies

4l |
— der Inh Sehnenvierecks — ist

der Ausdruck

1 kann,

- =l o) (et =l
F = V(s a) (3 b (s (o] E T d), 8= i

Heronischen Diretecksformel '||:i||u'j-! :ﬂl']:'-"ll'. istsihrd = o _'_';'.'ill ( hervor.

“'L'l"ll'.l I OFIe| !i('
1 lius heranzukommen, driicken wir erst die Diagonale ¢ aus, dazu brauchen

Um an den Umkreis

wIir Cos |3 = 15

_.p¥__ g2

L = A4 — b= —
2cd
g 9 i
(& b3) cd = HE d ) ab
|LE| T LS8

rfallung so ordnen:

— ac (ad |- bec) - bd (ad - be) = (ac —I- bd) (ad - be),
id -~ be) (ac -+ bd)

- | eh |
diso © —
] ab -+ cd
* 1

¢ Summe der Produkte der annten® Seiten, a und b, ¢ und d,

lasst sich

| E |
8RB |

Nenner steht

18 ."‘l‘-ll‘.' e {I.i'l' II'

ien, und der
ach die F

VoD n Endpunkien von e
Fiir die Diagonale f lautet

rp
SEC

dukle

21 UL

orimel

""li":_'"-.'.
{ab 4= cd) (ac - bd

ad -

ion ergibt ef = af bd, den FPtol
Ichem dem Winkel

1 Um-

egemiberliegt, also e = 2r sin f3,

— Der Radios r 1st zugl

des Direiecks ABC,

und nach der obenstehenden G

(ad ~=1—bc) Vis a) (s=— b} [ el (s d)
== 2r
l ab {ab il
==
|||_;J-.1 1L be) (ac -~ bd) (ab - cd) '||.'|]} cd) jac. - bd) I..illl H )

FY(s — a) (s — b) (s c) (s — d) 4 B

s eine bekannte Direiecksformel hervor.

inen Seiten ist damit beendet. Nun fragt
nen. lch gebe dazu

hnung des Sehnen vierecks aus

netrisch aus den Seiten konstruieren

es: sich; ob wir es

eine Analvsis, welche sich der bisherigen Benutzung der Figur ansch

1e55L.

Aufrabe. Das Sehnenviereck, welches die gegebenen Strecken a, b, ¢, d als Seilen
L 2 ard ¥

zu konstruier

fallt das Viereck, welches wir als das gesuchte ansehen,

Analysis. Durch die Diagonale Al e

in zwel Dreiecke, ABC und ACD, in welchen der Seite e i :
lement zu B, = = — [B. Daher wird es leicht sein, Parallelen in die Figur zu

11t, und nenne ich

rende Winkel gegeniiberliegen: im ersten [,

1111 AWEllen l:_.l?‘ :"' Tl .
bekommen. Drehe ich das Dhreleck ACD um die Ecke A, bis D in die Gerade AB f

[ und €, so ist BA — a, AD' = d, D'C = ¢ und D'C" zu BC

die Ecken in ihrer neuen Lage
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parallel, Schneidet die rade C'C die Gera
ENE =B —c b in ausse Abschn
schenklig, AC" = AC = e. Es wird sich empfehlen, seine Mittellinie zu benutzen, FA sei diese, so ist

e IXYB in K, so teill E die Strecke D'B im Verhilinis

tte und ist hierdurch bestimmt Das Dreieck ACC st g

=< AFE = zr Nun ist aber BCC'DY ein [rapez, I¥ die Mitte eines Schenkels, also wird die Mittellinie

dieses Trapezes zu beriicksichtigen sein: schneidet sie D'B in G, so ist G der Mittelpunkt von D'B und

. b -

i n . . 5 - C - 4
FG st das arithmetische Mittel der Grundseiten, also FG = cund BC und 1¥(
2

sind zu GF parallel.

Damit haben wir alles nétige gewonnen, denn nun kénnen wir sagen: zundchst sind auf einer
Geraden die Punkte D, A und B hintereivander bestimmt durch D'A — d, AB — 2, und
Mittelpunkt G von D'B. Punkt E ist bestimmt, weil er D'B im Verhiltmis ¢ : b in Aussere

telt, Fir Punkt I¥ haben wir zwel Fl__l'_~c]:[||_-_[.';::-;.,'||.;- cl-_l:|_|‘[: er Ii.-:_.’ dem Halbkreise fiber

AE und

erstens an
. - » - - ] =1 l-l & - + . 1 .
zweilens auf dem Kreise um G, dessen Kadios ist. Durch E und F ist der Strahl EF bestimmt,
3

2 durch B und D' zu ziehen
s der Dreiecke ABC

erecks, es erscheint durch Aneina

und die Punkte C und C' liegen auf ihm sowie auf den Parallelen zu GF, we
sind. Hiernach ist die Konstruktion leicht auszufd
ADC" ist auch Umkreisradius des gesuchten S
nannten Dreiecke,

[II. Von regt

mte:

1 Der Umkreisradius e

NET

Flere T
JErIEgen der B

iren Vielec

ken will ich nur ein Beispiel durchfihren, das ich in der Ein-

leitung erw

Wie gross ist die grosste Fliche, die mit 20 Winde: 2 m Linge eingehegt

werden kann?

A :\. 'l'l'l'.'-ll'.'l'l i-'\ll[l'l'.;' '

'

werden, d

Der Umfang muss ein regulires Zwanzig iibrigens l¢

- Aussenwinkel betrigt 189 Um den Inhalt festzustellen,

metrischen Formel

CHnén wir yYon

benulzen wir

:n oder die tnigonometrische benutzen. Im ersten F ung der Seite und
der Fliche durch den Umbkreis
_ | : I R
h:.fl?‘ —_— = r 1 Q 2 1'0 Iy 2 1_—1 Iag = B5I + = 2

Bezeichne ich a, so erhalte ich durch Elmination voo r

.::”'[h:_& I _5;1'—'[4... Vio .._..2I|_:\:||],._:' 1)

4 — Vio - 2v5 6 — 2V3
Hier ist zu beachten, dass der Nenner das Qua des zweiten Faktors im Zihler ist,

und durch Rationalmachen des Nenners erscheint

safifq4 L Fio 2¥s8) (s 2= 1) 2| ]-"]”,

Der zwe

ite Teil wird _;'."'] (5 - l.f_\i (3 -

noch, und es erscheint

fy = sw'“s e S R 1%-

¥5 — 2,2361, a = 2 t den Zahlens ff— o6iancT en wir andererseits die’ tripono-
"
i : iy iy ; / : ¥
metrische Formel | (5. 12), so lietert dieselbe fiir u = 40, n 20
I
.1‘.! '.\'_“ T
n f

nentafel entnehmen
Also: e

ehegt werden kann, umfasst 1 a 26 gm

IVe in Greves L
kation mit 20 dass

und aus der ,,Tafel der natirlichen ir

NOmeLrsg

wir den Wert der Fuuktion ctg g" und er! nach Mult
mit 20 Winden von je 2 m Ling
wreis von 40 m Umfang hat 127,3240 qm F

grosste Fliche, wel

28 qdm,
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IV. Der Dreischenkel Bei der Begrindung unserer Er lisse spielte das Viereck eine

grosse Rolle, welches das Maximum der F ebenen Umfang darstellt,

fiir gepebene Grundseite und

ey S

e

s werlohnte sich wohl, diese

m A

hen Seite

logramm  mit 3 einmal nach allen

fiier nur
Um aber nicht an eine so umstindliche Bez will
schon, aber kurz u fte:
{obere) (grundseite den Schenkeln gleich ist,

fraben und G 1o

- zu zahlre

sie bietet

|l']|[||J!I2H'.\'I'i.*-I.' _L[L'tl'.LII\:.t'II

E, })L:,’.l'il.!l'I:L:"Illll seln di

o ozwar vielleicht 1

yraucher

IS TRenG 41 !,r r m welclh

m die i

in welchem also drei z en ochenkel vorkommen, einen

.n von gleicher Linge, darunter dig

I ai [y
chend

Mittellot der finften Seite ist, einen Mierse

e das

tere)

sen Symmetrie

q
‘nk

ENOMmen ','|'||'||_ i].'|‘-€‘-i .‘-':I' ||L|'|I Hx'h'_"lflil'ln :_'|'jl'|"|| =

)reischenkel®, s i Tt

ikels, also die (un

heisst die Basis, die

Basis-

Grundseite, von welcher nicht :

ilir anliegenden Winkel heissen Basiswinkel des Dreischenkels, weiter die Endpunkte der Basis d

coken die anderen Ecken Sche |'|;|-!.-.':;5-|]I die an 1hnen li o qnden Winkel Schenkelwinkel. In der F
7, 4 und by bezeicl ich die Basis mit AB 1, die Basiswinkel mit A und B, den Schenkel
B D = DA b, die Schenkelwin mit- C und . Der Radius des Umbkreises M heisse r, der

- werde mit 2e, der zum Schenkel

Zentriwinkel, welcher zur B: gehorende mit 208 bezeichnet, so 1st

i — 2 s=n o b — 2r s O,

g und B sind die Peripheriewinkel, wel
% g

e zur Basis resp. zum Schenkel als Sehnen gehoren, Durch die

s war schon auf

des Drei nkels ausdrucken, erste

Seiten a und b lassen sich Héhe und Diagen:

Seite 11 geschehen

fa. — Bb\* A=l b
12 = ke l" | o d? = h? : i I| :
> I 2 |
h = 1'{." . 2ba - as = - 1||_3]| — a) (b a). ] = |||_. (b ._;_ al

. 2

Das Dreieck BCD ist gleichschenklig, also
eich ABID. alsa ABD EEls dachl

Im Dreischenkel halbiert die l]i.‘g'.;-.J:lé]}l' den Basiswinkel.

Eigenschaft 1st leicht abzuleiter

iine geometrise

CBD = CDB, letzterer aber als (¢

genwinkel an Parallelen g

PDa ferner der zum Schenkel (:

CDEB, welcher als ZUr

cal 2 sein sollte, ist der Winkel
I

seiner Sehne) gehorige Lentriwin
1

. : : L g ’
hne BC gehort, {-{n,-]r"h 4, und der Basiswinkel g eich 2lj-

=

ErCWIRAL

Der Basiswinkel des Dreischenkels ist so gross wie der Zentriwinkel des Schenkels.

folgt ferner, dass die Diagonalen sich in Abschnitte teilen, die sich wie Basis und Schenkel

verhalten, und dass
h 1 i

sin 4 3
] % | t'\

|
st — =a nicht 3b gegehen sein darf, ist ja selbstverstindlich,

ide Aufraben sind leicht zu losen:

ist, Dass — wie sich hieraus er

anen Dreischenkel zu konstruieren aus 1. Basis und Schenkel, 2, Basis und Basiswinkel, 3. Schenkel
und Schenkelwinkel, 4. Schenkel und Basiswinkel, 5. Basis und Diagonale (algebraischl), 6. Schenkel und
1 Diagonale, 8. Diago und Hoéhe, o. Schenkel und Héhe, 1o. Basis und

tnis zweier Sticke und der absoluien Linge eines dritten,
g

Diagonale,. 7. Basiswinkel u
Hohe, 11. Basiswinkel und Hoéhe, 12. dem Verhil

Nehmen wir den Radius des Umkreises hinzu (Fig
gaben, z B. ,Dreischenkel aus Umkreisradius und Diagonale’, wir stossen aber auch auf eine Aufgabe,
die sich mit Zirkel und Lineal nicht lbsen lisst Um die Fille iberblicken zu konnen, betrachten wir die

einzelnen M hkeiten und gehen von der einfachsten Aufgabe aus, namiich einen Dreischenkel aus dem
]{:'_L:.II]h ||:_.

7), 50 gibt es auch schone Ionstruktionsauf-

mkreises und dem Schenkel zu konstroleren:
Dreischenkel aus Umkreis und Schenkel boundr. Ich zeichne den Kreis
M mit dem Radius r und trage in ihn hintereinander 3 Sehnen AD = DC = CB = b ein,

ist ABCD der verlangte Dreischenkel.

dann verbinde ich A mit B, sc
Nun k
Ergebnisse schr verschieden aus, und auch mnere Beziehungen der Fi

imt es aber doch schr auf die Grésse von b an, im Vergleich zu r, danach sehen die
ur lauten danach verschieden. Wir
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wollen alle Fille durchgehen, indem wir b erst klein, dann grosser und grosser nehmen. In I
bty nn liegt der Mitte
winkel 2q déer Basis alt jetzt die 3 Schenkelzentriwinkel 2f in s

2
Wird b = r, so erscheint als Dreischenl

Y. 78 15t

2 .;I'Il‘.l.

des Dreischenkels [ e

punkt M des Umkreises ausserhalb der Flicl

> a “ - [
3 213, v S

:"'!”i:ill'll Sechsecks und N

| die Halfte des eingesy hrie
gt auf der Basis. Ist b == r, aber um w osser, 50 kommt Fig, 7b zum Vorschein. der
Mittely t

B e ] w, wihrend gzuerst

und ,,zwe

2t 2o - 2 .2R 5

v =T

unkt M des Umbkreises liegt in der Fidche der Figur, und es ist je

war., [hese beiden die Dreischenkel

ihre beiden 1st

Ire

mit b, und t

sSin

G -

Die Grosse des Schenk 1 Basisw

den Schenke

winkel und seine Lelle

BDA = g, also der Schenkelwinkel im e

zur Baszis und zum Schenkel als

summe der Peripheriewinkel, di
I )

Bisher war die Basis a grisser als der Schenkel b, Bei weite
“.‘I.":l b ||:'|' Seite des reg
I..

es noch ein ,,Dreischenkel zweiter Art®, aber je

em b wird aber a 1mmer

|_'*I|.:r.|'.'||

iren Vierecks im IKreise gleich, so wir

besondere I des Dreischenkels, Wird b = k2, 50 wird

A und B, und wenn b der Seite des eingeschrieb
bi==ri3,; E
I

fig. 7b”, flir a = & Wird aber b noch

N sie ZUSAMImen, als weiterer ]'I""'\:I.Jnl:.l'll': Fal

2 $ T . 28 S R ! ]
rechits, die Basisecken vertauschen ihre L
i R
DAsIs

dAln

dass d nehmen 1st

wir hal en Dreiscl

|l<-_=\ |\-r|-§n-.~_
tzt 50, dass folge + (len

AMD - DMC CMB = 2z 4+ AMB, 3 . 23 25 e, 30 e )
tzt 151 Sin g — in- 3.
Fir uns, den es aut grosste Flachen ankommt, hat di (Gehilde, der CRrenzl

) ‘il'ill‘.ll'

Dreischenkel, genau genomicen keine ithn b
. gemeine Losung nicht vollkommen deutbar ist hn n
I uns nun wie in 3 diec Hohe DI die ,,Diagonale’ en, So

die Bezichungen :

]

ssagt, aus den fritheren (5. 8) hervor, wenn a durch | a) ers

BEeEn iliml, ui-' ;-:n']||||| g

enkels aun

es; wenn Umkreisradius und Basis

[Die Konstruktion des Drei

chenkel auws Um}

x

Dreis

den konkaven oder den

s kommt also die | wel
mit Zirkel und Lineal
eing kubische Gleichung
B den

den Fall 7b, durch Dreiteilung des konvexe

dieser kubuschen Gl

utung s eine i sten [Fall, des konkaven Zentriwinkels

o4 § 6.

ersten Falle in einem Kreisserment

wird; und die no

grosser als der Halbkro

!

Wenn pun aber auch die

I CVRE] [N - - 'y - ¥ 1
nicht konstruktiv ausfihrban s0 kénnen
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die anderen konstruieren. Denn durch a = 2r sin 4 15t 2o 1

: und wenn ich, wie schon
ren Zentriwinkel 1 [

2 bezeichne, sodass

it 20

ingereben, in den 3 Fillen zum Schenkel geho

i 1+ i
. - - = | ;
by = 2r sin [y, b, = 2r sin fi,, by = 2r sin [ wird, so galten (5. I1g). wie aus den Figuren 7a,
7b, 7c¢ entnahmen, die Beziehung
3 ol R = a
3.2 = 2w == So — Am 3. 20y = 27 _:_ 2ot
Aus ihnen folgt 3 (26, = a3 4 2Ps = 2% &= 3 - 20,
2 2
also 2f = ", 28, = —= -+ 2B
; 3 3 :
Also die Zentriwinkel, die zum Schenkel by des ersten resp. b, des zweiten Dreischenkels gehbren,
3
betrapen zusammen n oder 120% und der zum Schenkel b, des dritten Dreischenkels gehorende Gbertrifit
o

den zum ersten gehdrigen um ebensoviel, Hiernach ist, wenn der erste gegeben, der zweite und dritte
lricht zu konstruieren. In Fig. 7d sei ABC, D, der Dreischer 1. Art, das Segment, in welchem er liegt,
kleiner als der Halbkr ich von C, fiber B hinaus und von D, iiber A hinaus den [Radius je
sweimal als Sehne ein, bis C, und D,, daon sind dies die Schenkelecken des Dreischenkels 2. Art, wei

v B0 trage

]
|
L

|
» von €, tiber D; und A hinaus und von I iber € und B

: 2z -
CMB - BMC, = = und i1ch tr:
1 I P 3

hinaus den Radius | zweimal als Sehne ein, bis |22 und I':'.:' so sind dies die Schenkelecken des gzekreuzten

)

Dretschenkels, weil < BMC, =— BMC, -} —x ist. Anstatt des letateren Verfahrens hitte ich auch das
3

erste fortsetzen und den Radius in den zuerst ewgeschlagenen j& viermal

kénnen. so ware ich auch auf C, und D, gekommen, — Dhes sind also 3 verschiedene Dreische

ren, Zu jedem von ihn

11 Kreise zu derselben Basis (Sehne) AR Wenn er

iden

in dems:

vorliest, kann ich die be ‘horigen finden.

ren Schenkelecken Cy, C,, Gy sowie Dy, Ds, Dy je ein regulares

Bemerkenswert ist, dass « 3
eieck bilden. Man konnte also auch von diesem :‘.'-In:-_:u_-]:'!l. .\.UC!.'IL besteht eine H:':;.il‘]l'.ln;: zwischen den
Ori lautet: Verbindet man einen beliebigen
ste dieser

el
reh

Seiten der drel zusamine

Dreischenkel. Em bekannter

Punkt eines Kreises mit den Ecken eines thm eingeschriebenen v ren Dreiecks, so ist die gros

Verbindunessehnen der Summe der beiden ands

gleich, also b, = b; -+ b,.

Haben ¢ Direischenkel Umkreis und Basis gvemein, so ist der Schenkel des gekreuzten

die Summe der

henkel der beiden anderen.

rkenswert ist noch (Fig. 7d) der Winkel, welchen die Basis mit dem Durchmesser durch

A bildet, <& BAM = . Er ist 2: . Dda nun aber 3 . 20 2w == 20 war, so ist
1 1 | s RN : i
3 = - e, also der Basiswinkel des Dreiecks pistl) wird
o 3 3
I : 1 1 I{ I 1
T =1 = o= o= i i
= 3 2 2|3 =

den

o ¥

i =
i
=}
o
o
'al
7
=
Lr

Von dem Winkel BAM teilt der Schenkel AD,
dritten Teil ab.

Woallen wir

Ihiskussion «

ser Ausammenhdnge anseizen, so gehen wir von

e Lyielcnung

ar sin @ aus und von der ]J:ll'l]'ill"lllllt;. dass fur die Dreischenkel 1. und 2, Art

[E]

4
sin ot ist.  Wir benutzen die bekan Beziehung
sin’ 3 = 3 sin B § sin [
ol . b b e :
und erhalten 3 '.| II oder ar® = 3br*? 3
2r 20 VT
S . ¥ 5 X P b+ -
Ist a und b gegeben, s findet = raus r durch r= = ,  wWoraus wieder He-
3b i

schi a 2b folet,  Ist der Schenkel b ound der Umkreisradius r gegeben, so ist bei konstantem r
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die Basis a eine I
Null, fiur kleiner

fir'b = r¥3 wird a zu
b r liefert -+ 2r aber a —
Differenuation liefe
ard — _-‘.l:* _— _;':1'!, a’'rd —

So lange b r, ist a’' positiv, ebenso lange nimmt a

ML 15 |.J(!.I'1|| .l'l Zi, \.],I"«- '\.1.|'\_'.|'|||:[|| ||:|'
a tritt ein, wenn a' =— o, d, h. wenn b = t wird, fiir b — r ist a’ n gativ, mit weiter wachsendem b
nimmt a ab. Ganz wie es die geometrische Deutung schon gab!

Nun sei endlich die Basis a und der Umkreisradius r gegeben; so haben wir zw Bestimmung
von b eine kubische {rleichung, die geordnet so lautet:

b# ibr® L ar® = o,
I

Da a = 2r, —ar® < % erscheint der Casus frveducibilis. Die Cardanische Formel liefert nach einiger
3
Umformung
! 3 b I
! A a2 a : fahy%l
b ol L e — = t J ! i e | |.
[V 2r 2r | ar 2r) |
i~ i - 1
Die Losung kommt durch = c¢o0s m, namlich
2E ;
1 a
b — 2T C0S o COS 5
a 21
[Die 2n. Wurzeln lauten
I ,, (1 e fily {0
b = - 3t cos tn, 1 —— e g L | i =t - . b — BT 08 l iy T
s e b 3/ A ST
Der Winkel o hat die oben schon erdrterte seometrische Bedeutunge,
zwischen der Sehne AB —

— a und dem durch A geher

Al), des gekreuzten Dreisc

| 1'.I|'|":.|||--:~--':', er

nkels gedrittelt.

kleiner als z0v, liegt Winkel von b™ im Ewelten, der
und b sind beide positiv. Unsere Aufgabe liefert also
Was bedeuten diese? Wenn
I | 1

I
edenfalls 15t dieser Winkel spitz, al at

I_:'i| (5] AL
wir die schon (3 20)

erorterte

m =— —x — —o, erhalten wir:
= 4 [n] 5
N X
{
. [ I sk o e . K ot
b = — 231 'Ccos T - -xl = — 2r CO0S l - : 2T 81
%I 2z 3 ! 3
und das st in der ober gegebenen Bezeichnung b — 2r s b Erner
7 | 2 [ 5 | |
I — — 2T COS | 5 - h = ar-cos | =—x ;;
1 -“I q 1 iy ;
I I r o\ ; S i
— 2r cos . = T IJ = 2r Sin % 21 i o,
2 3 3 ) ! 3 :
: W, I ] [ g 1 \
Und endlich b =] 2r COSs |I W =i= :| = 2r COS | - 4 |
oyt VO 3
( 1 I 1 1
S 2r COSs | & - - — o —— 2 COS | i = et |
B 3 V2 3
: 1 SEAE Ly
= - 2rI 5n o = —— 2r sIn [ = = .
a 1 I 1
3

Ig sind also b™ und b™

2 Schenkel by, und b; der nicht gekreuzten, b’ aber ist der negative Wert de
achenkels des ;_:'.':\I';-Il:-:‘;l:ll Direischenkels,. —- Da die kubische 4';',|_-il_'||:|_|]H VoI _‘-,::I;|||-_; an reduziert war,




i

lll'l] |\-t||'a..'

ienten Null hat, re 1 ihre Wuizeln der Bedingung b" - b” | e,

b

e

| 1
C T ol
C und alg

fredigender Weise zu denselben Ergebnissen.

- Krarterung

1 e
MCLrsd

n it 12 war ben, dass das

it wird, wenp durch die Ecken des Polygons ein Kreis

ler Radius des Umkreises des an

zebenen Seiten, S

Maximum de

liche grossten,

r

ir

= L
1 sodass jedesmal a, =— 2r sin g, ist; so wirden zur Be-

hore der Zentnwinkel 2g,,

StHNmungeg von NUnEFen losen ny

8y 2risIn g, @y = 2r b e 27 S0 oo,
+ . ..t a=m

Rl Ensrn e [ ! e
iten round g, DS oy, Hine allgemeine Losung dieser

(n I]} Unbe

on von r noch o scl

(mn -~ 1) Gleichungen

Autlg

reiben kionnen:

die wir mit

4 B v e 7 1= s e e e ) et

iz B, wenn nicht

ESi Gsune

kenne 1ch mcht
noin | l' 1
0T I LR = L .

nur zwel, indem von den
wir fiir cewisse Zusammenstellungen

<
n Versc ‘N vorkominen,

die lbrigen q alle gleich b geg

LI CT] INEonoOmernscn Oy

q = n), dann ko

von p und q die | Sie sehen dann so aus

E|g{ i 41'; — G

dn fiir den Sinus des Vielfachen

die Form

isten aus dem Moivreschen Satze fliessen: in

cines Winkels

bekan

COS' Tl =1 COS ot —= 1 s o™

l-
Polenzen des Cosimus kénnen wir in der
mal (1 — sin®) setzen, aus
ht #u gFewinnen.

sslandieile beider

setzen dann die ree

rechte Seite nach dem

die 1mag Die

yotenzieren  und

indem

im folgenden benutzen werden, le
ihnt bleibe, dass die Auflésw

i

g noch viel-

. wobel nicht uners

en nicht ankommt, sie kinnen beliebig vertauscht

werden, der Kadius r bleibt derselbe,

= q4) oder 2 n Seiten eines

ke, Von den
die eine Hilfie alle diel a, die andere alle die L
i ="b, 5m ¢ i 5m 5 aursihy
I
px -+ pp 7, also o i =

18]
1

iir welche, wenn sie als Anzahl der 1 Fenommen  wer

led o lisst sich o - [ = mit Zirkel und Lineal kons
I ;
D
VOII Fig. 8) ein Dreieck ACB ab, in dessen Ecke C eine Seite a und eine =
;80 wir auf eine bekannte Grundaufgabe zuriick: aus sin g @ sin § = a ¢
= I : -
i Weise tg (o =+ B) @ tg o B) =a b :a b, das ist der Tangenssalz fur
- i L% l L
dicses Dreieck, und da a | b bekannt, lasst sich o und B bestimmen, Aber es geht sogar peometrist I
Der Aussenwinkel an der Ecke € des Direiecks ist, wie leicht zu sehen, ot —|- 4, also das Direieck na
dem [ Konstruktionsfalle (zwei Seiten, Aussenwinkel an der gemeinschaftlichen Ecke) konstruierbar, D
das Umkreis E t, in ihn lassen sich die (p —— 1) iibrigen Sehnen a und b als

In'

n in Lertia

die |

eaben.  Sieht m: davon, dass

K ZU el

durch dessen Fcken emm Kreis geht, und die Sei

Yig, 8). Ich zeichne einen Winkel C

Foonstruktion (I
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auf dem |il:':_'1' e des
von CA und CB, ihren Schnittpu

trage in thn die Sehnen b, a, b,

ge auf dem einen Schenkel Sir
CA — b ab und konstruiere die Mittelsenkre
konstruiere den Kreis um M durch A, C, B

einander ein.
Bi Achteck trilt an die Stel

ren'' Polygone sie stimmen mit d

¢ von 6o¥ der Winkel 15Y, heim

1 reguliren ganz in der Grisse der Aussenwinkel iberein

sind damit erledigt,
VI Hrinige besondere IFalle,

A, p=2 9= 4. Das grisste Sechseck zu bestimmen, iIn welchem zwei
i

Seiten :__'ll:i-;'f'. Ay dieanderen alle ;_-'I-:':\'!I b si1nd.

Aul

fsung. d — 2r sin@, b 20 s [b, 2or —— 4 T

WEnNt '.'.'i I ]

2 ! |u}
3in A 1
N e cos =1 :
e — : £ I 2 s 2 = k sin 3
sin |3 sin 3 F
; e x | 2 1
sin 4 = x liefert x= % k
o 2
Fk= < & S = .
N T , OUET, Wi 1ch I

k — emsetze, sin 3 : :
b ! {151 2T

-“}"’ ].'|:-' - Bh« i |

Yaz: -1 5b° a =

[Das ldsst sich leicht konstruieren, Bemerkenswert sind besonderen Fille, die hierin «
sein miissen. Wird a = b, so muss das regulire Sechseck erscheinen, In der Tat wird dann

2r 2h. Und a = o, k = o muss das Quadrat ergeben: 8r = by

B A 3 Das prosste Fanfeck zu bestin

Seiten gleich a, die anderen d

i 4
1 3 ; q. ; S g : i
] T 5y S g = COS 3, Also :
= = i s [ 21 1 R D
! I
oy : i - y | HE | .
Wir beachten, dass cos 3 — 4 cos =B — 3.cos 3. s 3 & ain {3 . COS 4 und erhalten
20 21 24 i uhi

— k also wenn wir das Quadrat des Cosinus mit x bezeic

veordnet x® g o | — T: , WOFAUs X = €05 {2
i 6 ai )
eine Diskussion. k ist i nu

Die

aus 2 Seiten a und 3 Seiten b md 1 soll, 2a kleiner als 8b sein muss, so 1st k <= - zu geben

WiTdl

Dann ist 6 k® positiv. Nehmen wir nun das positive Vorzeichen der Wu
e

s Cosinus sicher positiv, es mus aber ein echter Bruch sein; und nehmen wir nuszeichen, so dart

Grenzbedi

der Wert doch nicht negativ werden. » haben wir folgende ungen:




2 — Vi -4

die fiir
Wird a b, k = 1
wIr 1

COs

-= . 8D

k szchon angegebene Bedimgung.

24

et L SEETRL B e k® was stets erfullt ist, und
k* = o. 36 19 k® |- (Lt kt L4 k% 36 > 16 k* und das

muss das regulire Fiinfeck erscheinen, i = 36" werden. In der Tat

5 - V5

fe]

2 1h.

14/
i COs | H” v— i“‘ I
L8 1] T

a -'o, k o muss das _r:_-_|__;|1|.'"lrt‘. Dreieck erscheinen lassen, ;. = 60" es wird aber
1 G 1
e vt Fis . 0o ()] X
C0s 5 B el eratRaR b 5 Y8
C p=3 49g=25 Dasgrosste Achteck zu bestimmen, in welchem dreg’
Seiten gleich a, funf Seiten gleich b sind.
a = 2r sin o, b = 2r sin {i
3z + B = &, sin 3 = sindf, also 3 sin ¢ — 4 sin g’ = b sn 20 sin :'ﬂ" -1 16 sin ::-', flir
! L &
gin g : sin B = a : b = k erscheint die Gleichung
L] u pLigs . P " g4
sin i (8k — 4k* sin %) = sin f (b 90 sin lg" - 16 sin B!
. i ] 1 " oy > ) -
idem gehoben ist, fir sin B* = z= 8k — 4k®x = b 20x -1 16x% sie hefert
e N b I Y6 — luk® 4- 12k 4-- B
o= 80 — = e

muss di

sin
t
-
sin [3*
P Lgi=—an
‘I' i, ]
anderen untereinander gleich sind,

be Vi

1 Wir

wir auch hier an und nennen a die
a 9r 8in g, b

In mehreren Fallen filirt g auf I
A p = 1,0 = 4. D

eine Seite gleich a ist, die anderen

Basis a.

Mittelsenkrechten der
]~

PCTL Cle

yzu abermals von der
Fonstruktion, einen

ED B!

AE

augenschemhich wieder

LIt

- el
(=8

VE

1. Ist b kleiner
egment,
Do 21D -I:; — 4]
nent,

5

kleiner al

das

welches

15 regulire

den n Seiten des Polygons eine von allen iibrigen si

kommen |-|'[('t]§;_r|!, den ,,Dreis

Aufgabe an

I<reis

qte des eing

Achteck erscheinen, es kommt

|

g0
sin 2d— — ]

367

ot

[

IJ

Vb

liefern,

b

sin 360

1
— 9¥5.
- ‘1] 10 2V5

1. Der Vielschenkel Besonderes Interesse beansprucht der

durch ihre Linge unterscheidet, alle
» Seite gleich a, alle {ibrigen gleich b. Kinen selchen
nkel®. Die dort benutzte Bezeichnung wenden

Es sei also el

Basis, b den Schenkel des "q-f‘;l']:r'likl‘h:“. Die “il.‘ik‘]l‘.LIl;_, lauten
- i = &, sin ¢ = sin qf, also
) i
|

ar abgemacht.

sste Funfe zu1 hestimmen, n welchem

| Jas

o k
vier gleich b sind Das grissie 1st das Kreisfinfeck, es st symmetr

Wir

sind,

wollen wieder fests n, welche Gestallungen mod
mkreisradius r und Schenkel b zu konstruieren,
M mit dem Radius r (Fig. o) ich gleiche Sehnen
1 verbinde A mit B Vierschenkel entstanden. Doch

1 unterscheiden: wir beginnen mit kleinen b und lassen b grosser

15, den Vierschenkel aus |

rage vier

80 ist  ein sind

A |

uldren Achtecks,
fiir den Zentriwinkel gilt die Beziehung

henen
[ I
[st b prosser als s,

o
er Halbkreis ist (F

schr

re so liegt der Vierschenkel

151

l'ill | I.'L]l:li-if\':.‘\

aber um u'\_-ni;:rp_\ grosser, S0 [iuL;I der Vierschenkel

268 1 2«

gb), es ist 4 c 4f =
0, |

beiden V

s1 sin o, Ist b it als spezieller Fall das regulire Finfeck, Diese -
5 el 1. und 2. Art, ekreuzte, so bleiben sie, so lange b kleiner als s, in beiden Fillen
ist sin ¢ = sin 4f. Wird b grosser, so ricken die Basisecken A und B sich immer ndher, fir b =
fallen sic zusammen, es erscheint das Quadrat als spezieller Fall. 3. Ist b grosser als s, aber kleiner :




drel Vi

des Hal

von den [

1]'il' f‘:\'lll:l,‘_, \'l'l."',l_

> Vierschenkel 1, Art,

die Peripheriewinkel er

reises spannt, so erscheint der ,,gekrel

Fig. gc, es kreuzen sich nur

.'I"I{;'I'I .'ll.l."'\-l‘_'l.'lll'll'illl,';'_ HI'I,"_l'Il:»l,'l, :'.'
halten wir, wenn wir wieder vom Radius MA herumgehen,

AME EMD DMC - CMB

4 . 208 = 2z - 2, 4f .

g —-IJ =T (1 1 :

Ist b der genannten Sehne, der Diagonale des Achtecks, welcl
die Basis wieder
Fall

so weit heraufgeriickt, dass der Mittel noch

treten sein muss, dass A mit C, B mit E zusammenfiel, dass also das gleichse Dreieck
erschien, dessen Basis dreimal zu zidhlen ist.
|- Wird b noch sser als die

1

innte Diagonale des Achtecks; so liegt die Basis wieder im

kel

--I?:‘l'l'l'l ";'

ent, das kleiner als der Halbkreis ist, und die von .den Basisecken ausgehenden Sche

kreuzen nid nur sich, sondern auel

1 die anderen Schenkel, wir haben den ,,zweimal g

I en Dreisch

al den Mittelpunl

VO Uns. Zahle ich jetzt wieder die Zentriwinkel, so umlaufe ich dabel zw el

g © AME -~ EMD - DMC 4 CMB |- BMA

¥

4 - 20 + 2 4%

i
Bemerkenswert ist, dass auch hier alle zu «

Ha

|ben schenkel

50 konnen wir

4, Art

beim Dreischenkel gesc
der Vi
eine Konstruktion,

auseinander herleiten la

zwischen den !

L Axt; By h

schenkel

der

und aus wir dort in Schrtten von —rx um den IKreis herum, 50 missen wit

)
hier Schritte von l: machen. Also: von den zweiten ]'_'.I,:Ii.unL'.-“ der won den

schenkel des Vier Art trage ich in

des reguldren Vi

n Kreise g :
2., 3, und 4, Atk

welse die Ecken de

[ch will nun nur noch einige B

asls zum S

ispiele anfuliren, in welchen das Vi ]
a i b = k, als gegeben angenommen wird und aus ithm die Zentriwinkel de 4, und der Ba:
% bestimmt werden, und endlich durch Betrachtung ihrer Grisse erschlossen wird, welchen von den 4 Félles
des Vierschenkels jede Losune darstellt.

Die Gleich lauteten

b= 2rsinf a:b =%
f

gekreuzten Vi

und in den ni ist sin ¢ = sin 48, Wir lésen den S
.

Sin o

sin 4 = 4 sin & cos B cos 2B, mithin 4 cos B cos 2R !
i . ¥ g -\:'|1 - ) ]
sin 3
ader, wenn wir den einfachen Winkel emfiithren,
4 cos (2 cos B2 - ="
o] - 7 & .
oetzen wir 2 cos [ — x, so kommt die Gleichung
% — k=D
zum Vorschein, fir welche die Cardanische Formel folgende erste Wurzel liefert:
3 3
B | I = 1. I 8
X = & Ccos5 5 T J2 ==t b % H | .
7 = 4 & 2 | =

Bs dann g durch sin & = k sin
Shiles— Also: In einem Vierschenkel soll die
sind seine Winkel?

Als ersies
das Dreifache des 5

B = 18047 6m". o = Ta0115hRY,
i

FEs ergab sich




bis auf Sekunden richtig, = 43, d. h. es ist ein Vierschenkel 1. Art, der Mittel-

also,

i
reises legt ausserhalb seiner Fliche, (Wie in Fig. Da,

punkt des

2. BT 15 soll das Do 2 des Schenkels sein, a — A e e Dl
i
&= . : . R T
.80 o= "2 sin I'_; ibt ‘sich B = 27947307,
i
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ist ein. Viersch

kel 2. Art Fig, 9b)

Schenkels, und zwar wollen wir sie einmal als positiv, einmal als
|

[ o

] | SR Jie 1 101 L
A Bl 1. ." \ _l. = 1 1{‘{__-' - l .]. — 1 ]_sz, S o == H 511 I"'

behandelt liefert das im Falle des Pluszeichens eine positive

deren zwei, und es ben sich aus diesen positiven Whurzeln

Wuarzel,
nde

Dy L b s [ 0% 41" 24
0 = 18001 49" W e o
474 4 o 150" ' 1800 L, 487 Ly = 5609,

srste ein Vierschenkel, wie Fig. 9b, nur a kleiner, Y. Art (a

Y, die beid anderen sind

der einmal (wie Fig. gc) und der zweimal H--'LC:'-'IJ.JZZ-- | wie Ol ) Vierschenkel (a :I‘.-E_':lli\'!J.

b = ]ll'l l'I'l",“!l1‘|||‘r [rril.hlh ||I|'f| ;_'\.'.'-

o

im der IFl:

Umfang u ur

2. Das Kreisseyme

eine Seite a (die Grundlinie oder Basis)

das Polyveron haben sell, so fand

{ i = . + 1 IOy ™1 .
44 fange. 15t von einen

regeben, ausserdem aber auch angegeben, wieviel Hcl

sich nach dem vorigen als Maximalfliche dasjenige n-Hck, in welchem alle librigen Seiten g also gleich

sind und dessen samt ken aul eimem Kreise liegen, der ,,(n 1)-Schenkel*; furn = 4

diese Figuren eingehend besprochen, auch o 6 und n = & hefern schone

1

nkel™ mit emner (sl

GGleichunge fiahrt, das letztere

unischenke dessen altl

quadra
1 ist.  Ist nun aber auch z. B.
qch b osind,
Iben Grund-

’ 1 1 Pl
(rrades, die als kubische

1 1
» Achted K.

ssen (rrundli Schenkel alle

n af ISt das grosste von allen A

linic 4 und mit demselben Umfange (a <~ Th), so ist es doch mcht das

und dessen

ssles von

-J|f-:;l._|:||-||. die

lben Grupdlinie a stehen und haben, man kann mit |.1'it'i|li:_:];:'i: ein LrOSECTES

reben, welches grosser

trisches Neuneck

dies ist wieder der Achtschenkel, d. h

il |I|.‘-

o]

imeck, g

5 el ge z

mit & ;'|- enkeln,

"\-1.‘: |:|i|.'\'!| |}

Ecken (und zwar sollen € und R Schenkelecken sei

xoulare Neun
el, usf. Das St

uns auch dies bnis: Sind Py Q; B

benacl

Jasis a und lauter pleichen Schevkeln b, so kann ich in P0) beliebig einen Punkt S annchmen und mi

eines solchen Kreis-Polygons

grenzt ein Dreieck SOR, welches ungleiche Seiten QR und 5 hat. Selbst also

%

liche so gross ist, als: sie irgend sein: kann, ist dennoch der vo

Wernn IE.I_‘.:_'\II'[]f]:' V henlkel

ysste Polygon mit dieser Basis und mit diesem Umfange, denn ich kann chne Ver-

anderung des Umfanges das Dreieck RS0 in ein gr

noch

Lranz

e RS transformier

seres mit der Grondlin

derselbe Gedankengane, den wir beim Kreise durchiiihrten, liefert uns also das Ergebnis, dass die Anzahl

rross, die Sch

nkel demnach, da ihre Gesamtlinge L;l‘;:f:!]1l!: ist, maoglichst klein

der Schenkel 1

werden miissen, dass also das Maximum eintritt, wenn es unendlich viele Schenkel sind, dann geht der

in einen Kreisbogen liber, und wir erhalten folgenden Satz:




soll uber
id deren Fanzes *wis

Endpunkte in A un
1

hat, so muss b ein Kreishog

und

|Jl| IEEN D.

ment berechnen kénnen,

Sind npun a und b bestimmt gepeben gt es sich, ob

ob wir den R: des Kreises, dem es angehdrt, und s Zentriwi ingeben konnen,  Ist r der
50 15t & = dr'sin m, b I w muss 50 bestimml werden, dass es der
7 1 LA
Crleichuny B0 fy a
Lt Llranszen allg

N

besonderen Ifall durch ein ,,Niherungsverfahren't b

ne auf hohere alpebraische Zah

\"'Illil:'.!'-.:‘.l. das auch auf andere transzendente so

15t, will ich an einem Beispiel erlintern. Wir setzen — k., x und geben der Gleichung k
b 1 .1
besser diese Form: kx 0,

Nun sagen wir so: ein erstes x zu finden, welches, wenn

Ausdruck einsetzt, die Gle

Fenaun aber schon

sin X S ——

m eine genauere Wurzel

1; #war noch nicht o, aber eine kleine

£

cel

ich eine Gr

80 zu bestimm dass, wenn ich sie zu x; hinzufiige, durch den Win

| 1
. in

5110 Xy - ,/,l| k (x, + Z) = 0

(rleichung

oinus und erl

entwickle ich de

alte sin %, cos Z; - cos x; sin Z; — kx, kZ 0. Jede

-“'.I nur ein kleiner Winkel sein, sodass ich cas 7, l, sin £ f_l setzen Liann e
50 X, — kx 2y [cos k) = 0.
Ilie erste Klammer war aber der Wert odass £ sich
)
s =
' U X k
bestimmen lisst. Den Wert x = £ ich n n Ausdn n, 56 wird
: i 1
(zleict vielleicht auch durch nicht genau befri X s n, Wer
wo jedoch n, kleiner als n; werden wird. Hieraus bestimme ich durch 7, £l neues
- COs

ert, fur den, wenn 1ch

welches emen neuen Niherungswert x, — x, i

ran Null

|'\:||'|l?r ich abermals zur Bestir MUuny.  emes

rankomn

- I1.: Illlll]l
Lo und x, = %, - ¥, und wende das Verfahren 50 oft an, bis ein n erscheint; welches nur

2 3
sehr wenig von Null verschieden st Fur einen hestimmten Wert von k wollen vir das numerisch

durchfiithren,

einer Basis AB — 'a soll eine
ng als a las
Fs geschieht ler

1

resetzter Anwe rten Naherungsverfahrens. Die (

'

unter
stimmung von £ lautet

Zuerst mussen wir einen sch

m Wi

L i "_;.I"il*il

konnte man auf ¢ zu erreichen suchen: Da sin x = x werden soll, zewchne ich
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n S 1 : .
1 x, zweitens die Gerade y = zx. Die Abszisse 1

genn:  Der erste Kulminationspunki von

i wes  Schnitt-

-3
[

Wo kann pun der Schnitipunkt li

Verbinde

ihn mit dem Anfangspunkte, so wird die Richtungs-

. Die (zerade y = ]'\'

9 = und dies ist, weil = < 4,
wl &)

ante dieser (3

nODS

liepen, sie peht unter dem ersten Kulminationspunkt hin-
o

1
sser als —gsein,

o

muss also unter

wslinie schneiden, es wird unser gesuchtes x

durch und kann erst hinter diesem die

etwa. die

Ldsung uns
Kurven du
wemer liefert uns folgende Methode erste

&5 IMuss

Abs

woll

transzendenten Gleicht

gin stumpler
o Ausme

e bestimmen

e des hoittpunkts

5ungE el

ngswerte, Ich ent-

. verspricht nicht »

so erhalte i1ch

wickele sin x in die 5

Sin 1 1 e e x6
— N —m. 4
¥ 2 3! 7 5l 7!

und benutze nur die ersten Glieder der Eeithe, um eine Bestimmun g: v zu bekommen.

; ]
Gehe ich bis zum Quadrat, so wird x* 8l = V3 = L.78 ..

)

h noch das dritte

omme ich

Glied, so Gleichung, die geordnet so lautet: x! 20x* 4+ 60 = 0, aus ihr folgt als

als Niherungswert

Y40, Da x < 5, gilt das Minuszei

]u_l*—ﬂ.Li\':' Wuarzel x

mel

— 1,91 ... .. Nuon haben wir die

B £y =

COs Xy
m das Inkrement zu berechnen, welches zu x; hinz

A) ny = X, 0,6x,.

en Niherungswerte 1,78 . . und 1,917 . . . Ich werde mit
w i
- .8

Lechnung hineingehen. Dies ist die Masszalil von x in Bogenmass; um die Werte des Sinus

Lethe kamen die

osinus aus der Logarithmentafel zun erhalten, missen wir x erst in Winkelmass umrechnen [Dazu
wir uns der Tafel Vg, wel 1 dankenswerter Weise in der Greveschen Logarithmentafel findet,
It die ,,Li
den R

f=]] r T 2 1 1
sLelung 1 Logenn

ne

der E\'.r-'i.»1.l-"l;;| n fur den Radius = 1%, wir bezeichnen, um ||-.':||J'+;|'|1'.' Benennungen

en von der 1
andli

mit r. den Winkel mit o, S50 finden wir fur d
L i :
=131
108% = 1,884856b 1 Wir

inge X 1,4

YEL

htig ; das ema wird ohne

selzen
0015044 oy = 108 51° 437
1" = :0,01483D r und rechonen

R st 0.000200 ¢ n, nach A} aus:
43" — 0,000208 r

63— .95 — — 00037

e
]

n sin oy 0.,6x; = 0,9:

n, 1st schon erfreulich kle

3 lefert

wollen wir es noch genmauer haben: Die Gleichung
0,0037 oy
Zy F 0350393 0,0037 : 0,82522
s pidis U i
: 870 : 82822 — — 0,00449,

- Z, = 1,4 — 0,00449 = 1,89551.




1,89661 r
1,884496
001055 r
0.00047 ¢
[ est 000008 r
16" = 0,00008 r
Hiermit bilden wir aufs neue den Ausdruck

e, = 108936 167,

= [.947

'||Il.il'||

Jdiie AT = 0,00001.

Osung. Um die Sache
;

PSR (o

joalso: X

IDes n ist schon sehr kle
weiter zu trel

wen, wirden nunmeh lige |_-.::_{;||'i|;.|,_--|'. 1 Sel.

lllllj hilgk'fl 4

Der Zentriwinkel eines Kreissegments, dessen Bogen ds =0 langr als ist,
ist. 2w — 217012 827,
Die Probe liefert: a = 2r sin o 1,39548 1, b — 9y 2 . 1,8956561 r, also

herdet sich die Ldnge des Bogens von dem Doppelten der Sehne nur um 6 Einheiten
der funften Stelle, falls r = | pgesetzt wird,
Die iche, welche von einer Strecke a

x )

HILETS

punkie von a ver

bindenden zweiten Linie von der Lar

seoments mit einem Zentriwinkel von 217012 32",

die (zestalt eines Kreis-

und  det

wungren und

In Fig. 10 sind einige die alle

aben, und ven denen jede die grosste bei

"
1
Seitenzahl rlich 1st: 5 Dy i, der Dreische

| und zuletzt die all
Ich den Winkel loga

nicht auf Genauigkeit Anspruch, sie ist aber wohl

osste Funfeck, der Vie

iche, das

15
1

misch berechnet und

b HMaximum m;
mit dem

ganz Instruktiv.

X. Der grosste Kreissektor. Anschliessen méchte ich noch die folrends

Aufy Wie gross ist der Zentriwinkel eines Kreissel r5, der b
:benem Umfange den grissten Flacheninhalt ad beigrd
2he den geringsten Umfang besitat?
[st r der Radius, x der Zentriwinkel dieses Sektors, so soll
e rx — Min;
B Const.
Sein
a9 ] {3 i [
Bl — 2 ~aithin 0" =— 2 — e :
I = rd
Danach tritt bei r_{--\-_{\:‘.u-nuu: Inhalt Minimum des i-""l"“.ﬂ:"" = F, x 2, ebenso

g__{\!]l-'!'l.l‘rl'l ':'rllléLllgv das Maximum der | . Der Zentoiwinkel e

S
114" — 1,989676 r
[ est 0010325 r
35 = 0,010181 ¢
st 0000144 ¢
307 = 0,000145 r
Dieser Sektor (Fig. 11) hat interessante Figens

der krummlinige ebenfalls 2r, also jeder die Half

wie der des Quadrats dber r

o 114935 30"

Umfan

1st ar,

aften: der ger f
ganzen Umfangs. Der Ini

ses liber einem Endrad

g5
: also ||'_lﬁl'|]||'

Feil der

(
des (Juadrats,

che, welcher ausserhalb des adrats lie nso gross wie der TLeil




Dritter Teil.

Uber die groBte Flache, welche ein Linienzug von gegebener
Zusammensetzung und gegebener Lange mit der
Verbindungslinie seiner Endpunkte einschlieBen kann.

1 unseres Problems etwas weiter.  Bel den letzten Betrachtungen hatten

Wir spannen |

shen angenommen, die ,,Basis®, und daza die aoderen Seiten
als enzeln oder ihrer Gesamtlinge h gegeben; so konnten wir in jedem Falle sagen, wie die
n den grossten Flacheninhale hat; d r sie nur unter

en jetzt noch die

Flache. Wir '_"\'..

t aus bestimmten Strecken n

gine Seite des Poiveon:

1 ist, die unter diesen

den Bedingungen di¢ absolut grisste

thlt ein Linienzug, der, zund
bestimmter Anordnung bestehend, von A a ht und in B endet, 1m Ve

-hliesst.  Auch hier gehen wir, wie im ersten Teile, schrittweise vor.  Wir stellen

fred, diese soll so

v mit der Geraden AB eine

e |1 r e H ]
moglichst grosse Fli

also zunichst
Bl— & iind 2 5 T s
n AB ¢ ound A v, welche in

art werden, damit, wenn 1ch B mit €

zwel Strecke

hangen, Wie mussen =sie

ABC entslel

[uhalt des Dreiecks —be sm s

[st o der Winkel, den die Strecken bei A

und dies wird, bel gegebenem b ound ¢, ein Maximum fir =« <.

Von allen [Drele

i Seiten b und ¢ dbereinstimmen, ist da

haftlichen einen rech

| besitzt, das gross

5 ; : : 1
‘lache, welche ein Dreteck mit den Seiten b und ¢ haben kann, ist —be,

iy

en es noch anders ausdricken: Fin aus zweil Strecken BA — ¢ und AC = b bestehender

seingen Endpunkten auf eine Gerade so gestellt werden, dass eine moglichst grosse

Der Abstand der |'I.-|[.-||'!_i\I-' BC muss zum Durchmesser des Halbkreises gemacht

ecken AB a, BC = b, CI)' = c-gegeben; diz 1n

den | soll der offene Streckenzug ABCD durch die Ver-
bindun dass er im Vereinh mit A eine mbglichst grosse
Fla bkreise liegen, dessen Durchmesser Al) st [Denn
WEnT bre das Dreicck ABC bereils so gross sein, al
kann; I¥la pewinschite Maximum, wenn nicht
ACD 1A CLD gross wird. Damit dies geschie muss
aut d Al liegen. ehi

Von VO el = A BE = by Eh—r

llen Viered

g, dessen vierte Seite AD Durchmesser eines Halbl

B und  hegen
|

es darauf an; diese w |

dass dies eintritt.  Zum

hen Lehrsatz benutzen:

e Seite AD = d so zu bestimmen

bieten sich zwei Wege. Kinmal kinnen wir den Ptolen

i i a~ “also
A
2% 6255 (a® b2 |- e?)d? 2abed
& o h ck mit den Seiten a, b, ¢ ersche

5 Minunatfiache?), al: k i 81 wir a e he (rleichung

a8 — - b - %) d — 2abc Q.




Wir kinnen aber au sten und zweiten Teile (5. 10 und S, 15)

-
rroreischen e

hend, den allge

o o | a . “
e = i iE—— | — 2 0
) : 1
% n: da ——=h {
(o Ty — —

Ibe kobische (Gleichung folgt. Diese G
1 16 | Ausdruck fir die
m a, b, ¢ einMax
und

W l'ffi

wie #u erwarten, auch,

| b Erps
w et

benutzen und «

5 dann ein Maximum
!

selzen; erschient

) S0 Aufe. IV

ergibt s wch Fig. 12 pge
zelcnet 15t

d eine Dis 15t

Festeht der Sirecken AVEER

dass er im arosse [
."U'I — dy;

A und B,
der Winkel

Ser elne mog aus noclh

s0 bleibt doch derselbe Schluss anwend

vin Maximum, wenn das Dreieck Af
er AB lie

i

dem Halbkreise a
.« CpB im Verein
e, muss AB Durchmes

Maximum von

liegen.

ich nun aber auch nc elnen Teille des Streckenzu

nur, dass er eine bestimmte Gesamtlinge haben soll, so kommt wieder
Anwendung ; I

B

sen  alle Stu

chst noch

der Sticke, au

15t

L& 'I"I'.III'[ '\.I.".'l'l]_!'l] i, YENT

ale 1L

idet, muss ein Dr

n Kreise li und das Dreie

welche das regulire n-Eck konpstruierbar ist, so lisst sich auch

ZEIChnen,

!I -'-'I'

endh ahl n der

1

Illl' CrOS5LE

Tyege y erscl

ichst gross wird, und das ist der Halbkreis.

wigderholen dann, wenn o

Wenn e endwie gestaltete) mit der ger
Verbindungslinie AB ihrer Endpunkte eine en soll, s
ein Halbkreis ans ithr geformt werden, dessen da AB
uund die grosste Fliche wird

==
2%

Diese Fliche hat also doppelten [nhalt wie ein Kreis mit dem Umfange 1 (S. 13), das steht aber
mit unseren Resultaten nicht im \\'hiu-i'.uliq'.l_\ h, denn « Halbkreis mit dem Bogen | grosseren

Umfang als der Kreis.

*) Geometrische Aufgaben zu den kubischen Gleic

ngen.




Anhang.

ite ich zum Schluss noch
e vom Worf,

Nachdem ich so das, was ich mir vorgenommen hatte, erledigt habe, n

auf ein verwandtes Maximalproblem eingehen wegen der schonen Anwendung auf
die es gestattet. Ich verdanke dies Heger™)

“Wenn E der Schnittpunkt der Diagonalen AC und BD eines Vierecks
dem Winkel ¢ schneiden, so lasst sich die Vierecl

;e sich unter

n =0 ausdrucken.

he als Summe von 4 Drel

I L == : < I :
10 _I EA . EB =in ¢ -} ER. . BC:sm e - EC . ED sin = - ED . EA zin g

(%]
[~
(5]

ED) sin g = AC . Bl sin e

b

chem zwei Seiten den
h sind und denselben Winkel wie diese einschliessen,

halt wie ein Viereck hat ein Dreieck, von  we
das grosste (im Gbrigen noch nicht bestimmite) Viereck,

mit denselben beiden Diagonalen ist der Rhombus das
n der [];;1:_[||;|;|_]|_- ibersmstimmen, 15t das f_\_".'.ill].l'il'. das ;_'I-'u_-:.wl"
beweisen., Wir wenden es nun auf den schiefen Wuif an
e ein Projekiil unter bestimmtem B I geword
kale Komponente, erstere: ser a,, letzlere a,. [ie Abszisse

ich auch einfz
Mit der Anfangsgeschwindigkeit a

ablonswir
[ch zerlepe a in eine horizontale und eine ve

des geworfenen Punktes ist nach t Sckunden x — at, seine Ordinate vy = aglk— Das Geschoss
erreicht di um sweitenmale, wenn v = 0, x1, h. I = 0 ist der .'\'I]:.{'{"I'I.:Il wo der Wi

| ; E R ; e . : o
beginnt) wenn 1 a, ¢ —g wird. Also die honnzotale Wuarfweite ist w = 2 Das lasst sich seh

RODSIruleren.

st ez doch nichts anderes als die Auf ’él.l!;‘. ein Rechteck mit den Seiten LA {8

I i i g
zu verwandeln, von welchem die eine (vertikale) Seite g :;::‘_L';L'hl_'ll ist, mit Hilfe der Kr-

TA e

nur von ay . s von der Kl
1 diese Fli
; welche die Anlangsgeschwindigkeit darstellt, auf einer
ertikale und die Horizontale durch den Anfangspunkt sind,
d talen getroffen. Vor allem aber: die horizontale Wurfweite
wenn a, und a, vertauscht werden: Flachschuss und Bogenschuss geben dieselbe Wurl
smente sind oder von 459 iel abweichen, Und das Maximum
glichst gross wird; seine Diagonale ist gepeben, sie ist die Anfi

2 des Komponentenrechtecks,

» dieselbe ist,

Hor

mal derzelbe Punk

weite, wenn die Elevationswinkel FKon nich Vi

wird erreicht, wenn jenes Rechteck 1 I 5

geschwindigkeit a, so tritt das Maximum dann ein, wenn das Komponentenrechteck ein Quadrat wird, der

I'ri netrie zeigen,

¥y Heger,

ler Arbeit. Hellwing, Hannover I18g0.




Nachdem ich so das, w
auf ein verwandtes Maximalprobly
die es gestattet, Ich verdanke ¢

Wenn E der 5¢
dem Winkel ¢ schneiden, so

= EA . EB:sin e

enselben

Vierecksdiagonalen g

Bei gegebenen Diagonal

wenn diese Diagonalen aufeinanc
Von allen I

grosste.. Von allen 1§

IDas lasst sich natidrhich

Mit der Anfangsgeschw)

g a in eine horizontalé

[ch zerlep

des geworfenen Punktes ist nacl
erreicht die Honzontale zum

beginnt) wenn t — &, @ —§g

hitbsch konstruieren. Ist es dot

in ein anderes: zu \'-"I"L'.'(i!‘:l.ll‘hll. Wi

TiFFEN Gray Scale

zungsparallelogramme leicht &
Die horizontale Wurfweg

sie ist dieselbe m allen b
lewegt sich der Endp
gleichseitigen Hyperbel, deren A
so wird allemal derselbe Punki

dndert sich nicht, wenn a; und
weite, wenn die Elevationswinkel
wird erreicht, wenn jenes Recht

-_{L'r-q_'||l.\1.'||]i:_:|.|-1". a, 8o tritt das 1}

I

dlevationswinkel 45% betrdgt
PDas lidsst sich also ohof

Die Erhaltune di

|habe, mochte ich zum Schluss noch
lung auf dieLehre vom Wurf,

Wierecks ist und diese sich unter
f 4 Dreiecken so ausdricken.
Ty ; :
£ - ED . EA sin g
2

. ED) sin =

| B sin :.

, von welchem #wel Seiten den
ese einschliessen,

figen noch nicht bestimmte) Viereck,

iagonalen ist der Rhombus das
timmen, ist das Ouadrat das grosste
gs nun auf den schiefen Wl an
slimmtem Elevationswinkel geworfen
&8 sei a,, letztere g Die Abszisse
I i > 1
= ot — —gt* Das Geschoss
ist der Augenblick, wo der Wurf

P

— il EET |

st sich sehr

chteck mit den Seiten a; und 4,

gegeben ist, mit Hilfe der Lr-

fhe des Komponentenrechtecks, ab,

igeschwindigkeit davstellt, aul einer
tale durch den Anfangspunkt sind,

n aber: die horizontale Wurfweite
Bogenschuss geben diesetbe Wurf-
nel abweichen, Und das Maximum
ile ist gegeben, sie ist die Anfangs-
sntenrechteck ein Quadrat wird, der

T
P -

n
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