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§ 1. Deflnition der Kurven. [m zweiten Buche seiner Geo-
metrie spricht Descartes sde certaines ovales que vous verrez étre trés-
utiles pour la théorie de la catoptrique¢. Diese Kurven, welche man

nlich Cartesische Ovale nennt und welche in der Theorie

heutzutage gewd
der Brennlinien eine gewisse Rolle spielen — die Diacaustica eines
Kreises ist die Ifvolute eines Cartesischen Ovals — kdnnen in folgender
Weise definiert werden: s sind zwei feste Punkte A und B gegeben;

ein die Kurve beschreibender Punkt M bewegt sich derart, dass seine
Abstinde von A und B der Relation: p. MA q. MB = a geniigen,

oder:
L) g o LS S S L —a.

Hierin bedeuten p und q zwei konstante Zahlen und a eine ge-
gebene Strecke. Mit Hilfe dieser Gleichung konnen die Kurven leicht
durch Konstruktion bestimmi werden, Zu diesem Zwecke berechne man
aus (1) zwei zusammengehorige Werte von r, und r, und beschreibe
mit ihnen als Radien Kreise um A und B; deren Schnittpunkte geben
alsdann zwei Punkte der Kurve. Damit sich die beiden Kreise in reellen
Punkten durchschneiden, ist erforderlich, dass

e b e e s AL r

' I " It

ist, wobei stets die absoluten Werte von r, und r,,
sind, Die Grosse e bedeutet hierbei den Abstand der beiden Funda-
mentalpunkte A und B, also AB = e. Wir erfahren aus dieser Kon-

zu berticksichtigen

struktion, dass die Gerade AB eine Symmetrieachse der Kurve ist und
dass letztere aus zwel getrennten Ovalen besteht, von denen das eine ganz
innerhalb des andern liegt. Descartes selbst war der Meinung, dass die
Kurve nur aus cinem einzigen Ovale bestdnde.

Eine andere von Newton herriihrende FErzeugungsweise des Car-
tesischen Ovals, welche an die der Kegelschnifte erinnert, ist die fol-
gende: Es sind zwei feste Kreise gegeben und es wird der Ort eines
Punktes gesucht, dessen Abstinde von diesen Kreisen ein konstantes
Verhdltnis zu einander haben. Wihlen wir namlich die Zentrale AB = e
der beiden Kreise als x-Achse und A als Anfangspunkt, bezeichnen die
Radien der beiden Kreise mit a und b und das konstante Verhdltnis
q
P’

durch ot sich ;




oder, wenn wit - Abklirzung r, = ¥ x* + y2und r,, = y(x e)? |- y?
setzen:
r, a

— o , folglich
I ; b ]a

F- bq,
der Form nach mit (1) ubereinstimmt. Wir wollen
venschaften der Cartesischen Ovale auf ana-

nun im Folgenden einige KEi
Iytischem Wege abzuleiten versuchen. l_ll

§ 2. Die Gleichung der Kurve. Wir beginnen mit der Auf
stellung der Polargleichung des Cartesischen Ovals. Zu dem Zwecke
wihlen wir wieder A als Anfangspunkt und AB als Polarachse, Der
Kosinussatz ergiebt:

[, 2= e - r* — 2 er, cosf,
wo Winkel MAB = §§ gesetzt wurde, Andrerseits ergiebt sich aus (1):
1 : :
i - (a pr,)=, ich :
(l’

PR D e e 5
€ e — 12 Br,ICOSHI = =5 \@
ll'

oder geordnet und nach Weglassung des Index;:

(@) .. (p2—q?) 12— 2 (ap q’e cosf) r -}- a

Dies ist die Polargleichung des Cartesischen Ovals. (*) Hitten wir um
gekehrt den Punkt B als Anfangspunkt gewidhlt und die Gerade BA als

positive Achse, so hatten wir die Gleichung:
"\‘_?,illl S5 e 'l.'!:' ¢ -2 anq p-e cosh) r — L pe®) = o
gefunden, wo nun Winkel MBA = §f ist.

n rechi

Nicht so einfach gestaltet sich die Gleichung der Kurve
o B
winkligen Koordinaten. Durch Substitution von
¥ i :
) — — geht (2) Uber in:

492 (p?— q-)ex (x* -

292 (p2 — q%) e2(x2 - y2) J- 4«

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass das Cartesische Oval eine
Kurve vierter Ordnung ist, welche symmetrisch zur x-Achse liegt, wie wit
bereits oben bei der Konstruktion der Kurve erkannt haben. Dagegen
liegt die Kurve nicht symmetrisch zur y-Achse; auch kann die Gleichung
(3) dur

Koordinatentransformation nicht so wmgeformt werden, dass

() Vou Litteratur stand dem Verfasser nur das Werk von Lorin, Spezielle
algebraische und transcendente ebene Kurven, zur Verfugung.

(%) Die Gleichung (2) ist die Polargleichung der Kurve in Bezug auf ein
Bipolarsystem.




die neue y-Achse eine Symmetrieachse der Kurve wirde. Dagegen
lassen sich- aus (3) die Gheder dritter Dimension fortschaffen,

Verschieben wir nimlich den Anfangspunkt lings der x-Achse um
eine bestimmte Strecke, indem wir:

(B iR e e B RSl a e : Sy i
P Gl 1
setzen, so geht (3) tber i
5 B (Do ‘ 5 1 Spqfa‘e.
2 5] o =S 5 T
@reaye - T Gy
Eat(pi==a)" il (R mdiseiptal

l-lj'..’ (l'.:il
Um dieser Gleichung eine tbersichtli here Form zu geben, fiihren
drei Hilfsgrossen ein, indem wir setzen:

a? (p2-q?) -+ e2p? q?

|“.‘
P q* a% ¢
Ay () — = -
(Pa=—1&):
| yip ey
5 il r-\l)' 1 -]’
In

Dann e

_ P! Q) R =10 oder

(o) iegrs I‘; =

Von dieser Gleichung werden wir spiter einen ausgiebigen (e-
brauch machen.

Wit wollen uns nun die Frage vorlegen, welche Annahmen in Be-
treff der beiden Zahlen p und q gemacht werden diirfen, ohne die All-
semeinheit der Untersuchung zu beeintrichtigen, Zundchst ist klar, dass
wir p und q als ganze Zahlen voraussetzen diirfen; denn wiren es Briiche,
s0 konnten wir die Gleichung (1) durch Multiplikation so umformen,
dass die Koeffizienten von r, und r, als ganze Zahlen erscheinen. Kbenso
koénnen p und q als relative Primzahlen angenommen werden ; denn hétten

’

sie einen gemeinsamen [Falktor, so kénnten wir (1) durch denselben divi-

dieren, wodurch p und q relativ p
hervor, d:

im wiirden. Ferner geht aus (3)

55 wir uns auf positive Werte von p und q beschranken diirfen,
da jene Gleichung nur gerade Potenzen dieser Zahlen enthilt, Endlich
kénnen wir p >>( voraussetzen; denn wire umgekehrt q > p, so hatten
wir nur notig, die beiden Fundamentalpunkte A und B und also auch
p und q mit einander zu vertauschen. Die Gleichung (3) geht namlich
in diesem Falle ber in:

At

(p%—q?2(x=

L/

2p? (p*




(6]

Verlegen wir dann aber den Anflany

spunkt nach B und gehen

gleichzeitig der positiven x-Achse die entgegengesetste Richtung, indem

\\il" Gi==20  STALE =X h:'];'ll‘i:ilr‘l‘l_ 50 g\‘]]| n};i\_{g- t””"llli'llli_' Wi"l"‘!' i” {\;\ l"J]iI‘I.

Alle diese Annahmen tiber die Zahlen p und q sollen im Folgen-

den stets als erfiillt angesehen werden. so dass wir, falls von irrationalen

Werten abgesehen wird. als die einfachsten [Fdlle des Cartesischen Ovals

die folgenden haben:

21 I e el S d 2T 21, 1
AL dE SR U R

Spezialfille. Unter gewissen Bedingungen d
Oval in einen Kegelschnitt. Ist nidmlich

eneriert das

S0 _I_';ﬂ']l[

oder, wenn wir die Mitle von AB als neuen Anfangspunkt wihlen, in

dem wir x -} - statt x schreiben:
3
X ) gt
R e PR p* et 4 p=

Dies ist die f;|r1r]::1iny.; einer Ellipse oder Hyperbel, je nachdem
3 v ; gl : ;s
a*—_-p2e? ist. Die Hauptachse hat den Wert — die Nebenachse
= P

yaz— p?e? resp. : A und

a?, Die beiden Fundamentalpunl

B sind die Brennpunkte des Kegelschnitts, Uebrigens wird sich spater
herausstellen, dass auch im allgemeinen Falle A und B zwei Brenn-

punkte der Kurve sind, —

Nehmen wir ferner an, dass q 1st, so geht (3) tiber in:

und dies ist ein (doppelt zu zihlender) Kreis, dessen Zentrum in A liegf

. d: 1 ! :
und dessen Radiug = 1st, \11f1|113_|| erhalten wir fiir b0
l?
q# (v 1 qfex (x2-1-y®) |- g qte2x? 2a%q% (x2 1 v2)
- 2¢ g (x? -y -4 g% (a? — q2e?) ex L (a2 BN

oder, wenn wir den Anfangspunkt nach B verlegen und demnach x e

statt x schreiben:

d, h. auch in diesem Falle degeneriert dic Kurve in einen (doppelt zu
. .
o Bt o a :
zahlenden) Kreis, der um den Punkt B mit dem Radius beschrieben
q



ist. Alle diese Resultate hidtten wir auch aus der Polargleichung (2)
resp. (2a) ableiten konnen.

FFallen die beiden Brennpunkte A und B zusammen, ist also e = o,
so geht (2) uber in:

r(p ,I,.“. =il r(p q) — a - 0,

und die Kurve besteht dann aus zwei konzentrischen Kreisen mit den

a d
R adien . und ;
Pl P q
[st ferner die Grosse a=—o0, so geht (2) tber in:
) 23
=| =),
|'|}!] h
ist und dessen Zentrum
l'l’
o . . eq- . .
auf der x-Achse im Abstande x = — . vom Anfangspunkte A liegt
|, =(a =

Wir kommen damit auf den Apollonischen Lehrsatz zurtick.

a y
EEndlich betrachten wir noch den Spezialfall ¢ = -+ —. Die Polar-
=
oleichung (2) geht dann iber in:

(a® — e*

P2t ' 2ae(ep acosf)) = o,

oder in rechtwinkligen Koordinaten:

(x2 -y 2 fx)? h2 (x* |- y2 o)
wo zur Abkurzung:
2 >
- die 2ae“p
f=5 9 S dd h a2 v 142
T4 P el l) d e=p

che Oval m dem beson-

vesetzt wurde. Daraus folgt, dass das Cartesi

a : L T :
dern Kalle q=—+ aleichbedeutend mit einer Pascal’schee Schnecken-
&
linie ist. Dasselbe ergiebt sich natiirlich fir p=-, wenn wir die
e

(Gleichung (2a) beriicksichtigen,
Alle diese Spezialfille sollen im Folgenden ausgeschlossen werden.

§ 4. Parametrische Darstellung. Wenn wir die Gleichung

(3) nach y* auflosen, so ergiebt sich:

(‘:” = \.‘;[1.,'3 rJ'_' 2 _u:u.:‘ ‘_I}‘_" ;_(,:‘1'_‘('1)‘_' ‘|:] 4 2\]'_‘.‘\”)'.'. r_l'_}

(p* q°): x% - 2pqa ya® - e?(p®> — q2) — 2 ex (p’ q)
Um die [rrationalitit zu beseitigen, setzen wir:
k| 2 25 - - 2 Ay — 2
at—=es(pr — gt —2ex(pt— g —a A%

wo A ein beliebiger Parameter ist.  Folglich ist:




(e, Siey

Substituieren wir diesen Wert in (7), so ergicbt sich:

Q) . SR e

metrische

Diese beiden Gleichungen (8) und (g9) geben eine para

der Kur erticksichtigen wir in (g) das obere Vorzeichen,
so erhalten wir nach leichten l':m],:lnuugvnz
CLO) i s S efyi(pi—qg3)2
‘ I
e(p-+q all ) | ef q) 1 (1 }I‘
| ! J
e(p—+1q) all A ‘:ul A) e (] q)
\nalog ergiebt sich fir das untere Vorzeichen:
() S T N e e s (R o ®)®

elp q) L N [l I 2 elp q
i
m eine Anwendung dieser Formeln zu geben, wollen wir die
flir zwei zusammengehorige Brennstrahlen des Ovals berechnen.
: e e DA g o
el [ e : folglicl
'.['_I"" =) s :
a (l. -{" qai)
12) e
p” q
Ebenso ist
pL o
{C
s (¢ X< \ 1t
. (p?
d (g sEnN)
(13) rp= L]

In diesen Gleichungen (12) die obern, r

sichen zu kombinicren, m (1) erfullt wird,

untern Vor;

Mussen  wir r,, negaliv nehmen. Beide Brennstrahlen werden nde
gleich fir 7 = 1; in diesem Falle ist, absolut eenommen.:
B fir das dussere Oval, und
D q]
i !
= = tar das mmnere Oval,
1 0




8 5. Die Asymptoten. Um die Asvimptotenrichtungen des Car-
tesischen Ovals zu finden, setzen wir in (3) die Glieder hochster Dimen-
sion gleich Null und zerlegen die linke Seite dieser Gleichung in lineare
[Faktoren Dies giebt;

(S =eryEs (% B b

Die Kurve hat demnach vier imaginidre Asymptotenrichtungen, welche

paarweise zusammenfallen, Folglich ist sie ganz im Endlichen gelegen
und hat keine unendlichen Aste, wie wir bereits aus ihrer Konstruktion
erfahren haben. Jede Gerade, deren Gleichung von der Form:

(A ‘..\'Ii\ I

ist, hat mit der Kurve zwei imaginiirc Punkte im Unendlichen gemein;

wir aus (14) und (3) eine der Veranderlichen, so er

denn eliminiere:
sich der (Grrad der Gleichune um zwei linheiten. Wir schhiessen

niedr
dass die Kurve im [Unendlichen zwei imagindre Doppelpunkte

Dieselben fallen mit den imagindren Kreispunkten zusammen,

1. h. das Cartesische Oval eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung.

L
Fiihren wir die oben erwihnte Elimination aus, so ergiebt sich:
hi(p2 q*) - eq- x* = Mx-+-N=—o,

wo M und N zwei konstante Gréssen bedeuten, Um nun die Tangenten
\symptoten) jener beiden Doppelpunkte zu bestimmen, haben wir tber

die Grosse h derart zu verfligen, dass sich der Grad der GGleichung (3)

um drei Kinheiten erniedrigt. Folglich miissten wir

sofzen, woraus sich dann fir h die beiden gleichen Werte

l“{'
Pt
ergchen.  Demnach fallen die beiden Tangenten jedes Doppelpunktes
Die imaginiren

=

in eine Gerade zusammen, oder mit andern Worler
ind zwei Rickkehrpunkte der ICurve. Die beiden Riick-

[Kreispunkte

kehrtangenten entsprechen den Gleichungen:

Ihr Schnittpunkt ist reell, ndmlich;

"‘l:

Pa==nt

Dieser Punkt ist ein ausserordentlicher Brennpunkt der Kurve; wir wollen

ihn mit F bezeichnen. Er liegt links von A auf der negativen x-Achse.

Wiihlen wir If als neuen Anfangspunkt, so haben wir die Substitutionen (4)
5]

vorzunehmen, woraus hervorgeht, dass die Gleichung (6) das Cartesische




[ ()

Oval darstellt unter der Voraussetzung, dass sein ausserordentlicher
Brennpunkt I als Anfangspunkt gewihlt wird,

§ 6. Die Brennpunkte des Ovals. Um zu untersuchen, ob
die Kurve ausser I noch andere Brennpunkie hat, betrachten wir die

Gerade: N—y—1(5—%)

und stellen die Bedingung dafiir auf, unter welcher sie die Kurve (6)
beriihrt. Eliminieren wir 4 aus beiden Gleichungen, so ergiebt sich:

ArrEs 4 (#° P2z — 20) 1 O3 R (7= P2 0,
wo zur Abklrzung x--iy =2z gesetzt wurde, Damit diese Gleichung
Zwel f._:l(.‘it']'u_‘ \'\"rtil'm‘][\ 1mn f ]]{ll. 151 L'}“U]'lil'l'hlill, 1|,L.\'.~4:
z— Rz? L P%— =0

ist. Diese kubische Gleichung hat aber die drei Wurzeln:
3 ep® a®
5, = v :
3 3 oy 1 o ) rrr D) el

p* q* B @ Sips q-)
wie sich leicht ergiebt, wenn wir die Gleichungen (5) beachten und be-
riicksichtigen, dass

2% 5, =R; %2, 422, -2

I ‘0

Tyt i (B

:n den reellen und
den imagindren Teil einzeln gleich Null, so ergeben sich folgende drei
Brennpunkte:

sein muss. Setzen wir nun in obigen Wurzelwe

9
E'_’(]'
X, . Ya==0
Pir==gs
5
3 [‘]h'
EI(J) R SRR LR L A YH ) g1 Y —10
P=as=il=
as
xrl’r: \h’! =0,

('I'J]a‘J — 11:.'
Die beiden ersten fallen mit den beiden IFundamentalpunkien A und I3
zusammen, die wir daher gleich von vornherein als Brennpunkte be
zeichnet haben, Der dritte aber ist ein neuer Brennpunkt, den wir mit
C bezeichnen wollen, Das Cartesische Oval hat demnach im Ganzen
vier reelle Brennpunkte, A, B, C und F, welche sdamtlich auf der x-Achse
gelegen sind. Thre Aufeinanderfolge ist verschieden, je nach den Werten
von a, e, p und q. Falls >ep ist, haben wir die Reihenfolge I,
A, B, C. Wenn aber ep >a >eq, so haben wir die FHolge I, A, C,
B; und ist endlich eq”>a, so ist die Reihenfolge F, C, A, B. Von
diesen 4 Brennpunkten konnen bei einem eigentlichen Cartesischen Oval
niemals zwei zusammenfallen; nur wenn das Oval in eine Pascal'sche
Schneckenlinie iibergeht, also a=ep, resp. a=—eq ist, fillt C mit B,
resp. mit A zusammen, Auch ist es ausgeschlossen, dass einer der
drennpunkte A, B oder C auf der Kurve selbst liegt. Denn substi-
tuieren wir die Werte (16) der Reihe nach in die Gleichung (6), so
ergeben sich die Relationen:

o 9 _ove a2
a4 ["r|"|'—n' [a=

und (a




welche fir ein eigentliches Cartesisches Oval nicht erfillt sem konnen,
Dagegen ist es moglich, dass der ausserordentliche Brennpunkt ' auf

der IKurve selbst lieg Dies wird namlich unter der Bedingung P+ — 40° R
— o der Fall sein, oder, falls wir die linke Seite in Faktoren zer-
legen, wenn:
i | |‘| ep o | ] r “I||i L] l'll (| |:(l
H |J al ('i:c‘ Q
ist. Der Punkt F wird also auf der Kurve selbst liegen, entweder wenn
alp-r-q) epq= 0, oder wenn ap ) epq ==o0 ist.

§ 7. Die Brennstrahlen. Wir wollen zundchst dic Lingen der
Brennstrahlen eines Punktes M des Ovals berechnen. Es ist (ME)?

oder wenn wir ¢ (Gleichung (6) beachten:

‘\‘l‘_' |r'_

2 Y07 (R—2%),

wo das obere Zeichen dem aussern und das untere dem innern Ovale
entspricht.  Verstehen wir nun unter zwei konjugierten Kurvenpunkten
M, und M, zwei Punkte, welche derselben Abscisse entsprechen und
von denen der eine auf dem &dussern, der andere auf dem innern Ovale
liegt, so ist:

L g >3

(M, )2 = P2-|

(M,
(M E)2 - (M, )2 = 2P%,

¥

!l)‘ILJJH

d. h, die Brennstrahlen zweier konjugierten Kurvenpunkte (in Bezug auf
den ausserordentlichen Brennpunkt) bilden die Katheten eines recht-
winkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse eine konstante Linge hat.

Um die Berechnung der andern Brennstrahlen MA, MB und MC
zu vereinfachen, wollen wir die Abscissen dieser Brennpunkte mit g, _';, Y

bezeichnen; wir setzen also:

. "![: |'|J: da

I7) . o 3 =t L P e
P q P q

dann haben wir die Relationen:

l'le: II'I.Ij‘




ol ‘ ‘:J_ o IQ{J‘.[;.' ' Ii.." 1 (b
J(:MINE[ (MA)? - et f i=d : i
ts 12[ )
und :
A'[':‘.’ | .r_‘ L _IJ‘_H f_g(‘,': '_;'_' I il‘ ! .2';,,
(o) iiina — = s3] = Siw 2P
2 1 ,:T 2 1 ;;.I,

Fntsprechend ergiebt sich fiir die beiden andern Brennstrahlen:

. '.E_' "T: _]!;’_!_3,,,'»,
(20) . . MB: d : !
2]7:‘.'
o B0t — P 248
() M = : - L]
2V o5

Demnach sind diese Brennstrahlen rationale Funktionen der Koordinaten

des Punktes M, wie bei den Kegelscl die Punkie A, B

und C auch als Brennpunkte im Iuler'schen Sinne erscheinen.
Substituieren wir die Werte (18) in die Gleichung (6), so nimmt

ntten, so dass

diese folgende Form an:

(22) =1 — (- oy Py) |2 - 4oy

Da diese Gleichung symmetrisch in Bezug auf die drei Grossen

% (9, vy ist, so schliessen wir daraus, dass wir dieselbe Kurve erhalten,
gleichviel, ob wir A und B als Fundamentalpunkte wihlen oder A und
' oder endlich B und C., Mit_ andern Worten, wir kéunen das Car
tesische Oval nicht allein durch die Gileichung (1) darstellen, sondern
durch irgend eine der drei folgenden Gleichungen :

I Bo Fr = P T =y
(23) ; l R Yy TE e =4,
Brr Tpr =1 Qo Uiy = &,
WO 1 der dritte Brennstrahl MC ist und die Grossen a und s Kon

He

. T 3 - et ) . .
stante bedeuten. (1) Setzen wir niamlich die Werte (rg) und (20) in die

erste der obigen Gleichnngen ein, so ergiebt sich:

: et .
-— P2l - ‘
L s - i ] a

2 1/ By
‘_‘IJI 2 1)5
Soll nun diese Gleichung fiir jeden Wert von £ und 1 bestehen, so

muss emgzeln:

- . A (PFar )2 2 A 2
|l wiifes 0 & tai) | , < oy [ a
1 Sy v - G 1
s 2 1 Pas 2 1 mas
Vo | o l{' | ~ L
sein, Hieraus folgt:
5 ] I; ) ;"rr g = 74 "‘:u
v £ vl v P o

Dadurch geht die erste der Gleichungen (23) iiber in:

1
|

) Vergl. Loria, Seite 168,



i
[ibenso zeigen wir, dass die beiden letzten Gleichungen (23) die Form

annehinen :
125':, o s o Lor,=p Y
o %

s »
e )i o X A= e o
¥ P

giebt sich noch ecine interessante Folgerung. Addiereu
wir namlich (24), (25) und (26), so erhalten wir:

Hieraus er

(g =)=y = 15

! i
welche Relation ebenfalls das Cartesische Oval ausdrickt. Nun ergiebt
sich aus den Gleichungen (17):

/
Y a- !'l“l oL .n"ll"::]“_ il:_llh
I} l“I)" !]’ “’ a” T oL w._
: : a :
wo wir zur Abklirzung =—n gesetat haben. Dadurch geht die letzte
e
(rleichung tber in:
n= [J" 1[‘: n* l:: - l|:
s 2] Ty =0
np nq Pq

§ 8. Durchschnitt des Ovals mit seiner Achse. Setzen wir
i (rleichung (10) die linke Seite gleich Null, so erhalten wir die Schnitt-
punkte der ICurve mit der x-Achse; sie entsprechen den Parametern:

o o 1
el it el da

£ el ('{]: f |li
= -

el 1"[- q * d - CI\P []I. } ._“l'(|? )] '?ll

a
Aus Gleichung (11) wiirden wir dieselben Parameterwerte, jedoch mil
entgegengesetzten Vorzeichen, erhalten. [n beiden Fiéllen ergeben sich

aus (8). fur die Abscissen der vier Schnittpunkte, welche wir l_l [E ],:: I‘L
nennen wollen:
e ; a o qe-—a a1 qe
o e Ssi— Ny = : ;X = :
P—q p+q P9
el Gll,‘
==

Wir bemerken zunichst, dass bei einem eigentlichen Cartesischen Oval
niemals zwel dieser Schnittpunkte zusammentallen kénnen, d. h. die Kurve
hat keinen auf der x-Achse gelegenen Doppelpunkt,

Im &

-System ergeben sich fiir die Abscissen der vier Schnittpunkte
L, wenn wir die (feichung (4) beachten, [olgende Werte:




p— 2 ; S
s "[’q':"l(i‘ 'f.}. : | ]a—l- q) |-!»ri.
=3 ;J-"---uj"" : E !,'_‘_ |!1

oder in tbersichtlicherer Schreibweise indem wir die Relationen (r7)

beachten:
== Vo Yooy } By
(28) . . = Vop ey ¥y
gy — fees Vory Iy
st el e s S e

Hieraus folgt durch Addition :
(20) Bt~ e 1P G R

d, h. der ausserordentliche Brennpunkt I ist das Zentram der mittleren
]fnlll.‘]':lun(; von den vier Schnittpunkten des Ovals mit seiner Achse.

Was die Reihenfolge der 4 Schnittpunkte L anbetrifft, so hinet
si¢ wesentlich von derjenigen der Brennpunkte I, A, B und C ab. Wir
kénnen diese Puukte in der Weise einander zuordnen, dass sich F und
L,, ferner A und L,, B und Lo @ und I, einander entsprechen. Der
Reihenfolge F A B ( entspricht also die Folge L, L, L, L,; ferner
ESASEER  die Folge Ly Ly, L, I, und endlich der
‘1 r | i 2 J‘.".'

Die ICurve schneidet aus der Achse drei Strecken aus, welche bei
der Annahme g - _@<Ty folgende Werte haben. Der linke Abschnitt

der Reihenfolge
Reihenfolge ¥ C A B die olge 1

zwischen den beiden Ovalen ist:

1L, 2 (Yl Yeey)

Der mittlere Abschnitt, d, h. die Achse des innern Ovals, ist

Ly Ly =2(yfy Yoy
und der rechte Abschnilt zwischen beiden Ovalen jst:
Ei—o (Vory=— Veefl).

Dabei stellt sich heraus, dass der linke Abschnitt stet: grosser als der
rechte Abschnitt ist, d. h. das innere Oval liegt niher auf der rechten
als linken Seite des fussern Ovals, Die Achse des letztern 1St

L, L, 2(y Py Yoty
Die Strecke zwischen den Mittelpunkten der grossen und kleinen Achse
wird stets durch den ausserordentlichen Brennpunkt halbiert, welches
sich auch aus der ('r]t_'.IL‘hHi]g (29) l‘]'gin_'fll,

Sollen die vier Schnittpunkte [ eine harmonische Reihe bilden. so
ist erforderlich, dass



ist, d. h. die vier Brennpunkte bilden in diesem Falle ebenfalls eine
harmonische Reihe.
Ahnliche Resultate ergeben sich bei der Annahme o < y< G und

8§ 9. Die Doppeltangente des Ovals. Angenommen, die Kurve
(3) hdtte eine zur x-Achse parallele Doppeltangente, deren Gleichung
X =1x, sein moge. Dann musste die Substitution dieses Wertes in (3)
emme Gleichung in y liefern, welche zwei Paare gleicher Wurzeln hitte,
und weil die Kurve symmetrisch zur x-Achse liegt, so missten auch die
beiden Berihrungspunkte symmetrisch zu dieser Achse liegen, d. h, das
Resultat der Substitution miisste von der Form:

(30) .« (¥ —yo) 2. (Y - ysi2 =0
sein, Nun ergiebt sich aus (3):
(pEs=a i =——2Hy s —0

wo zur Abkurzung gesetzt wurde:

H=2a%(p*|-q%)e2q2(p2- q?)—2q*(p® — q*lex,— (p* — q7)*%,%
K= (a"—q"e?)’}4q* (a*— q’¢?) ex; — 2 [a? (p°q% - q¢*c* (p*—q*
= 2qc Xo” T 49%(p? — ‘I‘I]"Kn:: i"t]'j'_i'[?fxn"

Identifizieren wir obige Gleichung mit (30), so ergeben sich die beiden
Bedingungsgleichungen:
(ps =Raf 2y =— B (p 2= 22y e ——HC
woraus durch Elimination von vy, folgt:
H* =1 (p?—q??3
oder, wenn wir fiir H und K ihre Werte einsetzen:

2ex, (p* —q)=a"-Lel(p®"—q°.

Die Gleichung der Doppeltangente ist demnach:
, a®— |'."[|' --—n|"‘\ 1
fERiife o b =g - — e
2eNpE—gs) 2
Dic Ordinaten der Beriihrungspunkte ergeben sich aus der Gleichung:

fe(p® r]:!lr_\' = lat-e(p

L q)

i u[]: q wila l'\_I] t|\

elp -+ q! el

woflir wir auch unter Beachtung der Gleichungen (17)

4y’ =V o4 VB4 vy ) (Yo V8 — Vv ) (Ve — Vo + V7)

{

(—Ve VB +1r)
schreiben konnen. Die Kurve besitzt demnach eine zur y-Achse pa-
rallele Doppeltangente, deren Beriihrungspunkte aber nur dann reell
sind, wenn




e(p q) >a = (p q)

A V6 Vo > vx VB
ist. Diese Doppeltangente berlihrt das dussere Oval, welches daher
unter vorstehender Bedingung eine [Kinschniirung und zwei Inflexions
). Das innere Oval kann keine

punkte haben muss (cfr. die [Figureniafe
Inflexionen haben, weil man sonst eine Gerade ziehen konnte, welche 6
Punkte mit der Kurve gemein hitte, was bei einer eigentlichen Kurve
vierter Ordnung unméglich ist. In den beiden Grenzfillen a =e)(pi==q)
fallen die Berlihrungspunkte der Doppeltangente zusammen; letztere wird
alsdann  zur Undulationstangente und ihr Beriihrungspunkt zum Undu
lationspunkt.

Aus dem Werte fiir x, und Gleichung (8) ergiebt sich, dass die
Koordinaten des Berlihrungspunktes der Doppeltangente dem Parameter-

werte ), = O entsprechen. Die Polarkoordinaten dieses Punktes sind :
0 I
: S 5
]} I'l l_ L )
(B2t = : 55 COsl [ l
EJ“ —_— r]' ;_’..|w‘]>

Beachten wir die Gleichung (4), so erhalten wir als eri:f]lLll]l'T_‘" der |}(rp—
peliangente im Zy-System:

s R
W RS e
: 2e (p*—q?)
A R I
e e e By — fies & !
i?lll,[.‘aal.,..,...-f = = _,-/{IJJ' |J.

wic sich auch sofort aus der Form der Gleichung (6) ergiebt.
Mehr als eine Doppeltangente kann das Cartesische Oval nichi
gt werden soll

haben, wie weiter unten gez

§ lo. Die Ordinaten des Cartesischen Ovals. Wir berech
nen zundchst die Ordinaten der vier Punkte [, indem wir die Werte (28)
der Reihe nach in (6) oder

q?= P! — 242 JOI(R — 29
einsetzen. Dies giebt:
0y =V -y - Yy )02 Yoy — 2 Yaufiy)
: VotV -+ vy )2 Yoy + 2oy
34 7
Voo=VE -+ ¥y) T 2 Yooy -2 Yofiy)

.{IJ:' {1 o 1'; lA‘, ]{ S x.‘;.l. 2 ]I.?:;;.I,]
Demnach sind je zwei dieser Ordinaten gleich Null, d. h. die x-Achse
wird von der Kurve in allen 4 Punkten rechtwinklig durchschnitten, was
ja auch unmittelbar aus der symmetrischen Lage der Kurve zu dieser
Achse sich ergiebt. Was die beiden andern Ordinaten der Punkte [
betrifft, so sind sie entweder reell oder inagindr, je nach den Werten
von g, .f:‘ v Um einen bestimmten [fall vor Augen zu haben, wollen
wir "H“rj' v voraussetzen, Nun sind die von Null verschiedenen Or-
dinaten in L, stets imagindr, in [,

)

und L, stets reell, dagegen in L,



reell o imay je nachdem yer —- Y Jy ist, d. h, je nachdeém die

wente in reellen oder imagindren Punkien be-

nzfalle: Vo7 B= Vo oder a=¢(p =q) sind alle
vier Ordinaten von [, gleich Null, dieser Punkt also ein Undulations-

punkt (ctr, § 9). Die Gleichung der Undulationstangente ist in diesem

ultate ergeben sich bei der Annahme g<"~v <" oder
¥ s<_[3. Iir das Zeichnen der IKurven empfiehlt es sich, die flinf
i heiden ¢

ZU unters

woltr wir aueh unt

r Beachtung der Gleichnngen (17):

a_>e(p-4-q

onnen. Diese Relationen zwis den Grossen a, e, p, q

7}
L1

srinnern an diejeniven diber die Lave zweier ICreise zu einander.

bestimmen, 1 denen das

e setzen wir:

Ovyal reelle Ordinaten hat. Zu dem Zwe

und nehmen wiede dass P<Ty Sei PDann 1st von bIstE;
11 (rriosse lr'" a1 I(-‘ d. n. in diese Intervalle t‘]]l‘*
sprecl jeder 1t reelle Ordinaten. Von Z, bis %, ist
sowaohl -0 als auch x,, T e bk 1 diesem Intervalle existieren

15t wieder -, -0 und

Ordinaten. Endlich von 2,

N, <. 0, s0 dass in diesem dritten [ ile wieder nur zwel reelle

Ordinaten vor

len andern Intervallen existieren keine

anden sind, In a

recllen Ordinaten, mit allemm Ausnahme des Falles, wo das aussere

Vi@ Vo= oy Ve Voo 1st.

i ' [}

Oval eine Einschnirung besi
J es noch ein viertes Intervall von %, bis

Unter dieser Bedingung

Epee—r iy 5 1+, in dem vier reelle Ordinaten existieren,
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[Ferner wollen wir die Ordinaten der drei Brennpunkte A, B und
C bestimmen, indem wir in die Gleichung (6) fir £ der Reihe nach die

Werte o, (3, ~ einsetzen. Dann ergiebt sich:

| Voulld 7y o) 1= Y By
et

o 5 ST Coty

1 — ) T Vel

Nehmen wir wieder an, dass v, SO haben A und B stets je

vier reelle Ordinaten, und man

ist, d. h. die beiden Brennpunkte innerhalb des innern

Ovals,  Die Ordinaten des Brennpunktes C sind alle imagindr, wenn

v —>o--[3; sie fallen paarweise zusammen, wenn ¥ = o - [ und sie sind
alle reell und verschieden, wenn v<_o~[ 1st. Ausserdem ist stets
vy =&, d. h. der Brennpunkt C liegt ausserhalb des dussern Ovals.
Analoge Resultate ergeben sich fiir den Fall, wo g- y<_f oder
v<_o<_[3 ist. Wir konnen also den Satz aussprechen: Von den drei

Brennpunkten A, B und C liegen stets zwei innerhalb des innern, der

dritte ausserhalb des dussern Ovals,
Was endlich die Ordinaten des ausserordentlichen Brennpunktes

F anbetrifft, so ergeben sich dieselben aus (6), wenn f—o0 gesetzt

wird, folglich n—P% 24 EIRae

Zwei dieser Ordinaten sind daher stets reell, die beiden andern nur

dann, wenn P* >2 YO2R, oder wenn P! 40%R >0 ist. Nun er-

giebt sich aus (6), wenn n=o0 gesetzt wird:

(85)c - i el PE—a 08 R —& 8 £ k),
d. h. die Differenz P# =t i__!::i\'. 1st }_f!t."lL‘h dem Produkte der Abscissen
der 4 Schnittpunkte L. Wir schliessen daraus, dass die Ordinaten von

IF samtlich reell sind, wenn die 4 Schnittpunkte L paarweise auf ent-
gegengesetzten Seiten von F liegen, d. h. wenn I selbst innerhalb des
n Ovals liegt. Ist ferner P4 4 QPR =0, so hat I vier reelle
Ordinaten, von denen zwei gleich Null sind, Dann fillt einer der
Schnittpunkte L mit F zusammen, entweder L., oder L, (cfr. § 6). Ist
endlich P*—4 Q3R <o, so hat [ zwei reelle und zwei imacinire
Ordinaten; von den vier Schnittpunkten L liegt dann einer, nimlich I
links, die andern drei rechis von [, und dieser Punkt selbst zwischen
beiden Owalen, auf der der Doppeltangente abgewandten Seite,

Aus der Relation (35) ergiebt sich noch eine beachtenswerte Fol-

gerung. Setzen wir ndmlich in (6) die Grosse =0, so folgt:

(n*—P*)— 4OIR =o.
1 dieser (Gleichung geniigen der Relation;

“il_‘ vier \\—HI-/.‘.‘J
ol 4 O3R,

tolglich ist
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d. h. das Produkt der vier Abscissen ist gleich dem Produkt der vier
Ordinaten. Dieser Satz bildet einen besondern Fall des bekannten
Newton’schen Satzes iiber das Schnittpunktsystem zweier durch einen
Punkt gehenden Transversalen mit ciner algebraischen Kurve, Uebrigens
ist leicht einzusehen, dass derselbe Satz fiir zwel beliebige auf einander

senkrecht stehende Transversalen gilt,

§ 11. Die Kurve der mittleren Ordinate. Losen wir die
Gleichung (6) nach 7 auf, so ergeben sich nach Lrennung der Wurzeln
die beiden Relationen:

(36)

deren

Wir wollen dann die Gleichung einer neuen Kurve aufs

Ordinate das arithmetische Mittel der obigen Ordinaten ist. Setzen wir

demnach:

slche wir die Kurve der mittleren Or-

Diese Kurve vierter Ordnungz, w
dinate nennen und der Kiirze wegen mit « bezeichnen wollen, steht 1n
mehrfacher Beziehung zum Cartesischen Oval. Sie liegt ebenfalls sym

Achse, ceht durch die imagindren Kreispunkte und be-
; g I

metrisch zur ¢
steht aus drei Ovalen, von denen zwei einander kongruent sind und
durch die Ordinaten der Punkte L, L, begrenzt werden, (Wir setzen

wieder o< [5<_y voraus). Diese beiden Ovale werden durch die %
Achse von einander getrennt. Das dritte Oval — fir welches dieser
Ausdruck nur im weitern Sinne gebraucht werden kann — schneidet
: : R \ . :

die Achse im Punkte 2= 5 und wird hier von der Doppeltangente des

Cartesischen Ovals beriihrt. Es geht ferner durch die Bertihrungspunkte
dieser Doppeltangente und erstreckt sich lings der positiven £-Achse in’s
Unendliche, wo es in eine Spitze ausliuft. Dasselbe hat auf der linken
Seite cine Einschniirung, beztiglich einen Undulationspunkt, falls das Car-
tesische Oval diese Eigenschaften besitzt. Losen wir die Gleichung (37)
nach 7 auf, so folgt:

== P2 — A (P2 &)* F—R)
5 : - =
: e e e e e S =
oder 1 P2 Eest e — ¢ 9) (€ )
= = -

wieder dieselbe Bedeutung haben wie in (28), Hieraus
ereiebt sich sofort, dass die Kurve o vier zur Achse senkrechte Doppel

> 3
tangenten hat, welche durch die Punkte L, T, L, 1., des Cartesischen Ovals
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gchen,  Die Bertihrungspunkte dieser Doppelta

naten (cfr, die Gleichungen 34

reell oder imaginir, je

peltangente de

11!.5‘ |Ji

Punkten berthrt, Ferner Rela

dass
die Kulminationspunkte der haben die
Brennpunkte A, B, C des ( 5. Denn berechnen 1
37) den erster die Gleichung =o

oder wenn wir

n MI_ Die den Al

iten der Kulminationspunkte sir

womit obige Behaupt

sprechenden

daher

punkte

Auch diese Kurve steht in mehrfacher Beziehung sum Cartesischer

von emem mittleren Oval

Sie wi

Zugen, welche die gemelnsamen Asymptol

nittlere Oval hrt das innere C:

[, L.. wahrend die ]\|u-w":.u1:i-| hen
in [., und L, berithren. Alle diese
Kurve &), Von den 16 Schnittpunkten beider Kurven fallen 8 m

I AUSAMINeEn, Zwel we

Punkten .1 Beriithrunespur

1
der Doppeitangente des Cartesischen Ov: die

imagindren IKreispunkten, wo sich beide IKurven berthren.

| v v - 1 | 1 f = |2 1 1 1 3\ e
Nach dieser Abschweifung kehren wir zu dem Cartesischen Oval zurtick
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§ 12. Die analytischen Charaktere des Cartesischen

haben n § §

Ovals, Wir

WE 2N

LI Lopp Jpunkte
at, ich als Ruckkehrpunkte erweisen. Da nun eine eigentliche
Kury r Ordnung nicht mehr als dret Doppelpunkte haben kann,

| B _ : 1
INUCKKE] | mMELen nur noch

L Ty = ey ety
mit den Plicker’schen

B
) 1 1 2 D 34 O
\nzah Inflexic 151 nkt
3nin 2 63 &7 5
hl der Doppeltanger

2=l T = — 2 Halspikr

tndlich noeh der Defekt oder das Geschlecht der IKurve: D) — 1.

Cartesischen QOvals. Durch Difle

itiation wir uns jetzt xy statt Zpeeschrieh
(aenken,; « ( sich
% 2) (x S O
nd s
2 v = [
1O tan ¢
5 ;
v i Pz)

Fancente mil - bezeichner

ist, so erhalten wir fiir alle Tan

senten, welche ng paralle] die Relation
(41) v J 2:40) (

e

lie 15¢

die en




e
O

r
I

die Grosse OF eliminieren.  Wir haben damit den Satz géwonnen: Die

Beriihrungspunkte aller Tangenten, welche einer bestimmten  Richtung

parallel laufen, liegen auf einer Hyperbel. Das Zentruin dieser Hyperbel ist:

I—= 2= kR
0= 7 SR v = =
3 i S
Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen die Grosse k, so folgt:
S l i
Xq I } Yhe— |
i i 3 144

Demnach ist der Ort der Zentra aller Hyperbeln (42) eine Ellipse; letz-
tere wird von der Doppeltangente des Cartesischen Ovals berthrt,
Schreiben wir (42) in der Form:
i ] iy

(2x2—y2—2Rx-+P)-2ky(2x— R

erhalten wir einen Kegelschnittbiischel, dessen Basispunkte

= R+yR*—3P2|; y=0
3 /
I 2l = -
und’ =y syl =
22, S 2

sind. Zwei von diesen Basispunkten liegen daher auf der Achse, dic

siden andern fallen mit den Bertihrungspunkten der Doppeltangente
des Ovals zusammen.

Setzen wir die Konstante k=299, so

eneriert die H_\|n'|‘}u‘]
(42) in zwei Gerade, namlich:
y(2X RY=10;

Daraus folgt, dass diejenigen Tangenten des Ovals, welche senkrecht zur
x-Achse sind, die Kurve in den vier Punkten L, L, I, L, berihren,
resp. mit der (doppelt zu zihlenden) Doppeltangente zusammenfallen.
Nehmen wir ferner k==0 an, so erhalten wir die Kulminationspunkte
des Ovals; sie sind die Schnittpunkte der Kurve mit der Hyperbel:

@3) . o vvw 32—y — 2 Rx—-
Das Zentrum dieser Hyperbel ist x, = = R; y,=o0; ihre Scheitel licgen
chenfalls auf der x-Achse und entsprechen den Abscissen:
1 : :
P I -1 ReEie= 3 P2
3

Diese Abscissen sind stets reell, denn:

R?% — 3P2— (ot + Bi-=y)"— 3B =~ oy 1= Ly)
I A s ) I (|
A L el L T
o d ) SR il Xy |“l)
1
[ ] 1 r )
(o0 —B)2{ot-— )2 (B —1)
a2 \ ) | '

Der rechte Zweig dieser Hyperbel geht durch die Berihrungspunkte der



en Punkte mit der

Doppeltangente des Ovals, hat aber keine weitern reel
Kurve gemein, Der linke Hyperbelzweig, dessen Scheitel stets innerhalb
des innern Ovals liegt, schneidet jedes Oval der Kurve in zwei reellen
[Kulminationspunkten. Auch ersehen wir daraus, dass die Kulminations-
punkte des dussern Ovals stets links von denen des innern Ovals liegen,
Die Abscissen aller Kulminationspunkte erhalten wir aus der kubischen

Gleichung:

(X)) = 23+ Rz =) —0,
AN =
welche sich ergiebt, wenn wir y aus (6) und (43) eliminieren, Bezeich-
nen wir die Wurzeln dieser Gleichung mit x, x,, X,,,, S0 Ist
R R R
i ' "Xy o "X )
2 3 3
(IR (R R
; , -
denn es ist '3‘ .0 g‘ ] o: @(o) >0 und --Jl ~io) Nur
B 3 ; : S

den Abscissen x, und x,, entsprechen reelle Kulminationspunkte.
& 14. Die Polare des Cartesischen QOvals. Als allgememe

Gleichung der Tangente des Ovals erhalten wir:

2{).’{ | _\;(\'_] 4_ \.,‘ P2 :’ 1y 2(__!-'\
(22 (x2 Ly
Aus Gleichung (6) ergiebt sich aber:
x2-Ly2— P22 =4 0" (R —2x), folglich
(x2}y) (x24-y2 —PH)=4Q*(R 2x)-}-P? (x2+ y2— P>,

so dass obige Gleichung {bergeht in:

208 x(x24y?— P ety (X2 +y—F)y 203 (3x —2R)
e ip2
—_ = P4 =o0.

Soll diese Tangente durch einen festen Punkt P, gehen, dessen Koor-

dinaten x,y, sein mogen, so haben wir die Bedingungsgleichung:
( (v . DN [ 2 4] T2 AN | Va3 i e
'-.1"." IR "‘\\II "."\}n_ = I "_\ ¥ ] ) i_)",J '_3\ =_'\||

S Rc=—1"

Dies ist die Polare des Punktes P,. Es folgt daraus der Satz: Die
Beriihrungspunkte aller von einem festen Punkte an das Oval gezogenen
Tangenten liegen auf einer zirkularen Kurve dritter Ordnung, Nun
liefern die beiden Kurven (6) und (44) 1m Ganzen 4 ><3= 12 Schnitt-
punkte. Davon fallen zweimal je drei mit den imaginiren IKreispunkten
[ und | zusammen, denn beide Kurven bertihren sich in diesen Punkten.
Die Verbindungen P,I und P,J sind aber keine eigentlichen Tangenten
des Ovals, da [ und | Riickkehrpunkte dieser Kurve sind, Wir kom-
men damit auf den Satz zuriick, dass das Cartesische Oval eine Kurve
sechster Klasse ist, d. h. von jedem Punkte P, lassen sich 6 Tangenten

an das Oval ziehen, Eliminieren wir aus (0) und (44) die (irosse
2 s 2 PR
x*—y*—P? so folgt:

(45) (2x—R) (xxg+y5, — P2 4-Q*(@x+33—2R)*=o0.

Diese Gleichung stellt eine Kurve dar, auf welcher ebenfalls die Be-




oder, wenn wir beachte

strahls MA bedeutet,
2°) 1.-‘

Da aber O 1S

)

i Pun

Normalen des Cartesisch

Vi des Oh




Analog eroiebt sich fiir die beiden andern Abstinde:

2 B Ve v 2% Veal. v
e, Yy ) N Tl | Vop
TR »9 e R e 51
Daraus folgt:
(as)i i e e e — e a Y By

Nun konnen wir statt des Punktes %, irgend einen andern Punkt
der Normalen wihlen, seine Abstinde von den drei Brennstrahlen

stets dasselbe Verhiltnis. Es folgt daraus der Satz

leder Punkt auf der Normale des ! artesischen Ovals hat von den
strahlen MA, MB und MC Abstiinde, die in einem konstan-
ten Verhiltnis zu einander stehen.

Auf diesem Satze beruht folgende Normalenkonstruktion: Man ziehe
Brennstrahlen der Iurve, etwa zu MA und MB, zwei Parallelen

Brenns

z0 Zwel

deren Abstinde sich wie Y oder was dasselbe ist, wie q:p ver-

beiden Parallelen ist dann ein zweiter
iten Normale. [Fur p= "-_"l kommen wir auf einen

halten; der Schnittpunkt die
Punkt der gesuw

I
bekannten Satz der Ellipse

1. Hyperbel zurick.

he das Oval in vier Punkten

‘n wir eine beliebige

hschneidet und konstruieren in diesen die Normalen, so durch-

schneiden sich e ZWelL der-

der symmetrischen Lage der Kurve

der Dadurch werden auf dieser Achse zwel Punkte
derq ntgegengeselzt gleich sind.  Denn nach
() (&%
¥ il gs pa L0 VTR ax)
5 ) ()
= o o o e
Yo P2 .._ll_.--t]\ — )

is folgt daraus der Satz: Je vier Normalen des Ovals, deren Ifuss-

punkte derselben Abscisse entsprechen, bestimmen auf der x-Achse eine

Strecke, welche

den ausserordentlichen Brennpunkt der Kurve
halbiert wird.

§ 16. Die Krimmung des Cartesischen Ovals. Wir be-

hst den zweiten Difterentialquotienten y*/

stimmimen  zur . Aus Gleichung
| h U bezeichnen wollen, ergiebt sich durch

(6), deren linke Seite wir dt

successive Differentiation:

) il
{(D2x -2 07) 1 D2y

1y 0y
=1 . 0 ()2 1 d2 U : ;

- 1 (D2 —-2 x2); — iy — =4 (D" {2y
o x* (X oy - dy= "

Hierbei wurde zur Abkirzung x2--y2 — P2— DD? gesetzt. Nach einer
o | o (=]
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