Dorbemerfungen.

e

Bie in folgenbem aufammengefteliten Sde, welche BVeziehungen ber merfwiivdigen Punite
eined Dreiedd ausbritden zu dben Gegenpunftes, UnfreiSmittelpunfte- und Potengpunttedreiecen,
perbanfen ihre Gniftehung der Bejddjtiqung mit den beziiglichen Aujgaben bdes Aujgaben-Reper-
toriums ber Dofimannjdhen Beitfdhrift fiir mathematijhen unbd naturmifjenjdajtlichen Unterricht
aud den Jabren 1896 unbd folg. 3 vermweife tm befonderen auf die Aufgaben JE 1463, 1464.
1489. 1491. 1492. 1505. 1523. 1541. 1576. 1578. 1600. 1601. 1602. 1628. 1629. 1633. 1649.
1660. 1712, 1718, 1714. 1748. 1749. 1750. 1806. 1807. 1808. und 1809.

Der 35. Jabhrgang 1904 bradite die nadjfolgenden Sige al8 bdie erflen Jnummern dex
newen Aujgaben-Serie u. gw. bie exften vier al8 JAE 1. big 4. in dber 1. Fummer ded vorigjdhrigen
Sahrgangd Seite 55 big 57, ferner den 5. und 6. Sap ald JE 12. und 13. ayf Seite 214,
wihrend bder lefte Sa noch nicht verdffentlicht ift.

Jdh habe die Jufammenftellung in Dder {ibergenqung unternommen, daf man ausgehend
von ber Gigenjhaft des Feuerbachidhen Kreifes, daf berfelbe bie Anireife etnes Dreteds aus- unv
ben Jnfreis einjdhliefend Dbevithrt, ju einer Ldjung ber Hauptaujgabe des Apollonijdien Taftions-
problems gelangen fdonmne.

1Im Mitarbeiter an diefer nicht uninterefjanten Unterfudjung ju werben, widmete id) daber
bie vorliegenben Sibe bem Mathematijchen Berein an ber Univerfitit Jena.  Derjelbe nennt fich
felbft bie Fortfetung der von Profeflor Schdffer begriindeten Mathematifhen Gefellfchaft, der td)
méhrend ber Jahre 1875 bid 1879 angebirte und mannigfacde Unregungen verdanfe. Durd)
Peren Profefjor Dr. Gubmer lief id) dben Mitgliebern eine darauj bejiigliche Preisaufgabe jtellen.
S hoffe, dburch vorliegende Berdffentlichung meiner Vorftubien benen, bie fich fir bdie Ldjung
obiger Aufgaben im Aufgaben-Repertorium ber Hoffmannjden Jeitjdrijft interefjieren, jowie
meinen jugendlidien Dereindgenoffen im Mathematijden Verein eine willfommene Hilfe durd) bie
beigegebenen Figuren darzubieten.



Die Dreiede, deven Gden die Mittelpuntte der Wnfreife ded uripriingliden und
jeines Gegenpunftedreieds auf dem Umlreis find.

(Siehe nebenjtehende Figur. Aufgaben-Repertorium ber Jeitfdrift fiir math. und naturmw. lnter-
riht. XXXV. B. ¥ L

A’B' C’ finb bie Gegenpunfte von ABC auf bem Umfreis, beffen Mittelpunft O tft.

A Ap Ay find bie Mittelpunfie der Anfreife von ABC wund A/ A AY bie ber Unfreife
pon A‘ B’ C;

Dann find A A% A% bie Gegenpunfte von A; Ay, Ay in Bejug auf O.

Ferner jind fomwobhl A, A, A; bie Mittelpunfte der Kreife, welde duvd) je 2 AnfreiSmittel-
punfte und den Mittelpuntt ded Jnfreijes I° ded Dreiecds A’ B’ C’ gehen, al3 aud)y A% A% A
diejenigen der RKreife, welde durd) je 2 Anfreid: und den JmfreiSmittelpuntt I hes Dreiects ABC

geben.
Gnblid) find audy dbie Jufreidmittelpunfte I und I ber Dreiecte ABC und A/ B’ C’ bie

Mittelpunfte der durd) A4 A% A% und A, A, Ay gelegten Kreife.
Der gemeinfchaftliche Umbreid von ABC und AB O ift gemeinjdiaftlicher Feuerbadyjcher
Rreid fir folgende 8 Dreiecte:
A Ag Ao TA A, - TA AL LA A und
AT 2 U O S R
Daber liegen famtlide Seitenmitten, Hobenfupuntte und WMitten bder oberen Hiben-
abfchnitte auj der ‘Peripherie diefes RKreifes. Daraus folat weiter, baf bie Witten M, M, M. ber
Seiten bes Dreteds A; Ay Ay jugleid) die Mittelpunfte folgender 6 Kreife:
BCA; A, ACA A;, ABA A, unh
B G/ T"AY, A“CIYA, A'B T AY find.
Gbenfo find bdie Mitten M4 M M’; ber Seiten bded Dreiedd A4 A% A’y jugleidh bdie
Mittelpunfie folgenber 6 Kreije:
B CF A% A%, A’B’AY A, AYB'AY A% umd
BCIAY ACIA,, ABIA,.
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Jujas zu L.

(Siehe Mitcjeite dexr Figur I).

Berbindet man die Punfte A, A% Ay A Ay A%, fo erhilt man ein gleichieitiges pavallel
feitiges Geched, bejjen Jnbalt, burd) die BVeftimmungsititcde ded urjpriinglichen Dretects ausgevriidt,
drs Defrigt.

Doz SechBed fann ausd dem Pavallelogramm A, Ay A% Ay und den Dbeiden gleichichentligen
congruenten Dreiecen A; A4 A% und A A, A, beredhnet werdben. Die gemeinfdaftliche Bafid des

o . . 3 " L ] = F = 1
Parallelogrammad und der beiden Dretecte ift Ay Ay = 4vcos . Die Dobe des Pavallelogramms
ift der untere Hibenabidhnitt und die Hilfte ded oberen von dem Dretect A, A, Ay

- |l.-j ;_r 3 - L

aljo 41 cos -cos -5 2r sin -
v v} b Ll
e (:3 008 - COS-5 — sin— }
i R 2 i o iR e
— (20'”" fJ cos4- — cos 'I.J cos Sin —- sin r.-)

=

f— s . el :
— 2recos——-. Gomit ber Flicdeninhalt

sl i ] 0
: §—y a o o By f—y Sl Bl
812 cos’ o8 — = 8r? sin —— cos® r2 (F-ii]l fi - sin ;f}

¥ ] 2

Die Hobe der beiben gleichichentligen Dreiee ift die Haljte bes oberen DHihenabidhnitts

T - ey . . ' (4] . i1 ety ea bl (43
von A, Ay A, aljo ber Fladeninhalt der beiben Dretede <4rcos—-. Zrsin 5 = Srsin~ cos—
— 4r2sina. Somit dex Flacheninhalt ded Sechseds: 4r?(sin a - sin § - sin p) 2r (2rsin a

Orsin f + 2rsiny) — 2r. 25 — 4us.
Bieht man durd) O bdie 3 auf je pwei Gegenjeiten ded Sech3ectd fenfredht ftehenden

Geraben h; b, und hy, fo ift beren Summe demr doppelten Wmfang ded Uvbreieds gleid).

Der Fladeninhalt ded Parallelogramms A, Ag A% A’y it nad) vorftehendem = 4rf
(sin § - siny). Gomit ift
2rh, =— 4r?(sin §  siny)
h, = 2r(sin § + sin y). ‘J.[m‘:lng
h, = 2¢ (sina - siny) und

h, == 2r(sin ¢ - sin ). Folglic

hy + hy -} hy = 4r(sina - sin § - siny) = 4s.



Il.

Das Unfreismittelpunitedreied und das
Potenzpunttedreied,

(Stehe nebenjtehende Figur. Aufgaben-Repertorium der Jeitjdhrift fiiv math. und naturm. Unter-
ridit. XXXV. 1904. Geite b6. N2 2).

A Ay Ay find wieber die Mittelpunfte ber Anfreife des Dreietd ABC und I ber
bes Jufreifes. P, P, P, und P, find bie Potenjpunfte ber Kreife um LA, &;, TA Ay, 1A, A,
unb A; A, A,.

Ay B, G jind die Seitenmitten von ABC.

Dann haben bdie Dreiede ABC und P, P, P, einen gemeinjdaftlichen Feuerbachidien
Rreis.

P, ift der WMittelpuntt bed Jnfreifes bdes Mittendreiedd A, B, C,. Ferner find P, P, P,
oie WMittelpunfte der Anfreife bes Dreiectd A, B, C,.

Enbdlid) find die Dretecte P, P, Py und A, A, A, dhulid). Die Seiten bed erfteren find
patallel ben Seifen des [ehteren und je die DHilfte derfelben. Der Situationspunft der beiden
Dreiede ijt S, der Schwerpuntt des urfpriinglichen Dreiets ABC.

&3 verbalten fid

SP, : 8A, — SP, : SA, — SP, : SA, — 1:2.

(Lergl. Aujg. 1649 tin XXIX, 25. und beren Aufldjung in XXX, Seite 262).
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RN,

Das Potengpunitedveied und dasd AUnfreismittelpunttedreied
De8 Gegenpunftedreieds.

(Siebe nebenjtehende Figur L.  Aufgaben-Repertorium ber Jeitjchrift fitv math. und naturw. Untex
richt. XXXV. 1904 Geite 56. M 3).

Wie in I {ind A’ B ¢/ bie Gegenpunfte von ABC auf bdem Wmfreid und Af A% A% Die
Mittelpuntte der Anfreife ded Dreieds A’ B/ 7,

Wie in I find P, P, Py bie Potengpunfte je zweier Anfreije und des Jnfreifes bes
Mroreieds ABC.

A, B, C, find die Seitenmitten von ABC,

Dann find die Dreiede P, P, P, und A4 AY A% ahnlich und die Seiten de3 erfteven finbd
parallel den Seiten bed lefsteren und je die Halfte derfelben.

=
e

it

. Situationgpunft der beiben dhnlichen Dreiede ift H, der Hobenjchnittpuntt ded ux
fortinglichen Dreteds.
&3 verbalien fich
HE s HAL = HFP AL — HP c HAL — 12 ynh
HA, : HA’ — HB, : HB' — HC, : HO = 1 : 2.

Die Dobenfuppuntte des Dreieds P, P, P, find die Seitenmitten bed Dreiedts ABC,




Ev.

Das Mittendreied, deflen Gegenpuntiedreied in BVesug auf den Mittelpunit des
Jeuerbachichen Sreifes und die beiven WUnfreiSmittelpunftedreiede derjelben.

(Siehe nebenjtebende Figur V. Aujgaben-HReperioriim ber Seitjchrift fitr math. und naturw. Unfer-
richt. XXXV. 1904. Geite 56. 42 4).

A, B, C, find wieber bie Miitten ber Seiten von ABC, P, P, P, bie Potengpunite je
sweter Anfreife und des Jnfreijes von ABC. Dann find (fiehe 1) Py Py Py audy die Mittelpuntte
ber Anfreife von A, B, Gy

Ebenfalls ift dort fdhon evwdbnt, dafi der Feuerbad)fdie Kreis von ABC jugleich) ver von
By Bt

Jit H bder Hobenjdmittpuntt von ABC, o liegen aud) die Mitten von H A, HB und
HC auf der Pevipherie desd Feuerbachjchen Hreifes und bdiefelben find die Eefenr etnes dem Dretect
ABC dhnlichen Dretedts A/ B, €, deffen Seiten denen von ABC parallel und je bie Dalfte ber-
jelben find, Der Gituationdpunit diefer Dreiecte ift H.

Dag Dreted A’ B, ) ijt das Gegenpunftedreied von A, By G in Bejug auf ben
Mittelpunit F bdes Feuerbadhihen Kreifes. Das Anfreidmittelpunttedreied P/, P4 PL ift bad

Gegenpuntiedbreiedt von P, Py Py, bem Unfreismittelpunttedreied von Ay B, Gy (in Bezug auf F).







Fig. V.
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v.

Die Dreiede, weldje einerfeits von den Mittelpunften ded Ju= und der WUnfreife,
andrerjeitd von Den Potenjcentven je dreier diefer Dreiede gebildet werden.

(Siehe nebenjtehende Figur V. Aufgaben-Repertorinm der Jeitjdrift flir math. und naturw. Unter-
richt. XXXV. 1904, Geite 214. 32 12),

A, A, A, find die Mittelpuntte der Anfreije, T der ded In-, O Dber bes lmiretjes, I der
bes Feuerbachichen Sreifes; S der Schwerpunft bed Dreieds ABC und H jein Hobenjdinittpuntt.
P, P, P, und P, find die Potenjcentra der Kreije um 1A, Ay, 1A Ay, TA Ay unbd
AL A Ay,
Q, Qy Q; und Q jind die Mittelpunfte der $Kreije um Py P, Py, P, P, P, P, P, Py und
P, P, P,
0, 0,0, und O, find die Mittelpunfte der Kreife um IA, A;, TA Ay, 1A Ay und
Al Ag A,
Dann Liegen auj einer Geraden:
HP, 0, HP,0,, HP, O, unb HP;O,, fernex
HQ A, HQ A,, HQy Ay, und H Q,T; ebenjo
[SP,, ASP, A,SP, unb A;SP;; ferner
[00,, A,Q0, AjOO, und A; 0Oy
AT S TUA L BTN O S imb A A A BUA A O A A,
P,FQ,6 P, FQ,, PyFQ; wund PyFQ,
Jolgenbe Dretect3paave find dhnlich), haben den Situationspunft S und ihre Seiten wvere
verhalten fich wie 2 : 1:
A Ay Ay und PPy Py
TA, A, uno P PP
LA A, mnd PP P,
[A; Ay wund PyPs Py
Der Mmfreid des llrbreiets ift Feuerbad)fcher Kreid fiix die linf8 und der Feuerbachjche
Rreis Ded lrdreiedd ift ugleidh Feuerbad)jcher Krei3 der recdhtd8 ftehenden Dretede in voriger
Fufammenjtellung. Die Culerjhen Geraben bdiejer Dretect3paare find natiiclid) auc) parvallel und
verhalten fich wie 2 : 1.
Die Punfte
A 0;A,0, A; O, und
Py Q Py Q P Q,
bilben parallelfeitige gleichjeitige SechZecfe mit bem Situationdpunit H.



VE.

Das aus den dem Feuerbadychen und den Unfreifen gemeinjdaftlidhen Tangenten
gebilvete Dreied und das Potengpuntteoreied.

(Siehe nebenjtehende Figur VI.  Aujgaben-Repevtovium der Jeitfdyrift jitr math. und naturmw. Untex-
vicht,. XXXV. 1904 Geite 214. N 13).

Jft Py Py Py bas Potengpunttedreied von ABC, o ift bdeffen Hibenjdnittpuntt P, ba3
Potenz-Zentrum der Anfreife A, A, Ay, Da mun P, dasd LPotens-Sentrum der Kreife wm FA, Ay
ift, jo mup P, P, bie Potenz-Gerabe der Kreife wm A, und A, fein. Folglidh ijt der Schnitt-
punft K dev dem Feuerbachihen und den Kreifen um A, wnd A, gemeinjdojtlidhen Tangenten
KM und KN auf P Py, analog M auf Py P, und L auf P, P, gelegen.

Jum ijt Py Py bie Potenzgerade von den Kreifen um I w. A, und KL biejenige von
oenen um Ay . F, folglich ijt ibr Schnittpnnft N das Poteng-Sentvum von A, FI; analog Q von
Ay Far Tano R von A, B w I Gomit flegen N, Q@ u. R auf ber Potenz-Geraden von F u. I
d. i. die diefen gemeinjchaftliche Tangente.

Aljo ailt bder Saty:

Lte Ecden bdesd Dreiects, weldes aus den dem Fewerbachihen und je einem
AUnbreife gemeinjchaftlichen Tangenten gebildet wird, liegen auj ben DHoben ded Potens:

punftedreteds, b. h. dedjenigen Dreieds, bdefjen Seiten bdie Potenzgevadben des Jn- und
je emes Anfretfes find. Ferner jdhneiden die 3 Seiten desd Tangentendreiectd die bes
Lotenzpunttedbreiects in 3 Punften, weldhe auj der dem Ju= und dem aeuerbadyiden

gemeinfhaftlichen Tangente liegen.
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Vil

Dad in Bejug auj das PotengJentvum der 3 Anfreije fymmetrijdy gelegene,
pem rdreied cougruente Dreied.

(Siehe nebenftehende Figur VIL).

Das Dreiedt A B C’ ift congruent mit und fymmetrijch ju ABC in Bejug auf P ald

Gituationspunft. P (frither P, genannt) ijt dad Potenz-Hentrum ber Anfreije, deren WMittelpuntte

34

A, Ay und A,. P ift daber aud) Jnfveismittelpuntt ded Wiittenbreiecd A, By €y und dba A B'S

14

@egenpuntte von ABC in Bezug auf P, o find audy A% B ©F, die Witten von A B U, Geqen-
punfte von A, B, G, aljo ijt der 53

,
nfreid von A, B, €, glechzeitig ber von A’ BYy €Yy unb fein
Mittelpuntt ift auch Potenj-Sentrum Dder Unlreife ded Dreiedd A B’ C7, Ddejjen Mittelpuntie
AY A% AL Folglich haben diefe 6 Kreife einen gemeinjdafilichen Orthogonalivers, bejfen Jentrum

P. Die 12 von P aus an die 6 Srveife gelegten Tangenten jind gleid).

£ .

Die Guler-Geraden der beiden Dreiede ABC und A’B'C/: HFSO und H F 50
find pavallel und ibre Punfte paarwveis fymmetrifd ju P. Da aud) HI || und = H* T*, jo bilbet

HIH T ein Parallellogramm, deffen Diagonalen fidh in P fdneiven. IS PS'I° ijt bie anbre

Diagonale, auj der jomit bie Jnfreismittelpunite und Sdywerpuntte [iegen.

Ter Hobenjdhnittpuntt H ift Umbreismittelmunft von A% A% A%, 07, der Umireismitiel

punft von A‘ B’ (Y, ift sugleich Mittelpuntt des Feuerbachidhen Kreifed von A’ A%AY, ba Dbeide

T’

freife iventifd find, und I’ ift Hobenjchnittpuntt von A7 A% A%, IAnaloge Bebeunr

habet

HO und I fiir bas Dretec A Ay Ay, Davaus folgt, dap auch bie Schwerpunite biefer Dretece

auf H O T vefp. H OI fallen.

O tjt Hohenjdmittpuntt von A, By G, und F Wmfreismittelpuntt, wihrend der Schwerpuntt

pes Mittendreiedts A, B, C, mit S, dem Schwerpunft ded Urbreieds, zujammenfallt. Diefelbe

AT i 14 1

Bepeutung haben O/, F* und 8¢ fiir das Wittendreied AY, B €. Darvaus folgt, dak auc die

Mittelpuntte ibrer Feuerbachihen Kreife auf O F refp. O F* [iegen.

A, By G, und A4, BY O find bdie RBunfte, m weldhen bdie Unfreife die entjprechenden
Dretectsieiten beriihren. Dann jdhmeiden fih A Ay, BBy und CC; in I, dem nfretsmittelpunit
bed jymmetrijhen Dreiectds A B C' und analog

’ Af A, B B4 und C°C tn T, bem Jnfreidmittelpuntt von ABC.
Diefe Transverjalen geben aber aud) durcd) bdie Mitten Dder entjprechenven Setten bes

jommetrijhen Dreiects, aljo 3. B. A A, dnedh) A%y, b, 1. die Mitte von B* ¢, alfo a’



20

Die Stvablen A, I'B und I’ C werden in A%, BG und € balbtect, ebenfo T AY 1B
und 10 in A,, B, und C,, fodafi bie Dreiede ABC unb AY, B, €4 fommeteifd) (pecipeftivifch)

i

liegen in Begug auf I’ und A’ B C und Ay By G in Bejug auf L

3

averner liegen auj den Hiben des Dyeiects ABC bic Anfreidmittelpuntte bed fymumetrijchen
Dretectd A A4 A und natiiclich aud) deven Verithrungspunite mit bden entjpredhenden Dreiecs-

Fatfart T =
jetten A sl

¢ alio auf h, ¢ A% und A’ 2

nalog auf bem Hobhen bded Dreiects A’ B’ die Anfreizmittelpuntie A, A, A, und beren

Bevithrungspunite mit den Dretect3fetten A, By unb C,. A, A Ay g, ByBh I A A,

und G, 04 A A,

e e te—30
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