.ﬁ“ per Veilage sum Programm ber Grofbersoglihen NRealjhule 1897 bhatte id), von bex
Definition ber Apoloniiden Kreife ausgebeno, die Bezichungen ver Nadien derjelben ju den Seifen,
Tinteln, IWinfelhalbievenben, Hihen und bem Fladeninhalt bes Dreieds, bdie Eonftructionen jur
uffindung der Mittelpuntte ber A, §r., bdie Lage derfelben ju einander und ihre Entfernung von
ginander, ferner bie Beziehungen jum Limbreis, zu dbem Grebejden Puntt und den Wintelgegens
transverjalen jujommengeftellt. Jm folgenden fitge i) Dievsu nod) einige BVeziehungen ber LVey-
binbungslinie der Mittelpuntte der A. Kr. su ber Havmonifalen bes Dreteds, bder Verbindungslinie
ber Apollonifdhen Vole 3zu dem Wmfreis, ferner die BVeredhnung der Entfermung ber Apollonijden
Pole und die Besichungen ber Verbinbungslinie ber Mittelpunite ber A Kr. ju den Brocarbiden
Pauntten und bemt Brocardjhen Kreife.

12,

Die Verbindungslinic der dujeren Gndpunite der mit den Seifen jujammen=
jfallenven Durcdhmeiier der A, Ke. ift die Havmonifale de§ JInfreismittelpunttes
in Bejug auf dad Dreied, (Figur 8)

A; Ag Ay find bie Ynfreismittelpuntte bed Dreieds ABC. Man verlingert die Seiten bdes
Dreieds A; As Ay, Dbis fie fidh mit ben verldngerten gegeniiberliegenben Seiten von ABC [dmueiben

in A, B und C%. Diefe drei Punkte legen in einer Gevaden, der Harmonifalen bdes Jnfreis:
mittelpunttes in BVezug auf das Dreied ABC*) Sie find bie duperen Ahnlidhleitspuntte je jweier

ntreije des Dreteds ABC. &ind AA., BBg und CCp bie Winfelhalbievenden von ABC, fo
finb A, und A’ bdie Gnbpunfte bes Durchmeffers bdes su a gebivigen polonifden RKreifes, ber
mit a swjommenidllt,. G it jomit H, ber Mittelpunit von Ae A%, entjpredend Hy ber von
Bg Bs uno He opec von G U,
s gehen pemnady von C folgenbe havmonijche Punfiveiben aus: CAqx BA% und CBz AB‘z,
Davaus folgt, daf aud) Az Bz wad) € convergiert, weil BA und A‘e Bg bdabin convergieren,
nalog A« Cp nach B und Bz Cp nad) A%, Daraus folgt in Verbindbung mit jritherem: €8
[iegen nidyt mur die Mittelpunite der A, Kr. auf einer Gevaden, jonbern and) die duferen Cndpuntte
fowie ein duferer und je jwei innere Gndbpunite der mit ben Dreiedsjeiten jujommenjallenben
Durdmejjer ber A, K.
Ferner find harmonijde Puntiveiben:
ARy A X
A; B BY unb
CCp AgZ, b. b
bie 4. Darmonijden Punfte ju A, Az A, A;BgB unb CCprA; liegen ebenfolls auj ber Hars
monitalen bes Jnfreismittelpunttes in BVezug auf bas Dreied .\Ht_'.

y Dir. F. W. Frankenbach, ©ie Sarmonifalen ber Mittelpuntie der LVerithrungsfreije cined Treieds in
Bejug anf dafjelbe. Liegnig 1895.




Enolid) find Harmonifde Punkiveiben:
A; B Ay B,
As A As A% und
Ay OAL UG bk
per dufere Gnbpunft bes Duvdymeflers bes su a gebovigen Wpolonifhen Srveifes (A‘) feilt bie
a gegenitberliegenbe &eite bes Drefeds Ay As Ay in demfelben PVerhaltnis nad) aufen, wie bder
Dibenfuppuntt (A) nady innen,
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Die Vevbindungslinie der Upollonijden Pole (ijodynamijden Punfte) wird bon
dem Mmfreis Hhavmonijd) gejdinitten, d. h. die pollonijdhen Pole find
sugeordnete Pole des Umfbreifed. (Figur 9.)

Der Mittelpuntt bes Umbreifes O liegt auf der Verbinbungslinie ber Apollonifchen Pole
P,P,, und bder Umireis ijt Orthogonalfveis ber Apollonijden Sreife (fiehe Programm 1897
MRe. 7. Seite 11.)

Wenn aber ein Kreis cinen andern vedtwintlin fdmeibet, fo ioirb jede durd) den Mittel:
puntt beé einen Sreifes agebende gerade Yinie von bem anbern Kreid fo gejdnitten, baf die Durd:-
jdnittspuntte jugeorbnete Pole bes erfien RKreifes werbew.  Jeber Duvdymeijer des Wmbreifes wicd
baber von jedbem Upollonijden Kreife Darmonifd gefdnitten. Folglih audy bderjenige, auf weldem
pie Deiben Wpollonijden Pole P, und P, legen. P, P, find alfo jugeorbuete Pole des Mmiveifes.”)
Gs gilt

) Bl el O B~ 9 Re i 2o
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Die Entfernung der Upollonijden Pole (ijodynamijdhen Punfte) von einander.
(Figur 4 ber Programm:-Beilage 1897,

m P, P,, ju berechnen, benuBen wir bad Dreied P, H, H,, in weldhem P, H, — r.,
P,H. = 1, und - H, P, H, = 1207, Die Hiljte von P, P, ijt dbie Hibe biefed Dreieds auf
Hy, H,. Da der Mupenwintel des Dreieds H, P, H, bei P, = 60% f{o ijt die von H. auf H, P,
gefallie Hihe = rysin 600 = = I3, Somit
| Eopid Rt 1 RSB 4 ;
— = — I3, aljo
1
PP, — Ao I3
27 H, H
Nun ift (fiebe Progr. 1897 Seite 10)
Ho Hy = Vra® 4 10 2 41, va aljo
e 3
BB s . e -
16 SRR T ST T

") Sierin liegt der Gvund, daf die Pauntte P, und P, afs Apollonijde Pole bezeichiet wurdes,




Um in diefem Ausbeud r, und r. durd) bie Vejtinmungsitiide bdes Dreieds zu evjesen,

leiten wir fiiv ry und v, mit Hilfe bes Sabes 10 bder vorigjabrigen Progr.-Beilage andbre Werte ab.
@3 ift (jiebe dort Seite 14) r? = d, 2 —r, 2, weil A A O H, vedtwintlig; ferner

S :
dy = 2= llo
ha
T
pRie—h 2 koY
h, 4 g
L o : P—qy* 'y ; i r e e - Tyt -
Jun it 2 — h? = ( = , mworin p und g oie Hibenabjdnitte auf a find und
) —( : S L
I . | = rsin (f—p); aljo 2 = il" . TARIN=(p—y),
2 lg ©
Sebt man Dhievin
h, = 2rsing siny, fo fommt
- i ] 9
% ra =sin- (f—y) I~ S
e s — [ C0t: v — ent. A)*
4sin?f sin?yp : il 2 )
- ar
Mo r, = - b
[‘ul',r, A — {'.IH_,\,I.'J
2r
analog r, = - :
cot, p—cot, a
Sebt man biefe beibenw Werte in ben Ansbvud fiix P, P, ein, fo echalt man
4r? |'s
PP, = - = =
II.'II1|"-|,;'"I'I".‘-_.:I'|!'!.I'IIL'_:;' -|'lll|_r|."1|l -il'" ! .1']l- fit -'t:l--
[r--‘.,_all,"- -'-;';'-5“]-: {I'|I|.-:l |'ul:_-||-:}'-' L‘:I.l|-_rll-'_ll——l!.l:;“} [eotgy I'--[:E:,')
= 20
J{“”'.::’.‘I -l'l';[.__._u]'-J — (coty y—cot, §)* |- [’[[rl]___,J'JI-—l'n[_.r;} (cot, y—cot, f)
Der Ausbrnd wnter ber Wursel erqiedt:
cot,®a -+ cot?f -+ ooty colza coty f — cot,a cot,y — cot. f cot,y,
unb oies [aft fid in folgeudbe Fovm bringen:
(cotya + cotp § - cotyy)* — 3(cotza colgf + cotya cot.y 4 ecot, § col, ).
NRun it cotea + cotyf -+ cotyy = cot,ew, worin o Ddent Brocarbjden Winfel bes
Dreieds ABC Dbebentet, und cotya cot, f - cotpa cotyy - cotyf cotyy = 1.
Aljo ergiebt fid)
) 2r 13 :
PP, = : ober aud)
|IIJ.‘.\'|"J — 3
3
— =
|'|||; (it} i)
Soezielle Falle:
[. Da fiiv bas gleidjeitige Dreied o = 30, aljo cotyeww = |3, fo folgt aus bem
3r }'3 : ; 2
Musornt: PP, = I = , bap P, P, fir vas gleidjeitige Dreied oo ift. Died er:
GOt~ 3

giebt fid aud) jdhon bavaus, dbaf P, filv das gleidfeitige Dreied im Unenoliden liegt.




b
o P orm . Ty e 9 — o8 : G
[I. Jm gleid)jdentligen Dreied ijt: cot, v = : , worin a ber I8infel
S1nfx
ber Spibe ijt.*)
B o 4 —4decosa + cosa — 3-}-8cosa
Hljo coty 20 — 8 = = ! il
5111 ~ X
1 —4cosa 4+ 4co82a .
= — —, fomit
211 <t
] — 2cosa =
cot, < — 3§ = alfo
| Ot = T " i
T 9r |3 sina e ._.:.1".].'-5
=) ] — 2 cosa 1— 2 cosa’

worin a die Bafis des gleidjdhentligen Dreteds ijt.  BVegeihnet man nun den Sdhentel bdes gleid-
jdhentligen Dreieds mit b und bdie Hobe mit L, fo fommt, ba

o L
1 2eosa = 3 —4cos?; uno
: I II
llur‘.‘_{ — h 4

4h= 3b% __ 4h2
1 —8cosa = 3 —

b= b2 2
4 = a? :
und bae h* = bh* — P aljo
3h% — 4b? - at a? — b?
1 -—2cosqg — - i 4” ! — - B s
h2 b=
NI e ab* -’.-.‘-_i
1o — 2"
[II. Jm veditwintligen Dreied (Hypotenuje a und Katheten b und e) wirh
G b a? E
dots = - = + Ao
= b G he
Papiates o ar |3 i 2[‘];1'._1.'.'?
el 1} ™

l (1_—_)- 3 i J b h2e? - ¢’
be

Hieraus folat fiiv das gleidhjdentlig = redhtwintlige Dreiect:

! PP, = 2r |3 = a3,
wad jid) leidht bivect beweifen ldft.

IV. Da ber Rabius bdes Brocarbjdhen Kreifes: r, = 3 l 1 — 3t %w, [0 findet zwijden
ber Entfernung ber Apollonifden Pole (ijobynamijden Puntte) P, P, — e, bem Habdius bes 1m:
freijes r, bem bes Brocardidhen Kreifes r, und dem Brocardiden Wintel o folgende Begiehung ftatt:

.8 = rtew |3

Gliminievent wir mitteljt ber Gleidung r, = ‘51 1— 3t?w oaus bdiefem Husbrud t,m

jo erhalten wir 3

»

v Dr. A, Emmerich. Dig '.{H‘.‘r.lrhid][l! ®ebilbe, Perlin 1891, ?;' 7. 2. &eife 14.

an




=1

r,.e =rlr? —4r? ober

r, e\* L .
(%) = @+2r) ¢ —2r)
=

Demnad) fann man e aud r und v, durd) folgende Conjtruction finben: Man conftruiert
vie mittlere geometrifdhe Propovtionale m su r - 2r, und r — 2r, b, i. bdie Halbe durdy bden
Grebejchen Punft gelegte fleinfte Sehne bded lmiveifes, bie jugleid) Tangente an ben Brocardiden

freis ift. Damn ift e bie 4. Proportionale su r,, r und m, bemn
Pr 2

— .
T

15.

E. Die Potenglinic (Chordale) ded Brocardjden und umbejdivicbenen Nreijes
fallt mit der Polaren des Grebefdhen Punftes in BVejug auf den umbejdyriebenen
Kreis jujammen’) (Figur 9.)

OG ift ber Durchmeffer bed Brocardjchen Rreijes, wemn O der WMittelpuntt bes Wmlreifes
und G ber Grebejche Puntt ijt.  Der Centralpunft Q b. h. ber Shnittpuntt der Potenzlinie mit
oer Gentralen ber Deiben RKreife teilt bie Gentrale o, daB bie Differeny ber Quabrate ber Abftanbde
vont ben Wittelpunften gleid) ift ber Differens der Quabdrate ber Radien. Bejeidhnet man OQ
mit x, ben Nadius OZ bes Vrocardjden Kreifes mit r, und ben bes mibveifes mit r, fo mub

1]

22— (x-—r)f =12 —r2 jein.  Dierans

X = —. Run ift
ar, 1
fll ey

[f-_:gtl_ljtr (i}]

.

X =

Y1 — 8t 2w
Soll mum bie Senfredite auf bder Centralen in Q bdie Polave i G it Besua auf den
Wintreid fein, Jo miiffen MG NQ bavmonifdje Lunite jein. Halbiert nan bden Abftand ber beiden
sugeorbnetent Punfte MN, fo muf
ON? = 0G, 0Q fein,

Sebt man die gefundenen Werte ein, fo ift r2 =r)1 —3t, 2w . I : = = 1r?, Somit
T ' - . i m 3 by =0
ift ber obige Safy bewiejen. gk

EE. Die drei dem Umfreid wud je einem der Wpollonijhen Krveife gemein=
{thajtliden Sehuen {dmeiden jih im Grebejdhen Bunfte,

Der Gvebejdie Puntt it in Nr. 8 der Programm-Beilage von 1897 darafterifiert als ber
Sdnittpuntt der Verbindungslinien bder EGden des Dreieds mit den gegeniiberliegenden Cden bes-
jentgen Dreieds A’ B’ CY, bejjen Seiten Tongenten an den Umbreis in ben Gden bes Urdreieds
find,  Aljo fdymeiben fih A A, BB und CC in G, Nun find ferner AG, BG wund CG bie

Y Peof. Dr. G, Hoffmann:  Inleifung jur Lofung planimetcijder Aufgaben. Leipzig 1887, 111 Abjdnitt
No. 1106, &eife 162.
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Potenzlinten 3 dem Umireis und je einem ber Apollonifden Kreife. Folalich fallen aud) die dem
Umireis unb je einem ber Apollonifdhen Sreife gemeinjdajtlidhen Sebnen A A, BBY unb CC?
mit AG, BG und C G sufanumen,

BEE. Die Verbindungslinie der Mittelpunfte der Apollonijdhen SKreije ift
Polave jum Grebejchen Punft in BVejua auf den lUmfreid und jualeid) Potens-
linie Des Brocardidien und des Umlreifes.

Sn ber LProgramm-BVeilage vow 1897 ift unter Nr. 7 Dbewiejen, dafy der Wmireis Drthogonal:
freie ber Wpollomijden SKrveife ijt.  Verbinbet manm baber bden jweiten Eubpunft bder bem Umireis
und oem einen Apollonijden SKreis gemeinjdyaftlihen Sebne mit dem Mittelpuntt bes jugehorigen
Apollonijdhen Streifes, ziedt aljo 3. B. A" H,, jo ijt aud) biefe Linie cine Tangente an denw lm-
freis, Gbenfo BY I, und C" H,. Folglid) ijt H, Hy, H, bie Polare von G in Bejug auf ben
Mmfreis nady bem Sabe: Die Tangenten in ben Cnopunbten aller burd) einen Punkt geleaten
Selnen fdneiden fidy in der Polaren bdiefes Puniftes. Nad) I diefed Kapiteld it aber bdie Volare
pes Grebejdhen Punkted in Beyug auf den Wmireis supleid die Lotenslinie des Brocardjdien unbd
pes umbejdyriebenen Sreifes.  Aljo it H, Hy H, bie Poienzlinie bes Kreifes um Z (MHading Z0)
unb besjenigen wm O (Nabius O M),

IV. Dic Apollonijden Pole (ijodhnamijden Punfte) teilen den Durvdymeijer
des Brocardiden Kreifed harmonijdy.

Da bie Mittelpuntte ber Wpollonijden Kreife auf ber Potenzlinie bded Brocardjden unbd
pes umbefdriebenen fveifes liegen, fo jdhneiden bie Apolonijden Kreife fowobhl ben umbejchriebenen,
wie aud ben Brocardjdhen Kreid vedhtwintlig. Somit wird die den Apolonifden RKreifen gemein:
jdaftlide Sebne P, P, in G und O harmonijdy aeteilt, 2Bir Haben aljo auf berfelben Gervaben
folgenbe brei Darmonijde Puntiveihen:

ME N B (1)
MGNQ (2) unbd
B B R i Ehel

Aus (1) folpt ON? = 12 = QP,. 0P, ,
aug (2) BN — e RSO SR R it
aus [._'j] L = I"'! — I)r B []” A

Mit Hilfe diefer Gleidungen lafien fih die Streden eimgeln ausbriiden. E8 folgt

5 B, oaus

Lypad QGE, QO, bok
: Sri;2m e g i it
Q= —,  Clmuuert man nmut Pitlfe vex Gileidhyung:
1 —3t 20
i ; . 4
g = — bicvaus tow, jo erhdlt man
Wl U
r, g
QG = Sebt man bhievin Q G = u, jo jolgt die Proportion:
L
rfre? = 20, Somif fann man bie CEniferming bed Centvalpunites Q

von dem Grebejden Lunkt nady folgenver Conftvuction finden:
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Man confiruiert aus r unb e als RKRatbeten ein redtwintliges Dreied, jo verbalten fidh
beflen QiGenabidnitte auf ber Hupotemufe p:q = r?:e?,  Aljo ift 2u bdie 4. LProportionale ju
P, q unb r,.

Ferner erqiebt fidh

r{l—1}3 !l;m}*" r (1} 3t,w)?

AEN— 2 D e —
2711 —8t2w 2)1—3t°w
L 1—78t, 1.8 r(l4J3ta
o P, 0 — 2 8 t5 o) b P, O = 0l .““)—

F1— 3t 2w 1 —38t w
Juch bdiefe Rejultate werben dburd bie Ginfitbrung von e und r, jebr veveimfadt, So evgicht |id

y

= e
QO = QG 4+ GO0 = ~— 4+ 2r,

] 578
1 fr,e\? 1 ol
— : Totai, 1 99 eyt R by e
f.’l',( r ) St = 2r, (i &r,7) T 2T,
I':"I 11!
= - — 2T 2Dy = —
21 i % 2r,
- l:'.‘2 o - [-3 B
S : — * —_— e L
Ylfo B, 0 — 5% 3 und P, 0 = 5T | =
Enblidy weil
ZP, = P,O0 (1 —J3t;@w) uno ZP, = P, 0 (14 V3t w),
evgiebt fid
D e e e L o S (e e )
ZP, = ERE DR Grdiv !
16,

Die durd) den Grebejdien Puuft geleaten Edtvansverjalen feilen die Gegenjeiten
i Verhaltnid der Quabdrate der anlicaenden ESeiten.
(Figur 10.5)

Nady 15. II fallt bie Cdtvansverjale AD burd)y ben Grebejden Punkt G jujantmen mit
per bem polonifchen und dem Umireis gemeinjdajtliden Sebne A A", Ta nun bie jwijden
AC unb AB qelegene Strede einer 2Antiparallelen su BC burd)y G in biefem Punfte balbiert
wirtd*), jomit aud) eine Parallele zu verfelben burd) D, eine YUntiparallele su B C aber parvallel
A H, ift, fo miiffen CD B H, harmonijhe Puntte fein.  Folglid verbalten fidh

CD: DB = CH, : BH,.
Run find bie Abjdnitte, in welde die Winfelhalbierenbe A Ax die Seite B C teilt:
al v
CAa = - 2 b B Ay = —
b4 e b ¢
alfs CH, — r, - ab - _ill be =y i “_IUL E '_I =) .:: b* :
b4+ ¢ b* — ¢? b* — g* b* — @
"1 Man perlingere CB bi& Hy unbd bezeidhne auf CB bent Ednittpuntt bed Npollonifden Hreifed mit Aw

unb ben ber Transverfale A G mit D.
") &iehe ProgrammeBeilage 1897, No. B, Seite 12.




10

ac abeo ac(b—c) ac

unb BH, = r, — Ty TTE e s
jomit: CH, : BH, = b? : e¢? aljo aud

P D == ik

17.

E. Die durd) ven Grebejdien Puntt gelegten Gdtvansverjalen find die
Geqenmittellinien ded Dreieds. (Figur 11.)
linter Der Gepenmittellinie von A aus ift die Linie AD zu verfiehen, welde mit Dder
A8infelhalbierenven bed Iinfels a b, i, A Aq denjelben 2Wintel bilvet, wie bie Seifenhalbievenve A A, |
Alfo lautet bie Vehauptung
¥ DAAz = 9 Ay A Aa.
S Ne, 10 ber Programu=Beilage von 1897 ijt bewiefen, bafi ber Wintel swifden d,
b.i. OH, und bem nady A gejogenen Nadius bes ju a gehovendben Wpollonijden Kreifes b.i. A H,
gleid) ijt bem Winfel jwifden h, und t, . Begeidmet man biefen Wintel mit ¢, fo ijt, weil
FBAD = DAH, — 9 BAH,
b S DAH, = af AOH, = 909 — @, aud
S E T B L ba—) 5
X BAD = 90— ¢ —y. Danun
fermer = A A, A, = 90" — @, Jo ift
T CAA, =900 —p —y: aljp
S BAD = a7 CA A, und jomit
aud 9o DA A; — 97 A, A Aqg,
Solgerungen: 1. Die burd) CA A, uno BA D gelegfen Rreife jdueiven fidy in einem
Punite der Peripherie des zu a gehirvenben Apolonijden Kreifes.*)
2. Die feitenhalbierenden Trvansverjfalen bes Dreieds jdneiden fid) in S, bem Sdhwerpunkt
bes Dreieds. Da fid nun bie Gegenmiftellinien in G, dem Grebejdhen Puntte, {dneiden, fo folgt

pavaud, bafi ber Grebejdhe Puntt ver Wintelgegenpuntt bes Sdywerpunttes ift.**)

BE. Die Mitten der dem Umbreid und je einem Upollonijdien SKrveis
gemeinjchaftlichen Sehnen liegen anf dem Brocardiden SKrveife.

Die jwei Sreijen gemeinjdoftlihe Sehue jdmeidet die Centrale vedtwinilig. Aljo i
8 o GQ.0 ein Redhter. Da nun ver Brocardjde Kreis O G zum Duvdmefjer hat, jo muf
perjelbe purdy Q. , aljo audy burd Qp und Q. ageben.

Bufa: Die pweiten Cndpuntte ver bdem Umireife und je einem Apollonijdhen KReeife
gemeinjdyaftlihen Sebnen beftimmen ein Dretet A B O, weldes mit bem urfpriinglichen ben Um-
freis, bie Upollonifdien Kreife, den Grebejden LPunlt und ben Brocardbjden Kreis gemeinfam Hat.*)

Y Siche Programm=Beilage bon 18597, No. 9.

'} &iehe Prof. Dr. G. Hoffmann, nleitung 2c., 8. Teil, Seite 160, XIV.

**) econf. A. Artzt. Unterjudungen itber dbnlidie Dreiede, bie einem feften Dreied umidrichen jinb, ac.
Brogramm bes Gpmnafiums zu Redlinghanfern. 18886,
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Conjtruction der Brocardfdien Punfte mit Hitlfe der pollonijdhen Kreife.
(Figur 12.)
Moan conftruieve zu dev Vevbinbungslinie ber WMittelpunfte ber Apollonijdhen Kreife als
Polare denr Pol in Bezug auf ben mfrveis, Jo ift derjelbe nady 15, 1T ber Grebejdie Lunlt.
Ober: Man jude ben Girebefden Punit als Winkelgegenpunit des Sdwerpunttes, b, h. als Sdmnitt=
punft ber Gegenmittellinien bed Dretedd. Dann ziehe mon. purd) G bdie Edivansverjnlen A A,
B B, und CCg, lege burd) bie Punfte A,, By und Cg bie Pavallelen ju dben anbern Dreiedsieiten,
alfo A Ay || AC und A A, ] AB,
B,B, || BC unb B.B; || AB,
G0 || BCG unb CoCy || AC.
Nerbinbet man mun die ouf ben Dreiedsfeiten liegenden Endpunfte bdiefer Parallelen mit ben
Gegeneden, fo fdneiben fid) diefe jed)s Transverjalen ju je breien in einem der Brocardjden Punite,
0. b, in einem joldhen Punfte, bejjen LVerbindbungslinien mit ben Edpuniten mit bden Dreiedsieiten
gleidymwenbdiq gleide 2Winfel Dilben; es fdmeiben {ich ndmlich
ABy, BC, unb CAy in &2 und
CB,, BA, unb AC, in 2, fobaf
AR = 4 B0 =4 A = 3 D0CB =

= RBA = & QAU = <" @ unh oty = col,a-- cotg 7 - cotey |

enblid)

Beweisd: MNad 16. verbalten jidy:
GA. - BA— bi=lo® ol aud

CA, : AA, = b%: ¢?: Bieraus folat
be?
A hEoZ” analog
b2e At il o
A Ay = TR A wvolalich verbalten fid
)& == B
AA,: AB ="be: (b2} c?), ebenfo
AAp: AC=Dhe: (b2t 2, fomit

A _'l'L,. ol H — ,clll,h . ,1"; & =
Alfo jind bdie Dreiede A B A, und AC Ay, weil fie oud) ben Winfel a« gemeinjdaftlidh haben,
ibnlich. Aus gleichen Griindben A BB, A coBB, O, ferner

A CO,B coCC A,

Begeichnet man nun den Winkel AB A, mit w, jo ift

1 1 b ¢
sin (a4 @): sinw — (b e bo = 2 o
G ]
b
| COSa
& o & [ b
nierans TDII"Lt COl ) — .
5111 (1
ll { Elj I ol q
L ‘ b 2be
cot, 0 — ————

511 ot
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b? 4-¢? 4- a*
Ok — —
o 2besina

a?J-h 2?4 e

cotptn == ———
g 4 .\_1

¢ a* | b2 : 2
cot, m = — 4= - :
s 9ah, 2b hy, 2e¢ h,
; 1 ( T el o B Sl )
COle () =— — —p t B
X ghE e e
: ELA 2r sina gin (f ¢
NI = = e = _-—-(-’, : 4 e cotg f + cotgy ,
hq drsng siny 81N 3 51Ny
- b
ebenfo — = cotza |+ cotyy und
by, 4 =
¢ ; : J
e cotea -+ cotgf; alfo
]I
a b o | iy okl L
S i e A — 2 cotpa + 2cotgf + 2 ooty und fomit
hg =0 hy h, g
cotz 0 = ocotya |+ ooty i cotzy.

19.
Die Upollonijdien Krveije, die Beifveije und der Brocardide Kveis.
(Fig. 13.)

fretfle um O, , Oy und O, bevithren Dbepiiglid) Seite a in €, b it A uno o in B
b )

, Dbegiiglich A und B, und B und C, Sie jdneiben fid) in L2, bem
einen Brocardjden Punfte bes Dreteds. Sie werben bdie bdem Dreied Dbezliglich des Tunttes 0

TIe

LE

und geben burd)y A und O

sugeordneten Beifreife genanmt, Die Kreife um 0%, O und 0’ beriihren a in B, besiiglich
bin C, unb o tin A, &ie gehen burd) A und B, rejpettive burd) B und C, und burdy A und O.
Diefe Jdhneiben fidh in £, bem 2, Brocardjden Punite und werden bdie bdem Deeied in Bejug
sugeovdnteten Beifveile qenannt.®)  Swel in derfelben Ede beriihrenbe Veilreife fdmeibent fid)
sunt jweiten Diale in der Witte ber bem WUmireis und bem enfjpredhenven Upollonijden Kreis
genmeinjdaftlidhen Sebne.  Aljo 3 B, bie in A bevithvenden RKreife um O, und OF, fdneiben fich
auger in A nod) in Q,, der Miitte ber bem Umireis und dem su a gebivigen Apolonijhen SHreis
{ Hy) aemeinjdoftlichen Sefme. Die in B Deviihrenben Kreife um O, und O, in Qp unb bie
in C berithrendben um O, und 0% in Q,, Fernmer [dneiden fidh bie buvd) @ vejpeltive £2° ge
legten Edtransverfolen bes Dreieds A BC ju je sweien in A B’ (¥, Diefe 6 Punfte Q. Qp Q,
ACBO° legen mif 2 und 2 quf bem dfiber O G als Durdymefjer qefdlagenen RKreife, ber babher
er Srveis ber 10 Punite ober nad) feinem Entdeder Brocardjder RKreis genannt wiro.

A’B'C" findb aud) bie Sduittpuntte der Mittelfentredten auf ben Seiten ABC mit

piefent Rreije.

E

auf &

fif:

') Dr, Emmerich: Die Brocardbiden @ebilbe. 5. Sap. § 83—38.
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Su diejen jdhon befannten Beziehungen fiigen wir nun nod) einige neue, bdie bdie Apolonijdhen
Streife mitbetreffen:

[. Die Mittelpunfte ber zu einer Dreiedsjeite gehovigen Beifveife, 3. B. O, und 07,
licgen mit bem Dittelpunit bes zu derfelben Seite geborigen Upolonifden Sreifed auf einer
Geraben: H, 04, 0,. Denn e ift 3. B. 5 ABC ber jur Sebne A B gehidrige Selnentangenten:
winfel in bem Streife wm O und 5= ACB ber jur Sehne A C gehirige Selhnentangentenmwintel
in bem Sreije um O.. Bejeidnet man daber ben Madius bes Rveifes O, mit r. und ben bes
Rreifes O, mit v, fo ift

¢ = 21 =ingd uno
bl== s .-:in;z :
Dritdt man b und ¢ durd) pen Nabdius bes Umlreifes und Dben entfpredhenden Dreiedswintel aus,
fo erhdlt man

2rsiny = 2r,sinf und

2rsinf = 2r,siny., Hierausd folgt

P i = Rinfyigint g — aiis hi
Nun ift audy H, B : H, C = c? : b? (fiehe Ne. 16).

Solglidh [iegen H,, O’; und O, auf einer Geraven. Gbenfo Hy 0, 0% une H, 07, 0, .

i

feite gehirigen Veitveile auf bem entjprecdhenden Apollonifden Kreife liegen; alfo 3 B. R, auj
bem Sreife um H,. Dies licfe fih fdon aus bder Wmlehrung bes Sahes 9 der Lrogramms
Neilage von 1897 folgern, menn man bie TWinfel, welde die Winfelqegengeraden mit AB und AC
bilben, gleidh O twerden lief.

IT. SHievaus folgt ferner, baj auch bie 2. Sdnittpuntie je zweier ju berfelben Dretecds:
i
b

Es Laft fich aber oud) in folgender TWeife divect bemweifen:

Vevlangert man R, A Dbis jum Durdidmitt wmit BC, fo ift ber Sdmnittpuntt A,
Mitte von BC. Denn By A ift Potenzlinie ber beiben Beifveife um O, und 0%, alfo find bie
von A, aus an bdiejelben gelegten Tangenten einanver gleid, alfo CA, = A, B, Devedhnet
man nun bie Tangente von A, an den Wpolonijden Kreis, befjen Mittelpuntt H.  fo erhalt
man, ba

o1e

H,B = —, alio
ad

fiiv bie Tangente:
a* ( b? 4+ e* )“ ( abe ) a
I _] “ N h?% — pZ AT p IF! =)

Somit it A, aud) ein Punit ber Potenslinie des Upolonijdhen Kreifes und der beiven entipreden-
oent Beifreije. Aljo gebt ber AUpolonifde Hreis um H, aud) burd) R, .

Dabet hat {ih audy ber Sab ergeben:
Dabei hat fih audy ber Sak ergeben

fre)

ITI. Die von ber Mitfe einer Dretectsieite an bdem ju diefer gehivigen Apolonifden RKreis
gelegtent Tangenten jind ber Halite der entjpredhenben

o

Dreiedsfeite gleid.
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[V. Die durd) O, 2 und & und je einem ber Punfte Q., Qp wnd Q neleaten
9 Sehnen convergieren u je breien nad) H, , Hy und Hy; ndmlid
nad) Hy: 0Q,, 2Q, uno 2 Q;,
nad) Hy: 0Q,, 2Q. und 2/Q,,
nah Hy: 0Q,, 2Q, und ¢
Diefe Sehnen werden jimilih burd) bie PBevipherien ber enijpredjenden Ipollonijfden
Sreife harmonijdy gejchnitien,
Aufah: Die Mittelpuntte ber Apollonijchen Kreife find Ddie duperen dhnlichteitepunite
ber beiben entipredjenden Beilreije.

20.
Gonftruction des Brocardjden Winfels,

Yn Nr. 18 ijt qeseiat, wie man mit Hitlfe des Grebejden Punttes bdie Brocarbjdyen Punite
auffinden tann, Hievaus folat naticlid der Brocardjde Wintel. Wmgelehrt (dht jid) aber aud) ver
Brocardihe Winkel auf einfoche MWeife divect auffinben:

Nadhdem man den Grebejdhen Punkt des Dreieds gefunden, legt man buvd) benjelben bdie
fleinfte Sehne im Umireis, die jugleid Tangente an ben Brocardjden Kreis ijt. Die Hilfte biefer

Sebue ift Vr2— 41,2,
NMun it r, = I} 1 —3t;7w, aljo
dr2=r—3ir*i 2. Gomi
rt —4r? =rt,w ¥3.
© onfteuiert man mun ferner die Seite bes requliven Dreieds im Umfreis — r}3 unb Dbildet aus

jener Dalben Sehne und ber veguliren Dreiedsieite als RKatheten ein redhtwintliges Dreied, jo ift
ber ber erjteven gegeniiberlicgende Winfel ber Brocardjhe. Demn bie Tangente biefes Winkels it
rite o [3 ] —_ te .







(1]

H,

Ff‘g. 73.
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