
I.

Verallgemeinerung des Satzes von den^lmuiI^ellixpoei'Ms".

!^)er unter dem Namen „lunulas HixpooratiZ" bekannte Satz, daß die Summe der

Möndchen über deu Katheten gleich dem Inhalt des rechtwinkligen Dreiecks, bleibt für das letztere

bestehen, wenn wir an die Stelle des Halbkreises über der Hypotenuse den umbeschriebenen Kreis

setzen und dann Halbkreise ans allen 3 Seiten nach außen construiereu; denn der Inhalt des Mönd-

chens über der Hypotenuse wird 0, da sich der Halbkreis über derselben mit dem halben um¬

beschriebenen Kreis deckt. In dieser Form läßt sich der Satz auf das schiefwinklige Dreieck ver¬

allgemeinern. Im folgenden soll die Summe der bei einem beliebigen Dreieck entstehenden Mönd¬

chen gesucht werden.

Bezeichnet man die Seiten des Dreiecks mit a, d, cz, den Radius des Umkreises mit i-, die

Fläche des Dreiecks mit so ist jene Summe:

Nun ist

— sin'/3->-2 sina oosa sin/Z oos/Z

^ 1—vos^a-j-l—oos^^sin^a oos ^-I -oos^a oosa sin/Z vos/3

— 2—oos^a (1—sin-A —(i—sin-a) -j-Zsina cosa sin/? oos/Z

— 2—2oos^a oos^-^2sina oosa sin^Z vos/Z

— 2—2oosa oc>s/Z (oosa oos/Z-sina sin^S); da nun

oosa oos/Z—Lina sin/Z — vos(a-j-^) — —oos^, folglich

— 2-^-2 oosa oos/Z oc>s^.

Demnach ist obige Summe:

c-gg« oos/Z oos/.

Der Ueberschuß der Summe der 3 moudsörmigen Flächen über den Inhalt des Dreiecks kann dar¬

gestellt werden als der Kreis, dessen Durchmesser die mittlere geometrische Proportionale zu den

Abschnitten einer Höhe des Dreiecks ist. Die durch den Höhenschnittpunkt gebildeten Abschnitte

z. B. von de sind: 2roos^ uud 2i'vc>sa oosA Somit ist die mittlere geometrische Proportionale

zu denselben: 2r/oas« oos/S oos/. Also ist der Inhalt des Kreises, welcher diese mittlere geo¬

metrische Proportionale zum Durchmesser hat:

oog a oos/.

Ferner ist der Radius des Umkreises des Höheufußpunktdreiecks (d. i. der Feuerbachfche Kreis) gleich

der Hälfte des Radius des Umkreises des Urdreiecks und die Winkel des Höhenfußpuuktdreiecks sind

gleich den Supplementen der doppelten Dreieckswinkel. (Beim stumpfwinkligen Dreieck ist statt des



Supplementwinkelsdes doppelten stumpfen Winkels der Überschußwinkel desselben über 2R, zunehmen;
also statt W—2/: 2/-2R). Die der Seite o des Urdreiecks gegenüberliegendeSeite des Höhen-
sußpuuktdreiecksist o. oos/. Wenn nun der dieser gegenüberliegendeWinkel in letzterem mit / be¬
zeichnet wird, so muß

sin/— o. oos/— 2r sin/. oos/ sein, also
sin/^ — sin2/.

Da nun die Winkel des Höhensußpunktdreiecksnicht gleich den doppelten Winkeln - des Urdreiecks
sein können, so müssen sie gleich den Supplementwinkeln der doppelten Winkel sein. (Beim stumpfen
Winkel ist der Überschußwinkel des doppelten stumpfen Winkels über 2R, zu nehmen.)

Drückt man nun den Radius des dem HöhensußpuuktdreieckeinbeschriebenenKreises aus
nach der Formel:

F — 4r sin^-sin^ sin^, so erhält man hier:
^ . 2R.-2« . 2R.-2/S , (2N—2/)

9 — 2 r sin ^ sin ^ sin — ^
(das untere Zeichen beim letzten Faktor gilt sür also

^> — 2? oosa OVS/Z oos/.
Somit ist das Produkt der Radien des ein- und umbeschriebenenKreises des Höhensußpunktdreiecks
— r^oosa oas/.

Also ist auch der Inhalt der Ellipse, welche diese beiden Radien zu Halbachsenhat,
— i^noosa und somit dem Überschuß der drei mondsörmigen Flächen über den Inhalt
des Dreiecks gleich. (Fig. 1. und 2.)

Bemerkenswert scheint auch der im vorstehenden enthaltene Satz:
Das Produkt der durch den Höhenschnittpunkt gebildeten Abschnitte einer Höhe des Dreiecks

ist gleich dem vierfachen Produkt der Radien des ein- und umbeschriebenenKreises des Höhensuß-
puuktdreiecks.
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