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I'm Jahre 1880 versfentlichte Herr Brocard, capitaine du Génie in Montpellier, da-
mals in Constantine, im Aufgaben-Repertorium der Zeitschrift fiir mathematiechen nnd naburwissen-
schaftlichen Unterricht einige Sitze, denen zufolge 7 ausgezeichnete Punkte des Dreiecks auf der
Peripherie eines Kreises gelegen sind, nimlich

1) der Mittelpunkt H des Umkreises;

2) der Grobesche Punkt K, definiert als Winkelgegenpunkt des Schwerpunktes E, so dass

< KAB = EAC, &£ KBC = EBA, <« KCA — ECB;
3) die beiden Segmentirpunkte 0,0, definiert durch die Gleichungen
< AOB = 2R — B, + BOC = 2R — (, (= COA = 2R — A))
< AO0C = 2R — C, <= BO'A = 2R — A, (+ CO'B = 2R — B);

4) die Punkte A;, B, C,, definiert als Schnittpunkte von BO und CO’, CO und A0’
AOQ und BO".

Diese und spitere Entdeckungen Brocards, sowie die durch sie veranlassten zuhlreichon
Untersuchungen auslindischer und einheimischer Mathematiker, hahen unsere Kenntnis von den
Eigenschaften des Dreiecks in einem der interessantesten Kapitel, dem der merkwiirdigen Punkte,
in ungeshnter Weise gefordert. Eine grosse Zahl jener wichtigen Sitze nebst ihren Beweisen findet
man in dem genannten Aufgaben-Repertorium vom Jahrgange 1881 an; zudem hat der Redakteur
desselben, Herr Professor Dr. Lieboer, sich der dankenswerten Mithe unterzogen, die Sitze und
Beweise zusammenzustellen und in Programmabhandlungen zu verdffentlichen. Die erste dieser
Abhandlungen, ,Uber die Gegenmittellinie und den Grebeschen Punkt“ (Progr. des Friedrich-
Wilhelm-Realgymnasiums in Stettin, 1886), beriicksichtigt auch die von Grebe (180+%—1874)
gofundenen Sifze und die von den oben berihrten Forschungen unabhingigen Untersuchungen des
Herrn Direktor Dr. Kiehl in Bromberg.

Nachdem nun die Theorie des Brocardschen Kreises in ihren mehr elementaren Teilen zn
einem gewissen Abschlusse gelangt ist, liegt der Gedanke nicht fern, die bereits gewonnenen Wahr-
heiten nach einer bestimmtien Seite hin auf ihre Anwendbarkeit zu priifen, die Sitze zur Aufstel-
lung und Losung von Konstruktionsaufgaben zu verwerten. So hat anch Herr Piof. Lieber
seiner Abhandlung im § 31 eine Anzahl von Aafgaben beigefigt, ,in deuen eine Gegenmittel-
linie oder durch eine Gegenmittellinie bedingte Winkel gegeben und welche durch eine einfache
geometrische Konstruktion zu losen sind®,
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Nach meinem Dafiirhalten verdienen nun diejenigen Dreiecksaufgaben eine ganz besondere
Beachtung, in welchen verlangt wird, aus gewissen ausgezeichneten Punkfen die ganze Figur her-
zustellen, und zwar hauptsiichlich deshalb, weil die Determinationen soleher Anfgaben einen besonderen
@ewinn versprechen; denn jede Grenze fiir die Konstruierbarkeit eines Dreiecks aus 3 Punkten
ergiebt eine eigentiimliche Beziehung zwischen diesen, deckt die Faden auf, mit welchen 2 Punkte
den dritten umschlingen oder absperren, und lehrt damit eine hemerkenswerte Eigenschaf des
Dreiecks kennen. Auf diesem Wege findet man z. B die bekannten Sitze, dass der Mittelpunkt
des Inkreises eines Dreiecks gefesselt ist an die 3 Kreisflichen, deren Diameter die Seiten sind;
dass die Mittelpunkte der 3 Ankreise aus diesen Flichen verbannt sind; dass das Zentrum des
Feuerbachschen Kreises nicht in die 3 Kreisflichen eintreten kann, welche um die Seitenmitten
mit den Seitenvierteln als Radien beschrieben sind.

Vorliegende Arbeit sucht aus der Reihe

A, B H E K, 0, 0, A

Gruppen von je 3 Punkten auszulesen, welche als gegeben vorausgesetzt eine Zeichnung des
A ABC mit Lineal und Zirkel gestatten. Im ganzen befinden sich in dieser Reihe nach Abschei-
dung von 20 Wiederholungen und von 7 identischen Gruppen d. h. solchen, die eine Gerade, ein
gleichschenkliges oder ein rechtwinkliges Dreieck darstellen, 29 verschiedene Probleme. Diese
ordnen sich nun nach 2 Kategorieen, je nachdem der Zusammenhang zwischen den gegebenen
Punkten und den unbekannten Ecken des A ABC durch Gleichungen 1. oder 2. Grades oder dnrch
hohere Gleichungen vermittelt wird. Die Probleme der letzteren Art, wie z. B. ABA,, HEK, EKO,
sind als der Konstruktion mit Lineal und Zirkel unzuginglich von unserer Detrachtung aus-
geschlossen.

Den mit ihren Losungen dargebotenen Aufgaben seien diejenigen Sitze aus der Geometrie
des Brocardschen Kreises vorangestellt, welche im folgenden Verwendung finden.

1. Die Verbindungslinien der Seitenmitten mit den zugehorigen Hohenmitten gehen durch K.

2. HK ist Durchmesser des Brocardschen Kreises; 00 _| HEK.

3. Die Dreiecke iiber AB, BC, CA mit den Spitzen C;, A,, B, sind gleichschenklig und

fihnlich; ihr Basiswinkel # ist gleich < OHK.

4. Das Brocardsche Dreieck A,B,C, ist @hnlich dem A ABC und hat mit ihm den

Schwerpunkt gemeinsam.

5. Dia Verbindungslinien des Grebeschen Punktes mit den Ecken des A A;BC sind parallel
den Seiten des A ABC und werden durch die Mittellinien des letzteren halbiert.

8. Die Potenzlinie des Umkreises und des Brocardschen Kreises geht durch die 3 Punkte,
in denen die Tangenten in A, B, C die Gegenseiten BC, CA, AB schneiden.

7. Die Potenz eines Segmentiirpunktes beziiglich des Umkreises ist gleich dem Quadrate
iiber der Sehne, die zum Peripheriewinkel & gehdrt.

Aufgaben.
Bemerkung. Die Aufgaben No. 1 und 2 sind bekaont und nur der Vollstindigkeiti halber

aufgenommen ; ferner findet sich die Analysis von No. 8 bereits in dem Programm von Lieber,
Seite 14 am Schlusse.
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No. 1. AEE.
C teilt die Verbindungslinie von E mit der Mitte von AB aussen im Verhdltnisse 2 : 3.
— Denkt man sich in den Ecken eines Dreiecks gleiche Massen angebracht, so ist der Schwerpunkt
der 3 Punkte derselbe wie der des Dreiecks. Fillt nun E in die Gerade AB, so geniigt der
konstruierte Punkt C der Bedingung, dass E Schwerpunkt der 3 gleichbelasteten Punkte A, B, C
bleibt.

No. 2. AHE.

Diese Aufgabe findet man mit anderer Analysis in den ,Geom. Konstruktionsaufgaben von
Lieber und v. Lihmann®, § 64a, 9. — Durch A und B ist P, die Mitte von BC, bestimmt. Der
erste Ort fir B und C ist der Kreis um H durch A, der zweite das Lot auf HP in P. — Die
Losung ist nur moglich, wenn P iunerhalb des Kreises liegt. Errichtet man also in dem Punkte
I, der AE im Verhiltnisse 3 : 1 teilt, anf AE das Lot, so muss H anf derselben Seite des Lotes
liegen wie E. Um diese Bedingung durch eine Beziehung zwischen den Seiten AH = r, HE = e,
EA = d des gegebenen A AHE auszudriicken beachten wir, dass

AH? — EH2 > Al? — EI°
sein muss und finden
r?2 — 82 > 1,d%

Umgekehrt kann diese Relation benutzt werden, um die Bezirke ausfindig zu machen,
welche bei fest gewiihltem AH oder HE fiir B resp. A zur Verfigung stehen. Am zweckmissig-
sten bedienen wir uns hierzu der Kcordinatengeometrie. Wir wahlen z. B. A zum”Anfangspunkte,
AH zur + X-achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems. Bezeichnen wir die Koordinaten von
E mif x, y, so wird

2 —x2 4 y2 o2 = (r— X2+ y3
und die Bedingung r® > e? - 1/,d?® gestaltet sich zu
(x — %y + y* < (o)
d. h. Teilt man AH durch D im Verhdltnisse 2 : 1, so ist DE < DA. In derselben Weise kann

die Ungleichung ¢ < r? — 1/,d® behandelt werden. Nehmen wir EH zur - A-achse, ein Lot
auf EH, etwa in E fussend, zur Y-achse, so ergiebt sich fir die Koordinaten x, y des Punkties
A die Bedingung

(x — 202 + y° > 4e?
d. hi. Verlingert man EH um sich selbst bis G, so ist AG > EG.

Wir stellen die Resultate unserer Determination in folgenden Sitzen zusammen:

Die Lote in den Mitten der Mittellinien des A ABC bilden ein Dreieck, welches auch den
Mittelpunkt des Umkreises des A ABC umschliesst. — Die 3 kongruenten Kreise durch die Ecken
des A°ABC, deren Mittelpunkte auf den Eckradien des Umkreises, von H um /;r entfornt, liegen,
bilden ein krummliniges Dreieck, welches auch den Schwerpunkt des A ABC enthiilt, — Verlingert
man EH um sich selbst (iber H hinaus) und beschreibt den Kreis um den Endpunkt der Ver-
lingerung durch E, so liegen die Ecken des A ABC ausserhalb dieses Kreises.

Da H, E und der Hohenschnittpunkt H’ in gerader Linie liegen und zwar so, dass HH
durch E im Verhiltnisse 1 : 2 geteilt wird, so sind die beiden Aufgaben AHH‘, AEH’ von der
vorhergehenden nicht wesentlich verschieden. Die vollstindige Determination derselben ist ‘analog




der obigen ausznfiihren und bietet fiir Lernende eine niitzliche Ubung. Dasselbe gilt von 3 wei-
teren Aufgaben, die durch Kombination von A mit dem Mittelpunkte des Feuerbachschen Kreises
d. i. der Mitte von HH’ und je einem der Punkte E, H, H’ entstehen,

No. 3. AEK

a. A, E, K liegen nicht in gerader Linie. Durch A und E ist P bestimmt. Da K auf
der Geraden durch P und die zugehdrige Hohenmitte T gelegen ist, so ist ein Ort fir T bekannt;
der andere Ort fiir T ist der Kreis iiber Al als Diameter, wo I die Mitte von AP bezeichnet. Da
ferner K und E, H' und H Winkelgegenpunkte sind, so ist <~ EAH = KAT und somit ein Ort
fir H ermittelt; der andere ist die Parallele durch P zu TA. B und C sind nunmehr wie in
No. 2 bestimmt.

Soll die Konstruktion mdglich sein, so sind 2 Bedingungen zu erfillen; 1) muss die Ge-
ride PK den Kreis iiber Al treffen; ferner muss AH > PH oder <= APH > PAH, also 2)
< EAT > KAT sein. Aus letsterem ergeben sich unmittelbar folgende Beziehungen :

Bei ungleichen Schepkeln ist die Gegenmittellinie zur Basis (Ecktrau:‘wci'suie durch A und
K) kiirzer als die zugehdrige Mittellinie; die Hohe und Gegenmittellinie liegen deshalb immer auf
derselben Seite der Mittellinie. < KAH ist jederzeit ein spitzer Winkel; denn er ist gleich dem
<+ PAL, wo L den Fusspunkt der Hohe bezeichnet. P und H liegen stets auf derselben Seite
von AK; denn P und H liegen auf derselben Seite der Halbierenden des < A.

Um die Bedingung 1) darzustellen ziehen wir von P an den Kreis iber AI die Tangenten;
es muss danu K in dem Winkelraume dieser Tangenten einschl. der Scheokel liegen. (Die Lage
von K im Scheitelwinkelraume wird durch die Bedingung 2) ausgeschlossen.) Der grosste Wert,
den < KPA erreichen kann, wird also erzielt, wenn PK den Kreis beriihrt; dieses Maximum
ergiebt sich leicht zu arc sin (= 1/3) = 19° 28,3. (8. d. Anm.) Steht nun fiir K der ganze
Tangentenwinkelraum zur Verfigung, oder bannt AE den Punkt in eine bestimmte Nihe? An-
genommen die Gerade durch P und K treffe den Kreis nacheinander in den Punkten T; und Ts.
Liegt K zwischen P und dem Kreise, so erhalten wir, da der Bedingung 2) zweimal entsprochen
wird, augenscheinlich 2 Lisungen unserer Aufoabe, Anderevseits kaun offenbar K jenseit T, soweit
entfernt gewiihlt werden, dass keine Losung moglich ist. Um die Frage zu entscheiden ziehen wir
die Radien MT,, MT, und zu ihnen Parallelen durch A bis zum Schnitt mit PT,T, in Uy, Us,.
Es ist dann < U,A\T, = EAT,, < U,AT, — EAT,. Somit finden wir, immer die Bedingung
2) berticksichtigend : Liegt K zwischen P und U,, so gestattet die Aufgabe 2 Losungen; lieght K
auf U, oder zwischen U; und U, so haben wir 1 Losung; unmdglich wird die Ldsung, wemn K
auf Uy oder iiber U, hinaus fillt. Denken wir uns nun die Sekante PTyT; um P gedreht und
beachten, dass AU, und AU, gleich #/; AM, also unabhiingig von der besonderen Lage der Sekante

sind, so erkennen wir, dass U, und U, einen Kreis um A beschreiben, dessen Radius = 4/ AM
= 1y AP = 1/, AE ist, und fiir welchen die Tangenten von P aus dieselben sind wie fiir den
Kreis um M.

Hiernach finden wir als Ergebnis unserer Determination: Ist zur Konstruktion eines Dreiecks
eine Ecke A, der Schwerpunkt E und der Grebesche Punkt K ausserhalb AE gegeben, so muss
K gelegen sein in dem sektorformigen Raume, den man erhdlt, wenn man um A mit !/, AE als
Radius den Kreig beschreibt, und von P, dem Punkte, der AE aussen im Verhiltnisse 3 : 1 teil,
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die Tangenten zieht; auch die Lage von K auf dem geradlinigen Teile der Begrenzung dieser
Fliche ist gestattet. Dabei resultieren 2 Losungen, wenn K innerhalb des Raumes vor dem Kreise
liegt; sonst ist nur eine Losung vorbanden. Liegt inshesondere K auf dem Kreise iiher Al, so ist
das resp. das eine der entstehenden Dreiecke bei A rechtwinklig. Zugleich ergiebt sich, dass im
rechtwinkligen Dreieck der Grebesche Punkt die Mitte der Hypotenusenhéhe ist, wie auch aus
Satz 1 unmittelbar erhellet.

b. A, E, K liegen in gerader Linie, A ABC wird also gleichschenklig. Hier miissen wir
einen anderen Weg einschlagen. Wir fillen KR _| AB und verlingern RK bis zum Schnitt mit
BC in 8. Da BK und BE symmetrisch gegen die Halbierende des <- B verlanfen, so erkennen
wir die Ahnlichkeit der Dreiecke BKR und BEP, BKS und BEA, gewinnen daher dio Proportion
RK : KS = 1 : 2. Wird nun RN | BC bis zum Schnitt mit AP gezogen, so ist Punkt N und
zugleich ein Ort fir R bestimmt; der andere ist der Kreis iiber AK. — Die Konstruktion ist
mdglich, so lange N zwischen A und K liegt, also nicht t@ber A hinaus fillt. K muss demnach
auf derselben Seite von A wie E liegen, von A um mehr als !, AE entternt. In der oben kon-
struierten Fliche darf also K nicht auf dem durch E gehenden Durchmesser. sondern nur auf seiner
Verlingerung bis P hin liegen.

Avmerkung. Welches ist in einem rechtwinkligen A APL das Maximum des Winkels
zwischen der Hypotenuse AP und der Mittellinie PT der einen Kathete? Begeichnen wir < TPA
mit x, <= TAP mit y, so ist

Shary = Siiee s EORN |+
gy = tg (x + y), tgx = [ - otgy?
Vermittels Differentialrechnung findet man, dass tgx ein Maximum wird, wenn tgy = Yoy 2
und y = 850 15,9. Fiir diesen Fall ergiebt sich tgx — 1/, 177, also, wie oben, sin ¥ = 1/,
No. 4. AEA,.

Wenn A, E, A in gerader Linie liegen, so wird A ABC gleichschenklig, A, fallt mit K
zusammen, und die Aufgabe reduziert sich auf No. 3b. Wir analysieren daher nur den Fall, wo
A, E, A; nicht in gerader Linie liegen. — P ist bekannt, und da AK - AP und A;K nach
Kiehl durch AP halbiert wird, so kennen wir auch K. Weiterhin ist uns bekannt der Fusspunkt
L der Hohe zur Grundlinie; und da <« HAP — LAK, so ergeben sich 2 Orter fir H, welche
das gesuchte Dreieck eindeutig bestimmen.

Die Bedingung fir die Moglichkeit der Konstruktion, AH > HP, kann leicht umgeformt
werden in AG > AK, weun G den Schnittpunkt des Lotes auf PA; in Ay mit AP bezeichnet.
Es folgt daraus, dass << AGK <~ R; andererseits ist in dem rechtwinkligen A PGA; <« PGA,
ebenfalls <~ R. Nun liegen Aj, G, K, ebenso A, G, P in einer Geraden, und da A, und K zu
verschiedenen Seiten von G liegeu, so liegen auch A und P zu verschiedenen Seiten von G d. h.
G muss zwischen A und P liegen. Kann G jede heliehige Lage auf AP annehmen? Man he-
neichne den Schnittpunkt von AL und A;G mit U. Die Bedingung AG > AK zieht dann die
andere GU > !/, GK nach sich, also auch GU > 1/, GA,. Daraus folgt wegen der Ahnlichkeit
der Dreiecke AGU, PGA;, dass AG > 1, GP oder dass der Punkt G heschriinkt ist auf die
Strecke VP, wo V die Mitte von AE bezeichnet. Hieraus ist zn schliessen, dass der Scheitel des
rechten Winkels GA(P gefesselt ist an die Kreisfliche um E mit dem Radius EP. Wir finden
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also: Ist zur Konstruktion eines Dreiecks neben einer Ecke A und dem Schwerpunkte E die korre-
spondiercnde Feke A, des Brocardschen Dreiecks gegeben, so ist A; angewiesen auf die Kreisfliche
um B mit !/, EA. Bedenken wir, dass E der entsprechend gemeinsame Punkt der &hnlichen
Dreiecke ABC und A,B,C, ist, so ergiebt sich, dass alle Linien des Brocardschen Dreiecks kleiner
cind als die Halften der entsprechenden Linien des Urdreiecks, woraus dann weiter folgt, dass der
Brocardsche Kreis ganz innerhalb des Umkreises liegt.

Dem gewonnenen Resultate konnen noch folgende Formen gegeben werden: Der Kreis,
weleher mit den Endpunkten seines Diameters die Verbindungslinie einer Ecke des A ABC mit der
entsprechenden Ecke des A A,B;C, barmonisch im Verhiltnisse 2 : 1 teilt, umschliesst den ge-
meinsamen Schwerpunkt beider Dreiecke. — Beschreibt man um eine Ecke des A A;B,C; mit
. ihrer doppelten Entfernung von E einen Kreis, so liegt die entsprechende Ecke des A ABC ausser-
halb dieses Kreises.

No. 5. AKA,.

P ist leicht zu bestimmen und damit die Aufgabe auf No. 4 reduziert. — Aus der Be-
dingung AG > AK folgt: Teilt man KA, im Verhiltnisse 1 : 3 und errichtet im Teilpunkte das
Lot, so liegt A auf derselben Seife des Lotes wie K. — K liegt innerhalb des Kreises durch A;,
dessen Zentrum AA, im Verhaltnisse 1 : 2 teilt. — A liegt ausserhalb des Kreises durch K,
dessen Mittelpunkt der Endpuckt der Verlingerung von KA um sich selbst ist.

No. 6. EKA,.

S. No. 4. — Da U iiber die Mitte von GK hinaus nach K hin liegen muss, so muss die
Projektion des Punktes E, der AP im Verhiiltnisse 2:1 teilt, Gber die Mitte von A;G hinaus
pach K hin liegen.

Wir geben dieser Bedingung andere Formen, wenn wir sagen: Verlingert man AjE um
sich selbst und beschreibt um den Endpunkt der Verlingerung einen Kreis durch A, so liegt K
innerhalb dieses Kreises. — Teilt man EK im Verhiltnisse 1 : 2 und beschreibt um den Teilpunkt
sinen Kreis durch K, so liegen die Ecken des Brocardschen Dreiecks ausserhalb dieses Kreises.

No. 7. AHK.
a. A, H, K liegen in gerader Linie, A ABC wird also gleichschenklig. Wir ziehen in
B und C Tangenten an den Umkreis, welche die Seiten AC und AB beziiglich in B’ und C’ treffen.
Nach Satz 6 ist dann die Gerade P8 durch B’ und C“ die Potenzlinie des Umkreises und des Bro-
cardschen Kreises, also bekannt. Schneidet AK den Umkreig noch in Q und 9 in R, so hat man,
da A CBC gleichschenklig und BQRC’ ein Kreisviereck ist,
- 1) 4 AC? = CC? 4 4 AR}
2) BC'. AC’ = CC%,
3) AB. AC" = AQ. AR.
Aus 2) und 3) folgt durch Addition oder Subtraktion, je nachdem AK > AH oder
<7 AH ist,
v 4) AC? = CC% + AQ. AR.
Elimination von AC‘ aus 1) und 4) ergiebt in beiden Fillen
3 0C2 = 4 AR. QR = 4 RS%,




wenn S der Berithrungspunkt einer Tanzente von R an den Umkreis oder den Brocardschen Krels
ist. CC’ ist mithin die Seite eines gleichsoitizen Dreiecks, dessen Hohe RS ist. Da B4’ ="C0"
ist, so sind die Punkte B’, C’ und damit B und C selbst bestimmt.

b. A, H, K liegen nicht in gerader Linie. Da AH und AT, AK und AE Gegenfrans-
versalen sind, so ist << TAE — HAK, worin 7ugleich die Bedingung enthalten ist, dass <
HAK < R sein muss. Ferner ist << APH = H‘AE, also — HAK oder =— 2 R — HAK, jo
nachdem < APH spitz oder stumpf ist. Schneidet daher der Umkreis die Gerade AK noch in
W, so ist AWHP ein Kreisviereck und folglich ein Ort fir P der Kreis durch A, W, H. Be-
zeichnen wir wieder den Fusspunkt der Hohe von A auf BC mit L, so ist das rechtwinklige A
ALP seiner Form nach eindentig bestimmt, ebenso also << APT oder APK. Damit ist als zweiter
Ort fir P der Kreishogen gewonnen, der iiber AK als Sehne < APK als Peripheriewinkel fasst
und zwar auf derjenigen Seite von AK, auvf welcher H liegt. (S. No. 3.)

Sobald der Kreis durch A, W, H und der Bogen iiher AK wirklich einen zweiten Schnitt-
punkt P haben, ist HP << HA und die Aufgahe losbar. Der Punkt P ist aber dann und nur
damn vorhanden, wenn 1) AK <~ AW und 2) £ APK < AHW ist. Die Bedingung 1) verlangt
nur, dass K innerhald des Umkreises gelegen ist; mit ihr ist auch die Bedingung 2) erfiillt, da
< AHW-= 2 APL ist.

No. 8. ABK.

Da K Winkelgegenpunkt von E ist, so sind bekannt << EAC — 1 und < EBC — It
zieht man daher durch C Parallelen zu EA wnd EB, wodurch auf der verlingerten Grundlinie
AB = c die Strecken AL — BM = ¢ abgeschnitten werden, so ist Punkt C angewiesen auf die
beiden Kreishogen iiher AL und BM, weleche, mit K auf derselben Seite von AB gelegen, << 4
resp. << p als Peripheriewinkel fassen.

Um zu entscheiden, unter welchen Bedingungen A ABC moglich ist, fihren wir ein
rechtwinkliges Koordinatensystem ein, in Bezug auf welches die Abscisse von A : — s ¢, die
von B : 1/s ¢ und die Ordinate von K positiv ist. Wir finden dann fir die Kreise diber AL und
BM die Gleichungen

D) (x + 0 + (7 — Yo 0 cob ) = 1, o (I + cot 42),
2) (® — ¢ + (F — s ¢ cot )? = Y, c® (1 + oot p2).
Daraus ergiebt sich fir die Potenzlinio des Biischels, dem 1) und 2) angehdren, die Gleichung :
3) 4x —y (eob A — cot ) = o0
und fiir den Kreis des Biischels, dessen Zentrum auf der Y-achse liegt :
4) x® 4+ y2 — 1 cy (cot 4 + eot ;) + 8/, = o.

Aus Gl. 3) erkennen wir, dass wenn reelle Schnittpunkte der Kreise 1) und 2) existieren,
dieselben mit der Mitte von AB in gerader Linie liegen; aus Gl. 4), in welcher cot 2 - cobt p
= cob KAB - cot KBA, also >- o ist, dass diese Schnittpunkte mit K auf derselben Seite von AB
liegen. Als Bedingung aber fiir das Vorhandensein reeller Schnittpunkte erhalten wir

cot 2% 4~ 14 cot 1 cot p - cot p2 > 48,
wo das Gleichheitszeichen den Fall der Berithrmng betrifft. Um diese Bedingung vermittels der
Seiten des A ABEK, der gogebenen Strecken AB = ¢, AK = 1, Bk — m, augzudriicken, be-
achten wir, dass




10

! e 4+ 12 — m? ¢ 4+ m? — 12
tot 4 — il —— oot n = .-!_....___.._.. :
1 A 4 A
16 A2 = — ot — 14 — m*+ 2 B2m? 4 2 ¢ | 2 ¢*m?

ist, und finden
16 ¢ + 9 1* + 9 m* — 18 12m? — 24 ¢®2 — 24 ¢*m® > o,
aine Relation, welche die einfacheren Formen annehmen kann:
(4 ¢? 812 — 3 m2)2 — 36 ’'m? = o
[de2 —304+m?[¢e — 31— m]=o.
Der zweite Faktor ist grosser als
3c¢2—3(1 —m2=38(C+4+1—m)(c—1-4 m),
ist folglich positiv; der erste Faktor kann weiter zerlegt werden in
Re+¥3il+¥im@2c—7y31l— 13 m).

Da nup ein Produkt sein Zeichen nicht dndert, wenn man positive Faktoren weglisst, so erhilt
unsere Bedingung die folgende Form:

¢ = L 75 (1 - ).

Erinnern wir uns der Fundamentaleigenschaft der Ellipse, so erkeanen wir, dass der
Schnittpunkt der Seiten 1 und m in einer Ellipse € (die Peripherie eingeschl.) liegen muss, deren
Brennpunkte A und B sind, und von deren Nebenscheiteln aus die Seifo AB unter Winkeln von
1200 erscheint. Die halben Achsen dieser Ellipse sind /3 778 ¢, Y5 178 c.

Somit lautet das Ergebnis unserer Determination: Die Aufgabe ABK hat 2 Losungen,
eine oder keine, je nachdem der Punkt K innerhalb der Ellipse €, auf ihrer Peripherie, oder
ausserhalb derselben gelegen ist.

Dieses Resultat liefert uns folgende Sitze: Der Grebesche Punkt eines Dreiecks ist jeder-
zeit gofesselt an die Flichen der 3 Ellipsen 9%, 3, €, deren Exzentrizititen die Dreiecksseiten
sind und deren Achsen sich wie 2 : 1 verhalten. — Beschreibt man um die Mitten der Seiten
gines Dreiecks die Kreise durch die Nebenscheitel der zugehorigen Ellipsen und zieht in den
Schuittpunkten mit den Seiten die Tangenten, so liegt der Mittelpunkt Z des Brocardschen Kreises
in jedem der 3 von den Tangenten gebildeten Parallelstreifen, mithin in ginem Bechseck, nm
welches sich ein dem Umkreise konzentrischer Kreis beschreiben lisst, dessen Radius sich zu
1/ 173 1 ergiebk.

No. 9. BKA,.

Der Gleichmissigkeit der Bezeichnung halber behandeln wir das dquivalente Problem
AKC,. — Da GK | AB und AC; — BC,, so ist Punkt B bekaunt, mithin die Aufgabe reduziert
anf No. 8.

Aufgabe der Determination ist es nun, die Bedingung, dass K in der unter No. 8 ge-
fundenen Kllipse liegen muss, dureh die Seiten AK — 1, AC;, = n, (;K = p des A AKC,
auszudriicken. Bezeichnen wir noch AB mit e, BK mit m, das Lot von C; auf AB wmit q,
g0 gind ¢ und m durch 1, n, p darzustellen. Dabei setzen wir zunichst voraus, dass < AGK
=r=Ru

=10 — (o} =12—("rec—Dh
g0 ist zuerst

e E———
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e p* 4+ n? — I2
p
2 At g
demnach die Hauptachse der Ellipse €: 2/; 173 pEE s 1,

Es ist ferner

m? = g® 4 (fpe4 p? =2p:+ 20— 12
Soll nun K in € liegen, so muss die Relation stattfinden

2 e b
14+ m< ¥, ¥3 it i

Durch Transpesition von 1, Quadrieren und Benntzung des Wertes von m? folgt hieraus
b R P 2 CE T
2 (p? 4+ n? — 13) < ¥ @_}‘;271) — 4 ¥F I_(FL_'f:p_n__)
Division durch den positiven Faktor 2 (p? + n? — 12) und leichte Umformungen fithren
dann zu
218 lp < 202 — 212 — p,
Zuvérderst ergiebt sich aus dieser Beziehung, dass n2 — 12 > 1/, p? ist, d. h. Teilt man
KC; im Verhiltnisse 1 : 3 und errichtet im Teilpunkte ein Lot, so liegt A auf derselben Seite
des Lotes wie K. Fihren wir nun ein rechtwinkliges Koordinatensystem ein, in Bezug auf dessen
Y-achse C; und K symmetrisch liegen, C, auf der positiven, K auf der negativen Hilfte der
X-achse, so finden wir, mit x, y die Koordinaten von A bezeichnend,
a. V3 V(%p +0F+ 5 <— (4x+ p)
Ehe wir fortfahren, diese Ungleichung weiter zu vereinfachen, suchen wir ihr Analogon,

dem Falle entsprechend, dass < AC,K > R. Rechnungen, die den vorhergehenden iihnlich sind,
liefern zuniichst

293 lp < — (230 — 212 — )
Dadurch wird der Punkt A auf diejenige Seite des Lotes verwiesen, auf welcher C; liegt.
Statt a. erhalten wir
b. Y V3 V(op + O + 32 < 4x + p.
Dieselbe Kraft wie die Relationen a. und b. zusammen besitzt die durch Quadrieren aus
ihnen hervorgehende

2x2— 2px — 6y > pt

Hiernach ist der Punkt A in seiner Bewegung auf die Fliche einer Hyperbel heschriinkt.
Geben wir unserer Bedingung nach einander die Formen
(x =1 P — 8 yi> B/ 0pE
(X = 5DF ¥y
o Vs _ ("
so erkennen wir Gestalt und Lage der Kurve. Punkt C, ist der Mittelpunkt, Punkt K der eine
Brennpunkt der Hyperbel, deren Asymptoten die Hauptachse uuter Winkeln von 30° schneiden.
In der Fliche oder auf der Peripherie der so definierten Hyperbel liegen jederzeit die Punkfe A
und B, A in dem einen, B in dem anderen Teile. Interessant ist noch das Ergebnis, dass von
den beiden Winkeln AC\K, BC;K der eine stets << 30° und der andere > 150 sein muss;
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daraus erhellet zugleich, dass der Busiswinkel # der dhnlichen gleichschenkligen Dreieche ABC;,
BCA,, CAB, < 30° ist, und dass deren Spitzen in den Ellipsen 2, B, € liegen, wie auch schon aus
der Determination von No. 8 zu folgern war,

No. 10. ABO.

Da <« OBC = OCA = OAB = #, sv ist der erste Ort des Punktes C der freie Schenkel
des = OBC = &, der zweite der Kreis durch A und O, der AB in A beriihrt.

Zur Determination fiilhren wir ein System rechtwinkliger Koordinaten mit dem Anfangs-
punkte A ein; AB sei die X-achse. Ferner setzen wir AO = g, BO = h, & OBA = 5. Fir
den Kreis durch O, der AB in A berithrt, finden wir dann die Gleichu.g

(x* 4+ g% sin @ — gy =0
und fiir die Gerade BC
I+ yoot (y + &) = c
Reelle Schnittpunkte der beiden Orter ergeben sich pur, wenn
sin (n + 2 #)? — 4 gin 92 > o.
Da nun
gin (p + 2 &) + 2sind = 2 sin & (1 4 cos (y 4 #)) + sin #,
also > o ist, so kann die Bedingung vereinfacht werden zu
1) gin (p + 2 #) = 2 sin O

Daraus ist zu ersehen, dass ¢ sein zulissiges Maximum in 30° erreicht. Fiir diesen
Full ist auch 5 = 30° und die Figur ein gleichseitiges Dreieck.

Um die Bedingung 1) durch eine Beziehung zwischen den Seiten des A ABO zu ersetzen
gchreiben wir zuerst

sin (y -+ &) cos ¥ + cos (y + &) sin & > 2 sin 9.

Weil nun

s sl il it

cog ¥ = s LB = F——

2 og 2 ch
sin (y + #) :8in & = ¢: h
ist, s0 nimmt die Relation 1) die Gestalt an
2) ¢ > h? 4 2 gh.
Mit dieser Formel wird uns die Frage vorgelegt: In welcher Weise beeinflusst jede der
Seiten des A ABO die Lage der gegeniiberliegenden Ecke? Nehmen wir an, AB sei fest, wihlen
A zum Anfangspunkte, AB zur X-achse rechtwinkliger Koordinaten, so wird :
g =243, 0 = (c — 3+ 73
und fiir die Koordinaten des Punktes O erhalten wir die Bedingung
s P> V@) @ —2a 7
Die hierin enthaltene Forderung
2ex — x2— y* = o,
gleichbedeutend mit ¢ > h, besagt, dass O in dem Kreise um B durch A gelegen ist. Quadrieren
und Ordnen geben unserer Bedingung die Form
3 (% + §9: — 4 ex (22 4 y2) + 4 ¢%® < o oder kmz £ < o,




13
derzufolge O in seiner Bewegung durch eine Kurve 4. Ordnung beschrinkt ist. Da die Gleichung
f = o mur gerade Potenzen von y enthilt, so liegt diese Kurve symmetrisch gegen die X-achse.
Fir y = o ergiebt sich x = o und x = %/; ¢; die Kurve schneidet also die Seite AB in A und
in dem Punkte A’, der AB aussen im Verhiltnisse 4 : 1 teilt. Fir x < o und x > 4/, ¢ wird
f > o d. h. Errichtet man in A und A* Lote auf AB, so liegt die Kurve zwischen diesen Loten. Dass
dieselbe ganz im Endlichen belegen ist, wurde schon vorhin bemerkt. Behufs weiterer Diskussion
empfiehlt es sich, Polarkoordinaten : x = 1 cos @, y == r sin ¢ einzufiihren. Nach Abscheidung
des Faktors r?, entsprechend dem Doppelpunkte A, erhalten wir
312 — 4 ceroeoos g+ 4 ¢ sin gf =0
r = g ¢ (cos ¢ + V1 — 4 sin 92

Diese Gleichung zeigt, dass die Geraden durch A, welche gegen AB unter 800 geneigt
sind, die Kurve herithren und einschliessen; die Berihrungspunkte sind identisch mit den Nehen-
scheiteln der in No. 8 gefundenen Ellipse €. Die Kurve, welche O umschliesst, hat in A eine
Spitze und gleicht in ihrer Gestalt dem Umrisse einer Birne. Deutlicher ergiebt sich ihr Verlauf
aus folgendem Verzeichnisse zusammengehdriger Koordinatenwerte:
cnbx_ou\:II\:—-? =5 Ta-— e Sl e =k x_ﬁ'x:’? =8

y=oy=+0, 41| y=+1,08y=+1 75'},__ +2,20Iv--—_ 2,42y = +2,36|y— + 1,91y =0

Der zweite Segmentmpuukt O’ ist gefesselt an die Kurve, welche zu der betrachteten
symmetrisch liegt in Bezug auf die Mittelsenkrechte von AB als Symmetrieachse.

Wihlen wir nun zweitens A0 = h fest, nehmen O zum Anfangspunkte, AO zur X-achse

rechtwinkliger Koordinaten, so erhilt die Bedmo'ung 2) die Ge%t.slt

und nach einigen Umfurumngau
(32 4+ x2)2 — 4 bx (32 4 x?) — 4 h%? > o oder kmz f > o

Die Gleichung f = o stellt aber eine Herzlinie dar. Konstruieven wir also um B den
Kreis durch O und lassen auf diesem Kreise einen zweiten, gleich grossen, rollen, so heschreibt
derjenige Punkt der Peripherie des rollenden Kreises, welcher mit O zusammenfillt, wenn beide
Kreise sich in O beriibren, die Kurve, in deren Fliche die Ecke A keinen Einlass findet.

Drittens sollen nun A und O fest, B dagegen beweglich sein. Wird AO als X-achse, die
Mitte von AO zum Koordinatenanfang genommen, so unterliegen x, y der Bedingung

(s g b e ki3 g =Ry 2 g e e (e —a )

welche in die Form

e M P o
gebracht werden kann. Nun gehirt die Gleichung

b et
einer Parabel an, deren Scheitel die Strecke AO im Verhiltnisse 3 : 1 teilt und deren Parameter
= g ist. Ziehen wir von A eine Tangente an die Kurve, so ergiebt sich deren Linge zu 773 g,
wihrend die Ordinate des Beriihrungspunktes 1/, 73 g ist. Darin liegt wieder die Thatsacho
ausgesprochen, dass & < 300 ist.

Sind also A und O fest gegeben, so ist der Eckpunkt B angewiesen auf die Fliche und

die Peripherie einer Parabel, deren Pupkte von O und der Mittelsenkrechten auf AO gleichweit
entfernt sind.
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Anmerkung, Fine Ecktransversale durch einen Segmentirpunkt und die Seite, welche mit
ihr den Winkel +# bildet, bestimmen ein Dreieck, in welchem die dem genannten Winkel gegen-
iiberliegende Seite die kleinste, und uzwar kleiner ist als die Hilfte der anstossenden Seite des
gegebenen Dreiecks.

No. 11. BO‘A,.

Der Ubereinstimmung iu der Bezeichnung halber losen wir die gleichwertize Aufgabe:
BOC;. — Da C,A = C,B ist, und da A mit C, und O in gerader Linie liegt, so ist A vorldufig
zweideutig bestimmt und die Aurgabe reduziert auf No. 10. Die Zweideutigkeit wird gehoben,
wenn wir ein Resultat von No. 9 henutzen, demzufolge <= BC;A > 120° sein muss. Soll die
Konstruktion méglieh sein, so muss also <= BC,0 < 60° oder > 1209 sein. Diese Bedingung
ist jedoch nicht ausreichend. Bezeichnen wir den Fall, wo C;0 und C;A uneinanderstossen, als
den ersten, den Fall, wo C,0 und C,A sich teilweise decken, als den zweiten. Setzen wir C,;0 = i
und wie frither AC; = n, A0 = g, BO = h, so finden wir als exakte Bedingung fiir die Los-
barkeit zunfichst wie oben

¢2 > h? | 2 gh.

Da ¢ > h, so muss im szweiten Falle i < n sein, O zwischen C; und A liegen. Im

1. Falle ist nun
n4i=ge¢c:2n1=¢c 4 g2 — h®:2cg
go dass die Beziehung zwischen h, i, n die Form erhilt
IS =i i =—h e =i,
woraus zu ersehen, dass alsdann n > h ist. Im 2. Falle erhalten wir
Z)u(ne = h 1) iht — n)i = hi,

was h = n zur Voraussetzung hat. Die Bedingungen 1) und 2) schliessen einander aus; ist die
Aufgabe also iberhaupt 1osbar, so hat sie nicht mehr als 2 Aufldsungen.

Wihlt man eine der Seiten des A BOC; fest, so ist die gegeniiberliegende Ecke durch
eine Kurve hoherer Ordunug in ihrer Bewegung beschrinkt.

Nun ist es nicht ohne Interesse, ans den Beziehungen 1) und 2) direkt zn beweisen, dass
<4 BC;0 aus dem Imtervall yon 60° bis 120° ausgeschlossen ist. Wir setzen Kiirze halber

< BC10 = & + UIBO =St BOC] = &,
1) kann dann ersetzt werden durch
(sin 5 + sin ¢ + sin ¢) (sin & — din &) > 2 s8in & sin <.

Formen wir hier Summe und Differenz in Produkte um und fihren szunichst iberall die

halben Winkel ein, so finden wir

2 cos Yy & sin 1Yy 5 — &) = sin Y ¢
sin &
: = 2 4 cos &
Welches ist der grosste Wert, dessen der Bruch fihig ist? Man zeichne in einem Kreise
mit dem Halbmesser 1 einen Durchmesser AB und verlingere denselben um 1 bis C. Ist nun
sin &

der hoble Centriwinkel AOD = &, so0 ist tg DCA = ———
2 4+ cos

5 folglich ¢ < 2 DCA. < DCA




erreicht sein Maximum in 809, also ist ¢ <~ 60° Tn entsprechender Weise kann aus 2) gefolgert
werden, dass im zweiten Falle ¢ > 1200 jsf.

Anmerkung. Von den Segmentirpunkten aus erscheinen die Seiten unter Winkeln, die
= 2 9 sind.

No. 12. AHO.

Zundchst ist Q, der Punkf, wo HO den Umkreis brifft, bekaont; vermittels des Satzes 7
18t dann auch R, der Punkt, wo AO’ den Umkreis schneidet, hestimmt. Damit sind aber 0, K, der
Brocardsche Kreis, C,, By, endlich C, B gewonnen.

Nur losbar, wenn O innerhalb des Kreises um H durch A gelegen; in diesem Falle 2
Losungen, da HR auf beiden Seiten von HO angelegt werden kann. (ileichschenklig mit der Spitze
A wird A ABC, wenn A auf dem Radius duwreh K resp. seiner Verlingerung gelegen. Recht-
winklig bei A wird A ABC, weun AK = KL, wo L den zweiten Schnittpunkt von AK mit dem
Brocardschen Kreise bezeichnet. Soll Punkt A dementsprechend hestimmt werden, so hat man
nur notig, HK um sich selbst bis I zn verlingern und tber KI als Durchmesser den Kreis zu
beschreiben. Man kann fragen, welche Beziehungen zwischen den Seiten AH = r, HO = s,
AO = g des gegebenen Dreiecks stattfinden missen, damit A ABC die erwihnten speziellen
Formen annimmt. Wir bezeichnen noch die Mitte von QR mit S; es ist dann

QS = Y V¥ — & sin OHS = & 7'rF — g s OHS = &+ & V3 T &
somit, wenn A in die Gerade HK fillt,
gt o= 12 . g? Fs13 1'-2”—|—” §?
oder ohne Radikal und Doppelzeichen
a. gt — 2 (12 4 §%) g2 4 g2 (r2 — 82) = o.

Die Beantwortung der anderen Frage, unter welcher Bedingung A ABC bei A recht-

winklig wird, erfordert eine lingere Rechnung; man gelangt schliesslich zu der Gleichung
b gt (3 1% 4+ 8%) — g2 (12 — s2) (3 12 + &) + (1 — 82 = o,

Die Gleichung a. liefert, da r > s vorausgesetzt ist, stets 2 brauchbare Werte far g.
Die Gleichung b. liefert reelle Werte fiir g unur daon, wenn 5 82 > 12 Im Falle der Ungleich-
heit giobt es 2 symmetrisch zu HEK gelegene kongruente rechtwinklige Dreiecke. Die Gleichung
5 8° = r? hat sur Folge, dass a. iibergeht in

(% — 2 5% (g — 10 82 = o,
b. dagegen in
(82 — 2 822 = o.

Demmach ist r : g : 8 = 775 : 73 : 1 die Bedingung fiir das gleichschenklig-recht-
winklige Dreieck. In einem solchen hat die Tangente des kritischen Winkels & den Wert g,
& selbst ist also = 269339,

No. 13. A,00.
Der Brocardsche Kreis, H und K sind bekannt. Man verlingere KO iiber O hinaus bis
zum Sehnitt mit dem Umkreise in T und fillle von O das Lot OV auf HT. Aus der Ahnlichkeit
der Dreiecke HOV und HTO folgt dann:
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: HO : OV = HT : TO.
Schneiden HO und HO’ den Umkreis in ) und R, so verhilt sich ferner
HO : 00’ = HQ : QR.

Nach Satz 7 ist nun TO = QR: somit ist auch OV == 00’ und Punkt V durch 2 Orter
(den Kreis tiber HO als Diameter und den Kreis um O durch 0°) festgelegt. HV und KO liefern
den Punkt T, somit den Umkreis des A ABC. Dureh A; sind B und €, vermittels C und O
ist B;, endlich dur¢ch O und B, Punkt A zu finden.

Soll die Konstruktion prinzipiell méglich sein, so ist fir H der von 00’ entferntere
Endpunkt des auf OO0’ senkrechten Durchmessers zun wihlen. Aber auch dann bleibt die Kon-
stroktion unmdglich, wofern 00 > HO, wenn also << 0A,0/ zwischen 60° und 120° liegt. Be-
schreibt man deshalb iiber 00’ Kreise, welche Peripheriewinkel von 60° und 1200 fassen, so liegen
die Ecken des Broecardschen Dreiecks ausserhalb der heiden Sicheln. Fillt A; auf die Peripherie
pines der bheiden Kreise, so riickt Ponkt T und damit A ABC ing Unpendliche. Sobald Punkt A,
ausserhalb der beiden Sicheln gelegen ist, fithrt unsere Konstruktion zu 2 Punktepaaren V und T;
man beweist jedoch leicht, dass HT; = HT, dass also der Umkreis eindentic bestimmt bleiht.
Insofern nun die Geraden A;0 und A0’ den Umkreis in 2 Punktepaaren schneiden, gewinnen
wir 2 verschiedene unter sich parallele Lagen der Grundlinie BC, 2 verschiedene Lisungen der
Aufgabe. Ist A A;00° gleichschenklig mit der Spitze A;, so ergeben sich nur dann gleich-
schenklige Dreiecke mit der Spitze A, wemm << A; > 120° ist; ist jedoch < A, < 609 so
resnltieren 2 kongruente ungleichseitige spitzwinklige Dreiecke, deren Winkel die Relation erfillen
cot @ = cot B cot y. Welcher Bedingung muss nun A A;00‘ geniigen, damit A ABC bei A
rechtwinklig werde? Es muss dann BH | AjK verlaufen. Setzen wir

£ 0M0F = 2 3, &« A000 = & £ A000 = &,
so finden wir als analytischen Ausdruck fiir diese Thatsache :
sin #?
1 — 4 sin #*

Diese Gleichung wird, wenn A; aunf dem grésseren Bogen des Broeardschen Kreises wan-
dert, zweimal erfillt.

Die Probleme

sin Yy (3 — 392 =

No. 14. A;HO, No. 15. A;KO
kommen, da O’ leicht zu finden, auf das vorhergehende zuriick. Sind A;, H, O gegeben, so steht fir
< A, der Spielraum von 60° bis 120° zur Verfigung, KO hingegen schliesst < KA;0 aus dem
Bergiche von 30° bis 150° aus.

No. 16. BHA,. 3
Da C und B symmetrisch gegen HA, liegen, so ist C bekannt. Schneidet BA, den Um-
kreis noch in C’, so folgt ans dem Satze 7, dass CC’® gleich der Potenz der Segmentirpunkte ist;
HO oder HO’ ist mithin bestimmt als Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse
der Radius r des Umkreises und dessen andere Kathete CC¥ ist. Da O auch auf BA;, O‘ auch
auf CA, gelegen ist, so sind die beiden Segmentéirpunkte bestimmt. Also ist der Brocardsche
Kreis, damit B, und hierdurch A gewonnen. '
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Soll die Konstruktion moglich sein, so muss A; in der Fliche des Umkreises liegen und
CC“ < BH, also << A,BC < 30° sein, mithin < HA;B zwischen 60° und 120° liegen. Fernere
Bedingung ist, dass das Lot HY von H auf BA; kiirzer ist als die fir HO gewonnene Strecke.
Es lisst sich heweisen, dass die eine Bedingung schon in der anderen enthalten ist. Sefzen wir
AH =1, 32 A\BH = 7, =~ BAJ\H = ¢, 50 wird
@0, = F.2% cod o, HOS= ¢ 171 — 4 cos o2, HY = t sin o,
und die zweite Bedingung erhiilt die Gestalt
t V1 — 4 cos a2 > tsina
oder nach leichten Umformungen
(cos = + 2 cos o) (cos T — 2 cos 9) > o.
Fir ¢ > 900 gilt daher, weil dann = <C 900 ist,
2. co8 ¢ -+ 2 cos @ > o.
Fiir o < 900 gilt
b. cos T — 2 608 0 > o
Kénnen nicht in diesem zweiten Falle beide Faktoren negativ sein? Soll, o als spita
vornusgesetst, cos = +~ 2 cos ¢ negativ ausfallen, so miissen wir annehmen, dass z stumpf ist.
Nun ist von den heiden spitzen Winkeln ¢ und 180° — 7 der erste kleiner als der zweite, mithin

cos 6 >> — cos 7, a potiori wire also cos = — 2 cos v < o, was der Voraussetzung wider-
gpricht. Aus a) und b) ist nun zu folgern, dass = in jedem Falle < ¢ (A\H <C BH) sein muss
und dass cos ¢ die Grenzen + !/, und — '/, nicht zu fberschreiten vermag.

Verzeichnis der behandelten Probleme.

1. ABE. 2. AHE. 3. AEK. 4. AEA,.
5. AKA,. 6. AFK. 7. AHK. 8. ABK.
9. AKC,. 10. ABO. 11. BOC,. 12. AHO.
13. A,00°. 14. A,HO. 15. A,KO. 16. BHA,.

Anhang.

Fiir Leser, welche noch keine Gelegenheit hatten, sich mit dem Brocardschen Kreise zu beschiftigen,
fiige ich ein geordnetes Verzeichnis derjenigen Siitze bei, welche die Beweise der eingangs erwihnten stufenweise
vermitteln, Die Sitze gehdren den Herren Brocard und Kiehl, die Tdeeen zu den Beweisen den Herren Kiehl, Fuhr-
mann nnd Godt. S. Zeitschr. f. math. u, natw. Unterr., Jahrg. 1881 n. 82. Fiir eingehendere Studien sei auch
noch auf die diesjihrige Programmabhandlung des Herrn Lieber verwiesen,

1, Schneiden AO, BO, COs AOY BOY, CO’ den Umkreis zum zweitenmale bezliglich in 8, €, %; 6, %Y,
B¢, so sind die Dreiecke WBE, W'B‘C’ kongruent dem A ABC. (Bew. <€ 8 — B; denn <2 BOC =2 R — C
=B + Aalso2 R=A ++ B + C, ete.)

2. O ist der zweite Segmentirpunkt des A UABE, O/ der erste Segmentirpunkt des A WHE. (Denn
< 0B = AOQB, ete)
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3. Die Dreiecke 9(BE, U'H‘E’ kinnen dureh Drehungen um H von entgegengesetater Richtung und glei-
chem Drehungsmasse OHO' — 2 4§ in die Lage des A ABC ibergefilirt werden; 0'H — OH.

4, Satz 3a, 8. 4. (Bew. arc EC = arc BB' = §, etc.)

5. A, B;, O, liegen auf dem Kreise durch H, 0, 0% (Denn << €0H = CO'H, also HOA,0' ein Kreis-
viereck, ete.)

6. Die Entfernungen des Punktes K von den Seiten sind denselben proportional. (Denn die Abstiinde
seines Winkelgegenpunktes E von den Seiten sind denselben nmgekehrt proportional.)

7. Die Entfernungen der Punkte A,, B, C, von den zugehfrigen Seiten sind diesen proportional. (4.)

8. Die Verbindungslinien der Punmkte A,, B,, C, mit dem anderen Endpunkte des durch H gehendon
Diameters des Brocardschen Kreises sind parallel den Seiten des p ABC.

9. Der zweite Endpunkt des durch H gehenden Diameters des Brocardschen Kreises ist der Punkt K
(6) (1) (8).

10. 00' |_ HE. (3).

11. AK halbiert die Antipsrallelen zu BC.

12, ieht man in A und B Tangenten an den Umkreis, welshe einander in N schneiden, so liegen C,
K, N in einer Geraden. (6).

13. A (C, K, B, N) ist ein harmonisches Biischel; C, X, T, N (T auf AB gelegen) sind 4 harm. Punkte.
(CN ist antip. zu BC.)

14. Satz 1, 8. 4. (Man projiziere C, K, T, N von R, der Mitte von AB, aus auf die Hohe CF.)

15. Satz 5b, S. 4. (Man projiziere C, K, T, N von R aus auf C,K.)

16, Satz da, 8. 4. (Man vergleiche << A,B,C;, mit A,KC,, 8.) e

17. M,, die Mitte von B,C,, ist gleichweit entfernt von AH' und A/H. (Ist B,Q || AC,, C,Q | ABy, s0
gind die Dreiecke BC,Q, QB,C kongruent wegen Gleichheit zweier Seiten und des Zwischenwinkels; mithin liegt
( auf A H))

18. Sate 4b, 8. 4. (Der Schwerpunkt des A A,B,C, liegt (17) auf den Parallelen durch E zun HA,,
HB,, HC,.)

19, 9, der Schnittpunkt der Tangente in A an den Umkreis mit BC, ist Pol von AK. (13.) Analoges
gilt von den entsprechend zu definierenden Punkten B, €.

20. ABE ist die Polare von K in Bezug auf den Umkreis, (19.)

21. Satz 6, 8. 4, (Ist I der Schnittpunkt von HE mit UBE, so ist (20) HEK. HI — r%, HI (HI —
KI) = r?, HI* — r* = IH, IK,)

92, A0 — 2 v sin § sin f§ : sin & AQ' = 2 r sin 4 sin y : 8in g.

93, 00 — 2 r sin 9 ¥'1 — 4 sin % (Anw. des Cosinussatzes auf A AOO%)

94, HO = r ¥"1 — 4 sin 9"

25. Satz T, 8. 4. (24)




3, Die Dreiecke ABE, A'H
chem Drehungsmasse OHO' = 2 ) |
4, Satz 3a, 8. 4. (Bew. a1
5. A, By, G, liegen auf &
viereck, ete.)
6, Die Entfernungen des I
seines Winkelgegenpunktes E von de
7. Die Entfernungen der P
8, Die Verbindungslinien
Diameters des Brocardschen Kreises
9, Der zweite Endpunkt ¢

(6) (7) (8)
10. 00/ _|_ HEK.. (8).
11. AK halbiert die Antip]
12. Zieht man in A und

spengesefzter Richtung und glei-
i0H — OH.

= CO'H, also HOA,0' ein Kreis-

(Denn die Abstiinde
lsind diesen proportional. (4.)
fipunkte des durch H gehenden

dschen Kreises ist der Punkt K
I

er in N schneiden, so liegen C,

K, N in einer Geraden. (6).

13. A (C, K, B, N) ist eir
(CN ist antip, zu BC.)

14. Bate 1, 8. 4.

15. Satz 5b, 8. 4. (Man

16, Satz 4a, 8. 4. (Man ¥

17. M,, die Mitte von B,(
gind die Dreiecke BC,Q, QB,C kong:
Q anf A H))

18. Satz 4b, 8. 4.
HE,, HC,.)

19, U, der Schnittpunkt d
gilt von den entsprechend zu definie

20. ABE ist die Polare vo

(Man pr

(Der

9[eds Aei NFSH1L

21. Satz 6, 8. 4, (Ist I
KI) — 1, HI* — 2 — IH. IK,)

22. AQ = 2 r sin § sin

235005 —

24, HO =

25. Satz T,

\s Zwischenwinkels; mithin liegt

st Pol von AK.

20) HE. HI = 1%, HI (HI —

{B gelegen) sind 4 harm. Punkte.

), aus auf die Hohe CF.)

(Ist B,Q || AC, C,Q | AB,, so

den Parallelen durch K zu HA ,

(13.) Analoges

A A0O%)
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