
I. Die einfachsten Eigenschaften und Anwendungen der Determinanten.

Die ersten Grundlagen der Lehre von den Determinanten sind meines Wissens nur sehr selten in den

Kreis der Schule eingeführt, und doch verdienen sie es theils ihrer wichtigen und zahlreichen, auch ele¬

mentaren, Anwendungen, theils ihres pädagogischen Werthes wegen. — Ein Grund dieser Erscheinung dürfte

wol darin liegen, dass noch keine befriedigende, schulmässig-elementare Darstellung der einfachsten Eigen¬

schaften und Anwendungen der Determinante existirt, und die zusammenhängenden Darstellungen dieser

Lehre, wie z. B. die vortrelfliche Abhandlung von Brioschi, schon im Anfange Voraussetzungen machen,

welche in der Schule nicht erfüllt sind. — Ich glaube desshalb keine nutzlose Arbeit auszuführen , wenn

ich hier den Weg mittheile, auf welchem ich seit 3 bis 4 Jahren meine Schüler in diese Lehre eingeführt

habe.

Ich schicke einige Lemmata aus der Lehre von den Permutationen voraus, welche sich in der Regel

in den Schulbüchern nicht finden und die folgenden Entwickelungen wesentlich erleichtern.

§. 1. Lemmata aus der Lehre von den Permutationen.

1. Man nennt von je 2 Elementen dasjenige, welches in der ursprünglichen Stellung der

Elemente vor dem andern steht, ein niederes, dasjenige welches nachsteht, ein höheres. Man nennt

jede gegenseitige Stellung zweier Elemente, in welcher ein höheres Element vor einem niederen steht, eine

Inversion.

Beispiel. Ist ab c d e die ursprüngliche Stellung der 5 Elemente, so enthält die Permutation

c e a d b 6 Inversionen. — Ist a 1 a 2 a 3 a i « 5 a 6 a 7 die ursprüngliche Stellung der 7 Elemente, so

enthält die Permutation a i a 6 « 2 a s a 1 a-, a b 10 Inversionen.

2. Von 2 Permutationsformen, welche durch Platzvertauschung von 2 Ele¬

menten in einander übergehen, hat die eine eine grade, die andere eine ungrade

Anzahl von Inversionen.

Beweis. Es seien r und s die beiden Elemente, deren gegenseitig verschiedene Stellung die Ver¬

sc hiedenheit der beiden Permutationen bedingt; es stehe nämlich in der einen Permutation r an der p ten

Stelle, s an der (p-f-tf)' 6" Stelle, in der andern Permutation r an der (p-j-g) 16", s an der _plen Stelle, wäh-
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rend jedes andere Element in beiden Permutationen dieselbe Stelle einnimmt — Durch die beiden Ele¬

mente r und s wird jede der beiden Permutationen in 3 Abtheilungen getheilt, deren erste p —1, deren

zweite q —1, deren dritte n—p — q Elemente enthält, wenn nämlich n die Gesammtzahl der Elemente be¬

zeichnet. — Es sei « die Anzahl der Inversionen, welche die n —2 Elemente ausser r und s in der einen

wie in der andern Permutation unter sich bilden; es sei ß die Anzahl der Elemente, in der ersten Abthei¬

lung, welche höher als r, ß v die Anzahl der Elemente derselben Abtheilung, welche höher als s sind; es

sei j die Anzahl der Elemente der zweiten Abtheilung, welche höher als r und die Anzahl der Ele¬

mente derselben Abtheilung, welche höher als s sind; es sei d die Anzahl der Elemente der dritten Ab¬

theilung , welche niedriger als r und der Anzahl der Elemente derselben Abtheilung, welche niedri¬

ger als s sind; es sei überdies von den beiden Elementen r das niedere, s das höhere, so ist die Anzahl

der Inversionen

der ersten Permutation: a ~\-ß~\~ß \~\~1 — 1 —Y~\~T

der zweiten Permutation: a ~\-ß~\~ß— 1 —/' i —j—■'?—]—j —|—1

ihre Differenz also: 2/'—27' x —(—1

eine ungerade Zahl, wodurch der Satz bewiesen ist.

Beispiel. Während die Permutation a i a 6 a 2 a s a 7 a & 10 Inversionen hat, enthält die

Perm. a i a 1 a 2 a s a 6 a~ a b 5 Inversionen.

3. Wenn demnach sämmtliche Permutationen gegebener Elemente in solcher Reihenfolge gebildet

werden, dass jede folgende aus der vorhergehenden durch Platzvertauschung zweier Elemente entsteht,

so ist die Anzahl der Inversionen in den auf einander folgenden Permutationen abwechselnd grade und

ungrade.

4. Wenn man von einer Permutation gegebener Elemente zu einer andern durch eine grade An¬

zahl von Platzvertauschungen je zweier Elemente gelangen kann, so ist die Anzahl der Inversionen in

beiden übereinstimmend grade oder ungrade ; wenn man von einer Permutation zu einer andern durch eine

ungrade Anzahl von Platzvertauschungen je zweier Elemente gelangt, so ist die Anzahl der Inversionen

in der einen grade, in der andern ungrade.

5. Man kann im Allgemeinen von einer gegebenen Permutation zu einer andern gegebenen Permu¬

tation derselben Elemente auf sehr verschiedenen Wegen gelangen, immer vorausgesetzt, dass die einzelnen

Schritte jedes Weges in Platzvertauschungen zweier Elemente bestehen. Auf allen diesen verschiedenen

Wegen ist aber die Anzahl der vorgenommenen Platzvertauschungen zweier Elemente übereinstimmend grade

oder übereinstimmend ungrade.

§. 2. Bildung und Eigenschaften der Determinante.

1. Die Determinante eines Systems von Zahlen ist eine in 2. und 3. zu definirende Funk¬

tion derselben, welche ausser von der Grösse der einzelnen und ihrer Anzahl wesentlich von ihrer

Anordnung abhängt. — Ihre Anzahl ist immer das Quadrat einer ganzen Zahl; es sei n 2 . Ihre

Anordnung ist immer die in n vertikalen und n horizontalen Reihen der Art, dass alle zusammen ein

Quadrat erfüllen, — Wir bezeichnen jede der n 2 Zahlen, jedes Element der Determinante, mit dem Zei¬

chen a r,s wo r und s alle Werthe von 1 bis n durchlaufen, und wo r die Nummer der horizontalen Reihe

und s die Nummer der vertikalen Reihe angiebt, welcher das betreffende Element angehört. Das System
der Elemente ist dann :
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01,1 01,2 01,3 ö!i, n

«2,1 «2,2 «2,3 02,n

03,1 «3,2 03,3 • • - > 03,11

0n,l 0n,2 On,3 0n,n

und die Determinante dieses Elementen-Systems wird bezeichnet

01,1 öl,2 Ol,3 01,n

02,1 02,2 «2,3 <22,n

«3,1 «3,2 03,3 03,n

t

^n,l ^ii,2 ^n,3 ^n,n

2. Die Determinante ist eine mehrgliedrige Grösse, deren Glieder, abgesehen von dem in 3.

zu bestimmenden Vorzeichen alle diejenigen Produkte von je n Faktoren sind, welche sich aus den gege¬

benen n 2 Elementen der Art bilden lassen, dass in jedem Produkt ein Element jeder horizontalen und

ein Element jeder vertikalen Reihe vorkommt. Man erhält demnach, abgesehen vom Vorzeichen, irgend

ein Glied der Determinante, indem man n Elemente a r,s als Faktoren mit einander verbindet, in welchem die

n Indices r die Reihe der Zahlen von 1 bis n in ihrer natürlichen Folge und die n Indices s irgend eine

Permutation der Reihe der Zahlen von 1 bis n bilden; folglich erhält man, abgesehen vom Vorzeichen,

alle Glieder, indem man für die Reihe der Indices s alle Permutationen der Reihe der Zahlen von 1 bis

n nimmt; die Anzahl der Glieder ist also n ! — Mau erhält offenbar dieselben Producte, indem man die

Indices s in ihrer natürlichen Reihenfolge schreibt und die n Indices r in jeder möglichen Permutation

der Zahlen 1 bis n.

Beispiel. Die Glieder der Determinante

01,1 «1,2 «1,3

02,1 02,2 02,3

03,1 03,2 03,3

sind, nach der ersten Art geschrieben:

01,1 02,2 03,3 01,1 02,3 03,2 01 ,2 02,3 03,1 01,2 02,1 03,3 01,3 02,1 03,2 01,3 02,2 03,1

und nach der zweiten Art geschrieben:

01,1 02,2 03,3 01,1 03,2 02,3 02,1 03,2 01,3 02,1 01,2 03,3 03,1 ö l,2 02,3 03,1 ö2,2 01,3

3. Man giebt einem Gliede das Vorzeichen -{-, wenn in demselben die Anzahl der Inversionen der

entsprechenden permutirten Indices eine grade Zahl oder 0 ist, das Vorzeichen —, wenn die Anzahl der

Inversionen der entsprechenden permutirten Indices eine ungrade Zahl ist. — Wenn man also die Permu¬

tationen der Art bildet, dass man immer von einer zu einer folgenden durch eine Platzvertausehung zweier

Elemente übergeht (wie das in dem Beispiele zu 2. geschehen ist) so sind die den Gliedern zu gebenden

Vorzeichen abwechselnd -j- und —.

Es ist nun zu zeigen, dass diese Zeichenregel für die beiden verschiedenen Wege, welche lür die Bil¬

dung der Determinantenglieder unter 2. angegeben sind, dieselben Resultate liefert. Ein Beispiel wird die-
1*
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sen Beweis leicht machen. — Ein Glied einer Determinante 7 ,er Ordnung ist, abgesehen vom Vorzeichen,

nach der ersten der beiden Regeln unter 2. geschrieben

«1,4 «2,7 «3,2 «4,5 «5,6 «6,1 «7,3 (l)

dasselbe Glied in derselben nach der zweiten Regel geschriebenen Determinante heisst:

«6,1 «3,2 «7,3 «1,4 «4,5 «5,6 02,7 (2)

Die Produkte (1) und C2) enthalten dieselben Faktoren in verschiedenen Reihenfolgen. Wir können von

der Faktorenstellung (1) zu der Faktorenstellung (2) auf folgende Art durch jedesmalige

Platzvertauschung zweier Elemente übergehen.

«1,4 «2,7 «3,2 «4,5 Ö5,6 «6,1 «7,3 (1)

«6,1 «2,7 «3,2 04,5 «5,6 «1,4 «7,3

«6,1 03,2 «2,7 «4,5 «5,6 «1,4 «7,3

06,1 «3,2 «7,3 «4,5 «5,6 «1,4 «2,7

«6,1 «3,2 «7,3 «1,4 05,6 «4,5 «2,7

Ö6,l «3,2 «7,3 «1,4 «4,5 «5,6 «2,7 (2-)

Die Anzahl der Platzvertauschungen zweier Elemente, welche angewandt ist, um von der Faktoren-

stcllung (1) zu der C2) oder umgekehrt auf demselben Wege von (2) zu (1) zu gelangen, ist gleichzeitig

die Anzahl der Platzvertauschungen zweier entsprechenden Indices, welche erforderlich ist, um von der na¬

türlichen Ordnung der Zahlen 1 bis n zu derjenigen Ordnung der Indices r überzugehen welche sich in

(2.) findet und das Vorzeichen von (2.) bestimmt, und auch gleichzeitig die Anzahl der Platzvertauschun¬

gen zweier Indices, welche erforderlich ist, um von der natürlichen Ordnung der Zahlen 1 bis n zu derje¬

nigen Stellung der Indices s überzugehen welche sich in (1) findet und das Vorzeichen von (1) bestimmt

wodurch die Identität der nach den beiden Regeln dargestellten Determinanten erwiesen ist.

4. a. Wenn man in einer gegebenen Determinante 2 Vertikalreihen unter einander vertauscht, so

ändert die Determinante ihr Vorzeichen, ohne dass der absolute Werth geändert wird. —Ebenso, wenn

man 2 horizontale Reihen unter einander vertauscht.

b. Wenn 2 horizontale Reihen oder 2 vertikale Reihen einer Determinante die entsprechenden Elemente

paarweise gleich haben, so ist die Determinante = 0.

5. Die n ! Glieder der Determinante lassen sich in n Gruppen derart zusammenfassen, dass die

{n —1)! Glieder jeder Gruppe einen Eaktor a p,s gemeinschaftlich haben, wo p konstant ist, d. h. für alle

Gruppen denselben Werth hat, während s alle Werthe von 1 bis n durchläuft; oder auch so, dass die

( n —1)! Glieder jeder Gruppe einen Faktor ctr,p gemeinschaftlich haben, wo p konstant ist, r alle Werthe

von 1 bis n durchläuft.

Beispiel

«1,1 «1,2 «1,3

«2,1 «2,2 «2,3

«3,1 «3,2 «3,3

= «1,1 («2,2 «3,3 — «3,2 «2,3) -f" «1,2 («2,3 «3,1 — «3,3 «2,l) öl,3 («2,1 03,2 — «2,2 «3,l)

= «1,1 (ß2,2 «3,3 — «3,2 «2,3) + «2 ,1 («3,2 «1,3 — «3,3 «1,2) + «3,1 («1 ,2 «2,3 — «2,2 «1,3)

Wir führen demnach die Determinante auf n Glieder zurück, deren jedes ein Produkt eines einglie¬

drigen Faktors mit einem in —1)! gliedrigen Faktor ist; bezeichnen wir diesen zweiten Faktor, den Faktor

von a r,ä , abgesehen von Zeichen mit f(a r,s ) so erkennt man leicht nach der Definition der Determinante,

dass f(a r,s ) eine Determinante (n—1)"™ Grades, eine Un t e r d e t e rmi n ant e der gegebenen Determi¬

nante ist, nämlich
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f(a ,,s) — «r+l,»+l «r+l,i+2

a r+2,ä+l ör+2,s+2

«n,s+l «n,s+2

«1,3+1 01,3+2

Or_l, 3+l Or_l, 3+2

«r+l,n «r-1—1,1

«r+2,n «r+2,1

«n,n «n,l

Ol,n 01,1

«r+1,3-1

«r+2,3-1

On,s-1

«1 ,3—1

«r—1,3« r_i,n o r_i,i . .

Das dem Gliede a r>s f (a r,s) zu gebende Vorzeichen ist gleich dem Vorzeichen des Determinantengliedes

«r,s «r+l,s+l «r+2,s+2 • * • • «r—l,s—1 = «l.s+n—r+1 • «2,s+n—r+2 • • • «n,s+n—r*

In Bezug auf die zweiten Indices (die Verticalreihen-Indices) ist nur zu bemerken, dass bei denjeni¬

gen derselben, welche n sind, n zu subtrahiren ist. Demnach ist die Anzahl der Inversionen = (r —s).

(s-J-n— r) wenn r s, und = (s — r) (n —s—]—?') wenn r s ist. — Die Zahlen (V— s) (s-|-?i— r) und

(s—r) (n—s-j -r) sind aber immer übereinstimmend grade oder übereinstimmend ungrade, da ihre Summe —

(r—s) (2s—2r) ist; folglich ist das Vorzeichen immer = (—1) ( s+ n - r). Diese Zahl ist für alle un-

graden Werthe von n immer = -j- 1, für alle graden Wertlie 1 oder — 1, je nachdem r — s

grade oder ungrade ist. Stellt man also die Determinante von n 2 Gliedern nach obiger Angabe dar, so

haben, wenn n eine ungrade Zahl ist, alle Glieder a p,s f (« P,s) resp. alle Glieder a r,p f(ß r,p) das Vor¬

zeichen wenn dagegen n eine grade Zahl ist so haben die Glieder abwechselnd das Vorzeichen +

und —, wenn man im ersten Falle s, im 2 le" Falle r die Werthe von 1 bis n in ihrer natürlichen Reihen¬

folge durchlaufen lässt.

+ «1,8 02,1 a 2,2
«3,1 «3,2

Beispiel «1,1 «1,2 «1,3 — «1,1 «2,2 «2,3 «1,2 «2.3 «2,1

«2,1 «2,2 «2,3 «3,2 «3,3 «3,3 «3,1

«3,1 «3,2 «3,3

= «1,3 «2,4 «2,1 «2,2

«3,4 «3,1 «3,2

^4,4 ^4,1 ^4,2

•«2,3 «3,4 «3,1 «3,2

«4,4 «4,1 «4,2

«1,4 «1,1 «1,2

+ «3,3 «4,4 «4.1 «4,2

«1,4 «1,1 «1,2

«2,4 «2,1 «2,2

— «4,3 «1,4 «1,1 «1,2

«2,4 «2,1 «2,2

«3,4 «3,1 «3,2

«1,1 «1,2 Ol,3 «1,4

«2,1 «2,2 «2,3 «2,4

«3,1 «3,2 «3,3 «3,4

«4,1 «4,2 «4,3 «4,4

Es ist häufig von wesentlichem Vortheil, die Unterdeterminante f{a,,s) nicht in der cyklischen

Folge der Elemente zu schreiben, wie es bisher geschehen ist, sondern in der natürlichen Reihenfolge, wie

sie aus der gegebenen Determinante hervorgeht, wenn aus derselben nur die r'ü Horizontalreihe und die

s\! Vertikalreihe ausgelassen wird. Dadurch wird, abgesehen vom Zeichen

/(«rs) = «1,1 «1,2 .... «1,S—1 «1,3+1 • • • • «l,n

«2,1 «2,2 .... 02,3—1 «2,s+l .... «2,n

Or_ 1,1 « r—1,2

«r+1,1 «r+1,2

«r —l,s —1 «r —1,3+1

«r+l,s—1 «r+l,s+l

«n,l «n,2 «n.s -1 ^n,s+l

«r—l,n

«r+l,n

«n,n
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Die Anzahl der Vertauschungen von Vertikalreihen mit einander -)- der Anzahl der Vertauschungen

von Horizontalreihen mit einander, welche erforderlich ist, um von der ersten Form der fC«r,s) zu dieser

zweiten überzugehen, ist (n—s) (s—l) -f- (n—r)(r— 1) = (n-|-l) (s-j-r) ~ (s 2 —j—r2 ) — In. Diese Zahl

ist, wenn n grade ist immer grade; wenn n ungrade ist, grade oder ungrade, je nachdem r — s

grade oder ungrade ist; folglich ist, wenn f(a t,s) in der zweiten Form geschrieben ist, das Vorzeichen

des Gliedes a r,< f(ßr,s) immer = (—l) r~ s. — Bezeichnen wir (—l) r-s f (a tlS) mit (Jr,S) so ist, wenn wir
die in 1. aufgestellte Determinante mit D bezeichnen

D
S=1

■—- «p,l Up,l -f" «p,2 Up,2 -f* «p.3 Up,3 • «p,n Op,n
T=n

^r,p ör,pr=l

= ai,p fli,p -f- o 2,p ll2,p «3,p Ö3,p a n,p (Jn,p

Die obigen Beispiele schreiben sich dann folgendermassen

«1,1 «1,2 «1,3
«2,1 «2,2 «2,3

«3,1 «3,2 «3,3

«1,1 «1,2 «1,3 «1.4

«2,1 @2/2 «2,3 ^2/4-

«3,1 ö3/2 «3,3 «3.4

«2,2 «2,3 «1,2 «2,1 «2,3 + «1-3 «2,1 «2,2

«3,2 «3,3 «3,1 «3'3 «3-1 «3,2

-*1>3 2,1 "2,2 , "2,4
^3,1 «3,2 «3,4
a.'4/1 ^4/2 ul\AGil

— a 2/3 u-i/1 uif2

ö3'l °3/2 ö3A
$4,1 % 2

+ a3/3 a«., a1,4

«2,1 «2,2 «2,4

•*4,1 "4,2 "4,4
«4.1 «4.2 «4.3 «4.4

6. Aus 4. b in Verbindung mit den letzten Gleichungen in 5 ergiebt sich,
p verschiedene Zahl ans der Zahlenreihe von 1 bis n ist.

£=n
^ #q,s ßp,s = Ctq,i Öp,l -j- ü q,2 Öpf2 .... #q ;n Öp,n = 0s=l
r=n
^ ör,q (lr,p = «l,q Öi,p -)- Ö2,q Ö2,p -j~ .... ö n,q ßn,p = 0

'-h3 "l/l wl/2 a iA

^2,1 ^2/2 ^2-4-

ö3/l ö 3'2 %/4

wenn g eine von

3. Anwendung der obigen Determinanten — Eigenschaften zur Auflösung eines

Systems von n Gleichungen 1, Grades.

1. Die allgemeine Form eines Systems von n Gleichungen 1. Grades ist

«1,1 X 1 + «1,2 X 2 + «1,3 »3 + • • • «l,n «n =

«2,1 "4" «2,2 ^2 + «2,3 a'3 ~f" • • • «2,n = ^2

«3,1 ^'l H- «3.2 X 2 ~~i"~ «3,3 x 3 • • • «3,n = &3

aVi X 1 ~f~ «n,2 ^2 a n,3 #3 -J- . . . a„, n

2. im a,'p zu finden, multiplicire man die erste Gleichung mit fli, p (§. 2. 5), die zweite mit fl-j.p
die letzte mit so erhält man nach §. 2. 5 u. 6.



D. Xp 01,p -f- &2 fep ~t~ ^3 Ö3,p -f- . . . frn fln,p
^1»1 ^1'2 • * * ^l'P—1 ^1 #1,P~H- * * * ^l' n

^2/1 ^2»2 * * * ^2,p—1 ^2 #2,p-}-l • * * ^2 n

#3,1 #3/2 ' * * ^3,p—1 ^3 #3,p-f-l * * * #3,n

#n/1 #n,2 • • • #n,p—1 #n,p-f-l • • • #n,n

Bezeichnen wir die Determinante rechts mit Z) p, so ist

*
X '~ D

3. Wir können direkt beweisen, dass die in 2 gefundenen Ausdrücke für die sämmtlichen x jede der

n Gleichungen befriedigen. Es ist nämlich
^1 "l.l ~4~ ^2 " 0 -l "3,1 + • • • ^11 On,l

X, —

x n

7$1 ö 1,2 -j- fco O0.2

D -

+ fc3 I3.2 + • • • ön,2

"l.3 —)- fc.2 fl-2.3

D

+ ft 3 "3.3 + • ■1 - tön,3

D

Öl.n -(- 7C2 Ö2,n + ^3 Ö3,n + • • • tön,n

D

Substituirt man diese Zahlen in eine der n Gleichungen in 1, etwa in die gte und ordnet die Glie¬

der der Zähler nach den Indices von h zusammen, so wird nach §. 2. 5. 6. die linke Seite sofort =

h q .D

D
= lcv so dass die Gleichung erfüllt ist.

4. Besondere Fälle. Wenn D = 0 ist, so ist die Bedingung der Möglichkeit für das System

der G lei chungen, vorausgesetzt, dass die x sämmtlicli endliche Werthe haben sollen, dass auch D r für alle

Werthe von p Null ist. Ist diese Bedingung erfüllt, so hat a.'p die Form § und hat unendlich viele Werthe;

in diesem Falle sind die Gleichungen von einander abhängig; d. h. es findet unter ihnen die Beziehung

statt, dass wenigstens eine von ihnen sich aus den übrigen oder einem Theile der übrigen durch blosse

Umformung ableiten lässt.

Wenn insbesondere h l =k 2 =k s = . . , 7c„ = 0, so werden, wenn ü ist, x x = x 2 = x 3 =
. . , = x a — 0. Ist aber D selbst = 0, so erscheinen x t x 2 .. . x n wieder unter der Form § und neh¬

men unendlich viele Werthsysteme an; im Allgemeinen sind dann durch die n Gleichungen (1,) die

Verhältnisse der Zahlen x t x 2 ■ ■ . x n gegeben. — Ist die Grössentfeziehung, welche durch die

Gleichungen in (1.) dargestellt wird, von solcher Beschaffenheit, dass sie die Werthe x x = x 2 — x 3 =

. . , — x„ = 0 nicht zulässt, so ist Z> — 0 die Bedingung dafür, dass die 11 Gleichungen zusammen be¬
stehen können.

§. 4. Geometrische Anwendungen und Folgerungen.

1. Wir wollen eine Ebene, welche, auf rechtwinklige Axen bezogen, die Gleichung

Ax —{—By —[— Cz —|— JE == 0
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hat, mit (A B C E) und wenn sie die Gleichung

A(x—Xi) -j- B(y—yi) + ■£(>—%) = 0

hat, mit ( ABCx 1 y 1 Sj) bezeichnen; ferner eine grade Linie, deren Gleichungen

•?—a-'i _ y—y, _ a—z 1
a b c

sind, mit (abcx 1 2 1 ).

Ist von einer Ebene nur die Stellung*) durch die Confficienten ABC bestimmt, so sprechen wir

kurz von der ebenen Stellung QA B C); gleicherweise von der Richtung (abc ) einer Graden.

2. Da die Bedingungsgleichung dafür, dass eine Richtung {abc) in einer ebenen Stellung (ABC)
enthalten sei

Ad -j— Bb -j— Cc 0

ist, so ist die Bedingung dafür, dass 3 Richtungen («j c 1 ) (a 2 c i) ( a s ^3 c 3) derselben ebenen Stel¬

lung angehören Cdass 3 Grade derselben Ebene parallel seien) gegeben durch die Gleichung

«i
ClC) b C)

a 3 C3

^2 = 0

und die Bedingung, dass 3 ebene Stellungen J5 1 CJ (A 2 B 2 C 2 ) (A 3 B 3 C 3 ) dieselbe Richtung
enthalten, durch die Gleichung

bi c !

a 2 c 2 = 0

^3 b 3 C 3

3. Die Bedingung, dass 2 Punkte [x^y^zj und (x 2 y 2 z 2 ) und 2 Richtungen (o x b y Cj) (a 2 b 2 c 2 )
derselben Ebene angehören ist die, dass die 4 Gleichungen

Ax, + B Vl -f Cz x + E = 0

Ax 2 ~~j~~By 2 - 1- Cz 2 —|— E = 0

Aa± —j— Bb± —|— Cc± = 0

Aa 2 —{—Bb 2 Cc 2 = 0

0

zusammen bestehen können (d. h. Werthe für A B C E ergehen, welche nicht sämmtlich — 0 sind).

Diese Bedingung ist aber

x i Vi 3 i 1

x 2 y 2 z 2 1

a'i b x ■c1 0

ct 2 b 2 c 2 0

Diese Gleichung drückt gleichzeitig die Bedingung aus, dass die Graden (a i b i c l 2 X)

(a 2 b 2 c 2 x 2 y 2 s 2 ) einen Punkt gemein haben. Sie ist ferner, wenn x 1 y t ^ als veränderlich be¬

trachtet werden, die Gleichung der Ebene, welche durch den Punkt (x 1 y x Zj) und die Richtungen

(a x b 1 und (a 2 b 2 c 2 ) bestimmt wird.

4. Die Bedingung, dass 3 Punkte (x 1 y 1 Zj) (ft' 2 y 2 z 2 ) (x 3 y 3 z 3 ) und eine Richtung (abc)

derselben Ebene angehören, ist dargestellt durch die Gleichung

*) Vgl. von Staudt, Geometrie der Lage. 40.
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1

® 2 2/2 Z 2 1

®8 2/3 Z 3 1
a & c 0

— 0

0.

Denken wir x t y x 24 veränderlich, so stellt diese Gleichung eine Ebene dar, welche durch die Punkte

(x 2 yo z 2 ) ( a 's V% s 3) ur| d die Richtung ( abc ) bestimmt ist.

5. Die Bedingung, dass 4 Punkte (a' x y l (x 2 y.2 z.2 ) (x 3 y 3 s 3 ) (x i «/ 4 s 4 ) derselben Ebene
angehören, ist dargestellt durch die Gleichung

x, y 1 z t 1

X 2 2/ 2 ~=2 1

x s y 3 ^3 1

®4 Vi 3 4 1

Sie ist, wenn x 1 y t z 4 als veränderlich betrachtet werden, die Gleichung einer Ebene, welche durch

die 3 Punkte (a; 2 y„ z 2 ) (x 3 y 3 z 3 ) (a; 4 y i z 4 ) bestimmt ist.

6. Die Bedingung, dass die 4 Ebenen (4; B ± C i E t ~) CA, B 2 C.2 E. 2 ) (A 3 B 3 0 3 E 3 ) (A 4 B 4 C A E±)
einen Punkt gemein haben, ist dargestellt durch die Gleichung

Aj B v C x E t
A 2 B, C 2 E 2

■^3 ^ 3 ^3 -^3

A 4 J? 4 C 4 e ,

0

Der Inhalt eines Dreiecks, dessen Eckpunkte (a' x y 1 ) (x 2 2/ 2 ) (&# Vi) s ' n(l> ' st

1
+ i

a- 2 2/2 1

ar 3 y 3 1

8. Da, wie leicht nachzuweisen ist,

("1 + s 2 + z b) ■
2/i 1

x 2 2/2

*3 2/3 1

(2 ,+S 2 -)-S.|)
«1 2/l 1

H~ (2 l+ 3 3~t" Z -l)
«1 2/l 1

£3 2/3 1

*4 2/l 1

(2 2 -f-3'j-j-S 4 ,
a ' 2 2/2 l

2/3 1

a'.t 2/-! 1

a*2 2/2 ^

2/4 1

1 2/1 2 1 1

X 2 2/ 2 2 2

a'3 2/3 *3 1

»4 2/4 S 4 1

ist, so ist der Inhalt eines Tetraeders, dessen Eckpunkte (a 1, ?/, sj^ (ar 2 y 2 s 2 ) ( a's 2/3 Ca'4 lJ\ 2 <)
sind, =

x t y t z 1 1

x 2 y 2 s 2 1

a'3 2/3 S 3 1

X I 2/4 *4 1

woraus dann wieder die in (5.) aufgestellten Satze folgen.

±i

2
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§. 5. Das Multiplikationsgesetz der Determinanten.

1, Aus der Definition der Determinanten ergiebt sich

«1,1 -j- bl,i «1,2 «1,3 . . . «!,„

«2,1 -f- &2,1 a%'l «2,3 • • • «2,n

«n,l "j - ^n,l «n,2 «n,3 *

Ebenso

«n,n

«1,1 «1,2 «1,3 • • • «1, n

«2,1 «2,2 «2,3 • • • «2,n

«n,l «n,2 «n,3 «n,n

+
&1,1 «1,2 «1,3 •

&2,1 «2,2 «2,3 •

• • «1,11

• • «2,n

^n,l «n/2 «n,3 * * • «n,n

«1,1 + &u ai,2 -(- 61,2 ai,3 • - • «i,ii

«2,1 -f" &2,1 «2,2 + &2,2 «2,3 • • • «2,n

«n,l "j - &n,l «n,2 -j- &n,2 «n,3 • • • «n,n

«1,1 «1,2 «1,3 • • • «J,n

«2,1 «2,2 «2,3 • • • «2,n +
£>1,1 «1,2 «1,3 • • • «l ,n

'>2,1 «2,2 «2,3 • • • «2,ii

£>d,1 «n,2 «n,3 • • • «n,n«n,l «n,2 «n,3 • ■ • «",n

U. S. W.

2. Ebenso ergiebt sich sehr leicht:
ca\,\ ai,2 öi,3 . . . «l.n

CO-2,1, «2,2 «2 ,3 • • • «2,n

«1,1 £>1,2 «1,3 • • • «l,n

«2,1 £>2,2 «2,3 • • • «2 ,n

«n,l £>n,2 «n,3 • • • «11,n

+
£>1,1 £>1,2 «1,3 .

£>2,1 £>2,2 «2,3 •

= C.

«1,1 «1,2 «1,3 • • • «l ,n

«2,1 «2,2 «2,3 ♦ • • «2,n

C« n,l «n,2 «n,3 ♦ ♦ ♦ «n,n «11,1 «11,2 «n,3 ♦ ♦ ♦ «n,

3. Setzt man a r,i £>5,1 -(- a r,2 £>s,2 «r,3 £>=,3 -j - • • • &«,» = ^ r-s 80 ' at

^1,1 ^1,2 ^1,3 ♦ ♦ • ^l .n

£*2,1 '»2,2 7*2,3 • * • £*2,n

7*11,1 £*n,2 £*n,3 * ♦ * £*n,n

«1,1 «1,2 «1,3 • • ■ «l,n

«2,1 «2,2 «2,3 • • • 02.il

«n,l «n ,2 «n,3 • • • «11,n

£>1,1 61,2 £>1.3 • •

£>2,1 £>2,2 &2,3 • •

• £>1,Q

• £>2,n

£>n,l £>n,2 £>n,3 * - • £>n,n

• • «l,n

• • «2,n

^n,l &n,2 «n,3 • • • «n,n

Beweis. Die Determinante links lässt sich nach 1. als die Summe von n n einzelnen Determinan¬

ten darstellen, deren jede die Form hat:

a l,i h l,'i a l,,3 h 2,3 al,y h,y • • • a l,v K,v

a 2/i h l.<i a 2,i b 2,,3 a 2, r h,y • • a 2,x K,y

a3,i. &i, a 3,3 ^2,3 a3,y ^3,y • • • a3,v \v

an,'t bl,'i an, 3 ^ 1,3 an,y b3,y • • • a n, / £>n,v

= h I,'i h 2,3 b3,y . ■ • K,s,

a l,a al,i3 a l,y • ■ • a l,
«o ,, «1? o an da

a3,a « 3, 3 a3,y ■ . .

an,v a n,3 a n,y n,v

wo aß y ... V irgend eine der n" mögliclien Complexior.en von n (gleichen oder ungleichen) Zahlen aus der

Zahlenreihe lbisn darstellt.— Diejenigen dieser n" Determinanten, in welchen unter den Zahlen a ß y... v

gleiche vorkommen, sind = 0 (§. 2. 4. 6); es bleiben also nur diejenigen übrig, in welchen alle diese

Zahlen von einander verschieden sind. Für diese ist aber:
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a l,a a l,ß a l,y * • •

a 2,a a 2,1 a 2,y • ' • °^> v

a 3,a a 3, 2 a 3,y • ' • a 3,v

a n,a a n,ß a n,y • * • a n,v

(-1) 1

«1,1 « 1,2 oi,3 . . . a\,„

Ö2,l «2,2 «2,3 • • • «2,n

«3,1 «3,2 «3,3 • ■ • «3,n

«n,l «0,2 «>i,3 • • • «n,n

wo mit i die Anzahl der Inversionen der Permutationsform v bezeichnet ist.

Folglich ist

ai >r . . . a 1>v

a 2,a «2,,? a 2 ,y • • • Ö -V

a 3,a a 3, j a 3,y • * •2 ' &2,5

«71//. <V n,y '

«1,1 «1,2 «1,3 •

«2,1 «2,2 «2,3 •

«3,1 «3,2 «3,3 •

«n,l «n,2 «n,3

. • «n,v

• «l,n

• «2,n

• «3,n

«1,1 «1,2 «1,3 • • • «l,n

«2,1 «2,2 «2,3 • • • «2,n

«3,1 03,2 «3,3 • • • 04,11

«n,l «n,2 «n,3 •

frl,l frl,2 &1,3 •

h,i &2,2 &2,3 •

&3,1 &3,2 £>3,3 •

frn,l fr11,2 frII,3

• @n,n

• ^l ,n

• Hn

» fr3,n

frn,n

- C 13' ^1,0. t>2,ß b 3,y

wodurch das Multiplikationsgesetz bewiesen ist.

4. Ein besonders wichtiger Fall ist der des Quadrates einer Determinante, der Fall also, wo allge¬

mein a r,s = 6 r,s ist. In diesem Falle ist
2 2 2 2

hr.r — «r,l "f" «r,2 «r,3 ")"• •• «r,n

hr.s = ^s.r = «r,l «s,l -f" «r,2 «s,2 H - • • • «r,n «s,n

5. Das Multiplikationsgesetz der Determinanten ist sehr reich auch an elementaren Anwendungen

und lassen sich deren sehr geeignete z. B. in Crellc Journal Bd. 40 & 51 finden. Das folgende möge
den Abschluss der vorliegenden Abhandlung bilden.

Wenn zwischen den 9 Zahlen ci ± a 2 ä 3 b 1 fr 2 b s c 1 c.2 c 3 die 6 Gleichungen

«I + &!.+ c l = 1
«I + fr! + c ! = i

«I + fr! + c l = 1

^ 1 ^2 ~~\~~ ^ 1 ^2 ~~f~ ^ 1 ^2 ö

«i «3 ~i~ fri fra ~t~ c i c s — 0

«2 «3 ~T~ fr 2 fr 3 ~l~ ^2 ^3 — 0

(1')

(2')
(3'.)

(4')
(5')

(6')

bestehen, so bestehen zwischen ihnen noch eine Reihe von andern Abhängigkeiten, welche sich leicht fol¬
gen dermassen ableiten lassen.

Aus (4.) ergiebt sich sofort, vermöge der Gleichungen (f.) bis (6'-)

Gtj frj Cj

et2 fr2 ^2 —

«3 fr 3 C3
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also öj b t Cj
CL9 i) Co

a 3 63 Cg
= ± 1 (/')

Durch Vergleichutig der 3 Gleichungen 1' 4' 5' mit folgenden 3 aus 7' hervorgehenden Gleichungen

«2

ergiebt sich sogleich

&2 Co + b l ^2 «2 + C1 ß 2 ^ 9 —

b 3 C3 C3 a s «3 ^3

I) 2 C2 —)— Öo ^2 o 2 + C2 «2 b„_ =r

^3 C3 C3 «3 a 'i b 3

6 2 ^ 2 + &3 C2 a 2 + C3 a 2 b <> —

^3 C3 C3 «3 03 ^3

«1 = - (&2 C3 — b 3 ^2) (80
b, = i ( C2 °3 C3 «2) (90
Ci = ± (da &3 — a 3 ^2) (100
sich dann ferner:

a 2 — ± (&3 Cl — &1 c s) (U')
b, = ± (c 3 — c 1 «3) (12')
6*2 —; ± (« 3 6, — a

(13')
«3 — ± (&! C3 — Ii cj (14'.)
63 = ± (c 1 a.. — c 2 dj) (15')
C3 = — (®1 b 2 Ö 2 M (16')

In Bezug auf das Vorzeichen ist zu merken, dass entweder in allen Gleichungen 7' bis 16' das
obere oder in allen das untere zu nehmen ist.

Aus der Gleichung (7 ) ergeben sich noch die Gleichungen

b 2 Co I —}—do
C3

K Co fl,2
c 3 a 3

Öf2 &2
a B by

+ C 2

CS
b 1 Cj

C3 a 3

Cj a 1

«3 &3

«1 b l

~t~ ®3

+ &3

+ C3

C1
62 c 2

c i a i

c 2 a 2

ct.] Z'o

= ± 1

= ± 1

= + 1

d. h. vermöge der Gleichungen 8' bis 16'

ö i 4" a l -f- a I — 1

l>l + bl + b\ = 1

c ! + c i + c i = 1
ö 1 b 2 c

b v c

C17')
(.18")

(19')
Ferner

s
• 1 }\ />■1 1 «■'O Vo

u; 0,

""1 j C4) öl)
Co Cta

+ C2

&3 C3
&1 Cl
&3 C3

C 1

d. h.

+ C3

1+ Cj,

b ! c,

&2 ^2

6, Ci
Co

c, a,

= 0

— 0

0

c 2
o 1 ^2 "I- a 3 b 3 === 0 (20 )
°1 C1 -f" °2 C2 ~1~ fl 3 C3 — 0 (21')

C1 ~f" ^2 c 2 ~f~ ^3 c 3 =: 0 (22')
Diese Gleichungen finden bei der Transformation rechtwinkliger Coordinaten im Räume Anwendung. Achn-

liche Entwickelungen ergeben sich mit gleicher Leichtigkeit, wenn die Anzahl der Coefficienten n 2 statt 3 2 ist.
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II. Entwickelung von sinx und cosx in Reihen, welche nach wachsenden Potenzen von
x fortschreiten.

I )ie Entwickelungen der genannten Reihen, wie sie sich in Schulbüchern, so weit mir bekannt ist,

finden, wie sie demnach auch wol meistens in unsern Realschulen durchgenommen werden, scheinen mir an

zweierlei Mängeln zu leiden; entweder sind sie nicht elementar, d. h. sie greifen in den von ihnen voraus¬

gesetzten Anschauungen und Begriffen über den Kreis der Schule hinaus, oder sie sind nicht streng und

erschöpfend im Beweise. Die folgende Entwicklung ist von diesen beiden Mängeln frei. — Sie zerfällt

in 2 Abtheilungen, deren erste zunächst bestimmt ist, im Bewusstsein des Schülers den Zusammenhang

zwischen den ihm geläufigen Elemente der Trigonometrie und den in Rede stehenden Reihenentwicklungen

lebendig zu erhalten.

§. 1. Bekanntlich lässt sich auf ganz elementaren Wege (Vgl meine Elemente der Mathematik,

Trigonometrie §. 20) leicht beweisen, dass für jeden graden Werth von m

, > m(m—1) m—2 . 2 . m(m—1) (m—2) (m—3) m ~ 4 . 4 . . m
(1) cos ma = cos a ——' — cosa sina -4-—' : —cos« sina ... ± sinn

2 ! 4!

m m—1 . m(m—1) (m—2) ra~ 3 3 _
(2) sin ma —— cosa sina — — cosa sin a . . . _i_ cosa sina

1! 3 ! *

wo das obere oder untere Zeichen gilt, jenachdem m = 4 n oder 4n -j- 2 ist.

Und für jeden ungraden Werth von m

m—2 5 .rviA-n 7) /nii 9) ) in—4 4 ^ m 1m(m—1) m~ 2 = , m(m—1) (m—2) (m—3) m 4 . 4. 1 ' tind-1— 1 1 nnsn sin//,— . . ~f3.1 cos ?na = cosa — — -cosa sina 4-—' - -cosa sina— . . Z — cosa sina
2! 4! 1

r . "\ . . //«-( //€- XI [l/t GJ . " i | .
(4 smma = — cosa sina — — rU L cosa sma 4- z sina

1 3!

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem m = in -j- 1 oder = 4n -j- 3 ist.

Diese Formeln lassen eine wichtige Umformung zu:

A. Wenn m grade ist, so ist

2 — mfm—1) g ni—2 j B
(!'.) cosma = (1—sina) 3 — — •— (1—sina) 3 sin a -j- .... ± sina

m—1
m(m—1) (m—2) m~ 3 .

m.m - . (m-\-2).m.m (m—2) . 4
1 — sina 4- -— ^ sin<

2! 4!

m—2

-'1(l-.inV2!

2). m. m fm—2)
sinn —

Durch Induction ergiebt sich für das allgemeine Glied

c (m-\-2n —2) (m-)-2n—4)... (m-j-2) m. m Qin —2) ... (m—2n-)-4) (m—2n-(-2) ""

(2n)!

771
Die Anzahl der Glieder ist — -4-12

im 2 — mfm—1) (m—2) . 2 — . 3 _
(2.) sinma = cosa! — (1—sina) J sina — (1—sina) - sma . . . _j_ amai

! 1 3!
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im . (m-J-2) m (rn —2) . 3 . (m-j-4) —2) (m —4) 0 i
sin ma = cos a — sin a — : sm a -4 — ■—-— — sin «... J

/ 1 3! 5! i

Durch Induction ergiebt sich für das allgemeine Glied des in Klammern eingeschlossenen

m
Polynoms von — Gliedern

r i~in (m-\-2n— 2) . .. (m-\-2) m (m—2) . .. (m—2n-\-2) (m—2n) 2."+ 1ein " i J-) ————————————— ■ - sm ci
(2n+l)l

B. Wenn m ungrade ist, so ist

,„ n 1 . 2 m(m—1) . 2 — 5 . 2 ,m 1
(3.1 cos ma — cos a 1(1—sina) 2 — -(1—sina) 2 sm« l-sina

/ 21 1 i

= cos « 11- sina + (™+3) (m+1) (m^(m-3)_ ^ i
( 2! 4! »

Durch Induction ergiebt sich für das allgemeine Glied des in Klammern eingeschlossenen

Polynoms von Gliedern

2n
sinan C , (rri-\-2n—l) (m-\-2n —3)... (m-j-i) (m — 1).. . (m — 2n4-3) (m —2n-|-i) .a„ — ij g|

(2 n)\

ai ■ m /, . 2 s~- — . m(m—1) Cm—2~) , . 2 3 , m
4. sin »na — _ (1—sin«) 2 sin« — ± (1— sin«) 2 sina -4- . . . . + sina

1 3! 1

= — sin a — (m + Jj m ( m ~ gin 3a 1 0»+ 3 ) ( m + J ) m (m—1) (m—S)
1 3! 5!

Durch Induction erhält man für das allgemeine Glied

a _ ^ Q-f-2w— l)(m-\-2n—3) (m-f-J)m (m—1) (m-2n-\-3)(m~2n-\-l)
(2n-j-l)!

Die Zahl der Glieder ist m-\-l

2

'Man kann diese 4 Gleichungen 1'. bis 4'. auf folgende Form bringen:

A. Wenn m grade ist

mit dem allgemeinen Gliede

-=<-» iSfo +0+- 0+=) 0 - s ••• 0 - 0- 2r)
Ĉl+ ± Xl+ l Xl _| Xl _
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Das allgemeine Glied des Polynoms in der Klammer ist

2n — 2-^ , 2
— i i-t-—■ 11 J.-+- —

(2n+l)! v m y ^ m J v. m y m J

(3".) cos ma — cos a j 1

13. Wenn m ungrade ist

(msina) 2 ^. , 1 z'., 1

2! v ^ m- j(} +i)(i - i)+"0+-)f i+-)C l -V.... Iv- to^v m.J 4! ^ m J \ m fy ~ m jy ~- m J I

3-

TO-

1<

ni' i 3-

m-'

Das allgemeine Glied des Polynoms in der Klammer ist
2n—3\ ,. , 1

V in -J V

(4".J sin ma ■

(2 n)!

(to sin a) 1
) (1 + —)(i ——) . . .(l

2n—3 2«.—1

(?nsina)

"TT rVjK'- +sHi-sK 1 " =) -

2n—i v

1 ! 3 ! v TO' v TO' Ö ! v TO ' v TO' v TO

mit dem allgemeinen Gliede

„,=(-!)■ Ä^f/i+ezh (i+Ü=!)..Yi+i) (,_5!=f) ((2n+l)! ^ m ' * m ' ' m' * to' * to / * to '

Lässt man in diesen Gleichungen a ohne Grenze abnehmen, und m gleichzeitig ins Unendliche wachsen,

so jedoch, dass to stets eine ganze Zahl bleibt, und so dass ma konstant — x bleibt, dass also die linke

Seite von (1") und (3") cosa 1 und die linke Seite von (2") und (4") sinx ist, so wird cosa = 1; »jsina

konvergirt gegen ma — x, die Glieder der Reihen auf den rechten Seiten der Gl. (1") und (3") konver-

giren gegen die Glieder der Eeihe

(I) 1 — — 4- —
2 ! 4 !

a; b

6~!

und die Glieder der Reihen auf den rechten Seiten der Gl. (2") und (4") konvergiren gegen die Glieder

der Reihe

(H)
iA, il | it iL
-i t ol' r l rr I
x 1

H 3 ! ' 5 ! 7 !

Diese Reihen sind für jeden Werth von x konvergent, aber es ist noch keineswegs bewiesen^

dass die Summe der Reihe I cosa - und dass die Summe der Reihe II sin# ist; dazu fehlt vorzugsweise

zweierlei, nämlich dass die allgemeinen Glieder der Reihen 1' 2' 3' 4' durch eine unvollständige Induction

gefunden sind, und d;inn, dass durchaus nicht bewiesen ist, dass die Summen (1"), (3") bei unendlich

wachsendem m gegen die Summe der Reihe I konvergiren, und dass die Summen (2") (4") gegen die

Summe der Reihe II konvergiren. Wir wollen nicht diese Lücken, auf dem bisherigen Wege verharrend,

ausfüllen; wir wollen vielmehr, nachdem dieser Weg uns zu den Reihenformen I & II gefühlt hat, direkt

beweisen, dass die Summen dieser convergenten Reihen resp. cosa; und sinx sind. Wir stützen uns zu die¬

sem Beweise auf die charakteristische Eigenschaft der Cofinus, welche durch die Funktionalgleichung

ffr-fc/) + f{x—y) = Wy

ausgesprochen ist. Es ist leicht und vollkommen elementar zu beweisen (vgl. z. B. Caucliy Cours d'Ana¬

lyse Chap. V. §. 2) dass diejenige Funktion von x, welche diese Gleichung befriedigt und für irgend einen

Werth von x kleiner als 1 ist, = cosaa' ist, wo a eine willkürliche Constante ist; dass sie dagegen, wenn

_ a" -f- er
sie für irgend einen Werth von x grösser als 1 ist

Constante bezeichnet.

ist, wo a wieder eine willkürliche
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§. 2. 1. Bezeichnen wir die Summe der Reihe I mit fx, so ist bekanntlich

fx.fy = 1 - ^ + -\2! 21/ *4! ' 2! 2! 4!/

= t - i(»« +»•) + ±(V + ~ »• »• + »•) - ■ • •

mit dem allgemeinen Gliede
: ™2n r 2n—2 «.2 '//^n 1

« n = (_ 13- . y- + y—
I (2n) i (2n—2)! 2! (2n)! )

1 ( „,Sn I Sn ( 2n 1) „,2n-2 „21 „2.1— (—1)" —— a:2" -J-—— - a ,2n~ 2 «/ 2 -j- . . . . y
(2n)! ( 2 !

In der Klammer stehen die Glieder grader Ordnung der Entwicklung von (a 1 -j- y) 2n
Ferner ist

f{x 4 y) = 1 — ±J}1 — . . . ,2! 4!

A , - = - ,..

rt* + ») + fl* — sr) = 2 11 —i- (i a +»») + -i-r»'* + +»*~) ■ ■ ■ • Ii 2! 4! v. 2! ' I

Demnach ist

/'(« + 2/) + /'(« — ?/) = 2fxfy

Da nun aber offenbar fx d. h. die Summe der Reihe
-y»2 /vi4 /vi6
tXv | Ib UjFi 17 ?] ' ' '

für kleine Werthe von x kleiner als 1 ist, so ist fx — cos ax, wo a eine unten näher zu bestimmende

Constante, und zwar eine absolute Zahl ist.

2. Es ergiebt sich ferner

(fx) 2 = 1 — a- 2 (1 + _L} + x* (1 + _i . _L + L\ — . . .
V2! 2 V \4! 2! 2! 4 V

mit dem allgemeinen Gliede

a„ = (—1)" a ,2n j _L_ -f i— . L -}- I— .1 + ... _L_ j
1(2ny. (2n—2J! 2! (2n—4)! 4! (2n)P

= (-i)--^Lii-H- 2n(2n - i:) + . . . + ij
(2 n) ! I 2! )

In der Klammer steht die Summe der Binomial-Coefficienten grader Ordnung 2n' e" Grades.

Bezeichnen wir ferner die Summe der Reihe II mit <sx, so ist

(f«) s, = I—— + -J-j + a: 6 j_— + -LJ +1 •' ' 1! 3! 3! 1! I /1! 5! 3! 3! 5! 1!

mit dem allgemeinen Gliede

a„ = (—1)»+1 j 2 " 4- 2n ( 2n ~V (3n—2) 2 n
2n ! I 1! 3! 1!

In der Klammer steht die Summe der Binomial - Coefficienten ungrader Ordnung 2?i lc" Grades.
Folglich ist
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<*>* + fr -'-^O-j + O + ^O-n + rl-T+O----
mit dem allgemeinen Gliede

..., + i)In! 1 1.2 J

— (_i)» JlL (i _ i)a« = o
(2m) !

folglich (fxY + {<fxY = 1
mithin ist dem absoluten Wert he nach

isx — sin ax

Wir können sofort beweisen, dass <fx auch dem Vorzeichen nach = sinaa; ist.

Zunächst fiir kleine Werthe von x ist sowohl sin ax wie <fx positiv. — Gäbe es also Werthe von x,.

für welche sinaa; und <fx entgegengesetzte Vorzeichen hätten, so miisste, während cosa(x-\-y~) =

cosaa; cosav/ —sinaa; sin«?/ und cosa(a;— y) = cos ax cos ay -j- sinaa; s'm ay ist, fx fy — ex (fy für

gewisse Werthe von y der Zahl f(x -j- y) und für andere Werthe von y der Zahl f{x — y) gleich sein.—

Das ist aber nicht der Fall; es ist vielmehr immer f(x -j- y) — fx fy — <fx (fy

Denn es ist, wie oben gezeigt

fx. fy t= 1 — J- (a; 2 -f-j/ 2 ) + —7 0*-"1 + —^ x2 V 2 ~ ■2!' 4! 2 !
mit dem allgemeinen Gliede

f-1)" J_ ) x 2n + ^O- 1 ) 2 , , M2n-J)(2n-2)C2n-3) ^„_ 4 j
In! I 2! 4! i

In der Klammer stehen die Glieder grader Ordnung der Entwicklung von (a; -j- y) 2"

Es ist ferner

ex $u =— kl 4-1 y_l_\ _l!^! 14-^!.^! + ^.^! —
1! * 1! (3! II I ' 3 1 i ' 5 I ' 1 31*3! 1 5!)

1 2 1 r 4 , .4 o-x , 1 r 6 ^ , 6. 5.4 „ „ . 6
= il • T" - liCy x y + T ) 51 Cr" + IT***? j ~

mit dem allgemeinen Gliede
. 1 12n „ . , . 2n(2n—1) (2n —2) ,„0,1 2n „ , )

(•—OH- 1— j x n~ l y 1 -f- —^ — — x y s -j- . . . —x 1 y ln 1
(2n)! I 1 3! 1 1

In der Klammer stehen die Glieder ungrader Ordnung der Entwicklung von (x -f- y) 2". —

Subtrahirt man diese beiden Reihen, so erhält man eine Reihe, deren allgemeines Glied ist

iy 0 + ^ 2n
2n/

Folglich ist immer

fx fy — fx (fy = f(x + y)
und demnach auch rticksichtlich des Vorzeichens

tfx — sinaa;

3. Jetzt ist noch die Constante a zu bestimmen,

sin (ix sin cioc
Es ist } .= ,•. a . Lassen wir x ins Unendliche abnehmen, so konvergirt diese Zahl gegen

x ax

a. — Andererseits ist aber
3
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<fx x s • x°

X 3~! M

Laasen wir a; ins Unendliche abnehmen, so konvergirt diese Zahl gegen 1, folglich ist

a — 1 <fx = sina; fx — cosx

oder
f2 rft-1 /y»6- t vl> U/ i

cosa; =1 — — 4- —
2! 4! 6!

x x 3 . a; 5 x 7 ,
sma: =? - — — -f- _L . ,

1 31 5! 7!

Schlussbemerkung. Durch ein ganz gleiches Verfahren findet man sehr leicht

1+^; + ^ +
a x -j- ar*■

21 4! 2

a x — ar~ x
-y /y»3 /y 5
«/ I IV | H/ I

T 3~! öT

woraus man dann
3

i + 1 + °L_ + L. +
1. 2! 3!

erhält, und daraus die Constantenbestimmung

a = l-f- — -f- — -J- — -|-
1 2! 3!

Grallenkam
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