. Die einfachsten Eigenschaften und Snwendungen der Delermmanten.

]—]i-;' ersten Grundlagen der Lehre von den Determinanten sind meines Wissens nur sehr selten in den
Kreis der Schule eingefiihrt, und doch verdienen sic es theils ihrer wiehtizen und zahlreichen, auch ele-
mentaren, Anwendungen, theils ihres pidagogischen Werthes wegen. — Ein Grund dieser Erscheinung diirlte
wol darin liegen, dass noch keine befriedizende, schulmissig-elementare Darstellung der einfachsten Eigen-
gchaften und Anwendungen der Determinante existirt, und die zusammenhdngenden Darstellungen dieser
Lehre, wie z, B, die vortrelfliche Abbandlung von Brioschi, schon im Anfange Voraussetzungen machen,
welehe in der Schule nicht erfiillt sind. — Ich glaube desshalb keine nutelose Arbeit auszufithren, wenn
ich hier den Weg mittheile, auf welchem ich seit 3 bis 4 Jahren meine Schiiler in diese Lebre eingeftihrt
habe.

Ich schicke einige Lemmata aus der Lehre von den Permutationen voraus, welche sich in der Regel

in den Schulbiichern nicht finden und die folgenden Entwickelungen wesentlich erleichtern.
& 1, Lemmata aus der Lehre von den Permutationen.

1. Man nennt von je 2 Elementen dasjenige, welches in der urspriinglichen Stellung der
Elemente vor dem andern steht, ein niederes, dasjenige welches nachsteht, ein hisheres. Man nennt
jede gecenseitige Stellung zweier Elemente, in welcher ein hiheres Element vor einem niederen steht, eine
Inversion.

leispiel. Ist @ b e d e die urspriingliche Stellung der 5 Elemente, so enthiilt die Permutation
¢ edadb @ Inversionen. — Ist a, a, a; a, a. n, a. dic urspriingliche Stellung der 7 TZ'.lL'rJI.{'II‘ﬂ':, 80
enthilt die Permutation a;, a, o, a; @, a. a, 10 Inversionen.

3, Von 2 Permutationsformen, welche durch Platzvertauschung von 2 Ele-
menten in einander iibergehen, hat die eine eine grade, die andere eine angrade
Anzahl von Inversionen.

Beweis Es seien » und s die beiden Elemente, deren gegenscitig verschiedene Stellung die Ver-
schiedenheit der beiden Permutationen bedingt; es stehe nimlich in der einen Permutation » an der p"®
Stelle, s an der (p—-g)*" Stelle, in der andern Permutation » an der (p--g)", s an der p* Stelle, wiih-
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rend jedes andere El:ment in beiden Permutationen dieselbe Stelle einnimmt — Durch die beiden Ele-
mente » und & wird jede der beiden Permutationen in 3 Abtheilungen getheilt, deren erste p—1, deren
gweite g—1, deren dritte n—p—gq Elemente enthiilt, wenn nimlich n die Gesammtzahl der Elemente be-
geichnet, — Es sei « die Anzahl der Inversionen, welche die n—2 Elemente ansser + und & in der einen
wie in der andern Permutation unter sich bilden; es sei ;3 die Anzahl der Elemente, in der ersten Abthei-
lung, welche hiher als », 4 die Anzahl der Elemente derselben Abtheilung, welche hoher als s sind; es
sei 7 die Anzahl der Elemente der zweiten Abtheilune, welche hiher als » und j, die Anzahl der Ele-
mente derselben Abtheilong, welche hiher als & sind; es sei a die Anzahl der Elemente der dritten Ab-
theilung, welche niedriger als » und ¢, der Anzahl der Elemente derselben Abtheilung, welche niedri-
ger als s sind; es sei iiberdics von den beiden Elementen » das niedere, s das hihere, so ist die Anzahl
der Inversionen

der ersten Permutation: a—7--7,--g—1—r=r, =549,

der zweiten Permutation: e 33, —+g—1—y 04,1

ihre Differenz also: Sr—2r =L
L.

£

eine ungerade Zahl, wodurch der Satz bewiesen i

Beispiel Wihrend die Permutation a, ag a, a, .;.-= . @, 10 Inversionen hat, enthilt die
Perm. a; @, Gy Gz Qg G5 Gy b Inversionen.

5 Wenn demnach simmtliche Permutationen gegebener Elemente in solcher Reihenfolge gehbildet
werden, dass jede folgende aus der vorhergehenden durch Platzvertauschung  zweier Elemente entsteht,
o ist die Anzahl der Inversionen in den auf einander folgenden Permutationen abweehselnd  grade und
ungrade,

4 Wenn man von einer Permutation gogebener Elemente zu einer andern durch eine grade An-
zahl von Platevertauschungen je zweier Elemente gelangen kann, so ist die Anzahl der Inversionen in
beiden iibereinstimmend grade oder ungrade ; wenn man von einer Permutation zu einer andern durch eine
ungrade Anzahl von Platzvertauschungen je zweier Elemente gelangt, so ist die Anzahl der Inversionen
in der einen grade, in der andern ungrade.

5. Man kann im Allgemeinen von einer gegebenen Permutation zu einer andern gegebenen Permu-
tation derselben Elemente auf sehr verschiedenen Wegen gelangen, immer vorausgesctzt, dass die cinzelnen
Schritte jedes Weges in Platzvertauschungen zweier Elemente bestehen. Auf allen diesen verschiedenen
Wegen ist aber die Anzahl der vorgenommenen Platzvertauschungen zweier Elemente iibercinstimmend grade

oder iibereinstimmend ungrade. :

¢, 2. Bildung und Eigenschaften der Determinante.

l. Die Determinante eines Systems von Zahlen ist eine in 2. und 3. zo definicende Funk-
tion derselben, welche ausser von der Grisse der einzelnen und ihrer Anzabl wesentlich von ihrer
Anordnung abhiingt. — Ihre Anzahl ist immer das Quadrat einer ganzen Zahl; es sei n®. Thre
Anordnung ist immer die in # vertikalen und # horizontalen Keihen der Art, dass alle zusammen egin
Quadrat erfiillen. — Wir bezeichnen jede der n® Zahlen, jedes Element der Determinante, mit dem Zei-
chen a., wo ¢ und s alle Werthe von 1 bis #n durchlanfen, und wo r die Nummer der horizontalen Reihe
und & die Nummer der vertikalen Reihe angiebt, welcher das betreffende Element angehirt. Das System
der Elemente ist dann :
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A1 Fra s - o . .« tHn
Qg g dog . v L la « fB3na
3,1 3% (3.3 i i a3
Qa1 T2 a3 . L] .0
und die Determinante dieses Elementen-Systems wird bezeichnet
d dig @3 . L3
Iff-.-,l (3.2 d33 {f, 3.5
dgq Gge dag - s o Ogq
Edn . g ] : .
SRy ' ’
|Gt B2 dug . Lo

2. Dic Determinante ist einc mehrgliedrige Grisse, deren Glieder, abgesehen von dem in 3.

zu bestimmenden Vorzeichen alle diejenigen I'rodukte von je n Fakioren sind, welche sich aus den gege-
benen n® Elementen der Art bilden lassen, dass in jedem Produkt ein Element je der horizontalen und
gin Element jeder vertikalen Reihe vorkommt. Man erhilt demnach, abgesehen vom Vorzeichen, irgend

gin Glied der Determinante, indem man n Elemente . als Faktoren mit einander verbindet, in welchem die

n Indices r die Reihe der Zablen von 1 bis # in ihrer natiirlichen Folge und die n Indices s irgend eine
Permutation der Reihe der Zahlen von 1 bis n bilden; folglich erhilt man, abgesechen wvom Vorzeichen,
alle Glieder, indem man fiir die Reihe der Indices ¢ alle Permutationen der Reihe der Zahlen von 1 bis
n nimmt ; die Anzahl der Glieder ist also #! — Man erhiilt offenbar dieselben Producte, indem man die
Indices & in ihrer mnatiirlichen Reihenfolge schreibt und die n Indices » in jeder miglichen Permutation
der Zahlen 1 his n.

Beispiel. Die Glieder der Determinante

g1 Tia T3
day (aa dzy
g1 32 433
gind, nach der ersten Art geschricben:
My flaa a3 .1 (ag (g 2 dag gy (13 Qa4 233 1.3 24 (32 ay.3 dxa g3y
und nach der zweiten Art geschrichen:
a1 axs asg @11 dga G2y @31 4933 13 @ dpa a3a 34 g1 413 g1 da3 Gig

3. Man giebt einem Gliede das Vorzeichen -, wenn in demselben die Anzalil der Inversionen der
entsprechenden permutirten Indices eine grade Zall oder 0 ist, das Vorzeichen —, wenn die Anzahl der
Inversionen der entsprechenden permutirten Indices eine ungrade Zahl ist. — Wenn man also die Permu-
tationen der Art bildet, dass man immer von einer zu einer folgenden durch eine Platzvertauschung zweier
Elemente iibergeht (wie das in dem DBeispiele zun 2. geschehen ist] so sind die den Gliedern zu gebenden
Vorzeichen abwechselnd <= und —.

Es ist nun zu zeigen, dass diese Zeichenregel fiir die beiden verschiedenen Wege welche fiir die Bil-

dung der Determinantenglieder unter 2. angegeben sind, diegelben Resultate liefert. Ein Beispiel wird die=

1*
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sen Beweis leicht machen. — Ein Glied einer Determinante 7' Ordnung ist, abgesehen vom Vorzeichen,
nach der ersten der beiden Regeln unter 2. geschrieben

a4 @7 032 GLE O56 T84 07,3 (1)
dasselbe Glied in derselben nach der zweiten Regel geschriebenen Determinante heisst :

mp4 G3g G738 G4 Mas dag 027 (2)

¥

Die Produkie (1) und (2) enthalten dieselben Faktoren in verschiedenen Reihenfolgen. Wir kénnen von
der Faktorenstellung (1) zu der Faktorenstellung (2) auf folgende Art durch jedesmalige
Platzvertauschung zweier Elemente iibergehen.

aj4 a7 G3a Gan dhg Ogy 973 (1)

dgq a7 372 G45 056 414 073

agq Q32 @7 Q85 O56 C1a 4703

g1 @332 O3 MG G55 014 927

g1 @32 13 M4 u-,__., 4 5 0T

g4 Gan 73 M4 T45 056 007 (2)

Dic Anzahl der Platzvertauschungen zweier Elemente, welche angewandt ist, um von der Faktoren-
stellung (1) zu der (2) oder umgekehrt auf demselben Wege von (2) zu (1) zu gelangen, ist gleichzeitig
die Anzahl der Platzvertauschungen zweicr entsprechenden Indices, welche erforderlich ist, um von der na-
tiirlichen Ordnung der Zallen 1 bis n zu derjenigen Ordnong der Indices » iiberzugehen welche sich in
(2.) findet und das Vorzeichen von (2.) bestimmt, und auch gleichzeitig die Anzahl der Platzvertansehun-
gen mweier Indices, welche erforderfich ist, um von der natiirlichen Ordoung der Zahlen 1 biz n zu derje-
nigen Stellung der Indices s {iberzugehen welche sich in (1) findet und daz Vorzeichen von (1) bestimmt
wodurch die Identitit der nach den beiden Regeln dargestellien Determinanten erwiesen ist.

4. & Wenn man in einer gegebenen Determinante 2 Vertikalreihen unter einander vertanscht, so
iindert die Determinante ihr Vorzeichen, ohne dass der absolute Werth gefindert wird. — Ebenso, wenn
man 2 horizontale Reihen unter einander vertauscht,

b. Wenn 2 horizontale Reihen oder 2 vertikale Reihen einer Determinante die entgprechenden Elemente
paarweise gleich haben, so ist die Determinante — (0.

5. Die n! Glieder der Determinante lassen sich in n Gruppen derart zusammenfassen, dass die
(n—1)! Glieder jeder Gruppe einen Eaktor a,, gemeinschaftlich haben, wo p konstant ist, d. h. fiir alle
Gruppen denselben Werth hat, wiihrend s alle Werthe von 1 bis n durehliinft; oder auch so, dass die
(n—1)! Glieder jeder Gruppe einen Faktor a. remeinschaftlich haben, wo p komstant ist, » alle Werthe
von 1 biz » dorchliuft.

Beigpiel
| @ @ dig
', aiy Gin 923 | ayy (9n a3z — dan aag) —+— g (@23 @3y — dag Ga4) -+ aya (@aq asa — daa agy)
| 34 32 a3, I

=y (ma azs — asz a23) + @ (e3a ;s — a3 mg) -+ apy (M2 ory — @22 @)

Wir filliren demmach die Determinante auf n Glieder zuriick, deren jedes ein Produkt eines einglie-
drigen Faktors mit einem (n—1)! gliedrigen Faktor ist; bezeichnen wir diesen zweiten Faktor, den Faktor
erkennt man leicht nach der Definition der Determinante,

von a.,, abgeschen von Zeichen mit f(a:) s0
dass f(a,,) eine Determinante (n—1)"" Grades, eine Unterdeterminante der gegebenen Determi-

nante ist, niimlich




o

r{”:,c} = ORI TR TR Y -1 |
v st w el n by e fa—1
A s1+-1 Oy 12 s ® Ong a1 - p3—1
s+t Oa42 : o G . @fa—1
! Tr—141 Orefs2 o Fr—1n Tr—11 - Or—qa—1

Das dem Gliede «,, f(a:.) zu gebende Vorzeichen ist gleich dem Vorzeichen des Determinantengliedes

Gry Oppgaig TpdDetd o o v o hoggmt = @ afn—ppd + Tatnapdd o o Fpadn—r

In Bezug aul die zweiten Indices (die Verticalreihen-Indices) ist nur zu bemerken, dass bei denjeni-
= n sind, #n zu subtrahiren ist. Demnach ist die Anzalhl der Inversionen (rr—s=).
(s—r) (n—s-tr) wenn r < s ist. — Die Zahlen (r—s8) (8-}-n—r) und

ren derselben, welche
(a-tn—2) wenn v = 5 und —
{s—r) (n—s-+) sind aber immer iibereinstimmend grade oder iibereinstimmend ungrade, da ilire Sunme =
Diese #ahl ist fiir

folglich st das Vorzeichen immer — (—1) br=) Lrn=rl, alle un=

L 1, fiir allc graden Werthe 4 1 oder —

obiger Angabe dar, =0
alle Glieder a,, [(a;,) vesp. alle Glieder a,, [l

-+: wenn dagegen noeine grade Zahl ist =o haben die Glieder abwechselnd das Vorzeichen —-

und —, wenn man im ersten Falle s, im 2% Falle + die Werthe von 1 bis # in ihrer natiirlichen Reihen-

(r—s) (2s—2r) ist;

graden Werthe von » immer — |, je nachdem r—s

rrade oder ungrade ist. Stellt man also die Determinante won n? Gliedern nach

| das Vor=

baben, wenn # eine ungrade Zahl iat,

zeichen

folge durchlanfen lisst.
Beispiel |my aja iz ] = @iy | 022 @ip| + ma| aas g | + s | 624 822 |
i”"_'.l Maa g i'“-- 3 5 a33 €51 asq @30
1
| T31 3a dag |
aj4 612 a13 Ma | = a5 | a4 31 G23 |—ans | g4 a3 Ga2 |- G33| M4 Gan @ya | —OL3| 14 Gig G120
|
@a4 (a0 (g a3y ‘ (g4 O34 azo | ay4 744 e".l",l-_ll gy 51 @12 | 224 @3y @23 |
a3y dga dgg dga | | T4.4 @4 :ril.‘.! 4 I @12 iy @aq €24 | !"r.il 31 432
a1 Mo G489 di

s ist liiufiz von wesentlichem Vortheil, die Unterdeterminante f(a,.) nicht in der eyklischen
Folge der Elemente zu schreiben, wie es bisher geschehen ist, sondern in der natiiclichen Reihenlolge, wie
sie aus der gegebenen Determinante hervorgeht, wenn aus derselben nur die ' Horizontalreihe und die

8 Vertikalreihe ausgelassen wird. Daduorch wird, abgesehen vom Zeichen

ﬂ:r’]'_.\:] — @ 12 + s . - 1] 5—1 st . - Hn
i34 a0 : Y - P | Masiq P Rt B R i T
(I A s S5 [ (O N Cr il ¢ e [ I ¢ e [ R T
| { ' B O T Trad 1 [T AR
| - .
a1 1 5 'y ; i g0
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Die Anzabl der Vertauschungen von Vertikalreihen mit einander -~ der Anzahl der Vertauschungen
von Horizontalreihen mit einander, welche erfurderlich ist, um von der ersten Form der f{a..) zu dieser
zweiten iiberzugehen, ist (n—s¢) (s—1) - (n—r)(r—1) = (n-1) (s4r) — (s2—r?) —2n. Diese Zahl
ist, wenn n grade ist immer grade; wenn n ungrade ist, grade oder ungrade, je nachdem r—s
grade oder ungrade ist; folglich ist, wenn f(a.,) in der zweiten Form geschrieben ist, das Vorzeichen
des Gliedes a; f(a:,) immer = (—1)—* — Bezeichnen wir (—1)=* [ (a,.) mit O:., S0 ist, wenn wir
die in 1. aufgestellte Determinante mit 1) bezeichuen

L) =" LU up.-

=]
= "~'|',I u:.-.J _|_ "E;-.'.! ﬂ;-.'_’ + Iq|l.a ap.:S + LARCERE ”','.1 a|l..'|
=
— ey Qrp
1=1

— Gip ﬂl.}- —i_ Gap IJE_|- + Z3.p ﬂ:F,r "'E' v i a @yp Mnp i

Die obigen Beispiele schreiben sich dann folgendermassen

| f’"|.| Iy ] ”.‘..1'.! = ”1.|| rf_..l ”;...! —r;;_:'r[:',_ r{:_,. !—‘5— ”I-i a,, {1 &8 4

dyy o "! | Bs.2 ‘f.;..-.i [ B30 P35 | sy Gy

R R !

|G g @ia Qg =050 Uhy ap | —a,: | ay, G Bl [y G @ |l—os| ey o a
oy oz Gy dy B34 Fxn "".1--.! hy tha Gy fhyy g | Gy @0 Gay
| F3a D Uy Ha. By 0 f'r.|.;| | gy Gy g4 !""'m LI ""1-|! By Ugm "".--.!
|e‘,_, Gy, 0y r.r,_|!

6. Aus 4, b in Verbindung mit den letzten Gleichungen in & ecrgiebt sich, dass wenn ¢ eine von
p verschiedene Zahl aus der Zallenreihe von 1 bis v ist.

— iIg H, — g1 I:I,| HE "-'|_E l]': L —':‘ Rl ‘-'.|r []|_|| —H

| 4 2.4 H.".;- _j_ e o oo« pg ﬂu_j- = U

Fuapil e AR f]-L_I ﬂ:u, _i_ (4

o

- 3. Anwendung der obigen Determinanten — Eigenschaften zur Auflosung eines
Systems von n Gleichungen 1. Grades.

l. Die allgemeine Form eines Systems von n Gleichungen 1. Grades ist

i e s ] 1| ! | 9 . A
L1y oGy My 7 By Wi L. G = Ky
o Ty 5 Qoo o == g Vg~ « .« Oun & [
I | 1
Ty by =t Gan Lo —— Fag & 1 fa - X =
L | LR I S8 b ' 1l i
dn1 --": = a2 .-": =1F Tn,3 .-"';._ —]— vovow fpg Ay = |r|‘"

2. Um a2y zu finden, multiplicire man die erste Gleichung mit 1y, (§. 2. 5), die zweite mit fz, . . .

die letzte mit f,;, so erhilt man nach §. 2. 5 u. 6. g




=
i

D. ay=F; My 4 % oy + kg 835 4. - Fa By

Qi

By g o eame e B pet k! Lot s

oy By g o o o B2pei |r|'._. Arptd o o o B2p

lu_M Gys o« Odp—1 Kg Gapti + « - O8af
E : : : H
i (58
: ] :
|
|u.,.] O et s el e (ot S

Bezeichnen wir die Determinante rechts mit I, =o ist
I,
.J'I, = -;J
3, Wir kénnen direkt beweisen, dass die in 2 gefundenen Ausdriicke fiir die siimmitlichen x jede der
gy Gleichungen befriedigen. Es ist niimlich
by 0,7 = by lly ! kg @y, + P

£ = e
—'— . s w .{.‘.I u:
Ta = i e v
+ LRI II-l'=| O3
(':‘ 3
kit A Es G ARy M3 - o R Baa
lipn — T e r,'_ -

Substituirt man diese Zahlen in eine der n Gleichungen in 1, etwa in die gte und ordnet die Glie-
der der Zibler nach den Indices von k zosammen, so wird nach §, 2. 5. 6, die linke Seite sofort =
k. .D - .

—'-H — — ky, so dass die Gleichung erfiillt ist.

4, Besondere Fille. Wenn D=0 ist, so ist die Bedingung der Moglichkeit fiir das System
der Gleichungen, vorausgesetzt, dass die @ siimmtlich endliche Werthe haben sollen, dass auch D), fiic alle
Werthe von p Null ist, Ist diese Bedingung erfiillt, so hat @, die Form § und hat unendlich viele Werthe;
in diesem Falle sind die Gleichungen wvon einander abhi r],":'l_u_':. d. h. es findet unter ilinen die rh':f'a]'-‘iﬂm"_'.'
statt, dass wenigstens eine von ihmen sich aus den iibrigen oder einem Theile der iibrigen durch blosse

Umformung ableiten lisst,

Wenn inshesondere k, —k, =k, = . . , k=0, so werden, wenn D2 0 ist, ¥, =&y =25 =
. s 0= iy 0, Tst aber D selbst = 0, so erscheinen &, #, ...&, wieder unter der Form { und neh-

men unendlich viele Werthsysteme an; im Allgemeinen sind dann durch die n Gleichungen (1.) die

Verhilinisse der Zahlen », @, . .. &, gegeben. — Ist die Grissenbiezichung, welche durch die
Gleichungen in (1.) dargestellt wird, von solcher Beschalfenheit, dass sie dic Werthe @, = Ay — Wy =
v« = ¥, = 0 nichl zulisst, so ist D=0 die Bedingung dafiir, dass die n Gleichungen zusammen be-

siehen kionen.

§. 4 Geometrische Anwendungen und Folgerungen,

1. Wir wollen eine Ebene, welche, auf rechiwinklige Axen bezogen, die Gleichung

A + By + s 4+~ E=0




hat, mit (A B CE) und wenn sie die Gleichung
| Afe—xy) + Bly—w) + E(z—x) =0

| hat, mit (4 B Cx, y,’s,) bezeichnen; ferner eine grade Linie, deren Gleichungen
' T—x, yY—y, 55,
Ta L B 5 e
I gind, mit (abex, ¥, =),
l Ist von einer Ebene nur die Stellung®) durch die Confficienten A B C bestimmt, so sprechen wir
i kurz von der ebenen Stellung (A B C); gleicherweise von der Richtung (abe) einer Graden,
| 2. Da die Bedingungsgleichung dafiiv, dass eine Richtung (abe) in einer ebenen Stellung (A B C)

enthalten sci

da - Bb 4 Ce = 0
ist, 80 ist die Bedingung dafiir, dass 3 Richtungen (a, b, ¢,) (as G4 ¢4} (ay by ¢g) derselben cbenen Stel-
lung angehiren (dass 3 Grade derselben Ebene parallel seien) gegeben durch die Gleichung

e
@y |'.l| r_I|
Gy Do Co | = 0O
Gy Dy fl|

C,) (4, B, C4) dieselbe Richtung
enthalten, durch die Gleichung

3. DieBedingung, dass 2 Punkte (2, ¥, =,) und (2, #, 5,) und 2 Richtungen (a, b, ¢,) (22 b5 05)

derselben Ebene angehiren ist die, dass die 4 Gleichungen

Ax, + By, + €, + E=10

Ars —+ B —i— sz - B 0
Ay =B = € ==
Aay + Bby = Ceg —
zusammen bestehen konnen (d, h. Werthe fiir A B C E ergeben, welche nicht siimmtlich = 0 sind).
Diese Bedingung ist aber
Loy oy 2 1]
LRI
a, b; ¢ 0 =
:a.l._. by £y 0|
Diese Gleichung driickt gleichzeitiz die Bedingung aus, dass die Graden (o, by ey @, ¥, 5))

(s by €2 @5 #o 3,) ecinen Puonkt gemein haben. Bie st ferner, wemn ®; ¥, %; als veriinderlich be-

=3 | 1
trachtet werden, die Gleichung der Ebene, welche durch den Punkt (x; %, %,) und die Richfungen

(e, by ¢;) und (@, bs 65) bestimmt wird.

4, Die Bedingung, dass 3 Punkte (@, y, 2,) [%s ¥a 35) (¥5 ¥s 23) und eine Richtung (afic)

derselben Ebene angehiren, ist dargestelit durch die Gleichung

*] ¥el. von Btandt, Geometrie der Lage. 40,
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£y ¥y S5y 1
| &g ¥g %4 1|
| — [}
| %3 Y3 % 1

: g 1|
la & ¢ 0]

Denken wir @, y, =z, veriinderlich, so stellt diese Gleichung eine Ebene dar, welche durch die Punkte
{2y ¥o 3s) (w3 ¥4 3,) und die Richtung (abc) bestimmt ist. .

5. Die Bedingung, dass 4 Punkte (v, y, %,) (v, y. z.) (24 ¥y 33) (x, yw, =,) derselben Ebene
angehiren, ist dargestellt durch die Gleichung

Lk

Sie ist, wenn &, y, =, als veriinderlich betrachtet werden, die Gleichung einer Ebene, welche durch
die 3 Punkte (xs s =,) (s ¥ %a) (2, ¥, 2,0 bestimmt st

6. Die Bedingung, dass die 4 Ebenen (A, B, O, E\) (A, B, C, E,) (A, B,C, E,) (A, B, 0 2
einen Punkt gemein haben, ist dargestellt durch die Gleichung

|4, B B
A, BLC, B
A5 810, BNl
RIS
7. Der Inhalt eines Dreiecks, dessen Eckpunkte (v, u,) (s w.) (2. 1) gind, ist
£y ¥i i
gy, 1
vy w1
5. Da, wie leicht nachzuweisen ist,
T E | &,y 1 (R I | 'J:. o |
(%, %1 %3) vy wa 1 (=215, )|a ta 1 L5y e e T P B b o T e R | [!
T ey Wy 1 r; oy 1 I.|'I iy !l
e ¥ 1
Ls I Za-1
1 I Fq 1
P |
ist, 8o ist der Inhalt eines Tetraéders, dessen Eckpunkte (@, y, %,) (ra vs 2.) (%, wy 2,) (2, Y %)
sind,
R e
B I o P s |
bl Y y 1
| BE R T8 |

woraus dann wieder die in (5.) aufgestellten Sitze folgen.
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8 5. Das Multiplikationsgesetz der Determinanten.

1. Aus der Definition der Determinanten ergicht sich

AR .l big d1a @13 « 4 o O1 4 @2 43 . o« Opn | byt @in aya 2 .. oO
| |
e q .l' bay oo aag o o . O | a4 @23 dag . . . ”J.u| oy @yn asg . . . O3 |
} g 3 [reat : s | 5 |
o : i 3 T L
a Il - - | +
| | | '
] | Gat = Dot Gz @ag oo o G Ol Gy Gud - « s r.t_.,.,,| [ a1 052 Ougic oo Gag |
Ehenso
g by e = bia @a . - G
€124 + .’a_|| dga =t l'l?_l___:: ey o . - @og
|
|
, : a0
| |
| = bay a2 -| DGt e e e |
aiy 812 . o . S| by ma a3 - s @iy aoaie . - oG by by ayp H ,a
@31 @23 @38. . s "!".'.r-I gy Mza My . LR !”.',I lna @i . . . g {hay Baa aag J...,‘I
|
: . : e R v g ercud it Bl [ : ; :
PR i % b : ok FRllels
: : ; " x : s : 4 il
. | 7 '
Gl Gaa Gobe v - g if},11 oo gl - - . g n |”||.| Yo 3 UHp « « « Lg,p J{".'u.l ‘f’nl % T Tnn |
! . ]
U. 5. w.
2, Ebenso ergiebt sich sehr leicht:
| eaqy gis Gig . - « Tig i1 @13 @3 « o O
| cazy o3 Gz + « @2 | 21 G232 @234 « « B2
| - : = - ‘-': Sl g 2 : ol
| = = | |
| e Za EnF+ o o oo ‘ Opi Cp2 a3 = = gyp
3. Setzt man a4 by - a2 be —— as ba . . - G B = hi, B0 st
hid hya Big oo o = Big | | agy @yp ais. . - Gig Dig byg Big oo - bpa |
| [
hag hag hasg o o J'f-g,..i Qa1 @y a3 ..« O30 _}‘;,: g bas .. . FJ-J,n|
- . srrl = : - = L] H -
| |
: | : x : A 5 : :
_-‘ll"I .llr,, ] .'II::, Al Jltnl:, flaq (Fy2 B » O | I-I-Jn.l 'i"'ll,ﬂ hi'-.;- e |I-’u.'l

Beweis Die Determinante links lisst sich nach 1. als die Summe von n" einzelnen Determinan-

ten darstellen, deren jede die Form hat:
Ora B3 Gre e B

@j III‘l'.--' a3 l"'r'-r.:‘- ”I’.:-' #f
ag by, As3bsz ds, | %22 93,8 B2 . v . 08, !
[
| g by, B ba 5 a3y 3 b by [ g d3 5 g LS
i r‘u, i 'rrn'.- ”.'r_'. 'h.r..f rrﬂ,;‘ F}'}_’." LI "u.- |I-'lill.. .“”"" ”ll,; ”n,;- i 0 'rn._
wo A5 ...v irgend cine der »° miglichen Complexioren von n (gleichen oder ungleichen) Zahlen aus der
Zahlenreihe 1 bisn darstellt. — Dicjenigen dieser n" Determinanten, in welchen unter den Zahlen « 27 ... v

gleiche vorkommen, sind 0 (§ 2, 4. 6): es bleiben also nur diejenigen tbrig, in welchen alle diese

Zahlen von einander verschieden sind. Fiir diese ist aber:
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[ @y, oz Opsq o @ @i @a a1y {1 1
“:_Ll,,: Qa3 I"f-_;|I ARSIl 1 [ | o4 an d1g as o
i 1
1
Oga %33 03, .00 03y (—1) ‘aps aaz Gz . . . dga I
. - . | : H H . |
| [
g g Tngp e ”n.'.; | ot Oo2 Gog -« o Gog |
|

wo mit ¢ die Anzahl der Inversionen der Permutationsform e 7 ;... » bezeichnet ist

Folglich ist

] 1 -
| Bfa Brg Hre . colpg| RSN T TR T Sy
| G, o= Oy, o, o | ] an dag , . . (g
| 2 oo 4.7 2| i /B 28 Tn |
. ; : - - ;
= by bas L buwl@as @32 Gy oo O, | = G314 GRg O3y . . .. @a | 2(—1)'0;, !".'.,: h_-,-”._ A
Uy Oy 3 ”n-,i' SR nd GnT Qug . - . oy
) Qpn 218 « - - iy ll.'_-.-_ |rJ|l_| "'|.3 - ."aL__
@y yn 28 . .. G5, | | By Bog bag .
| @y @ g - « - dgy | o« | bay Bao Bag v b
1
' - H 5 3 : 3 L
i |
Il T2 Opd .. o .« (g LA l|l"-:.'_' Ill’I-_.: "o 'rlll.l |

wodurch das Multiplikationsgesetz bewiesen ist,

il . a - + - » el .
4. Ein besonders wichtizer Fall ist der des Uuadrates einer Determinante, der Fall also. wo allge-

mein d,, — M. ist. In diesem Falle ist

o = g = ga < g -+ . el
hes=— Py — G104 -G G -i-- A e e T

3. Das Multiplikationsgesetz der Determinanten ist sehr reich auch an elementaren Anwendungen
und lassen sich deren sehr geeignete z. B. in Crelle Journal Bd. 40 & 51 finden. Das folzende mige
den Abschluss der vorliegenden Abhandlung bilden.

Wenn zwischen den 9 Zahlen a, a, a, b, b, b, ¢, ¢ die 6 Gleichungen

rr:l' _ ll".ll -_|_ r-'.ll =1 fl]

[ JI_
!
I

; 1 . L 1A
Oy g hl FJ= T j BE {| ._|‘,
Gy Qg - b b p = Oy (O =1 {6°)

nestehien; so bestehen zwischen ihnen noeh eine Reihe von andern Abhiingigkeiten, welche sich leicht fol-
gendermassen ableiten lassen,

Aus (4.) ergiebt sich sofort, vermige der Gleichungen (1') bis (6')




alao |a, b, ¢
a% i haSoe i — S (¢}

| @y bgieg

Durch Vergleichung der 3 Gleichungen 1°' 4' 5' mit folgenden 3 aus 7' hervorgehenden [}lgiglmngcu

ay | by ey 4 b, ey ay |46 |as by | =T 1

[ By [ I | dy by

1| ao |bo oo |4 Ya|ta ag |- 6o |da Dg - 0

F f.l.: Cy Ca Oy : Eq f:_.J

1 . ,i',__ ty ; _l_ .i,-_: Ca (la -+ ¢y 'ﬂ: h__, L
by cy Cx da | aq by

ergiebt sich sogleich G =T [by 0 — Uges) (8')
b, ey oy — Tggivig) (3] 1
Gy E (ga by — a4.0;5) I.UJIJ' |
In gleicher Weise ergiebt sich dann ferner:

e = ffa_.; G e .'rE aq) {11")
Ui TR (G 0y == ) (12') |
Cq = (i, hl e (13')
aj; = T (byea — biey) (14°.)
.f-l.; = :r'l ., — Ca ”I:: {lﬁ"]
Cy=—1F (a:bas =lias D5 (16')

In Bezug auf das Vorzeichen ist zu merken, dass entweder in allen Gleichungen 7' bis 16' das
obere oder in allen das untere zu nehmen ist

L 3 e +
Aus der Gleichung (7') ergeben sich noch die Gleichungen

a; | by eqaif=- aa by ey + Gy |}‘1 gl=x1
[ by ey | by ¢y by €4
.h_l gty I -E— .i'.u__, [ 1 '+ |rJ:.1 | 0y 3y | Ly |
|
€y iy | €y | i Cg Oy
| |
¢ |”-.' P s A f‘.:|+ gz | by =T 1
|
| h: iy bl i, .l'r,_,!

d, h. vermbge der Gleichungen 8 bis 16

-~

Ferner H b e

|’.r. Ca
o

|
¢; |be ey |+

by eq |
€y |ta @y s e --{— €y ey @y 0
i @ s | g da : 1
| €4 Og ey ay | !ﬂ'.' “::
d. b ay by, 4+ ashy 4+ a by = 0 (20')
@, 0, - 0, ¢, —|— €y Cq [} (21')
by £y —i— bg ey —|— byies =— 0 (227)

Diese Gleichungen finden bei der Transformation rechtwinkliger Coordinaten im Raume Anwendung. Aehn-
liche Entwickelungen ergeben sich mit gleicher Leichtigheit, wenn die Anzahl der Cogificienten n® statt 3° iat




Il Enlwirkvlung von sinx und cosx i Rethen, welche nach wachsenden Polenzen von
y [ortschreiten.

l]ie Entwickelungen der genannten Reihén, wie sie sich in Schulbiichern, so weit mir bekannt ist,
finden, wie sie demnach auch wol meistens in unsern Realsehulen durchgenommen werden, scheinen mir an
zweicrlei Mingeln zu leiden; entweder sind sie nicht elementar, d. h. sie greifen in den von ihnen voraus-
gesetzien Anschauungen und Begriffen iiber den Kreis der Schule hinaus, oder sie sind nicht streng und
erschiipfend im Beweise. Die folgende Entwicklung ist von diesen beiden Mingeln frei. — Sie zerfillt
in 2 Abtheilungen, deren erste zuniichst bestimmt ist, im Bewosstsein des Schiilers den Zusammenhang
zwischen den ihm gelivfigen Elemente der Trigonometric und den in Rede stehenden Reihenentwicklungen
lebendig zu erhalten,

S. 1. Bekannilich lisst sich anf ganz elementaren Weze {(Vgl meine Elemente der Mathematik,
Trigonometrie §. 20) leicht beweisen, dass fiir jeden graden Werth von m

! n m(m—1) ==2 = mim—1} (m—2 N e
(1) cosma —cosa — ————— ¢cosa Bineg —-- Eo T e R e o [ '
2| 4!
. : ™ nt=—=| 5 }]‘i:'nl—j:{.lﬂ—:{' m—3 -.'l = :.“_I'
(2) sinma — ~ C08a sing — - ——— co8a 8ina . . . I cosa sindg
11 31
wo das obere cder untere Zeichen gilt, jenachdem m — 4n oder 4n 4 2 ist.
Und fiir jeden ungraden Werth von m
o 2, mfm—1) =- = m(m—1) (m—2) f(m—3) =-% i L u-t
(5.) cosma — coga — —— — COS 31n-fr—|—_'_. . - GO BN — , . COB SN0 3
21 . 4! |
: : o LT m(m—1) (m—2) =% 4 e
(4) sinma = — cosa sing — =" " ¥ agg sinn S T sina
| 31
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem m = 4n 4 1 oder = 4n —:— 2 iat.
Diese Formeln lassen eine wichtige Umformung zu:
A. Wenn m grade ist, so ist -
m . m—32 -
e ; IR mfm—1 L2 ¥ 7
(1%) coama — (l—sina) » — . sz (l—sina) ? ging | .. .. T S5Na
lu}]
mom o (m2hmom(m—2)
= 1 — —SiNG - L SAE — o .
21 4!

Durch Induetion ergiebt sich fiir das allgemeine Glied

(m—4-2n—2) (m-+-2n—4) ... (m+-2)m.m (m—2) ... (m -—_2:l—|—+l_] (m -_—'.}ili+‘.’] -

iy (—1)" e AiN

(2n)!
Die Anzahl der Glieder ist - - 1
.

-3 g o, o g =—4 : -1
o ol fm £ R mim—1) (in—2) S 3 L
(2') sinma = cosa | — (1—sina) * sina — —————— (1—sina) * sina ... T sinay

1 3!
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n (2] m (m—2 m=4) (m-L-2)ym(m—2) (m—4
sina = CO8a :— ginag — - r.—l__._ { : ] q + ) 1 ilr !E ___J_f d ) Hﬁ.
al (LR

Durch Induction ergicht sich fiir das allgemeine Glied des in Klammern eingeschlossenen

7 R
Polynoms von Gliedern

9
" r O Sl l-"‘l"
UH—I— 2n) (m—+-2n—2). .. -r;ri—|—.:’ m (m—2) ... m—:‘u—l— 2 (m—2n) 1
ay = [— _ - it ~ sina
I [ 2n- --I )1
B. Wenn m ungrade ist, so ist
Bodyt | i e m(m—1) i A ¢
(3.) cosma =— cosa | (1—sina) * — (l—sing) * §ing.,...7T— ging!
: ! 2] ' 1 !
f
{m-=1) (m—1) = fm=-3) (m==1) (m—1I) (m—38)
— goga | 1— — sina —}~__ -l Sl S A |
{ 21 4! }

Durch Induction ergiebt sich fiir das allgemeine Glied des in Klammern eingeschlossenen

f=
Polynoms von Gliedern

2

(m—-2n—1) (m1-2n—3) ... (m4-1) (m—1) .. - (m—2n—-3) (m—2n+-1)  *

' 1—1) — - = - - — T
(2r)]
=1 iy
By m .. o g . i rr=—1) [r.lr— 2) : T _.-B 4 m
4', sinme — (l—sinea) * sing-— = I—Rmr:'} BINd —— +'4 . . T BIDG
1 3! ; i}
m (m—t-1)m[m—1) tu.' ﬁjmr 1) m -'u.'-—f =4
gsing — ' - — gine - —'— 1) M —-J-umrr — e
1 3! 51

Durch Induction erhiilt man fiir das allgemeine Glied .

13 (m—4-2n—1I(m--2n—3) . ... (m—i—!lm[m—-!]. v oo [ —20~4-3)] m—2In—+-1j
{2n- I-—]..lI

- - = Ahy = .'r.'-—-—lI

Diie Zahl der Glieder ist

(3]
Man kaon dicse 4 Gleichungen 1°, bis 4% auf folgende Form bringen:
A, Wenn i grade ist

{mqnmf Hrqlm',l

2 Fr i [P B el Vo m*mrrl
Ht : 21 { —|_.'|'I}[ : m} : (l-l_ ){ 1+ ’{ E_HJ ){ )
mit dem allgemeinen Gliede
it (T [msin a 20 i 27 R P D - : 9 i 9n—9
n=ET T O =) G G A Y
2", sinma=—cosa | (msing)’__ (m sin a)’ R T Y ___l[m-ﬂnru 9 4 :
“ L1 31 ( -'-'l)(l m) Al ru)(l—l—nr](]_.m ’]{ : -m-}_ 5
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Das allgemeine Glied des Polynoms in der Klammer ist

). () (1) (2D -

(msina)*+1 2

== (131
E e (2n--1) 1 [ Vi m){ JsiE=
B. Wenn m u ngrade ist

(3"} cosma -——-coﬁf"] L _{T;E!If{ﬁ(l T+ m)(l n:) _|_f_’j*_"”"’”' (1 it ")(l iy m')(l Ei }al)(l

m

Fn—

Das allgemeine Glied des Polynoms in der Klammer ist

(mesin a)* 2y 2n—3 — —
"= T (SR () () = EE (=)

A : _{H'rﬁil:e’.l'l (msina)’ by A _‘__”,“;5“”}-' 3 1 i
1.4 =Ly 1! 5] ( —l u:l (l _} - W (I_L r;}{] ‘jl. "_}[1_;“)(] _m)_

1:1 3l m 51 m

mit dem allgemeinen Gliede

i3 (rnsin e)et1 3 3 Dy |
ay = (—1) T ( —|— (I—J- -.) ( —|—M)(L-—.).._(I—-. = }(1-_ — )

Liisst man in diesen 1.i|cf+.‘]ltlng¢|i @ ohne Grenze abnehmen, und m gleichzeitiz ins Unendliche wachsen,

s0 jedoch, dass m stets eine ganze Zahl bleibt, und so dass mia konstant — & bleibt, dasza also die linke
Seite von (1°) und (3') cosa und die linke Seite von (2') und (4") sina ist, so wird cosa == 1; msina
konvergirt gegen ma = &, die Glieder der Reilien auf den rechten Seiten der GL (1'') und (3”) kenver-
riren gegen die Glieder der Reihe
R o anl
(1) 1] — — 4+ — — — ...
21 41 il

und die Glieder der Reihen auf den rechten Seiten der GI. (2") und (4') konvergiren gegen die Glieder
der Reihe

(1) G e

11 3! al 71

Diese Reihen sind fiir jeden Werth von & konvergent, aber es ist noch keineswegs bewiesen
dass die Somme der Reihe I cosx und dass die Summe der Reibe II sina ist; dazu felilt vorzugsweise
zgweierlei, nimlich dass die allgemeinen Glieder der Reihen 1' 2' 3° 4" durch eine unvollstindige Induction
gefunden sind, und dinn, dass durchaus nicht bewiesen ist, dass die Summen (1"), (3'") bei unendlich
wachsendem m gegen die Summe der Reihe I konvergiren, und dass die Summen (2) (4") gegen die
Summe der Heihe II konvergiren. Wir wollen nicht diese Liicken, anf dem bisherigen Wege wverharrend,
ausfiillen; wir wollen vielmehr, nachdem dieser Weg uns zu den Reihenformen I & II gefiihrt hat, direkt
beweisen, dass die Summen dieser ¢onvergenten Reihen resp. cosx und siny sind.  Wir stiitzen uns zu die-

sem Beweise auf die charakteristische Eigenschaft der Cofinus, welche durch die Funktionalgleichang
flaty) -+ fler—y) 2frfy

ausgesprochen ist. Es ist leicht und vollkommen elementar zu beweisen (vgl, z. B. Cauchy Cours d'Ana-
Iyge Chap. V. §. 2) dass diejenige Funktion von x, welche diese Gleichung befriedigt und fir irgend einen

Werth von @ kleiner als 1 ist, — cosox ist, wo o eine willkiirliche Constante ist; dass sie dagegen, wenn

e : : . . (o e T : ; i

gie fiir irgend ecinen Werth von @ grisser als 1 ist = ist, wo « wieder eine willkiirliche
9

Constante bezeichnet.
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€ 2. 1. Begeichnen wir die Summe der Reihe I mit fr, so ist bekanntlich

R Sl A CRE s S T
1

21
- . 1 o~ A e e
i = B _._i_l('r:I T ":_#‘) T
" mit dem allgemeinen Gliede
"] 2n—2 a5 i
il s B i B e S D e
|l!',_’.rrlf B 7 -2} 21 (2n) |
1 2n{2n— MR ;
= [—1}" ] B - --Jj“' A7 ﬂ atn—1 j.f" + FiE ,’i"E"E
{(Fn) ! a1

In der Klammer stehien die Glieder gl'éidur Ordnu ng der 1::][\[igk|u|]g von (@ +_ j,-|'-'"
Ferner ist

- L == (o = )t
ik gy =1 — - e o Ve |
21 41
[ — #)® (x — y)t
If'll - .""| | Sato I- -~ —_— 0w
2 4! '
T (7 4 MRS e Rt e 3 '
fl@ 4+ + filz — v 2 "I — — [x* - y?) - (a, —+ — * y? -t .r,.") L [
) f 21 i 21 - |
Demnach ist
[l@ + u) + o — ) = 2pafy |
| Da nun aber offenbar fr d. h. die Summe der Reihe [
|' ¥ gl 28
] — ll o |
21 4] 5! [
| : : k . : . i - '
! fir kleine Werthe von & kleiner als 1 ist, so ist fu = cosaz, wo a ecine unten niiher zu bestimmende '
Constante, und zwar eine absolute Zahl ist
2. Es ergiebt sich ferner
) ] 1 1 1 1 L
[ i) ] — 32 = L : . - ) ey
; (u!+g') ' (r1!+2f 21 T3
mit dem allgemeinen Gliede
& | 1 R 1 1 I i
a (—1)% e ) - itgm 2 et i e ek
{ (2n])] + (2n—2)1 21 ° [(2n—4)] 4! + !'JH(:"'
et

2n(2n—1) |

AT 1 SRS s
. = 1}

4 wli
= (=1 —— 1=
(2n) 1| 91
In der Klammer steht die Summe der Binomial-Coilficienten grader Ordnung 2a'" Grades:
Bezeichnen wir ferner die Summe der Reilie II mit ¢, 80 ist
3 x* L [iE 4 : ]
(zaja =S ) + = s L ety S JAire
1! 11! 3! 3!11) L1151 " 8131 51 111
mit dem allzemeinen Gliede

) ) Dhan [EM T PP b
Al == i g ey 2n  2n(2n fIL___ri 2) 2 )

anll 1l 31 1!

In der Klammer steht die Summe der Binomial - Coéfficienten ungrader Ordnung 2u'™ Grades,
Folglich ist
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- )2 .. { o 92 - o - s
(fx)* + (zx) 1 .-_(1 ]_ +1J+_'1_|(1 g .

91

mit dem allzemeinen Gliede

e Y0, niIn—1) Vi
(—1)°- —-(i— -+ == """_i_l}
2n ! 1 1.2 -
.L,.',Jn
[ {n (L1~ 18—
(2n) !
folglich (fr)® + f{ex)® = 1
mithin ist dem absoluten Werthe nach
¢ == ginua
Wir kinnen sofort beweisen, dass ¢a auch dem Vorzeichen nach — sinax ist.
Zuniichst fiir kleine Werthe von @ ist sowohl sinaw wie ¢ positiv. — Gibe es also Werthe von ,
flir welche sinar und ¢a entgegengesetzte Vorzeichen héitten, so miisste, wiihrend cosa(a— y) =
COB @ COS Yy — gina sinay und eosalr—y) = cosar cos @i : sin o giney ist, fe fy — ¢x ¢y fiir

gewisse Werthe von y der Zahl f{a | ¥) und fiir andere Werthe von # der Zahl [ — y) gleich sein, —
Das ist aber niclit der Fall; cs ist vielmehr immer /(x4 y) = fu fu wX Y

Denn es ist, wie oben gezeigt

ek 1 3 1 . B TN i
fr.fp =1 — (w=—u=] —I— it 4= = R ) e 1 :
2w 4! Coemd
mit dem allgemeinen Gliede
; n(2n—1 2n(2n—1) (2n—2) (2n—3) .
(=21 _L_ ll,..*- S b ! =2 g L ; I pan o " gpte—4 { Fioy Lt Al
anl 91 E ' 4] |

In der Klammer siehen die Glieder grader Ordnung der Entwicklung von (& =~ y)*

Ils ist lerner

o = a1 l .:J,: e !IJ,... f_.fl -!. 7 I " i 4 P,_ _;_.r"= . i il _‘!_ i .‘-‘l: i =
BT Rl (e e TR T SR i T T f BRH S

L oy ot s | 18 6. 5.4 N
= & Wl — { - e _i_ ay ] { L = oy g | —it! ) s

21 1 SRS | 1 R | o ! 1

mit dem allgemeinen Gliede
2 In2n—1) (2n—2) . . . 2n :
(— 1+ l_ it ato=l gyt | nf2n—1) (2n L ys | o gyta—1 {
(2l 1 3! 1 I

In der Klammer stehen die Glieder ungrader Ordnung der Entwicklung von (o —+ #)*, —
Bubtrahirt man diese beiden Reilien, so erhiilt man eine Reihe, deren allgemeines Glied ist

(e ™

(— 1)
2n!
Folglich ist immer
fefy — ¢x ¢y = fx ¥
und demmnach auch riicksichtlich des Vorzeichens
(1] = Bine

4. Jetzt ist noch die Constante o zn beslimmen

_ Einar &in : : v : : I
Es ist -~ . 4. Lassen wir & ing Unendliche abnehmen, g0 konvergirt dicse Zahl gegen
(] o
a Andererseits ist aber
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£ x? x®
s e LSRR
x 3! 5!

Lassen wir x ins Unendliche abnebmen, so konvergirt diese Zahl gegen 1, folglich ist
a =] g = ginx fr = cosx

oder
Pt 3t 28
cosy — ] — — — —
21 it 41 61 T
& a3

i -'E-"I' a7
BNy = — — — — — e
1o il o 5! 7! w1
Schlussbemerkung. Durch ein ganz gleiches Verfahren findet man sehr leicht
it ok 4 s (E e A3 ::f_—}— a=
21 4! 2
x x’ a® at—a*
— + = 4+ + ... =R
1 31 5l 2
woraus man daom
x xt 23
1 AR g L S _ — '
. i 21 o 31 +- a
erhiilt, und daraus die Constantenbestimmung
il 1 1 .
a=1 o —l—- - + =:x —'— s a s == &
1 21 a3l

Gallenk am p.
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