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Vorrede.

Unter der aeguivalenten Abbildung einer beliebigen Fliche auf eine andere

versteht man eine derartige Bezi

hune zwischen den Koordinaten, welche die Punkte
auf der einen und der anderen Fliche bestimmen, dass die von einander ent-
sprechenden Kurven oder Kurvenstiicken begrenzten Flichenteile entweder gleich
sind oder in einem festen Verhltnis: stehen.; - Eine wichtige Anwendung des allge-
meinen Problems der Abbildung einer Fliche auf eine andere ist die Theorie des
Entwurfs der geographischen Karten, d. h. die Darstellung der als Kugel oder
Rotationsellipsoid aufoefassten Erdoberfliche auf dem ebenen Kartenblatt.

Eine vollkommen getreue Abbildung ist in diesem Falle aus einfachen
Griinden nicht moglich; man hat deshalb schon frithzeitig besondere Bedingungen
herausgehoben, denen eine ebene Karte mit voller Genauigkeit geniigen kann und
unter diesen stehen die obengenannte Bedingung der Aequivalenz oder ,Lldchen-
treue® und der Konformitit oder Winkeltreue® voran.

Withrend nun die Untersuchung der konformen Abbildung der mathema-
tischen Betrachtung ein reiches und fruchtbares Feld erdfinete, ist die Theorie der
aequivalenten Abbildung von den Mathematikern vernachlissigt worden, Die Be-
trachtungen, welche sich bei Lambert") und in den Lehrbiichern der Kartenpro-
jection von Germain,) Gretschel,) Zoppritz,') Herz®) und Hammer®) finden, schliessen
sich eng an die eigentliche Aufgabe der Darstellung der Erdoberfliche an. All-

cemeiner hat Schellhammer” die aequivalente Abbildung ciner Ebene auf eine
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1) Lambert, Beitrige zum Gebranche der Mathematik.
Teil TII: ., Anmetknngen zur Entwerfung der Land- und Himmelscharten. Berlin, 1772,
2y Germain, Traité des projections des carfes géographiques. Paris, 1866,
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®) Herz, Lehrbuch der Tandkartenprojection. Leipzig, Tenbner, 1885,
) Hammer, Uelier die geographisch wichtizsten Kartenprojectionen. Stuttgart, Metaler, 1889,
iy Schellhammer, fber aequivalente Abbildung.  Schlimilehs Zeitschrift, 23, Jahrgang, 2. Heft.
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andere untersucht und Tissot®) hat die Abbildung einer beliebigen Fliche auf eine
andere und im Zusammenhange damit auch die aequivalente Abbildung in bezug
auf die dabei auftretenden Deformationen behandelt. Auf eine besonders interessante
Art der aequivalenten Abbildung hat Bonnet®) hingewiesen; es ist dies die von
Tissot sogenannte ,rekfangulire’ Abbildung, bei welcher ein rechtwinkliges Koor-
dinatennetz der einen Fliche wieder auf ein rechtwinkliges System iibertragen wird.
Erst in allerneuester Zeit ist die Losung des von Bonnet gestellten Problems von
Korkine') verdffentlicht worden. In der vorliecenden Arbeit ist die Behandlung
derselben Aufgabe auf anderem Wege versucht und eine teilweise erweiterte Losung
gegeben.

In engem Zusammenhang steht endlich die Theorie der aequivalenten Ab-
bildung mit der Theorie der Flachen konstanter Kriimmung; Verfasser hat versucht,

hieraus einige Folgerungen zu ziehen.

t) Tissot, Mémoire sur Ia représentation des surfaces. Paris, Gauthier-Villars, 1881,
#) 0. Bonnet; Théss de mécanique et d’astronomie. Paris, Bachelier. 1852,
) A. Korkine, Bur les cartes géographiques Mathomat, Annalen, Bd, XXXV, 4. Hoft,
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Die Gleichung der aequivalenten Abbildung.

Wir gehen aus von der aequivalenten Abbildung einer beliebigen Fliche auf eine
libene, TIn der Gauss’schen Bezeichnung sei das Bogenelement der Fliche :
(1) ds® = Edu® 4 2Fdudv 4 Gdve

Die Ebene sei auf rechtwinklige Cartesische Koordinaten bezogen,

s handelt sich non darum, diejenige Beziehung zwischen den Koordinaten v und
%,y zu suchen, welche eine aequivalente Zuordnung der Punkte der Fliche und der Ebene
ergiebt, Einem unendlich kleinen Dreieck der Fliche, dessen Iicken (ov), (u--do, v),
(1,% - dv) sind, muss dann ein inhaltgleiches Dreieck der Ebene entsprechen,

Ist der Flicheninhalt des ersten Dreiecks :

VEG — I* da dv,

80 ist der Inhalt des mweiten:

(..-x ey CX Ev) dud
i -— et v
éu dy dv "~ ag) 9UIY;
die Vergleichung ergiebt:

p Ty N D
(2) s el B SR e B g
y u v vy  2n

Sind die entsprechenden Flicheninhalte nicht gleich, sondern haben sie nur cin
kKonstantes Verhiiltnis k, so lautet die Gleichung :

S éx 2y 2x oy e
(29 i D0 =k YEGF—F2
¢l oy cy L=l |

Dieselbe ist von (2) nicht wesentlich verschieden und lisst sich leicht auf sie
zuritckfiihren,

Da die Beziebung der Aequivalenz naturgemiss reciprok ist, so stellt Gleichung (2)
auch die Abbildung der Ebene auf die Fliiche vor; sie lisst sich dann besser in der folgenden
['orm schreiben :

Lo du v u vy 1
() U v e R e Se——
S e oy X VEG — F?,

Hierans folgt ohne weiteres dis Gleichung, welche die aequivalente Beziehung einer
beliebigen Fliche auf eine andere vermittelt, Nehmen wir noch eine Fliche hinzu, deren
Bogenelement gegeben sei durch:

(4) ds'® = E'd2* + 2F'dide + G'de?,
so0 ist sie aequivalent auf Fliche (1) bezogen, wenn beide gleichzeitiz aequivalent auf eine
Ebene bezogen sind, wenn also zugleich:

dii. dy cu Qv 1

ex dy Sj,r T % flﬂu_lﬂ:




T 2x oy ox. oy
o e e = Fﬁl':'[:"-- [
cA ey L 4 (= L]
Dureh Multiplikation folpt :
4 tu  ov du v VEG —F'#
(5) B e e
= P |.\_ = I L“ it 1_'

Die aequivalente Abbildung einer Bbene auf eine andere endlich wird dargestellt durch
die Gleichung:

e T el
3 o (: g 0
III) e .\I —— LN "‘l e 1.
g oy ey ¢©X

Die allgemeine Integration dieser Gleichung bietet keine Schwierigkeiten.

Es fragt sich, unter welcher Bedingung sich die Gleichung fiir die aequivalente Ab-
bildung einer Fliche auf eine Ebene und damit auch die einer Fliche auf eine andere zuriick-
fiithren lisst auf die einfache Gleichung, welche die Abhildung z.eier Ebenen vermittelt,

Diese Reduction ist fiir die Gleichung :

i E = o
dua  °v du v 1

(3)

x'% " &'¥%  EG—F?

jedenfalls dann moglich, wenn:

(7) : EEG=1" = U.Y;

wonn also der Ausdrnck des Flichenelementes sich zerlegen lisst in ein Produki zweier
Grissen, von denen jede nur Funktion der einen Variabeln ist. Die Reduktion wird dann
vermittelt durch die Substitution :

(8) Udn = du,, Vdv = dy,

Obige Bedingung ist = B. erfiillt bei allen Rotationsflichen, die anf ilre Meridiane
und Parallelkreise bezogen sind. Sie ist ferner erfiillt fiir alle Flichen, bei denen die Differenz
der Hauptkriimmungen einen konstanten Wert hat, wenn n==c¢ und v=c die Kriimmungs-
linien der Flichen darstellen. Denn es gelten dann fiir alle Flichen die bekannten Gleichungen:

-~ ~ 1
) /1 Aol E c
(9) (= — i) LSRR )
T T, o =5
i e o1
(10) b sl gl G 4 fE g
T e R :
Setzt man nun:
1 1 :
S = a (konstant)
I, e £

und differenziert die Gleichung (9) nach u, (10) nach v und addiert, so folgt:
(11) b =,

Da hier F = 0, so ist diese Gleichung mit (7) identisch.
Die oben erwithuten Flichengattungen bieten also Beispiele fiir die Reduktion der
Gleichung (3) auf die einfachere Form:
= Air 2 Rer
Ilf) Et:i! . c}' L |.|_'|] . \.j.l i I
GxX oy 3}.' cX

deven allzemeine Integration olme Schwicrighkeit moglich ist.




Die hcir:teh{(-tc Fliche ist damit auf das Kurvensystem u, =e, v, =¢ bezogen
4, 1 ] 1 = 7
darbietet. s sind niimlich alle unendlich kleinen Maschen

welclies eine hesondere Bigenschaflt
dieses Netzes, welche “h ichen Incrementen du, und dv, entsprechen, einander inhalts eleich.
Nennt man ein solches Kurvensystem Rex Abkiirzung halber etwa ein ,autoedrisches®
System, so ist also die Frage nach der Reduktion der Gleichung (3) auf (l_) identisch mit
der Auicmho auf der I*Iuhz, ein autoedrisches Koordinatennetz zu finden,
Diese Kurvensysteme «pu] n also fiir die aequivalente Abbildung diesclbe Rolle, wie

die isometrischen Systeme fitr die konforme,
Fiir die oben erwiilnten Flichen sind die Kriimmungslinien auch auntoedrische Kurven.

Die kongruente Abbildung.

Die Aufgabe, eine Fliche auf eine ar 1dere aequivalent abzubilden, ist keine bestimmte,
da sie, wie wir sahen, analytisch durch eine partielle Differentialgleichung zwischen den 4 von
cinander abhiingizen {a]mavn ausgedriickt wird, Es miizsen noch weitere Bedingungen hinzu-
kommen, um die Aunfrabe zu einer bestimmten zu mac hen,

Es liegt nahe, mit der Forderung der Aequiv: alenz die Forderung der Konformitiit zu
verbinden, Die Abbildung ist dann, wie bekannt, eine kongruenie Abbildung ; sind die Fliche:
durch ihre Bogenelemente gegeben:

(1) ds? = Edu® -+ 2Fdudv -+ Gdv?,

(2) dal® = B2 + oF'dide -+ Gt

\,

g0 muss die Bedingung erfiillt sein:

‘\:.I.j da? = ds'?

Die Entwicklung dieser Gleichung fiihrt nun auf einfache Weise zn der weiteren
Bedingung, dass in entsprechenden Punkien beider Fliichen das Kriimmungsmass gleichen
Wert haben muss. Die Gauss'sche Invariante erscheint hier in symmetrischer Form. Es sei
deshalb gestattet, diese Entwicklung hier mitzuteilen.

Die Gleichung (3) lisst sich ersetzen durch das Gleichungssystem :

S\ ® ds L v av\® 5
‘ oA oA (s L EA
e du. <n gy . ow By Oy R
(3 B -I Al e .\.) B A ey o= I
) o4 9‘,- 2w B A ! CA e 3
Srdny® 3 @y A
() wor 2.2 1 a(T) —an
.'\|; ‘I‘I L{I, ‘l{._ 4
Setzt man hier:
O !
{G) = — O [ pme —. 03 }'J’
KRG I LG

en it einor

lisst sich das System (5) ersetzen durch ein weiteres System von 4 Gleichun;

IHilfsveriinderlichen & :




IIS“u R (_'r = 9 :' Bv
y } & 1D sin j g
(7) 1
¥ AR o
- vy i 4
'En s (”' 9 ) 2y
15‘&' [ sin 2

Wir untersuchen zuniichst die Bedingung dafii
wickelbar ist,
Wir setzen also:

=g T o
LY sl (!J' = 9
G sin 7
G/ sin (rr et
G gin 7

r, dass eine Fliche

e S B e
und schreiben statt 1,G',F' wieder EG,F. Dann wird:
T o F
= o CO3 7 =

und die Gleichungen (8) gehen iiber (wenn man

9 AL ~
el o e i } o

!G,E = " E sin (u -+ S A =
" s & A
(8) 5 F
I-'u e > v

[ — =T Gsinle D =
o L7 ] n
\.{-_ i L= s

[Tieraus folgen die notwendigen Bedingungen :

a]_ﬁl,. ? '\ HGJ"

2 ‘1 E sin (r; - 5 )J =~ 5 lI
(9) und :

Bl v ( v e 2

R A lS e SRR F e |

I"EG

noch statt (r? -l 1) itherall o schreibt) j

"G cos {.: i ’J;
\ ;

4

"G cos (.,—
G sin (o — 1)}
A[.'r o8 (r;‘ ri "le

auf eine Ebene ah-

n:

Fiibrt man die Differentiationen aus, so erhiilt man duarch passende Mualtiplikation

und Addition :

el Y i o
| , VEG —F? 3 3( F ) SR dlel B ) TG
= e et R e e e e s — s
! VEG %  %\I'EG’/ " FEG % T
(1Y)
) I e ’ % . O o -
I - I EG—F2 8g piyd ( i) )_! aF ~:'_:f ) 2.3 1
T Tl Ay = TR b Y s
[ I"EG 2 e \EG: I"EG o/ B ! L
Sollen diese Gleichungen zusammen bestehen konnen, so muss, wenn man setzt :
N )
/ o = _ CfF L
I_Il_} 2 — = I\,‘_L-, D = — hn‘f_
c.:‘ 7 c f p
die Bedingung erfiillt sein:
~ATE ATS
2K K
» A L Ce¥
{ 1"") —~ 4 = == (),
\ 3 2y
Wir kinnen hier einfacher schreiben:
/B G
: felfg | ok 2d e/ g
VEG—1 Ky =F —— 4 — — VEG—FR =T S S i,
'“,' e ! ﬂ‘_-'! o4 1 & A E"',: ] 2t




Die linke Seite der Gleichung (12) ist nun bis auf einen Faktor identizch mit dem
Gauss'schen Kriimmungsmass K; wir erhalten also die bekannte Bedingung :
(13) K =10
und K ist zugleich in der symmetrischen, von Weingarten und Anderen gegebenen Form

ausgedriickt :

Ij ———— /. -‘ - -_' r ——
(14) 2V EG—Tt| a1

Kehren wir zu den Gleichungen zuriick, die die kongruente Abbildung einer Fliche
auf eine andere beliebige Fliche vermitteln, so erhiilt man auf analoge Weise als Bedingung
des gleichzeitigen Bestehens dieser Gleichungen, dass das Kriimmungsmass in entsprechenden
Punkten beider Flichen gleichen Wert haben muss.

Setzt man der einfacheren Rechnung halber:

P [ et s TR, B o
' — = (Pt TR 5
go peht das Gleichungssystem (8) iiber in:
cn Y 2y AL 15
S e m— f = cos 7 e - slN 7
[’l. ,;I a4 14 < g X
2u (G, v G
5= = /- Bl g5 == = |/ = C08 a.
i 'l I-J ! L < f (_}

Hieraus folgt die Bedingung :

[ 2 ( [E ) *(
— \|/5 cos o) — ]/

l e ].'1 CAN]

]

I

8 ( B n o) e{
= f— BN ) - —
e \|[ G Fa\,

Durch passende Multiplikation und Addition ergiebt sich:

(15)

T

V= le]l / = 2o+ | /=gl /=) cos 26 — |/ | lp 5==
3 3 E| g/ M%)/ ma\e VR E [ E, 3A\E ¥ 1;0)
(16°) und ;
(LU \ :
a2 3| /Ey . [E' 3y | /B /B! 9, E
C_E j - :T(Ll_“' ‘) pin'Ze — | f= 5 (19‘ ‘) cos 2o —Jl— f \_,.«-.i(][-.’ T_,T)'
¢4 o4 | 1! 2 [ G { G'ep\® VEG

Aendert man diese Gleichungen so um, dass E,G nur in Ableitungen nach u und v,
E,G* nor in Ableitungen nach 4 und ¢ erscheinen, so folgt:

= (;1] COs 7 ay sin.& — 1!1) I'(_}",

80
(16%) b

o y " i

] = (—a,sing —a, cos g + b)) VE!,
a4

wober zur Abkiirzung gesetat ist:

1 sl G 1 gl G ' 1 el B 1 gl E :
o L — — = = g, ey —— = s
VE ‘u T RS A A i ST ;
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: . Rhiay : : A o .
Fordert man jetzt wieder als notwendige Jedingung, dass die Ableitung von <= nach 2
. : S

€

-
T

:dentisch sei mit der Ableitung von 5= nach ¢, so erhiilt wan eine Gleichung von der Form:
57 £

'ﬁ\]?:l ..-)\ -‘Sill (1 -j' U CO8 & : ‘:: = i)
Hier ist:
i o =30l
Va1 \ 2 I el iy L LT
7 A= — FE'G (a;by — a5b ) — 57= B
(e A% 2 21 Gl o4 _| 3 %
e a ela! q.0 o0
rillh I} = VYV EG (ab, =+ a,b,) - s el =
l_l-l' } |y My T [l | ’_.J Gl @l =1 | :_” B '-Dtl-
DBeide Ausdriicke verschwinden sdentisch. Es bleibt also nur:
¥ Lige==l)
oder:
N e 1 ) y ~1
[_1?.1“) l '.;.EJ oy ,_] \,l SREAR Srie g ,L L"I_I. e _.l l_-l._. i T b.*
> [ DR ¥V G ev et ) I~ SR £ e :

Die Ausdriicke auf der linken und rechten Seite sind duvchaus gleichartig gebaut ;
withrend links die Grissen 1,G und ihre Ableitungen nach u und v vorkommen, treten vechts
E'G' und ihre Ableitungen wach 2 und ¢ in derselben Verbindung auf. Die weitere Aus-

rechnung ergiebt:
1 [C( 1 EH) i ?( 1. 2EN) 1 ey 1 e | g 1Sl b |
(18) 2CRG !.SLL VEG Su/) " Sv\["EG Y )E = '_!J’"k.:-“_:'l.?.&([’;.:-;.;u' 3}:) ; EE-(F"L-(_;- 9 )J

Links sowohl, als reclts steht das Kritmmungsmass der betreffenden Fliche !

Die aequivalente Abbildung einer Ebene auf eine andere.

Die Gleichung der aequivalenten Abbildung einer Ebene auf eine andere war:

2 g i 40
/ PSS R
'.‘1 :l ?:\_ ol 3 v T .

it auf andere, micht Cartesische Koordinaten ithertragen ; fiir

iy
8
ety
[

Diese Gleichung lisst sich leic
Polarkoordinaten 1,#, p,¢ wirde sie die Form annehmen :

- " ﬂ

] € e €L |
( O
]‘] er o ot o °

Nimmt man ein beliebiges Kurvensystem u=c¢ and v=c in der xy Ebene und ein beliebiges
Kurvensystem j==c und g=c in der &7 Ehene zn Koordinatenkurven, so geht die Gleichung

der aequivalenten Beziehung cinfach ither in::

- = . =
X cN exX Cy
- 5 ~ - S T e R
= 23 du 2n oy gy  fu
iy e —_ L= - = — o
(1%) dn  ev ov: 2o 25 oy g5 9

: - e
(=F S = i, =1 oA
i i
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Da hier zur Bestimmung von 2 Funktionen nur eine Gleichung gegeben ist, so lisst
sich in obigen Gleichungen eine der beiden abhiingigen Variabeln ganz willkiirlich annehmen,
also z. B. setzén in (1):

@) & = f(xy). ,
Dann bleibt fiir 7 noch eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren Behandlung
auf das System simultaner Gleichungen fithrt:

5 dy dx

B = — o = {n,

®) ot ot ‘
ox 3y

o

Man erhiilt 2 Formen fiir das [ntegral :

\ [ ay o
@) 1= |5— + F()
I E‘xl;"‘”
und :
dx 5
(#) e
: Exl"‘""'

Die beiden Formen sind nicht wesentlich verschieden: die Klammern unter dem Integrai-
i

y : ‘ of SR 4 s 2 .
zeichen bedeuten, dass in (4) in dem Ausdruck -~ fiir x derjenige Wert in & und y einzu-
. 3= :

setzen ist, der sich aus (2) ergiebt. Analog in (4').

Das allgemeine Infegral der Differentialyleichung (1) enthdlt also 2 willkiivliche Funlk-
lionen, cu deren Bestimmung Nebenbedingungen notwendig sind.

Die Bedeutung von f ergiebt sich sofort:

flzy) = ¢

stellt die Kurvenschar dar, welche in der xy Ebene den Parallelen zur 7 Axe entsprechen.

Einfache Abbildungen, die sich aus bestimmten Werten der Funktionen f und F er-
geben, hat Schellbammer l.c. untersucht; es handelt sich bei ihm im wesentlichen um die
Bestimmung der aequivalenten Abbildung in der Weise, dass vorgegebenen Kontouren andere
bestimmte Kontouren entsprechen, Die hauptsiichlichsten von ihm untersuchten Abbil-
dungen sind:

=x, 7=y F(&);

L1y
[

. y.
i~ px, § = P'.
§=& - ax + by, v = 5, + a,x + b,y, ab, — a,b = 1;
2 p xy
e = g = b

X P

> T O

;:;u e {ly, i? = ‘._’l[i-

Ehe wir auf die Bestimmung der aequivalenten Abbildung durch Nebenbedingungen
eingehen, sei es gestaitet, kurz dic Resultate der Tissot’schen Untersuchungen fiber eine
beliebige Abbildung einer Fliche auf eine andere anzugeben, soweit sie hier in Betracht
kommen, Tisgot weist nach:
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I. In jeder aequivalenten Abbildung giebt es ein und pur ein System orthogonaler
Kurvenscharen, das wieder auf ein orthogonales abgebildet wird.

9. In jeder aequivalenten Abbildung giebt es ein und nur ein System sich schief-
winklig schneidender Kurvenscharen, dessen Bilder gleiche Bogenliinge haben (,Automekoische®
Kurven). RS

Wir wollen im Anschluss hieran 1. die Abbildungen untersuchen, filr welche die
Parallelen zur x- und y Axe selbst dieses orthogonale System bilden, Tissot hat diese Ab-
bildung als rektangulir® bezeichnet ; ihre Behandlung ist im niichsten Abschnité enthalten,

Es sollen ferner jetzt die Abbildungen behandelt werden, fir welche die Parallelen
sir x Axe eine Schar automekoischer Kurven sind. Jede Strecke auf einer solchen Parallelen l

wird dann in der Abbildung in ihrer wabren Liinge wiedergegeben,

Die Bedingung dafiir ist, wie leicht zu sehen:

2z, ¢ oy *
®) G ) =

welche sich auch schreiben lisst mit Benutzung von (1):
=

- @ +G) =

Setzt man:
dy = cos ¢ d§ 4 sin oL d,
so folgt:

y = £ cos ¥ - 7 sin & o f(5 sin 4 — 7 CcO8 L) dob;

also das allgemeine Integral von (3) ist:

o e My w5 N e o r 1
(6) [y = Scos vy Lz sin L 4+ £ (@),
(%) = & sin & — 7 cos 4
Setzt man, um ein einfaches Resultat zu erhalten:
= f () = § sin 4 — 7, €08 4,
(7) : : Ay
f (L) = — & cos A — 7 8In A,
go folgt:
y = (6 — &) cos 4+ (@ — %) sin 3
und:
fhiar e
=l e =
also:
B e T e N
(8) e I ;_'-:l]_j- '—|_ {.’:n'_":m] .
Da nun: |
dz s b ]
X = |z— + F(y),
(=" e
=2 [&7]
. L=y
so folgt: .
x = y arc sin —= - F(y)
ader:
5 ey :
(9) x = I"(6—5,)* 4 (3—7,)* are sin T — -
. Y |
|




Diese Gleichungen lassen sich cinfacher schreiben:

[ 5 .. x— F(y)

£ — gy =¥ Bl - = o
(10 F ¥

l x — I (¥)

l": il e TR e

Dicse Abbildung ist kurz besprochen auch bei Schellhammer 1. c. pag. 7S.

Die rektanguldre Abbildung.

Es handele sich zuniichst allgemein um 2 beliebige Flichen, die auf orthogonale

enelemente gegeben sind durch die Ansdrilcke :

Koordinaten bezogen seien und deren B
ds? = Edu? - G dv®

und:
ds'? = B du® 4+ G/ dv'a
Die Gleichung der aequivalenten Beziehung ist, wie bekannt:
(0 o ol % . VEG
H cu oy gy ou Vi G

Sollen nun die Kurven, welche auf der zweiten Fliche die Kurven n=c und v=c¢
abbilden, ebenfalls ein orthogonales Netz bilden, so kommt die Bedingung hinzu:
; abl ) ) R
+; €U cli ; S ey
(2) Bl— s =t =)
! o ow i oy
Die Gleichungen (1) und (2) stellen zusammen die rektangulire Abbildung dar.
Die rektangulive Abbildung einer Ebene auf eine andere wird also dargestellt darch

das System:

A A VS e
e o ey ez of k
(19 s — a5
v ex oy oy ©ex
- - - -
ot e
o T i e S
) b
e =~ ~ ] - -
L ¢X <y °x oy

Das erste Gleichungssystem lisst sich in vielen Fillen auf das zweite reducieren, S0
besonders einfach in dem Fall, dass eine der beiden Flichen eine Rotationsfliche ist.
Es sol! deshalb Hier nur die rektangulive Abbildung ciner Ebene auf einc andere

untersucht werden.

Es handelt sich also um die Integration des Systems simultaner partieller Differential-

gleichungen erster Ordnung (1') und (2'), welches leicht auf die von Bonnet gegebene par-
tielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiihrt,
Wir setzen dazu den Vergrisserungskoeffieienten k gleich 1 und wihlen £ und 7 statt

x und y als unabhbingige Vevinderliche. Man erhilt dann tolgendes System:

o] -, ~ o)
cx oy o oy
I = v — ez =1
‘ J o o L o r
v |.,|"l L-‘ I._’




-~ -~ - -
X fack 1 X o
(24) P e e e L
= o= =i i‘]:f' I-".‘}-

Bezeichnen nun p, q, r, s, t die partiellen Differentialquotienten erster und zweiter
Ordnung von y nach £ und 7, so folgt:

gxrih g ) g A pai

3L pi+q? o pitq® s
y muss also der Differentialgleichung geniigen:

B( P ) 9( q

) e =\—= =) = 0.

eEAp +q* 57 L) P""I“‘f")

oder:

(3) pP*—q) x —t) + 4dpgs = 0.

Diese Gleichung, der auch die Veriinderliche x geniigt, ist bereits von Bonnel 1, e.
gegeben, aber nicht auf ihre Integration untersucht worden.

Um dieselbe zu integrieren, wende zuniichst die Legendre'sche Transformation an
und setze:

(y =08 + a7 — q,
(ﬂ ' & 2n 2u
E=—) 7= —~
. | "‘F G |
Man erhilt die Gleichung : ’
o e P 33“] 2%y :
5 Tl EY T ] = {)
®) Ul {,eps aqr) T A =0
Fiihrt man hierin 2 neue unabhiingige Veriinderliche ein:
}2“ = lg ¥Vp*+q* — arctg Ej,
(6) 1
28 = Ig Vp*+q° + arctg };;

so pgeht die Gleichung (5) iiber in eine partielle Difterentialgleichung mit konstanten Koeffi-
cienten :
2*n 2n u

Bl e SE

1
ik u
(7) %33 da 3P

und fithrt man noch als nene abhiingige Veriinderliche ein:

(8) v = ne — (&+F)
so erhilt man fiie v die Gleichung:

a2 »
©) L

o o
Zu derselben Gleichung gelangt Korkine, indem er ausgeht von der Differential-
gleichung :
T t
—_ —Ir—- el — G.
P q
Das allgemeine Integral der Gleichung (9) findet sich bei Poisson?) und Cournot?) in
dreifach verschiedenen Formen, welche stets 2 willkiirliche Funktionen enthalten. Indessen er-

!) Poisson, théorie de la chaleur. Paris 1835, Chap. VI, pag, 146 ss.
%) Cournot, Theorie der Functionen, bearb, von Schnuse, Darmstadt 1845, Bd, II, pag, 576 sa




scheint die allgemeine Lisung in viel zu komplicierter Form, als dass sie sich mit Nutzen
fiir die weitere Rechnung verwenden liesse; einfache partikulire Integrale finden sich bereits
in der Integralrechnung von Euler. Dieselben sind:

mo - npg

= 3 mn —-1;
und:

v = gin (m'e — n'f), mn’ = 1,

v = cos (m'e¢ —n"f), m"n" = 1,

Statt nun x und y weiter als Funktionen von & und % zu bestimmen, kinnen wir
x, ¥, £ und y als Funktionen der beiden Hilfsvariabeln ¢ und 2 bestimmen. Hierbei ist v
als bekannte Funktion von ¢ und 2 anzusehen,

Es war (4):

o fu b 3[:\'f,'“+"‘1_3 e e 1 1 T av\ fo o ek 2v\ 33| ¥
R T A ==k | Vi1 5 ot il M 23/ 2nl
-'|_'+ cp L8 ep o3 ep
Rl ) e I e . : I - ; :
Setzt man fiir . und = die zugehorigen Werte in ¢ und 3 ein, so folgt schliesslich:
':i) ('FI P
i f av oy ev dy
) gy S oy e e g} ol o S it el el Lo
(10) L — (_‘u Ry Eﬁ) sin (7--a) - (_\J C_‘”) cos (—a)
i i
und analeg:
oy oV 2y av
r [ s 7 T i PR G el
(11) 2y = (H'u + 5% T3 cos (f—e) — (31 - E‘r;) gin (f—a),
i
Ferner war nach (4)
2y = p.28& - q.27% — 2u.
Hieraus folgt:
gl ey
(12) 2y = ( _;-,)eru.—.
cf ..'4;’
Schliesslich war
b e ~_ N - PR
o= cf o= C
= 95 — P3 U35 — P
qds — ndn on dur 23 83
dx — I i ! = Tt E der -—}— — = ! {]Ir?.
P a P T q Pq°

Setzt man hier fiir p und q ihre Werte in ¢ und 3 ein und ermittelt die Werte der
partiellen Ableitungen von & und » nach « und 3, so folgt:

T T el
E:l:_"-'] 2dx = e "9(“'1'.".'I Ay F =

dx ist stets ein vollstindiges Differential; dje Gleichungen (10), (11), (12), (13) geben somit
die vollstindige Losung des Systems (1"), (2"). Jeder bestimmte Wert von v als Function
von ¢ und f, welcher die Gleichung (9) befriedigt, fithet zu einer bestimmten rektanguliren
Abbildung der einen Ebene auf die andere, Die allgemeine Lissung der Gleichung fiir v
lisst sich hierbei divekt nicht verwerten, wir wollen deshalb jetzt die aequivalenten Abbil-
dungen betrachiten, die den schon erwiilinten partikuliiven Integralen von (9) entsprechen,

P
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Gehe aus von der Partikularlisung:

(14) N e
Das System (10) bis (13) ergiebt:
£ = 2%t gin (B — @), n = 2% +8 B —a)
und ;
Yy — & 2(e + ﬁ':l, x — X, = 2(f — a);
also:
(149 £ = 2y sin x-;xllj 7 =2y cos— 0
oder:
£ s 5
(149 x—x, =2 arctg = e (&* + »°).

Das orthogonale Systcm," welches den Parallelen zur x- und y Axe entspricht, wird
also hier gebildet aus koncentrischen Kreisen und Geraden durch den gemeinsamen Mittelpunkt.
Den Parabeln : o

y = A (2{ — X, )2
wiirden in der £7 Ebene Archimedische Spiralen entsprechen,

Die Abbildung ist nur eindeutic und bestimmt, wenn es sich um ein Gebiet der xy-
Ebene handelt, in welchem alle Ordinaten positiv und die grisste Differenz der vorkommenden
Abscissen 4z ist. Der Streifen, der durch die Parallelen x=—2z, x=--27 und y =0
begrenzt ist, wird auf die ganze & Ebene abgebildet.

Auf ganz dieselbe Art der Abbildung wiirde die Partikularldsung:

v =-e"+7 (g — i)

fithren. Man erhiilt hier:
£ =V 2x—x,) cos (y—Fo)y 7 = ¥ 2(x—x,) sin (7 — ¥o)-
Die Lisung:
v=acos (f — a) -+ bsin(f— a)
ist itberhanpt nicht verwendbar,
Eine weitere allgemeinere Partiknlarlosung war:
(15) v — g MaTE, Sxvor mn—-1;

Das Gleichungssystem (10), (11), (12), (13) ergiebt hier:

22 = (m -+ n - 2) vsin (3 —a) 4 (n — m) v cos (§ — a,
2 = (m 4+ n -+ 2) veos ( —a) — (n— m) vsin (7 — @),
m 1

9y = (m - n) v e®d P Ofn S} (m + n) v p— Lo 1-6).
¢ Ll

Setzt man: Ne: _.‘;) [ ,-',)

m = ig -'l- — 2 = :1_‘!).{‘4 = 9]

wo also 4 einen beliebig zu wiihlenden Winkel bezeichnet, so folgt:

= A A
2v cos 5 : 2v cos = :
= o, A - & A =
f=———sn|-4+p—¢t), 1 = ———c¢cos |+ F—¢],
cos A 2 : cos A 2
;
: - i
ve* T # ve — (& + ) cot
— — X — X — L A LA
y cos 4 ’ ? cos 4




Fithrt man in der £ Ebene Polarkoordinaten ein:

£ = pcos &, 7 = p sin 7,
go folgt :
2y . cos X
D = i3 % — .l..|l = ‘ 1l 7 —a
SR O S O
und schliesslich :
(15"} / ?a _
i oot s o e
o e A T 1 (¥ ey s vix — x,) cos®
0= F2y(x — x,) 80 i, ¥4z — e e — cot A lp| f —=—— =
3 iz 2 2 2 sin A X — X 2] &
= ] cot or
und wmgekehrt:
=L - »
(15") 14 cosd g, & @\ ., ct‘}t)' f—cokh go 01 WA
1 /p cos 4 ("Tg — ) Be 2 /0 oos A (,‘ AR S
AR e e 3 X—X,— e .
> cos A\, A e endid ( A
2 cos 5 Jicos -
2 : 2

Bei dieser Abbildung entsprechen also den gleichseitigen Hyperbeln:
o el
koncentrische Kreise in der & Ebene und den Geraden J—=c in der letzteren entsprechen
parabolische Kurven:
A
P A ':-x =i }"u? i 2.

Das orthogonale System, in welches die Parallelen zur x- und y Axe iibergehen,

wird gebildet aus logaritmischen Spiralen'),

Wir untersuchen endlich noch diejenige Abbildung, welche vermittelt wird durch
das Intepral:
(16) v = sin (me — nf), mn = 1.

Setzt man hier wieder:

(T A T A
al— (-l_i{’ n:cut(_l—g,

(-]

g0 erhiilt man nach einiger Rechnung die Werte:
y=— el®+f) tg) cos (me —nff), x — x; = e (@+7) tg) sin (ma — 03 — i)
und:
cos A = sin (8 — ¢) sin (me — nf3 — 2) — cos (B — @) tos (me — nj),
n;‘Ef}.

Die Ausdriicke fir x und y als Funktionen von & und 7 werden hier kompliciert ;

CAT)

7 co8 A = cos (3 — @) sin (me — nf — A) + sin (# — «) cos (ma

setzt man wieder:
y E=opecosth g =p sin 7
und ferner:

oy
n® — T
ATt 2 b ara2i A il .
et —— Qlﬂ — pY COBTA — I, lgr:l = — -

Iu"' -:.'.I.'I'..i 24 + [I.a,.'-:'ij_‘.'.’ cas (?5 tg "-:) ==

1) Die beiden hier gegebenen Abbildungen hat Korkine ebenfalls mitgeteilt,




so erhiillt man schliesslich;:

e . ins | [(p? 1) sin A b ayaina | /(0T —1)sin 4,
l.I L;JJ }r = — B ('.-r: = 'E- {1;] S0 4 i I= 1 J £ ;X - X e e L=y =+ ,_.'] ain 4 t;"_ : ‘;] 1
& for

Die Bilder der Parallelen zur x- und y Axe sind also wenig einfache transcendente
Kurven, Den gleichseitigen Hyperbeln :
y(E—x)=c¢
entsprechen auch hier wieder koncentrische Kreise.
Blicken wir auf den eingeschlagenen Integrationsweg zuriick, so haben wir aus dem
urspriinglichen simultanen System:

S ax B

- " (=3 (el [+

(1") sl oA I |
éz o7 gn  es !
= { i/ >
A a =

B dx &y , ox &y

{."} ) e = 0,
w5 S, Y,

eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung abgeleitet:
(6] (p* — g ) (r — t) + 4pgs = 0,
deren Koefficienten die Ableitungen der ersten Ordnung enthalten und welcher sowohl x als y
Geniige leisten, Durch die Legendre’sche Transformation wurden nun p und q selbst als
neue Veriinderliche eingefithrt,

Nimmt man nun an, dass Losungen miglich sind, in welchen diese Ableitungen:
;t_, = :} nicht mehr von einander unabhingig sind, so wiirde die obige Transformation

hier nicht verwendbar, die weitere Intégration in der angegebenen Art hier nicht durch-

b=

fithrbar sein, Fasst man die Differentialgleichung zweiter Ordnung als Gleichung einer
Flichenschar auf, so wiirde der eingeschlagene Integrationsweg also unzulinglich sein, um
die in ' der Flichenschar enthaltenen abwickelbaren Flichen zu ermiiteln, Oder bleibt man
bei dem vorgelegten geometrischen Problem, so haben die erwiihnten Losungen folzende geo-
metrische Eigenschaft: Die Ableitungen von ¥ nach & und 7, also auch die ersten partiellen

x 3 8 BE &n o
Ableitungen von x, also auch umgekehrt die partiellen Ableitungen -2, -2, =% - hiingen nur
= o ¢’ oy Ox" oy .

von einer bestimmten Funktion t(x,y) ab. Sie bleiben also konstant, wenn t konstant ist,
d. h. wenn (x,y) sich aunf einer Kurve einer bestimmten Kurvenschar, (%7) sich auf deren
Bilde bewegt. Iiir alle Punkte einer solchen Kurve bleiben also auch:

2 ET-I SN [ 73N 8 AR
\.E | (b-.,t) i (c..}) ] i ¥y .-(y _) ] (u:,)
cx °x WoNex) cy Gy/ Ay
konstant ; die Tissot'sche Indilatriz jedes solchen Punlites hat TLonstante Awxen, also dic Defor-
nationen fiiv alle Punlkite ciner solchen Kurve sind diberall die ndmiichen.

Zur Behandlung dieses besonderen Falles gehen wir zuritck auf das System:

- -~ -y -
C

(1) s =1
ox ¢ BT E R
g5 2t &n &

ab e e Y
3x dy VEx &y

S A
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i

Diesem System wird nnmittelbar Geniige geleistet, wenn man setzt:

c= E',;.
(17) B 2008 9, 50 = — asing,
2z ko Cl 1
- = —8il@, = pcos¢,
L_‘}_. a 5’ ? c} a G{’
Es ergeben sich hieraus fiir a und ¢ die Differentialgleichungen :
d (sin ¢ d fcos L-’) 2 :
= = (acos¢) = 0 = — — (asing) = 0
= (29) — 2 weosy) ;cx(a+3§,t ¢) = 0;
aus welchen duwh Addition vnd passende Multiplikation folgt:
el 2a cw 1 ¢a
(18) so. = 85 e
X ey cy ;1.’ (o4

Bis hierher ist die Rechnung ganz allgemein; fithrt man jetzt die Bedingung ein,
dass die Ableitungen von £ und # nach x und y nur von einer Grésse abhingen sollen, so
ist diese dann erfiillt, wenn a und ¢ von einander abhiingen, also wenn:

==\,

o~
El) b ]

. 2w da
..|,' °x

Mit Hilfe dieser Glemhung e&]nlt man aus (18):
(A § —
3 (3}') = ( )
oder:

- o 1 2a
1 ok AR e
Das zweite Vorzeichen fithrt sofort zu Widerspriichen, Die Gleichung (18) ergicht

dann weiter ;

e L 12 el 1 1 %a
&x & o% ?'}?_“E“,
also:
4 ¢

wo c eine beliebige Konstante ist.
Fir das System (17) liisst sich also nun schreiben:

et ¢ 2y : c o5 158 c o 1
21) = =aceslgs, L= —a sin Ig— = = _sinlgS, L—"cos lg 2
ox a x a ey g a
Man sieht, dass:
) ?.’.-: 1 2 @
(22) ey oyt £ 100 Ly
cx §"!,' a (=59 Gy
und schreibt man die Gl, (19) in der Form:
: ‘]( )
[~
)
oy

s0 sieht man, dass Gl (19) die Bedingung d"lflll‘ ent"lalt dass es eine Funktion o qichl, deren
; T s o Ber T ; : :
Ableitungen nach den Axen die Grissen 5% und Ay sind, Dies ist also eine besonders
exX oV

&

=
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A

Lemerkenswerte Eizenschaft der zu antersuchenden Abbilduncen, Die Gleichung (22) lisst
<ich also als Differentialzleichung der Fuunktion o auffussen, deren allgemeines Integral ge-
seben ist durch das System:

o¢ o ¢ Y 3

(23) ¢ =ax 4 -+ £ (a), O=3—1 -+ f' (a).

«

Diese Eigenschaft, dass es eine derartige Funktion o giebt, ist fir die obigen Ab-
hildangen charakteristisch; sie tritt diborkaupt nur auf bei acquivalenten Abbildungen; beil kon-
formen nur dann, wenn dieselben kongruent sind oder sich durch Kourdinateutraustormation
auf eine kongruente reducieren lassen.

Wir kehren zuriick zur Gleichung (21).

n A
2y 2 9p . . o A
S e cind alle nur von der einen Girosse a abhiingig, welche ans der 2.
o3 cxX o L= el
Gleichung von (23) als Funktion von (x, y) bekannt ist. Fasst man in dieser Gleichung a als
veriinderlichen Parameter auf, so stellt sie eine Schar von Geraden in der xy Ebene vor und

~ o
L

der zugehirige Richtungskoefficient ist: y = a

Bildet man nun;

A o
4] 4+ 5 o
a_:]}} & ;:»,r’
df o5 i 1r| 35
x ' Y4 By
: : . : dy Sy i
so sieht man, dass fiir obigen Wert von y auch =~ nur von a abhiingt und fdr jeden be-

ds
conderen Wert von a konstant ist. Es haben also unsere Abbildungen folgende weitera
Eigenschaft:

s giebt immer in dér Xy Thene eine Geradenschar, welche in der &y Ebene wieder anf
cine Schar von Geraden abgebildet wird. Der Enveloppe der ersten Schar entspricht die Enveloppe
der mweitens fir alle Punkte ein und derselben Geraden sind die Deformationen bei der Abbildung
die gleichen.

Die Enveloppe der Geradenschar in der xy Ebene ist gegeben durch das System:

(2]

¥V = [T T B
0 =x — 5+ () 0 ==5+1'(@®
oder durch folgendes System:
3
(24) x=—2f@—f(a) y=— 2 ¢ (a).

Die Integration selbst bietet nun keine Schwierigkeiten, Es folgt aus (21):
C

- c o Aol 1 e
dé = a cos ]g;- dx S sin lg—+dy, dyp= —asinlg =t dx - 5 cos lg =2l dy.
o

a

d% und dy sind vollstiindige Differentiale; man erhiilt durch leichte Rechnung:
i N c
(25) £E—§& =" (ﬂm lg X

y ar ¢ = M B P iy {' :
5 - cos g 'L) [n f (a) cos lg = da,

¥ J
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- Y ¢ : c Jse ]l ¢
(26) N — G = ;L-(cos lg e Ig ;L-) |- Ja fi’(a) sin lg — da.
Hierzu gebiren die Gleichungen:
v : ¥y
¢ s PRI ey e i =0 [
(23) S S e flm)s S =rak e i f(a).

0a liisst sich also fiir diesen Fall die Rechnung allgemein durchfiihven; bestimmie
Abbildungen erhiilt man, wenn man der willkitrlichen Funktion f besondere Werte giebt. Die
cinfachsten Werte sind hierbei diejenigen, tiic welche sich die [ntegrale in (25) und (20) auns-

fithren lassen und die durch (24) gegebenc Enveloppe der Geradenschar eine einfache Form

annimmt.

P

I Die einfachste unter allen diesen Abbildungen, anf welche sich Korkine bei der
Untersuchung dieses besonderen Falles beschriinkt hat, erhiilt man, wenn man setzt:

v

(27) Hila) =il G = X L -+ k,
also:
Iy
n = e
X

Auf eben diesen Fall lisst sich mittelst Koordinateniinderung der Fall reducieren:

" n
fifa) = — m -

Man erhiilt weiter fiir f'(a) = o0

¢ — ¥ (sin lg =+ coslg ) ‘-’(1‘"‘ 'L“)
= = *- g lo—-— cos T 3 @ = — |cos 1 —— 8l I3
5 a ( Sa Sa 4 a g S
oder:
- ; S X 1 T ke
(27') £ = Vxycoslg ('-"1 \_)T 7 = F=xysin lg (C, .
Fithet man in der & Ebene Polarkoordinaten p,? ein, so folgt:
= ¥ X
p = Y=y, e = ¢/ =
[y
alzo:
FoyT i —F
tj‘“) y S I.rJe 3 v — ] cl .n[; &
C p
1

Logaritmische Spiralen sind also die Bilder der Parallelen zur x- und y Axe, wiihrend
den gleichseitizen Hyperbeln xy = A in der Z; Ebene koncentrische Kreise und den Geraden
dourch den Ant‘an:r__-lnp]_n]l\ in der Xy Fbene “IBdLL !xOIiCcIItthllb ':_Jl?la,c]l_n der '-f' Kbene ent-

sprechen. Diese Geraden sind hier die Kurven von konstanter Detormation.

i e &
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I, Betrachte ferner die Abbildung, welche entspricht dem Werte:
f(a) = — m —|-%—+ 2 a2,

Die Untersuchung dieses Falles lisst sich reducieren auf die Untersuchung von :

: £ oY, g T B
(28) f'(a) ——_—g-:r, e :I)‘-{—ﬁ-—,'—-lj—, 0 =x ““";',‘-:"j'g'a s .
Man erhilt also fiir a? eine quadratische Gleichung und :
e e B B e e
g o R T

Die zweite Wurzel ergiebt nichts wesentlich verschiedenes. Wir setzen ferner fest,
dass immer :

x* 4 2yg = 0.

Wir betrachten also nur die Abbildung des Teils der xy Ebene, der ausserhalb der
Parabel liegt. Diese Parabel ist zugleich, wie eine leichte Rechnung zeigt, die Enveloppe der
Geradenschar, welche in der & Ebene wieder auf eine Geradenschar abgehildet wird. Fiir
simmtliche Punkte einer solchen Tangente sind, wie bereits allgemein abgeleitet, alle Defor-
mationen konstant.

Man erhiilt weiter : V

Vi e o C gad c - [
: = = (Hlll Iz — -1 cos !gg) — 1o (q cos lg o — sin ]gu) 1
(28") :

5 C 3 c oSl C C

g =2 [coslp — gin] ) B[S il St ,._)

7 a(LS g, — in gal -+ ]U(‘:snl gﬂ—] -.m.!g_,a'

oder :
: (1 : c v gal - c : e ¥ 3gral
£ sin lg 5 -+ 7 cos Ig == - o’ & oos Iz ~ — 7 8in lg S —]‘:‘U— .
Hieraus folgt:

S c ¢ c ; ¢ 2aat
(28" g(}:-ll:l }gu. — coslg ‘;) + 3 (cos ]g;R -} sin Ig :f) = ’“) .

Dies ist die Gleichung der Geradenschar in der & Ebene. Ihre Enveloppe ist eine
Archimedische Spirale.

Die Bilder der Parallelen zur x- und y Axe sind transcendente Kuarven von kompli-
cierter Gestalt. e B

III. Geht man aus von:

; k
(29) fia) = at’ »
so folgt:
o O e
(299 0=x af adi
also: D X
s YV —d%kx 2k
a” = _'9_'__

2x y F j”“:;f"-’_._., dkx
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e R e

Wiible das obere Vorzeichen und setze fest, dass immer:
v — 4kx = 0.
Wir betrachten also wieder nur den Raum ausserhalb dieser Parabel ; dieselbe ist die
Enveloppe der Geradenschar (29'),
Ferner folgt:
g = :‘i(lﬁin]gi - cos lg z) — 13!;:‘. (3 cos lg : -- sin lg (i)r
(204

¥ ( I c in (¢ ) b el ( 3 gin 1 c l L‘)
N = epg il — — BIn 19 =T i O BIRAAEE — — COBI &
ff a L = a " 10 a8 2 o = I

Die Gleichung der Geradenschar der &; Ebene ist:

¢ ¢ ¢ ¢ 8k
291 E(Sinln'-— — co8 Iz ) -y |cos lg — - sin | ) _
( ) : - o n e 9 5 4 2 a 10a°

£
Thre Enyeloppe ist cine logaritmische Spirale!

IV. Wir setzen weiter:
2b

30 flla) = —: (b eine Konstante)
( ; )
i -
a ergiebt sich aus der Gleichung:
(807) O = e e

v
bt xy -+ b*
Wiihle das obere Vorzeichen und setze fest, dass:
Xy _|_ b? = 0,
Es wird also hier derjenige Teil der xy Ebene abgebildet, welcher ausserhalb einer
gleichseitigen Hyperbel liegt, Diese Hyperbel ist wieder die Enveloppe der Geradenschar.
Man erhilt ferner:

s . b Ll (o ¢ y
(30"} £ = (1 —_ 21)) sin ]gg - o 808 lg R e (---

c T c
i Eb) cos lg — — = sinlg —.
& & &€ & Y

Die Geradenschar der &) Ebene hat die Gleichung :
(3 (cos Ig E:—— sin !gi) —7 ( sin lgi ~- coslg :) = 2b,
Ihre Enveloppe ist der Kreis:
£ 4 z% = 9L
Fithrt man in der & Ebene Polarkoordinaten ein,
B mensit; = prAint ik,
so folgt weiter:
p? = 2 (Bb® - xy).

Allen gleichseitigen Hyperbeln, welche die Axen zn Asymptoten haben, entsprechen
also koncentrische Kreise.




e S

Setzt man ferner:
Voif sy +b _ VipE—2b%) +b
VbE + —_b Vip*—2vh) —b
so folgt:
WA D i AL A
(3[}’”) X = = (lf {.{:’rg — 2b%) --—!}) et — 3’, y=_¢ (f p* —2b%) - h) C_('*'_"’\].
Fiir x—c oder y=c erhillt man also hieraus die orthogonalen Kurven, welche die
Bilder der Parallelen zur x- und y Axe sind.

V. Geht man aus von:

(31) f(a) = ka oder: f'(a) = =5

so erhilt man fiir a bereits eine kubische Gleichune; die Enveloppe der Geradenschar der
o

xy Ebene ist eine kubische Parabel.

e

VI Man kann endlich den Wert der willkiirlichen TFunktion f, der Griisse a und
die zugehdrige Abbildung dadurch zn bestimmen suchen, dass man eine bestimmt vor gegebene
Kurve ah Enveloppe der Geradenschar der xy Ebene wil hlt.

Sei dies etwa eine Ellipse:

- }
= b 0y Yo
(32) m? o ;13 S

oder:
x = m cos ¥, y = n sin ¥,
Die Gleichungen (24) ergeben:
a®f"(a)
9

ey a f“ (a
= —ngind, fa)- } — meos 7,

Es folgt:
" ¢ n . g
! (a) = — m cos ¥ - 3 8D i,

also:
3 : 3
a ! ’ n gdioe B3
= f'(a) = (rn gin ¥ -+ — cos 1?) :." '(a) — n sin ¥
2 B 2 v
| and :
3
St f'(a) = — n sin ¥
5 : :
Also :

I : n e al
| (m gin ¥4 -} —; cos a_!) #a)-— = 0,

Da ¢ nicht konstant sein kann, so folgt:

: n : 3
{82/ maipd L = cog? = 0, dgi=——-=u«
) g e e T ma?
Es ergiebt sich nun leicht:
(32" f'(a) "m?af 4 n
Ll a®

' T gt e B b e e Ry g S e T T



und a folgt aus der Gleichung:

A T L

i I V8B e

s DA G
@ H

Diese quadratische Gleichung liefert dann den Wert:

= 1 I : /%2 _'I e 1
gt — . — . ixyLmanl|f— =5 — 1
%2 —m? | m* n® i
Die Integrale, die in den Ausdritelen fiir & und # vorkommen, sind hier allerdings
nicht aunsfithrbar,

A

Die aequivalente Abbildung im Zusammenhang mit den
Flichen konstanter Kriimmung.

Die Theorie der aequivalenten Abbildung steht in einfachem Zusammenhang mit den
Flichen konstanter Kriimmung. Denkt man sich eine beliebige Fliche auf die Gauss'sche
Einheitskugel nach dem Prinzip gleichgerichteter Normalen abgebildet, so gilt der bekannte
Satz, dass die Abbildung konform ist, wenn die Fliche eine Minimalfliche ist.

Aus dem Begriff des Kriimmungsmasses folgt sofort, dass die Abbildung aequivalent
ist, wenn die Fidche konstante Kritmmung hat wund wmgelehrt,

Die Frage nach den Flichen konstanter Kriimmung ist also gleichbedeutend mit der
Aufgabe, die Flichen zu finden, deren sphaerische Abbildung aequivalent ist.

Diese Betrachtung lisst sich verallgemeinern: Die Fliichen, die mit einer gegebenen
in allen entsprechenden Punkten gleiches Kriimmungsmass haben, sind zugleich diejenigen,
die auf die erste nach dem Princip gleichgerichteter Normalen abgebildet, eine aequivalente
Bezichung ergeben.

Diese Flichen sind bekanntlich Biegungen der ersten, wenn die erste Fliche konstante

Kriimmung hat.
Seien nun x,y,z die rechtwinkligen Koordinaten einer beliebigen Fliche; die Einheits-
kugel sei dargestellt durch:

(1) £ = cosd cosg, 7 = cosdsing, 5= sin 4,
(19 42t 4 dy? - 2% = di® o cos? do®
Sollen sich nun die Punkte, welche gleichgerichtete Normalen haben, entsprechen,
so folgt:
oz oz
(2) e : 2y il
—— — = — 03 4 C0B ¢, . = -— C03ABID Y,




20

i s

ARt oSz e - = 8in'd
2) fia=N2 PRy P
= o ¢l
& [E) + () +1

[ \ex ay

oder:
ez . 2z A

(29 — = —cot A cos g, — = —_col A sIn ¢,
¥ ox ! °y :

Soll eine derartize Funktion z von x und y miglich sein, so folgt eine Bedingungs-
gleichung fiir x und y als Funktionen von 2 und ¢, niimlich:

A -,

S 5 ; exX cy ox - ey
(3 gin 4 cos 4 (—- 8in ¢ —— - eos @ ;‘) - (cos ¢ — = sing 2 ) = 0.
{ a 31, Y 3 ? 20

Diese zuniichst beliebize Fliche ist nun von konstanter Kriimmung, wenn die Ab-
bildung aequivalent ist, wenn also die Bedingung hinzukommi:

ox oy ox oy k cos A

oder:
&x oy ox oy L0
(4) — =t — . — kdind cosid,
oA =] ) (et (=7 4

Hier ist k das Verhiltnis entsprechender Fliichenstiicke anf Kugel und Fliche, d, h,
die Kriimmung der Oberfliche. k kann bier sowohl positiv als negativ sein,

Die Ermittelung der Flichen konstanter Kriimmung ist also zuriickgefithrt aunf die
Integration zweier simultaner partieller Differentialgleichungen (3) und (4). Diese in Ver-
bindung mit (2°) liefern die Koordinaten x,y,z der gesuchten Fliche als Funktionen von 4 und ¢.

Vor der weiteren Behandlung sei zoniichst auf zwei Sitze aus der Theorie der
Gaus'schen Abbildung hingewiesen:

1. Die Tangenten der Kriimmungslinien auf der Fliche sind den Tangenten der
Bilder auf der Kugel parallel.

2. Das System von Kriimmungslinien auf der Fliche hat zum Abbild ein orthogonales
System auf der Kugel und wenn man die Minimalflichen ausschliesst, so hat nur das System
der Krilmmungslinien diese Eigenschaft.

o i

Wir wollen nun die Gleichungen (3) und (4) benutzen, um einige besondere Flichen
konstanter Kritmmung abzuleiten,

I. Wir fragen nach denjenigen Flichen konstanter Kriimmung, auf denen die Kurven,
welche den Meridianen und Parallelkreisen der Kugel entsprechen, ein orthogonales System
bilden, also Kriimmungslinien sind.

Diese Bedingung driickt sich analylisch aus in der Gleichung:

ox ox dy oy

5 o L= 0,
(5) 3l Qo 2l

Aus (8) und (4) erhiilt man nun:
2k : ox ey 2x . . 1 ex A s
(6 (f- sing .~ - coag = ) - =k sindcos 4 cos ¢ — — ,--——:(C{JS 5 ——sin @ )=
) T ap T das 94 & sin 4 cos 4 ¢ f:"m_f " e fop
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P

und :
ex v\ ey 1 ex ey\ 3y
(6! (— sin ¢ Los ¢ ) £ — k sinZcosdsing — —— ——.(c-:}s ¢ — -+ sing = =
< :] i t.-: + ¢ ;\E_.. 24 i 5'31“1’. cod A 7 ?';-ﬂ—}—' 5’ E}','. E't,"
T Pk e e R 2 ; e
Multipliciert man (6) mit -, (6') mit 5~ so erhiilt man mit Benutzung von (a):
ClY el
ox . ey [y v\ 2 o

) (co:-; ¢~ - sing 3 ) l(q ) = (,, — k sin®4 ::o.fsw?.1 = 0.
= -:t::' F(‘_,'- 1 C'lF." LIE_;-" I

Da man auf Widerspriiche stosst, wenn man den zweiten Faktor gleich 0 setzt, so
folgt hieraus:

Ex e repy
(8) cos ¢ ;\- Seine = = 0.
\!l':' Cl'r'.
Aus den Gleichungen (2") folgt dann:
(9) = =0,
! 2
Aus (3) ergiebt sich weiter:
L oy
— BN 8= = U,
(10) sing -+ cos ¢ 5 0

Es lassen sich nun x und y als Funktionen' von 4 und ¢ bestimmen. Die Glei-
chungen (8) und (10) ersetze durch:

(¥ ]

(=% I &
o U cos g, — = — V sing,
- A " ol :
(11) 5 :
oy oy
L — U sing L — V cose.
E‘{'I B ot J ::‘L.! F
Dann folgt aus (4):
UV = k gin 2 cos 4 = kL
also:
- - )
&x kL x V s
. — —— ¢O05 @ — = — in ¢
a.’. \ il 2w Pl
(11°)
ey kE ey v
_— = - 81N ¢ e co8 @,
TR s e %

Hieraus ergeben sich 2 Bedingungsgleichungen fitr V, nimlich:

kL &V oy kL
D R e
Also V ist nur Funktion von  und zwar erhilt man:
V? = k ein?l 4 a. (a eine willkiirliche Konstante)
Also:
°x k sin 4 cos / &x e
o —————— CDB.{, = = — Vksin®l +a.sin g,
f ca VEksin®i+a op
- RO Y — Yksn¥+a.cosg
T kR, g ]
also:

(12) x =Vksnita cosp, y= Vk sin®l+a - sin @,
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Da z nur von 4 abhiingt, so folet ans (2'):

dz R Tl v
— = — COLA [ COB & — — Bl (7 ==
dd g L9

und:
et s I!c ens?d d 4
(129 g=—|o o L L.
JT" ksin®i--a

Die Gleichungen (12) und (12') enthalten das Resultat :

Die cingigen Flichen Tonstanter Krivmmung, deren Krivmmungslinien bei der sphaerischen
Abbildung in die Meridiane und DBreitenkreise der Kugel dibergehen, sind die Rotationsfldchen,

Zu denselben Gleichungen (12) und (12‘) kommt man natiirlich, wenn man direkt von
der Gleichung einer beliebigen Rotationsfliche aunsgebt.

Setzt man in den Gleichungen (12) und (12") entweder:

1
k = —
+ =
oder:
;: e b —1;1
=

so erhiilt man die Rotationsfliichen, welche auf die Kugel und die, welche auf die pseudosphae-
rische Fliche abwickelbar sind.

B

II. Es sollen zweitens die Heliloidflicher Lonstanter Kritmmung bestimmt werden,
Die Gleichung einer beliebigen Helikoidiliche ist:

(13) z = md -} F(p), = = peosd, y = p sindh
die Funktion F ist zu bestimmen. Die Gleichungen (2') ergeben:
o} . 8p -
m — -+ F'(g) =~ = — cotd cosg,
oy s h
cr} - 1_‘" ., 2n t_ 5
m — - F(p) -t = — cotl sing
ey | i-l J:I‘__.y ‘lj
oder:
Ty e ;
— — sin ¥ 4 F'(p) cos ) = — cotl cos g,
17 H
(14)
m R s
cos & - F'(p) sind} = — cotid sing,
Jfl
Es folgt dividendo:
. — m tx? - p F(p
(15) Elbmr Pzl e l ) = cot ¢,
: m - p F(p) tg ¥
Setzt man also:
(16) p ¥'p) = m tgq,
T so folet: : T
(15%) 2, V=0 -9 —=
Aus den Gl (14) folgt, wenn man quadriert und addiert:
2 m* LN e
(17) — + F0)? = cot 4.
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Also ist o nur von A alliingio, also auch q nur Funktion yon 4, Der Wert von p

ergiebt sich auvs der Gleichung (4), es folgt aus ihr:

dx oy gk .
ey b L . = k sin i cos 4}
oA c A
also:
(18) pf =ksin*l 4 a.

Die Bedingungsgleichung (8) ist jetzt von selbst erfilllt. Damit ergiebt sich nun auel
leicht der Wert von F(p):

0 i | [ el m*
(19) F(o) = ||/ e 1 dg.
| : i
Je nach dem Vorzeichen von k ergeben sich hieraus die Helikoid{liichen von konstanter,

positiver oder negativer Krimmung,

P P P

Wir haben bisher dié zu Grunde gelegte Einheitskneel an f ilire Meridiane und Parallel-
kreise bezogen und die Koordinaten der Fliche konstanter Kriimmung als Funktionen von
= )
4 und ¢ dargestelit, Die Untersuchung soll nun in folgender Weise erweitert werden:
Wir denken uns die Oberfliche und die Einbeitskuzel auf dieselben Paranmeler u, v
bezogen, welche auf beiden Flichen ein orthogonales System bestimmen, also fiir die Uberfliche

selbst die Krlimmungslinien ergelen,

Seien jetzt x,y,z die Koordinaten eines Punktes der Einheitskogel; 54,0 die des eni-

sprechenden auf der Oberfliche, dessen Norwale also mit der Normale des ersten gleich-
gerichtet ist.  Hieraus folgt:

E a2 = e v
(20) e =
oz Z & @
und hieraus die Bedingungsgleichung :
X ¥ X ¥
o= . (-} =2 o— ST G
(21) z %5 %z o BENG S T
dv  du v 2u du v ' eu ov

Die Gleichung der aequivalenten Abbillung wird dann:
A A %V BG
= “i og ey & A

= = ———
du ov ey fu 13

250 o=30)

Die Bedingung dafilr, dass u und v ein orthogonales System auf der Fliche geben,
ist ferner:

95 T e K i e (A L v Y=o,
5 T 3 L ) v 3 L )

2n oy du oy u =]

Wo .

)
==d

\?;.' :;_' =i
und ¢ dureh == und = ang,
i ay av

Driickt man nun auvs (21) und (22) die Ablsitungen
- - du

A




g
2]

R

selzt diese Werte in (23) ein und benutzt die bekaunten Gleichungen, die fir eine
auf ihre Kriimmungslinien bezogene Fliche gelten:

oz ox as 2x

] 2 = bt

(23) =T — =T
ou 0 ol oy ¥ ov

und die analogen fiir #,&, so erhilt man nach leichter Rechnung:

% 5
o— Az o= -
s & (= = i 3
(24) e =0,
ol L e oV
X
BEl s o=
(25) Se e
dy  “u gv. °n :
Diesen beiden Gleichungen geniigt man, wenn man setzt:
n}. -\x '}.}r ﬁx_
(9 ez ‘z & ‘2 3z “z & “
(26) S =Py e Pty i e L
E = = : ~ - = 3
<1l v ¢l ey cV €l eV cu
die Gleichung (22) giebt dann:
i
L. Z
(26°) BQ = e
k
Setzt man also:
127G : Q Rz*l2 :
= Bk e —— L
VEG FEG
je nachdem:
1
k —— e ==ty
R*
so erhiilt man:
i X
Nn ad 5 3
8g Cz o Rz*G ©
= = oty =2 = = — B0l
2 CA cu ¥ EG c
ol t
) o T ST g gL
s RZ'E'A ¢ Yo Eﬁl R'A‘E t %
et e e e L S S i) i
Rl s R U] R T &7 %
und nach kurzer Umrechnung :
% R cot 2 % - Rt o
— =Reoty—3; == = =+ o g B
cn Tl & et
- -, =y -
el an ey an c
(26") 1 —ReotyL; o =+ Rigyz-
cn el oy (=i
i s A -
(- i o7 o CF
= =Rieolr=—1 = R
eu fan? v g1 ey

beliebige

e

o

Diese Formeln in Verbindung mit (23) enthalten zuniichst das erwartete Resultat,
dass fiir die betrachtete Fliche das Produkt der Hauptkriimmungsradien einen konstanten,
positiven oder negativen Wert besitat; sie weisen ferner darauf hin, dass die Ermittelung der
Flichen Tonstanter Kriimmung fihrt auf die Ermittelung des ovthogonalen IKurvensystems auf

der Kugel, welches bei der Gauss'schen Abbildung den Krimmungstinicn entspricht.
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Fine vollkommene Analogie fiir die Behandlung der Flichen konstanter , negativer

und positiver Kriimmung erhilt man, wenn man sefzt:
T = R coty, r, = R tgy,
respective :
4 ety B e . ey " B
o= R coth 7, , Jod— R teghy, .

Die weitere Untersuchung soll sich deshalb hier auf die Flichen negativer Krimmeng

beschriinken.

. s T 4 : i v gk ot
Bildet man aus den Gleichungen (26'") auf doppelte Weise die Ableitungen - .
b ) ol o

g0 erhilt man durch Vergleichung und Addition:

\12E D
(27) (tutr i 1'5"}"]_1_,5" =77 '-]:]IJ:; c‘:r i
und:
(m” )l G
: ot fagy e pan T
und hieraus die Formeln fiir die Fliche negativer Kriimmung :
(28) E = f{(u) sin®;, G = F(v) cos®.

Diese Formeln und die allgemeineren fiir alle Flichen, zwischen deren Hanpt-
kriimmungsradien eine Beziehung besteht, sind 1863 von Weingarien gegeben worden.

Fiir 7 selbst lisst sich leicht eine bekannte Differentialgleichung aufstellen,

Es bandelt sich also jetzt um Ermittelung eines orthogonalen Systems auf der Kugel

(n=c¢, v =¢), fur welehes:

Al e P
dx\* (.'\-)u ; (cz)* = oy
| o 1 i iy = P
2 e -\ = — S g
(cu) ) Ll L cn LR gk

ox of dr | gy %z o
(29 Sa. 3¢ " n oy i dn v g,
a2 | eyNF T 2,
(:\') B (?u') = (E'\.-‘) A
Setze hier: s
(30) Vi(u) du = de, ¥ E(v)dv = dg,

so folgt:
! ex\® g ox
(299 \:(, ) = BT, \ -
: /[ \ee [eu

Wir setzen nun wieder :
X = Co8¢ co8 A, y = sing cos4, % = sind;

Gl 0¥
ol M
I
=

-
~1
o
Tih
=
"
i
Il
o
=
@
-‘_I;."_'
o

dann folgt:

o 7oy 8 3N 2 i
€03 A \[) -+ ] gin®y,
2t g
oBm P o4 8l :
(20 cos ¥ — ¢ = — — =0,
‘e Pl da ¢
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Dicses System lizst sich ersetzen durch:

; ; &/
= g joEnE, — = — 03 } CDY £,
orr o
(50)
B A 7
, £ - L ¥
cos /.- =siny cose, co8 4 == ==cos y sin =.
ct l"l.]'
Hicraus ergiebt sich die Bedingungsgleichung :
"~ 5 N ~r
o ce o . cs ¢ ; .
(31) — = — — trdginycose, — — -~ — ) cos psin e
S & g o8 T Bl L o
und hieraus fitr y die bekannte Gleichung:
8% dir :
(32 = = ST 008 T,
e "') i el3® { r

Wir wollen nun die bis hierher allgemein gefithrte Untersuchung beschriinken und
festsetzen, dass 7 efiwa nur von 3 ablidngig sei. s wilrden dann also auch die Grossen E,G
und die Hauptkriimmungsradien der betrachteten Fliche nur von 2 abhiingen, auf einer Kurve
f=c also konstant sein. Wir fragen also nach denjenigen Flichen Fonstanter negaliver
Kritmmung, fiir welche auf allen Kurven der einen Schar von Kritmmungslinien beide Heaupt-
Tritmmungsradien fir sich lonstent sind.

Fiir 7 ergiebt sich in diesem Fall:

" dy : 3—Dh :
(329 fe = ~— BN 7 CO8 T, r=am' (b und m konstante):
' o’ m : -
also
i—h i—h
E‘ :all'J — ¥ (g — -
m m
Die Gl. (31) geben dann:
~ 1 -

o= dy R 2e 2 :
(31 = -— — te Jsin ycos s — = — to} éos 7 8in £,
8L et dj ¢ 4 a3 !

Wir tithren statt 2 eine neue Verinderliche ein, @, durch die Glechung:
i ) a2
(33) df = dw . tgy.
Dann ist:
%
[ =

(31") :

2
Lo (2]

|

= —tg/isin; sine¢

und fiir ¢ folgt die partielle Differentialgleichung erster Ordnung:

(34) G . u. RS dy

2 ) ~df
Die rechte Seite Lisst sich auch als Funlktion von @ ansehen, Aus (31') und (31"
folgt aber noch ferner die Gleichung:

i -3

diE o lang :

e ()
(117

(39)

coet

und aus diesen beiden lisst sich nuno ¢ und damit dor Wert der Ableitungen von 2 und ¢




nach ¢ nnd 3 vollkommen bestimmen. Die Integration von (84) ergiebt nach einiger Um-

rechnung :
(34 = te (V1 Z5in % tg ¢) - f (siny gin e
(84" ¢ = m,arctg — m?sin % tg £) - f(siny sin ).
¢ also ist durch 7 wund & ausgedriickt. Nimmt man entsprechend auch in (35) ¢ und @ zu
unabhiingigen Veriinderlichen, so geht die Gleichung (35) fiber in:

& 2% e S co ;o e & 220 a2
(3-'-?:} = B 1—;,"..(1)=—1.,(q')'
. e = CSO) Cfu' CF o™ cE cE" =il

Setzt man nun hier die Werte der Ableitungen von ¢, die aus (34%) folgen, ein, so

erhiilt man "eine Differentialgleichung zweiter Ovdnung fiir die bisher noch willkiirliche
Funktion f. Bezeichnen wir das Argument von f der Abkiirzung haiber etwa mit q:
(36) q = &in y sin ¢,

so lautet die Gleichung, die fiir f entstebt:
% A q(l—m%q)
(37 T :
37) (@) =

Diese Gleichung lisst sich integrieren; die Substitution:

f'(q)* =F(q)

9 )= 0.

A i

%q) — 1

— m*q*?

ergiebi:
i 1 i q (1 — TIISL] *'] % i 2m :!rl 2y
| 2 = e SN F(q)*— I;m:[i-:Fl‘]J =0

und setzt man:

A @(q)’
so folgt:
; T i m*q 2q(1—m2q?)
el i

Diese Gleichung aunf bekannte Weisa integriert, ergiebt:

t.l_'_";n;_i.l:J L[l “+c (1—111"’[1"'_']—];

Cla)isi—r

also:
F(q)) X At em?
f'(q)¥) — (1—m*q")*[l4c(1— Irifrlﬂj_

Also ist:

ot g *dq
[*?Hr_] f‘[f' ]' T I —111 S et
& J(1—m¥q?) Vem?q® — (e 4-1)
| Soll f(q) reell sein, so muss sein:
o em®q® — (e-1)>0.

| Da q seiner Natur nach ein echter Bruch ist, so kinnen wir 2 Fille nnterscheiden:
A) c==La% ey folet:. m=1;
B) c=—a,% es folpt: m<1.

Dic Integration verliuft in beiden Fillen analog; von der Integrationskonstanten
liisst sich absehen.

Im Falle (A) setze: g2 !

~ (m*— 1) sin®h’




im Falle (B):

Ryl sin’h,
1= T=umt
Im Falle (A) folgt: i
i & Vm?Pg?—1— (m®—1) sin®l
(38) f(q) = — m aretg —————= : — —
m ' m?—1 sinhgq !
im Falle (B):
3 i m 11 — m®(
(38°) f(q) = m arctg 7 . - —

sin®*h (1 —m
Es soll hier nur Fall (B) weiter behandelt werden (m < 1).
Setzen wir zur weiteren Abkiirzung noch:

: 4 St g — —
(39) p =11—m'sin'y, Gt
go ergiebt sich aus (84"):
o — o
a—a mm' pq ta;s—? [l—-1|1-¢|,'].-;,1|r1!- - m'?
'{g e LS T B e e . = : — -
m mm'q - p ig:]‘ (1 —m*q? gin*h —m'*
Detze :
o« —
40 6 = —
(40) : m
so folgt weiter fiir ¢ als Funktion von @ und 7:
(41)
; C . COS (f m m’ 8in y — ¢ p sin @
FIIiEEs e — —— — ) COBE = —————— e 1
V' (mm'siny —pesine ) - V'm m’siny - p csin g )® 4 ¢* cos*
WO 3
¢ = ¥ &n®h — m",
Ferner:
. & Ty x 0 o o S
o m'p - mesnysine . ¥ (mm'siny — ¢ psing)? - c’cos’a
(42) sin i= £ : 1, cusff.:—r“—'ﬂ-——-—'_—- B o 1
- sinh sin h
ndlich ergiebt sich:
(43)

msgin y sinh . cosn, pc—mm' sin y sin ¢

810 = e — - — =
¥ (mm'siny — cpsina, )¢

Da nun 2 und ¢ als Funktionen von ¢ und y bekannt sind, ergeben sich auch leicht

die Werte von x,y,2, niimlich :
m' p - m ¢ sinysing,

(44) pe—mm’sinysin ¢ :
e T e 3 e B = 1m Bif 7 CO8 & Fe— =
/ sinh J ! e ginh
Hier ist also:
= ie & 14 _“n o . H |5 a P |
m<]l, mi¥=1l—m% o= ;0 c?=¢gin*h—m'3, p?=1=m%in"7.
m
Hieraus folgt, dass:
(45) cx+m'z=¥l—m?sin®y sinh, —mx-fcz=m sinh siny sing

und demnach:
- —m X +cE y
(45%) - e S e i )
. y .

————————1 COR = ———— e

cos® ity V' mm' siny —ecpsing,)® 4 ¢’ cos® ¢

-

%"
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Die erste Gleichung sagt, dass die Kurven y=c oder ff=e¢, alzo die cine Schar der
Kriimmungslinien auf der Kugel in parallelen Ebenen liegen, welche der y Axe parallel sind,
Die Schar von Kriimmungslinien auf der Fliche liegt also auch in parallelen Ebenen; ihre
Bilder auf der Kugel sind Kreise.

Die zweite Gleichung zeigt, dass die zweite Schar des orthogonalen Systems auf der
Kugel grosste Kugelkreise sind mit der gemeinsamen Axe:

i
In

Die zweite Schar von Kriimmungslinien auf der Fliche muss also auch in Ebenen
gelegen sein, welche eine gemeinsame Schnittlinie haben,

Da also die Kriimmungslinien der gesuchten Fliche in der sphiirisch aequivalenten
Abbildung Meridiane und Parallelkreise zu Bildern haben, so ist, wie oben gezeigt, die ge-
suchte Fliche eme Rotationsfliche. Nimmt man in der & Ebene eine Drehung vor und setat:

— m' §-}eg =& sinh, ¢E-m =7z sinh,
so wird die Gleichung der Rotationsfliche selbst:

SR o it a— : sin®rdy
(46) & =Rmecosysin— —2, 7 = Rmecosycos——2, = [r gl o
1t m “ 1 — m®&in®y
Dies ist der hyperbolische Typus der pseudosphaerischen Fliche.
Ebenso ergiebt die Rechnung ganz analog fir m < 1 den elliptischen und fiir m=1
den parabolischen Typus,

Fiir die Flichen konstanter positiver Kriimmung ist die Rechnung ganz analog, wenn
man hyperbolische Funktionen einfithrt. Man erhiilt also ‘das Resultat:

Die Rotationsflichen konstanter Kriimmung sind die einzigen Flichen Fonstanter Kritmmung
von der Figenschaft, dass auf ciner Schar von Kritmmungslinien beide Hauwpthribmmungsradien fiir
sich lonslant sind.

Mulheim (Ruhr), Marz 1891.
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