Neber die Definitionen des Wintels und ver Paralelen,

Bic Onfichten ber Matlematifer qelen davitber auscinanver, ol uno joie wett man i der
Gieometrie pon der Borftelhimg der Bewegung Gebrowd madien barf.  Die fogenannte frenge Schule
perwitit Dieje Torftellung alg eine Vermmeinigung ibrer Wijjenjdaft, indem jie ald el
Gheometrie aubdffiged Princip den vdaumlichen Givifienbeautff Teftaehalten wiffen will. Mnoere, namenilich
wenere Mathematiter nebmen dagegen dic | ! auitg in uehe ober minder auagepehniom
Mafe s Pilfe, um mittelit derfelben ju Horer Auffafiung und ridtiger Crtenninip ver NRauwmge
bilbe 3w gelangen. Natiiclich it in der Gieometrie diefe Borftellwrg nue in theer einfaditen AUbjivaction
tatthaft, edtglicdh ald Bevanderung cines Lrtes (prog ¢ Weweauna) oper cimer Hdiung (orehenoe
Beweaung), alfo i Gegenjape sur Medianit entfleivet der Mebenvorjtellun Materie und Hreaft
Towie ohne Ridiicht auj die Beit.  Glidlider Weije Hanvelt ed jidh in De Sireite wm bie alleimge
Bereditigung der effieven over bie Juldfjigicit ber [ebteven Vorjielung mebr wnt eine Beincipienjrage,
o3 Dah Dic Ginnabme ifencs engeren pder diejes iweiteven Standpunties pi frijeh fitr oen Hufbau
per Wilenichaft von jo echebliher Tragweite wire, ald o8 v [eidht Den YUnfchein baben Fomte. Bon
weientlidier Bebeutwng it die Verfdhicoenheit jener beiven Standpunfte mur fiiv die Lehre vom
WRinfel wnd von den Pavallelen. Gevabe die Schwievigeit, Diefe Yehre bei Ginjddnbung der Geo
metrie. auf Ded einzige Lrinctp der vawmlichen Ausdehnung . geniigender - e su begeinoen, hat
Beranlafjung aegeben, die Yufnahme etned weiteven Princips nidt blos gevechtfertint, jondern
auch -fitr geboten it bhaltem, wid jivar enbpeder Des Peariffs ber Bewegqung in jeiner Algemeinbeit
aber beé aus bem jpecielliten Falle der Bewegung, der Vevdnderung einesd Ortes, fidy ableitenoven
Wearifs ber Midtung. Einerjeitd vad Bejivcben, obne die Einheit der Girunboovftelung preisjugeben,
fene Sdywieriafeit ju tiberwinden, und andererjeits ber wettere Sdyeitt, fiiv die Anffaljung diejer Be
jriffe eine amberweitige Grunbvorjicllung ju Hitlie su webmen, Dhat eine e Mannigraltigieit uno
Werldhiedenbeit Der Definittonen und demgentdp auc) der Beweisfihring in diejent Theile der Gdeo-
metrie sur Folge aebabt. Wenn im Folgenbden dicje verfdhicdenen Definitionen etwas ndher drscutivt
werben jollen, fo lieat sundhit jhon tn dem Gejagten der Grund angedeutet, weahall beibe Vearijre
frol threr Ber) gtigfeit cin gujommengebiiviqes  Dbjeft der Grivierung biloen, fobald man 3=
aleid) Frage ndber tveten will, e vie weit Die Nuinabme der Bovftelhog der BVeweaung e Die
Gicometvie acredhtfertiat ijt. Seovamn evgibt fidh aus dem Vorheraehenden von jelbit, wie dic Definitionen
Detber Peaviffe tn corvejpondivender Ueberetnjtimiming naturgemdf anzuordnen jind.  Sowobl beun
ginfel alé audy bei den Parvallelen follen sunadit unter | dicjeninen Definitionen  angefitbel werden,
weldie lediglid) bas Princip der Groge sur Vorausfetung babemw; unier IT fobani Diejenigen, welde
auf bemr Bearifie der Michiung bafiven wnd in welden demnad) von der Vorjtellung vex Rewequng
nur fr uehr ober minder cingejdivantter oder verjiediter LWeilfe Gebraud) gemadl wicd; unfer 11
eitdlich dicjenigen, i welden gevabeju vor dem Pringlp Dev Pewegqung ausaeqangen wird. Tas Die
nihere usfiibnutg ded Gegenjtanves betifft, fo joll in devjelben weniger det wijjenjdaftliche erth
ober Mnwerth dicfer ober jeer Unuffaffungs: und Vehandlungsweife, ald vielmehr die prattijde Braud)
bacteit fiiv pen Sdnluntereidit ind Muge gefaft werden. Sodamu ift mit Ritdicht ouf oie Sitte, allen
Sditlern der Anftalt Vrogramme eingubdindigen, dabin geftrebt worben, aud) diejen dibevall peftindlid)
ju fein.
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#eber dre Definttionen des dWlinkels.
L

Unter T8intel joll im Folgenden ftetd ein von jwei gevaben ven etnem Puntie auslaufenden
Sinien gebildeter, alfo cin fogenannter gevadliniger Pinfel verflancen werden, auf welden ver Begriff
jeDed anberen, wic Ded pon ciney gerafen und ciner frunumen ober von ywei frunumen ¥inien. gebil-
peten Winfeld aweidsufitbren ift.  Derfelbe wird von Giigen als unendlidies Stid  ciner  Ebene
aufgefafit. Die Definition lautet dann ehon;

SUntter dent Winfel pweier vow cinem Puntte auslaufenden neraven Linien verjteht man
Den opon Den beiben Linten wnvollfonuen bearenztent Theil per unenolidhen Ghene, in welder
pie Glevaden legen. -

Dicjfe Definttion it etmztg aus dem Vefivebenw hevvorgeganaen, aud dem Hearifie o3 Winfels
jebe Borjtellng einer BVewequng fern i balten, und in der That jlelt fie ihn auf ded Prdgnantefte
lediglich al& einen BVeqriff vawmlicher Ausvebmmg dar. Vom rein wilfenjdaftlidien Standpunite ausd
[aft fich aeaen biefelbe jcpverlich etwad chtwenden. Sie fubet ten BVeorifi ved Winfels in jo be
ftimmter Tetle auf einen beveits befanmten BVeqriff suviid, dak ungweifelbait Jevem flar wivd, was
man fid) unier Winfel zu venten bot.  Gleniigt it fofern vollfommen ven Bedingunaen ¢inmer guien
Definttion, fo witd filr und um o widtiger die Froge, ob jie fid aud) fiiv die Jwede dey Sdnile
eignet

Hundadit fonnte man von dicfem Giefichtépuntite aus qegen Diejelbe  enuwenden, bof e fliv
einen. Infanger bod) feine gevinge Jumutbung ift, wenn feme BVorfiellung fic) ftety bei vem Andduid
TWinfel ind Unendlidie verlieven joll. Diefer Anforderiong nadgutommen, divfte ibm um jo jdiverer
fallen, wenn dic Sdentel der 90infel wie bei Vielecen, als envlid) bearewzte Yinten aufteeten.  Sidy
bonn bie Seiten bed Vieleds sualerdy unenvlich verlangert su denfen und die verjdiedenen duvch fie
begrensten unendlichen Fladienvduwme mit ihven vieljacdien gegenjeitipen Weberlageringen m der Vor-
ftellung feftzsubalten, fetne. qevinge HAufaabe. Dod) foll auf diclen Ehmvant fein bejonoderes Gewidt
gelegt wecden. So lange ef fich blof um die Aujfaffung der cinzelnen Wintel banbelt,
nag die Mufgabe, welde dem nfanager sugenmuthet wird, mwenn fic oudy eine aefteigerte Mnitrenguig
jetnes  VorfielhungSvermoaens ceheifdit, tmmexhin nicht auferhalb veffelben [lieaen.  Danbdelt ed jid)
aber wim die Vevgleidung sweier Wintel mit cinanver, jo reidt dad Auffafjungdvermogen
eined Anfingers febr bald nidht mebr and, wenn ¢ den Winfel nod) als wnenolichen SFlddenvaum
auffaffent joll. Tap er bie Congruens und vemtacdh Gleichbeit sweter foldier unendliden Silide etner
Ehene noch eingujeben vermag, Joll juacacben werden, Sdwieriger jdhon wivd ed fiiv thn,. einjujeden,
ook awei unenolidie Flacbenvaume - einem endlichen Verhalmifje e einander fteben founen, deravt,
paf oer eine von ihnen, obwobl beive unendlicy qrof find, body beifpieldmweife dbreimal jo grofi als ber
anpere fein fonn. Do) aud) bier findet er fih bei ciniger Ueberlegung vielleicht nod) juredt. Un-
aoetfelbaft [ ¢8 aber auferbold Dev FHafungstrait eined Unfingers, flar conzufebern, Daf Der unend-
liche, swijchen swei 1oy fo weit von cinander entjernt gedadien LVavallelen cingejchloffene Streifen
widht etwa blofi fletner ift al8 ein nod) o flein geoaditer MWintel=Fladenvaum, jondern gevadezu Rull
tm Beraleid) su lesterem i, Daf alio etn befttnpmter MWinfel-Fladenraumt p,l‘ﬂle.‘l‘ Wird, wemt man
vuedy eine unendlidy fleine Drehung etned feiner Sdentel lefteven hinsupiigt, dagegen nicht, wenn man
purd) pavallele Verjdiiebung eines jeiner Schentel erfteren bimgufitnt.  Diefe Veziehung  unendlicher
Girifen su einanber muf ibm aber jdon gleich Det der Lehre von den Parvallelen tlav jein, wenn ex
einfeben foll, baf 3. B. der itnmere Giegenwintel gleich dem sugehorigen auferen Giegemwinfel jein fann,
obaleidy eviterer den von ben beiben Parvallelen und der Tvansverjale eingefdilofienen unendlid) grofien
Sirvetfen der Gbeme mebr enthdlt ald ber lepteve. Fapt ein Schiiler den Winfel als Fladenvanm
auf, fo muf er nothwendig an bder Gleidiebung sweier Gegenwinfel Anjtof nebhmen, und nimmt ex
feinen Ymjtof davan, fo balt ev nidt mehr an der uffafjung pes Winkeld alg Fladienvaumes feft.
G3 hondelt fidh Bhier wm dad Verhaltnih yweter unendlidhen Grdfen verfdhicdencr Dronung ju ecin=
ander.  Da cin Winfel-FKladenvawm einen jolden in Mede ftehenven wnendlid) grofen Parallelftveifen
wiendlidh mal entbalt, fo ift derfelbe, wenn man bden Vacalleliteifen ald unendlide Grofe cvjter
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Dronung  auifaft, eine unendlide Grofe gweitcr Ordnung. Dah aber das Unendliharofe erjter
Dromitg gegen bas - lnendlidaroke swetter Drdbnung Rull ijt, witcbe man vergeblidh cinem Suartance
flar 3 machen fuchen.

ey den Winfel ald unendlichen Flachenvaum vefinive, verlicrt ferner Die BVevedptigung, any
pentfelben bie Grundiise Der allgemeinen Girdfenlehre: Gileidhes ju Gileidem aboivt, aibt Gileidhes,
@leiches von Gleichem jubtvabivt, qibt  ®leides w §. w. amguwwenven. Diele Sdabe gelten nidyt in
Reana awf wnendliche Grofen. So qibt 3. B, die Subivaction gleidier wnenblicher Srope
dien unenblidhen Givdfen nidt nothwendiq gleiche Mefte.  Man denfe | ¢t et 98
Sdientel paorweije porallel laufen wnd ywar beide Paave nnd) berfelben |
D, wie fich leicht seiqen ldgt, alet Saben jie eine folche ¥age, Dap fid) jwel, nicdt
Schenfel fdhneiben, fo ift ber von diefen Deiden Schenfeln gebildere Winfelvaum ben beiden
Winteleaumen qemeinfont. Subtrabivt man ibn von denjelben, fo evacben fid) awei Mejie, bie
Parallelfiveifen, welde nidit aleidh ju fein brauden

Tie in Hede flehende Definition oed Winkels verlangt denntad)
aui vem Gebiete ded Wiendlichen, deren MAnfinager nidit fibug ud Eradyens
fite ben erften Untercidht in dex Scdule durchaud unjtatthait.  Wer ené jenen Svad Der My
faffwnggidbiateit bei Anfangern glaubt vorausfesen ju fmmen, der wilrde nur conjequent ver
e er bivect aus ber Yebre von ben Winfeln ben Sab [eitete, Dah Dic Summe der Dred
gines Dreieds jwet MNechte betrdgt.  Gr gebraudyt dajit iy Did j nafy qange mnbey
Ehene vier vedite MWinfel ausmacht wnd  dafi Scheitehwintel cimanber gleid jind.  Denn ba dic Drel
Winfel pes Dreieds mit thren drel Sdettelwinteln die ganze Ebene, aljo vier Medhie
Die Summe bet et gletch Der Sunmie der [ebten ift, Jo betrdgt die crjte wic
yoei Medite.  Diefer BVeweid wivd freilich cinem nger aus Dent (Hrunde eing
weil i Der Stnmume der bdrei Winkel bDes Dred pie Flade bves Dreiedd ore
Nbher ehwerfeitd mintmt er bievan eben e desbalb Anjton, iweil ihm Die Begiel
sume Unendlichen nidht flar fing, und  andeverjeitd 1o et ot jenem
wehmen, wenn ilm jener Sab anderweitin bewiclen wirk, vorausaeiest, daf
rawme auffait.  Wenn nun glehwobl e Den ¥ehubikchern , e e Wintel in
wiven, diefe ebenfo einfadhe als fiic bden weiteren NAufban beg Syftemé in Dex
— widitige Conjequen; nidit aezogen witd, jo  bilcite ciit cin indivected Sugeftd
man bet ven Sciilern eme flave Muffatfung jener Veziehunain aur oo G
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ceefdht Davitber wobl fein Sweifel, daf man fidy unter dem
0. . etwag, bagd Der Veemehrung und PVerminderung fabig ift, denfen n
piejed Tluantunn mid) ¢ ywijdien den beiden Sdenteln legende unenoliche
wad ift dann picfes Quantwnt  aufjufajfen? GE8 wicd unerlaglide
Definition o infels jeint, baf fie {iber diefe Frage nicht ven mindejten  Fweijel
Dauptiachlich auf diejes Criteriwm hin find die nummebr ju evivternben Definitionen ju p
haben gentetwfant, dap it Denjelber von der Ghvunbdvorftellung Der BVBewegung nur i verjte
cingefdeantter Weife Geb
per Jetqung, oper 2
oen Minden auviidae
1) d%as Dic
,,riL‘ ',"lLi_

beifit SWinkel”
anbeteifft, fo ift wobl allaemetn, jelbit vont folden, weldie in diefer eife pen dlinfel definiren, Zuge
ftanben, dafi durd Dicjelbe blof ftatt MWintel ein anberer Ausvrud jubjtituivt wivd, ohne baf daburd
ber Beariff des Winteld ivgendwic flaver wird. Dicfe Definition fann im Gegentheile den Schil-
lexn leidit Hnlaf su einer trrigen Muffaffung bev Grofe eined TWinlels qeben,  BJeidmet man ibhnen

T

ter und
audy gemtadt wirh, indem Dder Veqriff ved Winfeld enbweder 1) aur den
auf ten ber Abweichung oder 3) auf den ded Miditungdunterichicded joeier gera
it Wi,

von Guilid hevvithrende Tefinition :

aing sweler gevaden Linien o einandey, welde von ¢imem Punfte auslaunfen,
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etiva swet augenjdeinlidy wngleid grofie infel am Die Tafel, und rvagt, weldyes vont beident Yutien
paaren Do grifiere Tetqung zu einander habe, jo jpreden alle ofme Yusnafme pemjenigen Paarve die
grifiere ‘Reiqung ju, weldes bden fleineven MWintel bildet, wabrend aui dic Frage nady dein
grofieven Der beiben 2intel wenigitens die meiften dag Midtige treffen.  Jimen fund aljo 2Wintel und
Neiqung swei Begriffe, welihe i umgekelrien Berhdltnifle u einander fiehen, o bafi, je Fleiner dex
aintel, befto grifer die Meigung ijt.

9) @ dem Beaviffe Neigung die Vorjtellung der Bewegung nad etwas D ju Bheunoe
lieqt und in Folge befien die Definition des Winkels als Newgung auf den angedeuteten Widerjprud)
fithet, fo hat man ftate Neigung eimen andeven Vegrif jubjtituivt, weldem bie Bovjlellung ber BHe-=
wequng ovon etwad weg ju Gwunde liegt, den ber bweidhung. Die Definition  lautet
oanm et :

_Die Ubwetchung yweter gevaden Yimien von einander, welthe von eowent Punite
laufen, beift Winkel
9irh mit diejer Definition dem Sehitler der Vegrif Winkel vollftandig Hav? Wohl jhwerlich. Man
with viclmedr nwothia Daben, Den Veariff der Ubweidung ndber ju erlautern, alfo felbit nody wieder
. befiniren. Dfne cine anbermweitige uripriinglidiere Vorjtellung und pwar die ber Drchung, ju
Bitlfe su nebuten, witd man dent Scyitler nidt for madyen Ehunen, daf awel von cinent Punlte aus
laufende gevabe Qinien zwei, und jwet fich jdhneivenve gerave Sntien fogay vier ungleich grofe 3Ab-
weichunaen von einander haben ; nan wird ibue ferner jonjt nidht Hav wachen fonnen, warum nicht aus
JRillfiie oder Gonveriens fondern mit logticher Mothwenbdigleit von ywei Winkeln  jener als der gri-
feve und biefer ald der Fletnere oefinivt wird.  Mljo ift der Vegriff tev Ubwetdung fdion ein abge
leiteter, Telbit ber Guildruna bebiirftiner. Jn Der That wird in den Yehrbitdhern, weldhe obige Defi
nition haben wenigitens joweil miv jolche Gefannt find — nad) dev Definition in einer nibeven
selduteruna biwsuaefitnt, Dafi nan von diefer Ubweidung nur dann cine richtige Vorftellung befommt,
wenn nman Jih Den eimen Schenfel Des Winfeld durd) Drebudg in die Yage Ded andeven gebradi
benkt Wi wemt chva ein Yebrbudy bicje ndbere Gelduterung nidht bringt, jo wird dod) wobl
VOLALS it werden, dafi Der Yeb fie Dinsufiige.  PWad ift aber eine foldie ndhewe Erlduterung tn
runbe aenonunen anvers ald eine Definition ded Begrifjes Abweidnimg und dag Jugeftandni, dak
mit obiger Gvildvung der Wintel nod) nidt auf ecinen  urjpui den Beariff sucitkoeriilel, jondern
vielmehr blof jwifden ben Yusvrud Winfel und feine eigentliche Definition cin never Ausdrud,
Nbwetching, eingeidaltet ijt?
3y Die lette bicrher gelhbrige Sefinition
2 Der Midtungdunterjdicd pweier gevaden Yinten, welde von einent Puntie audlnufen,
hetpt IBinkel”

it mit der vorigen foft identijd und aus ovemjelben Grunde manaelhaft.  Sie veranlagt jojort
bie weitere Frage, was man jid denn unter jenem MidtunaSwnterichicve ju denten habe. Der B
Wichtuna entfpringt aus ver Borjiellung es siellofen Wolhinaus ciner progre iven Bewepung
tuntg it Dentadh Fein quantitativer Beqriff, — man fann eine Richtung nicht qrifer ober tHeiner m
Der Unterfdicd sweier Ridiungen dagegen, der Winkel, muf als Tuwantune onfgefafit wevden,  Aber
weldher vt it Diefes Quantum? So lange man bieciiber feine flove LVorftellung bat, Dbleibt
and) per Pearifi oes Winkel unflar. Bur Haven Vorjtellung des Subftrates jenes Quantums gelangt
man aber nur buvdy bie Vorficllung der Grife der Drebumng, divch welde die cine Ridtung mit der
andern jur Dedung gebradit wicd,  Der Beqriff ded Richungsunterjdhicves mufi alio auf eine  etier
vitdioarts leqende Borfiellung juviicdaefihet, vermach ndber ectlart werden.  Erjt dadburd) gewinnt
ver Sdiiiler den flaven Beariff ved Winkels, erjt vabuvd) wird es thm moglid), eingujeben, daf jwet
port einem Punkte auslaufende Linien 3wei Nichtungsunterjchicoe baben, alfo jwei Winkel bilden, und
daf von jwei ungleichen Winkeln diefer nicht blofy durd) willtielihe Definition grofier bhe ift, fouvern
audh grofer il als jemer.

IIT.

Jm Grunbe gemommen ijt mit den obigem drei Definitionen ded Wintels ald Neigung, Ab-
weidung, Jtidtungdunieejdied gweier gevaben Yinien junadft nur audaejproden, poB die Den Ubintel




bilbenben Cinten nidit vidfidlid ibver Snge in Betvadt fonomen jollen.  Wad man Dagegen wnfer
Neiqung, Ybweidung, Richiungsunteridhied ficdy vorzujiellen babe, mufi- nodh naper exflarct werden.
Die Grunbvoritelling, auf welde man ju diejemt Jwed zuritdgehen ntiefi, ift die der Drehung etner
gerabent Einie wm einen alg fejt in ihy angenonmenen Puntt.  yene Definitionen jip denuady weeth
[o8, ba fic blof cinen neuen Yugbruc cinfiibren und diefen swifdhen ben Nusdrud Winfel und feine
cigentlidie Definition cinfhalten.  Ldhkt man dicfen Jwifhenausdrud fort, fo erhdlt man ctwa folgenne
Definition:

Muter pem MWingel sweier von einent Pumite cuslanfenden gevaden Yinden vevfieht man di

( ¢ ber Trelumng, welde bie eine Der betben ¥inden in ibhrer Gbene uwm den aenteinidiaft

lichen Bunit maden nuf, bis fie in die ¥age der anveren gelangt.”
Wintel und Trehung find natiiclich feine  identifhen Begriffe, chenjowentig wic A und progrefjine
Beweaung eines Punbies. Die Vorjiellung by Drehung an jidy, leviplich als Vevanverung etney
Richtung  aufgefaft, wuft in uns audy nod) icht Die BVorfellnng pes Winteld hervor, wic aud)
bie Woritellima ber Beweaing cimed Punttes an ficd, ledighich als BVevanberung feines Drtes aufac
raft, uns nod nidit die BVorjtellung der Yinie gibl T8I man den Vergleid) weiter prrdfithven, jo
bat man fefiaubalten, daf Die Yinie old Dwglitdt und ald Duantitit e Vetvadt fommen fann,  Die
Torftellung ibver Dualitdt gewinnt man bdiled) Die Rocitellung  Der Bewegung eines Punites, wen
man feine Micitung tn jevem WMonente md Auge fafii; Die Rorfellung threr Tuantitdt acwinnt man,
wenit man die Girife der Beweaung desd Punltes von ciner Anjongslage big jur einer Endlage auffaft
Der MWinkel ifi dagegen lediglid) quantitativer Veariif. W zu jetner Vorjiellung mitteljt der Vox
ftellung Der Bewegung au gelongen , braudit man oeshalb blofi die Guife der Drehung einer Sinie
vort einer Anjongslage big ju ciner Endlage s Auge ju faffen.  28ie nun ferncy in jencr Auffafjung
Der (heife einer Yinie ald Girdfie der progrefiiven Bewegung eines Tuntles der piyhologifde Grund
lieat, b mamn Diejenige von jwei geraben ¥inten als dic grifeve auffaft, oeven Enopuntt bei Decdung
ber Ynfongépuntic unbd ber Midiung beider Linden diber den Guopuntt der anberen bhinausfilt, b
bei tht jene Vewequng wetter fortqefetst ijt; o licat awd in der Anffafjung ded Wintels als Drehungs
quifie ber pipdologifdhe Grund, bafi man denjenigen von joei Witkeln als Den grifieren auffafit, tefjen
speiter Scdhentel bei Dedung der Schettelpuntte und der  beiven cjten Schenlel dtber dem jweiten
Scyenfel bed anberen Winfels hinausfallt, da bei ihm pie Drehung eiter fortgefent i

Nus bicfer Defintiion des Wintels crgibt fich weiterhin von felbjt, daf cin Winfel durd) feinen

Scheitelpuntt und jeine Schenfel mur sweideutig beftimmt it da man den cinen Schentel chenjowoll
pited) Drehung nach der einen ald nad) der anderen Seite bin in die Yoge Des jweiten brmgen Lo,
Ginveutiq bejtinmt wich er exft, wenn nan aufer Scheitelpuntt uubd Edjentel nody cin weiteres Element
auffaft, namlic) denjenigen von den beiden buvdy jeine Schenfel gefdicdenen Theilen ver Ehene, vuvd)
weldien die Drehung exfolgen foll.  E3 wiiede - viclleidt nidit unpwedmifia jetn, filv diejes Element
eitte bejonbere BVenenmg cimufithren, et jenen Theil-dev Ebene den Deehungsweg ded Win
fold 1 nemnen. Do ed jid bier nicht wnm die Anifofjung der Givdfe, jondern blof ber Lage Dicles
Theiled Der Gbene Hambelt, fo Hat man nidt nothig, denfelben in unendlider Ausdehnung yid) vor
suftellen, ¢8 gendigt vichnefr, thn blof in der MNdbe des Sdpeitelpunftes nd Auge ju faffen.  Durd)
Ginfithving diejer Vezeichuung Lkt fidy junddit die Lage cines Lunttes, eiver ¥inie . f. 1w, in Bezug
aui bie Sdenfel cines Wintels prdcijer angeben.  Die gewdbnlidhe Angabe Purd) den Ausvriud
Simifden den Sdenfeln® tft unbeftinumt, wenn ver Ahtel conver tit; di¢ Sweibcutigieit ver
{dwinbet bagenen, wenn man dafiiv ,in feinem Drebungswege jubftituivt.  Ferner wer pen
Winfel afls Flacdewrawn definiet, darf den Husdrud aebraudyent, naff cin Winfel irgendwo liegt";
weimn man aber den MWinfel ald Neigung, Abweidung, Ridtungdunterithien oder Drehungdarofe auf
fafit o ift unilor, wad man jid wnter dev ,Yage® ecineg Winteld benfen foll. Diefe Unflavbheit wird
permieden, wenn man nidt von ber Lage des Winteld, jondern von ver Lage feines Drehungs:
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weged joridt, alfo 3. V. als dufere Wintel bei Pavallelen dicjenigen vefinict, deven Drehungdwege
aufierhall ber Lavallelen Licgen, al8 Winfel cines Vieleds bdicjenigen, deven Trehungsiwene i e
lieqen. DWeiterhin bleibt bie Definition gewiffer von beftinmtten Yinien gebiloeter intel ungenau,
went man nidt  gualeidh cine ndbere dngabe iiber die ¥age Des Drchungdwenes madt.  Tahrend
LW ater dem |, Gentriwinfel? cines Sreifes jever Der beiben vom pwei Habien gebilbeten FWintel




veritanden weroen oarf, joll unter ,Peripheviewintel” nur derjenige. der beiden von jwei Sebnen niit
gemeinjdaftlichem Pevipheviepuntte gebildeten Winkel verftanden werden, defjen Drehungdweq einwirts
liegt, unter , Tangenterwinfel" nue derjenige Der beiden von ;lu-- "“miqun.-u q.hihpm; inkel, in
Deffen Drehungswege ver Kvetd Lieat. Endlid it jdhon bebuid prdacifer Grilarung ver Gleidbeit sweier
TWinfel eine Mnpabe fber ven Drehungsweg nithig. Dieje Gileichheit, wie ed gewdhnlicdh) gejdiedt,
blofy von Der Decdung ibrer Schentel abhangin zu maden, obne bHinjuzufiigen, vap aud) ihre Drehunns-
weae auf cinander [egew wmilfjen, it wngenaw, da audy ein hobler und der ihn ju vier Medien
eramizende erhabene FGinfel jeucr “Jut‘nuunm aerigen.

Nach demt Gefagten fom man als vad Duantion, dad man fid) wnker dem Ausvrvud TWinkel VOLFIL-
ftellen hat, entweder die unendlidie Ghene auffafjen , weldhe zwifhen den Sdenteln bed Winfels liegt,
oder Die Grofie der Deebung, durd) welde der eine Shhenfel in die Loge ded andeven gelangt —
wobl fdmwerlidy ein Drittes.  Aus pivagoaifden Griindben ift e bedentlidh, von Unfingern die erjtere
Yufafiung  su  veclangen.  Gin joldes Beoenfen jteht dagegen oer  legteren  Wuffajiungsweife
nidit im Wege, da Jowohl bie Slippe ber LVorftellung tes Unendlichen vermicden wivd, alsd and
pie Borftellung der Drehung cincy gevaden ¥inie um einen als feit in ibr angenonmenen Puntt aud
Unfingern fov und geldufig ift.  Ceferer Definition qebithrt daber wenigitens fiie die Sdule bdex
Borsug.  Freilih wicd mit ihr die RVorfiellung der Bewequitg auf das ‘”"'I1lri1.l1[‘|.‘1l in oie Geometrie
afgentonumen.  Dody  eterjeits DALt ed dberhaupt jdwer, die Husidlicbung diejer Vorftellung ausd
ber Meometvie confequent duvdjufithren. So wirk m der Meqel jdon gleid tm Unfange bei ben
genetifhen Definitionen bder Yinie, der Flide, bes fovperd von iy Gebroud) gemadit, und in oer
Steveoneteie Dat felbft Gutlio, dad Boebild der fivengen Sdhule, tn den Definitionen ved Eylinders,
oed Megels und der Hugel jie ju Hilfe genommen.  Undeverfeits dilvrte ¢8 fidh aud pdadagogijchen
Givtinden gerade empfeblen, von oer Borjtellung der Bewegung mebe Gebraud) ju madien, alsd es in
per SMegel gejchiehbt  Jn diefer Hinjicht moge wentgitens iber enwen Buntt eine And 'utuuq qum tet
jein,  Die gewohnliche doamatijdie Methode, nady welder beim -1mmt1‘ oer ecingelnen Rehrfage in ber
Gieometrie verfahven ju werden pfleat, ibecieugt blof davon, taf ver aufaeficllte Sab wabr tjt, Likt
aber faft jtetd vollftandig oavitber o Wntlaven, wa i m denn die Sadye fich o vechalt. Wewn nun diefe
Methove aueh filv den erjten Untervicht ouvdiaus bdie allein zuldfiige ift, jo oiltite damit dod) nidht
ald unywedmafig ousaefhlofien fein , baff wenigjtens bet cingelnen Saten, wemt auch niche gleid)
Anjanad, jo bod) etiwa bei etner fpdateren Hepetition, nad) vem dbogmatijchen Veweife auch durd) eine gene-
tijdie Geovterung den Schitlern gegetat wird, was der tnnere Givund: file oie Wabrheit des Sabes ift.
Dos wird wenigjtens file die meiften Sdape dtber Winkel Lleicht, wenn man die Vorjtellung der Drelung
su Hitlje ninunt und dem  entjpredhend den Wintel definiet.  So famn man 3 B ot Hilfe diefer
Borjtelhung leidt den Schitlern den tnneven Grund jeigen, wavum ein Jufenmintel cined Dreieds
gletd) der Sunume der beiden tnneven gegenitbevlicqenten MWintel ift. E3 brawdit su dem Swed nur
dovauf hingemwiefen ju werden, daf devjenige Schenfel ded Jufemwintels, weldher Seite bed Dreieds
iff, burdh Ddie beiden eingelnen, den imnern aenenitberlicgenven Winkeln entjpredienden, in gleidem
Siune erfolgenben Deebungen in diejelbe Miditung gebracht wicd, in welde ev aud) duvd) dic ein-
fade Drehing um den  Schettelpuntt des ufomwintels gelangt, Durd) eine abuliche Betvaditung
laft fich ferner lewht seigen, warwm die Summe der drep Wintel cimed Dreieds gletd) jwet MRedten
ift, mwavum dic Summe ber Winfel cinesd BViclecdd nothwendig cin geradesd Bielfacdhes von cinem
Medhten femr muk w. §. w.  ES Dedarf bei dicjen Debuctionen nur der Einfidt, dafl, wenn man ¢ine
gevade Yinie sunddit durd) eine Drehung wm einen ihrer Puntte in cine newe Ridiung, aus dicjer
oponn durd) eine weiteve Dyebung um cinen andeven Puntt in eine dritte Richtung und {o fortfabrend
jchlieglich in eine bejtimonte Enodridhtung bringt, die Gefammtdrebung cben jo grofi ijft, ald wenn man
fic ourdh eine eingige Drehung wn einén etngigen Bunft aus der Unfanastihtung in jene Endridituna
bringt, voraudaejett, vap alle Deehungen in demfelben Sinne erfolgen; — e¢in Peineip, dad mit dem-

jenigen nabe dbeveinjtimmt, ouf weldes ThHibaut feinen Veweis ded Sabes von der Wintelfumme des |

Dreieds ftiigt. Solde mlf oen Grund ter Sade etngehenve Erliuterwngen haben Jnterefje fiiv die
Sdhitler und find jualeich fiie fie eine qute Geiftesdiibung. ‘”-th!\l'iJlIII,LI"a]l'llﬁfr]Iml]u angefithet weroen, dap
audy in ber Nvithmetif ctwe eme anud der Natur der Sade bevgenommene Erlauterung der Hegeln
ither. Die Subtvaction und Divifion die Schitler in boberem ®rabde jur (Meijtesthatigteit anvegt, nld



ber Jdhablonemmifige Nadweis, bafi bie Diffeveny sum Subivahend abbict den Minuend, der Quotient
mit Dem Divifor multiplicivt den Dividend aibe!

Ueber die Definitionen der Parallelen.
Il

Parallele Linien tommen nidt ihver Grofe, jondern nur ibrer Lage nady in Veivadt. Dag
ailt aud) von ben Scdenteln eined IWinfels. Aber bier handelt ¢d fidh blof wn ein durd) die Yage
aweier Einjen gebildeted Douwantum, bei Poavallelen bagegen um bie Eigenfdajten einer hejonveren
Lage gmocier Gevaden.  Jn Folge Ddefjen befinden fich bei Diefer Lebre Ddiejenigen ciner eigenen
Edwievigfeit geaeniiber, welde die Geometvie auf bie Grundoorjtellig der uspvehnung  einjdranten
und dem entjprechend die ganje Iifjenfdaft blop mit Hitlfe der jogemmmten Grundige der alle
metnen Guifenlehre: Gleiches ju Gletdiem abdivt gibt Gleidhes w. §. w. aufbauen wollen, Dicje Sape
Desichen fidh wur auf das Gicbiet quantitativer BVevgleidungen. Sie veudben aud, jo lange e fid) blof
um die frvage bandelt, ob swei gleidartige Grdgen cinander gleich oder ungleidy find.  Das qualita-
fioe @ebict Der Lage oder fpeciell der Vergleichung zweier Riditungen, weldesd mon mit der Mehre von
pen Bavallelen betvitt, fann dagegen watuvgemdf allein buvd) jene Denfgefele nidt beberefdit werden.
Huf Diejem heterogemen Gicbiete muf man nothwendig aud von ivgend ciner hetevogenen, ihm eigen-
thiimlichen , lebialich unfever vaumlichen njdouung entnommenen Grunbwaleheit ausgeben. Jn der
That ift ¢3 aud) tvop aller Verfude big jebt nidt gelungen, bdie Theovie ver Pavallelen blof mit
Hitlfe jener Grundjige der Gropenvergleidiung su bewdltigen.  Bicluelhr trifft der Gebanfengang jtetd
ivgendwo auf cine Stelle, wo die quantitative Vevgleichung aufhivt und eine der vaumbiden Anjcharung
entnommene Gvundwabeheit cingejchalter witd, wo Ddie Sette ver Schlitfie cin augé anderem Material
gejdmmiedetes ©lied, ober, wenn man will, eine Yide hat.

Ter in der Geometrie Dof bie Grunboorjtelbing ber Grife gelten Lift, famnt ferner Feine bas
e fen der pavallelen Loge ousdridende Definition aujjtellen, Denn die Grundvorftellung, durdy
weldhe man jum Beqriff povalleler ¥inden gelangt, ift ohme Hweifel bdie Vovftellung der Linien ald
Richtungen, demgemah eine von jenem Standpunfte aud wnzulijfige Lorjeling.  E§ bleibt beshallb
auf dicfemt Stomdpuntie nur iibrig, dic Definition von ivaend einer Eigenjdajt paralleler ¥inien
hersunehmen.  Diejelben baben aber, abgejeben von ihrer Sugehbrigkeit ju einer unb derjelben Ehene,
brei Gigenjdjajten: fie jdneiden fid) nidht: fie Dhaben fibevall gleiche Entfernung von einander; jie
bilben mit eimer Transverfale gleide Glegenwinfel, gleide Wedbfehwoinfel wnd Ergangungswinfel, *)
beren Suwnnne gleid) awei Redhten ijt. Da dieje Eigenjdaften aufervem nuv den pavallelen, nidt
aber anbeven in derfelben Cbeme liegenben, gevaben Linien sufommen, jo fann jene ald Ausgangs:
punft einer Definition dienen,

1) Die ltefle, von Guilid aufgeftellte Definition lautet efwa:

w3wet gerabe Lintew, weldie in derfelben Ehene licgen und jid), fo weit man jie aud) nad
beiben Seiten wverlangern maog, nidt jdneiven, heifen pavallel.”

MWad den Werth dicfer Definttion ald8 Veguifisbeftimmunyg anbefrifit, jo ift fic von den
prei biether achBvigen Dejinitionen wofl die jdlechiefte. Sie dridt uidt wur blof eine Gigenjchaft,
fonbern subem Lediglid) cine negative wnd enolich jogar eine joldie aud, ju beven uffofjung von Dder

¥ Tee Tusprud Ergingungdwinkel jiic je jwel inmmeve ober jwei Gujeve Winlel an berjelbern Seite ber Trandoerjale 1jt
hier ber Kilge tegen aujgenommen , obwoll dieje Veseidhmung nidgt mur inconfeauent ift, ba fiiv bieje IWinfelpaare bie
P

Penermunyg ebenjogut von ver Tage hergenonumen werben mufy, wie fite die bevben anbeven Arden, jonbern aud) un
jene SWinfel fih mie danw widlid) ,, Ren®, wenn die Yinten pavaliel jind.  MWicde weqen ihver fuimmietnjdpn Yage
leidyt die Begeigmung ,, Symuetriewiniel Pajjender jein?
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Porftellung verlangt wird, fidh ind Unendlicdhe ju verlieven. Wer veshald nidt fhon vorber pie Loy
jtellung parvalleley Yinten bat, gewinnt fie auch nidt duech bieje Definition,

as weiter die durd) diefelbe Lebingte Eniwidelung ber Lehre beteifit, fo muf wegen
jenes wnzuldnglidhen blof megativen Merbmald jundchit geseiat werden, woran man exfennt, dafi gwei
Ginien pavallel find. Diefe Frage wird durd) ben eriten Hauptlehriat beantworvtet: Terden
ywel gerabe Sinien von einer Transverfale gefmnitien und ijt ein Paar Gegemwinfel einander gleid)
per cin Baar Wedifelwintel einander gleid) oder bie Summe eines Paaves Erginzungswintel gleid
swei Sedyten, fo find die Linien einander parallel.

Ter Beweid dicjed Saped nad) Gutlid jilist jid auf den Lebrjat, da ein Anfemwinkel eimes
Dreieds guofer ift ol jeder ber beiden inneven gegenitbecliegenben 6infel | wnd wm lepteren 3u
beweifent, muf ber Sat iiber bie Gongrueny sweicy Dreiece aud Gleidhbeit aweier Seiten und ves
eingejdloffenen MWinkels vorhergehen.

@in anderer wvielfoch angewendeter Veweid bejleht davin, daf man odie Gongrueny der beiven
burd) die Trandverfale gejbiedenen Theile ber Figur bdarthut und Ddavaud folgert, dap, wenn vic
beipen Sinien fid) an der einen Seite der Trandverjale jdmitten, fie fidy aud)y an der anderen Seite,
bemnad) in awei Puntten fdmeiden miiften. Yepterer Veweis bat vor dem eutlivifhen den BVovjug,
bak e feinen Sap fiber bad Dreied vorausfelt und in Folge defjent filr die Kehre von den Pavallelen
eine natuvgemipere Stelle im Syfteme geftattet,

addem durd) diejen erjten Houptlehriat geseigt ift, wann jwei gevade in derfelben Ebene
liegenbe Linten fich nicht fbneiden, aljo pavallel find, und hiermit jugleid) dargetharn ift, dak ¢f Linien
foldher Mt wic bie Definition fie unterjtellt, wirflidh gibt, wtfi dann in bem jweiten Haupt-
lehriate der umgefebrte Nadnveis geliefert werden, dafi, wenn gwei Linien pavallel find und von
einter Transverfale gefdmitien werben, jedes Paar Gegenwintel einanbder gleidy ift, jeved Paar Wedfel-
winfel cinomder gleich it und bie Summie jeded Poares Erodnjungswiniel aleid) wei Rechiten it

Gutlid beweift bicfen Sab mit Hilfe feines elften Grundjoyes: Werden jwei gerade Linien
pont einer Dritten aefdmitten umd jind bie beiden inneren an Dexfelben Eeite ber Sdneibenden
fiegenden Wintel sujammen teiner als gwet Nedite, jo treffen fene beiden Linten hinlanglidy verlangert
an dicfer Seite sufommen.  Diefer Sab ift durd) die Anjechtungen, die ev exfabren hat, gevabezu
bevitdhtiat geworben. 8 Grunbdidke pileat man jolde Silie ju begeidmen, peren Wabrheit von felbit
cinleudhiet, ober; wie befjer Definivt wird, die jeder begreift, fobald cr fie verfteht. Solder Girund
fiige qibt 8, wic jon oben angedeutet, sweierlei wejentlidy verfdjiedene nten, deven Verjchiedenheit
aud) in ibrer Vegeidmung MHednung su tragen vielleicht nicdht unzwedmipip wdve. Die einen von
ihnen, wie 3. B. der Sab, dafp Gleidies ju Gleidhem adbivt Gleiches gibt, find die it Fovne bejtimmter
Siiie gebrachten Denfgefete oder logijhen Sebliffie anf dem Gebicte quantitativer Rergleidungen. Die
anberent bagegert, wie 3. B der Sab, daf durd) eimen Paunft unendlid viele gevade Linien miglich
find, finben ibre Vegrimdung i unjever vaumbiden Anjhauung.  Fu ben lefteren gebiet der obige
Greundiap bes Guilid, Von joldien Geundjasen madt nui die jtrenge Sdule fdberhaupt nidt gern
Gebrauch: — freilid werden jie fm Grunde genomuent vielfad) blof binter bie Vegeicdmung bder
JHolgerung” aus einer Definition verjtedt wid fo eingejdmuggelt. Bon pem eutlivijden Greundiabe
jpeciell famn aufierbem mit Mecht beftvitten werden, ob er binlangliche inneve Evideng habe, Er ijt jeden
falls nidt einleuditenber, alg der umgefehrte, von Gutliv bewicjene Saly, bafi, wenn die beider Linien
sufmnmen treffen, die betbent tmiteren an bevjelben Seite der fie jdneidenven Yinie licqenden intel
sufammen fleiner ald jwet Redte find, uno vielleidht als eine ganze Reihe andever, von ihm bewiefener,
Site. Dan bat deshalb vielfach verjudt, ibn ju beweifen,  Aber diefe Veweife find einerfeitd File
pen Untervicht in ber Sdule wenig oder gar nidit geeiyet, wid anbeverfeitd muf in ihnen dod
wicber von irgend einent, der Anjdonmg entnonumenen Safie ausgegangén merde.

Die natiiclidjfle Vegrimdung finbet der in Nebe fiehende jweite Hauptlehriap wohl ourd) ben
@rundiag, bafi swei gevade Linien, welche beide einer und derfelben dritten Linie pavallel find, audh unter
fich pavallel find. Sn ecinigen Zehrbiichern wicd allexdings diefer Sap als Lebrfab aujgeftellt und
am Swede feines Bewedjes der Grundjap vovaus gejdicdt: Wenn eine unbegrenjie gevade Linie duvd)
einen awifchen Den Schenfeln eines bohlen Winkels Lliegenden Puntt gejogen witd, o burdijdneibet
fie wenigftend cinen Sdentel des Winfels, Bei biefer Debuction feht man dody folgendem Dilenma
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aeqendiber,  Rinumt man an, bafi bie Schiiler, fei ¢5 burd die Definition, fei e8 durd) pen evften
Hauptlehrial, ju einer tlaven Aufafjung pavalleler Linten gelangt find, fo ift fiie fic der lehte Grund-
jab fideelich nidht eviventer als ber crfte.  Den daf eine Linde, wenn jie etwa it dent einen
Schenfel des TWinfels parallel ift, den andeven Scienfel jomeidet, wie jehr fich aud ver hoble
qinfel einem qefteecten ndabert und wie weit aud) jene Linie von bent pavallelen Schenfel entfernt
ift, ift dod) wobl Let ber Nothigung, fid) mit ber Borftellung ind Wnenbdlidie ju verlieven, viel wen
ger eine Grundanfdauung, ald die in dem erften Grundialie ausgeiprodene Wabhrheit. Welden
Igerth Dat aber ein Beweid, in weldem die Juahrheit eines Sabes duvd) eine weniger evidente Walr-
feit beguiinbet wird? MNinmt man dagegen an, Daf die Sditler webder durd) die Definition nody durd
bent ejten Hauptlehriat eine fove Auffafiung paralleler Linien exlangt bhaben, jo mag ihnen allev-
Ding@ der [epte Sat cinlendjtender jein als dev efte, e ihnen blos audjagen wilvde, dafi jel gevade
Ginien, weldhe beibe ein und biefelbe dritte Linie nicht Thneiden, fid aud) ecinanbder nicht jdneiven.
Damt aber it die aviqeitellte Definition durdhaus nidht ju vechijertigen.

2) Da man in der Entwidelung ber Lehre von ben Pavallelen bei Jugeundelequng der eutlivis
fen, voit Der JMouconcurreny hergenomumencn Definition s feinem alljeitiy Defriedigenben Tefultate
gelangen tonute, jo lag Der Giedante nabe, burd) Wenderung dev Definition die Sthoierigleit ju
bejeitigen.  Bon der equidijtany ausgehend definivte nan:

»3mei gevade Linien, welde in perjelben Ghene fo neben einander liegen dafi jie itberall
aleidy weit von cinander entfernt jind, Deihen pavallel.”

Dicie Definition hot vor ber euklidifden den Vorsug, dafh fie cine pojitive Gigenjdinit ausoritdt
witd auferdem wijere Borftellung nidyt nothigt, i ins Unendliche u verlieven, Der qrofe Uebeljtand
perfelben Dagegen ijt die Fothwendigieit bes Nadyweijes, pafi 08 gqevabe Sinien pow einee foldien Mage
s einanber gibt. Diefelbe conjivuivt willfitelid) einen neuen Heqriff ourc) oo Verbinbung mehrever
Begriffe. Bon jolchen willkitelich jujamnengefesten Bequiffen muf aber bdie Moglichfeit entweder an
fidy cvibent fein ober nadgewicfen werden.  Tepinivk nwan beiipicl&halber bic Schue eines Hreijes
ald eine gevabe Zinie, weldie jwei Punkie der Peripherie mit einander verbindet, jo ijt bie Maglidy-
feit eciner joldjen Linic von felbjt einleudpend. Die Dejinition ber Tangente dagegen old  Xinie,
weldhe nur einen Puntt mit der Sreisperipherie gemeinfame bt und mit Ausnabme diejes Tunftes
gany aufierhald des Sreifes liegt, ift dem Sweifel an ibre Moglichfeit ausgejebt uno geinnt
paher et ihre Beredtigung duwdy den  Nadwets dicfer Mbalichleit, inbem man die fm Endpuntie
cines Madiud auf denjelben crriditete Senfredhte als eine Kinie dev pefinicten Bejdiaffenbeit nadnveiit,
linfere Definition leidet an demjelben Giebredyen, £¢ find in oevjelben swei Vearviffe mit cinander
pecbunden, der Beaviff der gevaden Yinie und ber Beguiff ver equidiftan;, uitd e3 ijft an jich duvdy
aud nidt evident, ob beide veveinbar jind. an unterftclle sunadit, in einev beftinntew Ghene,
eine gerade €inie AB, e nun jur Borjtellung einer damit parallelen Yinie ju gelangen, fann man
pon qnei veridicdenen Gefidhispuniten ausgehen. Das eine Mal dentt man fich, von der Vorjtelluny
per Mequidiftans ausgehend , an derfelben Scite von AB in Devfelben Gbene eine ununtecbrodiene
eibe von Punbten , weldhe alle von AB Ddiejelbe Entjernung baben. Danit fragt fidh, ob alle
biefe Puntte in gerader Linie licgen. Dad andere Mal benft man jid) aufer ver jipponivien
Sinie nody cine jweite gevabe Yinie CD, und judht diefe in eine beftimmie Lage u AB s Dbringen.
Die Lage eciner geraden Linie ift aber Durd ywei Puntie vollfommen beftimmt, Die Annahme von
mebr ald pwei Puvkten juc Beftimmuna ihree Lane aljo unjtaithaft. Dieje beiven Punfte unievitellt
man i der angenommenen Ebene in gleichen Entfernunaen von AB an Devjelben Seite und dentt
CD binburdy geleat. Dann fragt fidh, ob audy alle i brigen Punite ber Linie CD diefelbe
Gutiernung von AB haben. FWer von dem exjtent Gefidtspuntte ausgehen will, hat alio jur
Beqriinpung der Definition ven Sak nothig: JGrridtet man auf eine Gerade AB mehrere gleide
Perpendifel und verbindet die Enbpuntte durd) gerade Qinien mit cinanber, jo bGilben bie eingelnen
Berbindungslinien sujonumen eine cinzige gevade Linie”, oder, was ungefdhe auf dafjelbe Dinaustonmt,
JDemegt man eine gerade ¥inie auf einer erjten gevaden Linie AB jo fort, pap Der eine Endbpunft
ftet8 aui AB bleibt und fie auperdem mit AB jiet$ Denjelben, vedyten pber fdhiefen, MWintel bGilbet, fo
ift Die Sinie, weldhe Doy andere Endpuntt bejdyeeibt, gevabe.” Geht man Dagegent vont demt [eter
Gejichtspunite ausd, fo hat man den Saf nithig: Erridhtet man in gwet Punften einer geraden Linie
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AB an verfelben Seite swei gleidhe Perpenbifel und legt durd) die Endpunfte diejer Perpendifel eine
pweite Gevabe CD, jo find alle Punite diefer Gevaden von AB gleidy weit entfernt”  Welden von
dicfen Sagen man audy wahlt: man muf ihn entweder ald Grundiab binftellen oder als Lobriab i
e beweifen juchen,  Thut man Griteres , fo bat man damit das Biel bee ftrengen Methobe, dic
Parallelentheovie lediglich mit Hitlfe der Ariome der Grofenvevaleidung su begritnben , wicher auf-
qegeben; durch die verjdicbencn Berfuche, Cebteres ju thiut,  bat man diejes Hiel aud) nidt cvveidht,
pa allen als Ausdgangspunkt fvgend cin Aviom der Anjdawung ju Greunde liegt.  9Wibrend aljo bei
oer cutlidifdhen Theovie der Nadnveis, daf e3 Linien von ber definivten Yage qibt, durd) ven erjten
Hauptlehrial mit aller Strenge geliefert werden farn, dagegen ber Beweid ded sweiten Hauptlehrintes
Die Hauptidwicvigleit bictet, lieat lebfere bei der in Mede jtebenden Theovie wngefelrt in bem MNady=
weife ber Moglichleit ves definiveen Vegriffs. Diefe Moglicheit qar nicht in Srage su jellen und
jo iiber die Dauptichwicrigheit mit Stillidyweigen himvegugehen, wie e8 allerdings vielfach gefdicht,
ift weder wiffenjaftlich nod) pidagogijeh ju vechtiertigen.

3) Gime britte Pavallelentheorie exhalt nan dburd) bie Definition:

n3wei gerade in bevfelben Gbene liegende Linien beifien pavallel, wenn fie mit einer dritten
gevaden Yinie nady derjelben Seite hin Winkel bilden, welde gleid) find."

Die Definition, in diefer Weife ausgedritdt, (it eine doppelte Aufaffung su.  Entweder bentt
man fid) ywei gevade Linien, weldje mit einer einzigen beftintmten bdritten Cinie gleide Giegemmwintel
bilben; ober man benft fih jwei gerade Cimien, weldhe mit ivgend ciner gani beliebigen
oritten  ¥inie, alfo mit feder fie jchneidenben Zinfe gleidhe  Gegenwinfel bilben, Wollte man die
Definition in dem lehten Sinne auffafien, jo mitite natiiclidh wieber, wie bei ber vorigen Definition,
pie Moglichteit Jolcher swei Linten erwiefen werdben. Denn aldbann liegt in ber Definition ber Sa
verfiectt, Dafi, wenn el gevade Yinien-von eimer erfien Trandverfale unter aleichen Giegenminkeln
gejdntittent wecben, biefes audy filr jebe anbere Transverfale ber Fall ift. Diefer Saf bedarf natiiv-
lid) Des Beweifes. Umt biefe Bernengung von Definition und Lehrjap ju vermetden, muf man bems
nad jene dabin prdcfiven, baf man Pavallellinien als foldpe gerade Minien Ddefinivt, weldie mit einer
bejtimmt en dritten Linie gleidhe Gegemwinfel bilben. Jn biefer Faffung ijt die Moglichteit Des
befinivten Vegrifis feinem Jweifel audaefest.  In dem weiteren Berfolg ift dann jence Sap ju
bewetfen, Ddaf parallele Chtien mit jeder Transverjale gleide Giegemmwintel bilben. Uebrigend ijt
burd) diefe britte Definition der Veqriff pavalleler Linfen Hinfilidh conftruivt 5 man muf, unt ju ileer
Borftellung ju gelangen, nod) die Vorjtellung einer dritten gevaben Linie und iiberdich siveier Tinkel
u Hitlfe nehmen.  Auferbem verhilit audy jie nidt basu, die Bavallelentheoric ohne Mmwendung des
efiert oder anderen, der Anjdanung entnonmenen Arioms ju begriinpen,

Die Frage, weldhe von den vielen auf Grunbdlage einer dev obigen bret Definitionen aufgeftellten
Theorien filr den Sdulgebrand) den Vorsua verdiene , ijt nidt lebiglich mit Miidjicht auf Confequens
per Peweisfithrung ju entfdeiden. Die wifjenichaftlich frenofte ift daviom nody nicht fir die Sdule bie
befte.  Bunddyft ditejte fiir den Jwed des evften Untervichis sugleid) Davauf Micficht su nelimen fein,
Daf eine ju grofie Weitldufigteit vermicden with. €8 Handelt filh in Dicfer Lelre Dauptjacilich wm ben
Nadpoeis, dafi ywet Linien pavallel find, wenn Geqenwinkel gletd) find wnd umaelebet, alfo um den
Nadpweis gweier Sase, welde der Schitler Jhon leicht einfac) ourd) Jntuition als vidtig einjieht.
Jit die Reihe dev ju ihrer Begritndung aufgefteliten Sipe u lang, jo fritt nue su leidit Der Uebel-
jftand ein, dafi ein Anfdinger die Sette der einselnen Sdliiffe nicht mebhr s verfolyen vermag, unbd in
olge befien die Veweisfitbrung fit ihn dir fiberjougende Kraft verliert. Gr witd swar Deshalb nidht
att Der Ridjtigleit des ju beweijenden Safies qweifeln, aber 0lof aud dem Grunde nidt, weil ihm
ole Sadie an fid) fhon lebinlich duveh Anjcharemg plaufidel evideint, vicleidt aud), weil ev fid has
jurare in verba magistri nod) nicht abgewshnt bat. Gine joldhe weitliufige Beweisfiihrung muf ihm
aber wm fo mebhr itberfliifiig feheinen, wemn in ber Sette der Schliifie von irgend cinem Greunbiake
ausgegangen wird, der fitr ihn, wenn nicht weniger, fo dodh aud) nidt mehr cinleuditend ijt, als bex
aus bemjelben {dlieflich hergeleitete Sap fdhon an fich, ohne diefe Hecleitung, it Dap foldhe Debuc-
tiontent in der That nuv einen jweifelhaften Wertl Doben, ijt fdion frither angebeutet  I%eil idh in
piefer Veztehuna- nidyt mifoerjtanben werden midite, unb sugleich, weil auf biefen Punft aud ander
weilig wenig Ritdfidht genommen ju werden pilegt, mioge ein beftimmies Beifpiel als Crlauterung
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diencit.  Guflib beweift ben Sab, Daf bdic Sunmie yweicy Seiten eined Dreiedd quifer ift als die
dritte.  Mad) Proflug baben jchon die Epifurder jich bicvitber [ujtig gemacht, ba der Sab an jich fo
tlar fei, Dafi ev feines Veweifes bebiiefe. Meinesd Eraditens ift dem Gullid gegenitber bdiefer Eimwand
nidit geceditfectipl. Gt beweift ven Sap mit aller Strenge, obne tm jeiner Vegrindung von irgend
eioment Der nfdbamang entrommenen obder weniger eotdenten Sabe ausiugehen. Sang anders verhilt
fidh dagegen die Sadie, wenn die Veweisfitheung von einem Sabe anbebt, welder weniger einleudytend
ift, al® der ju Deweifende Saf jelbit. Wenmnw man 3. B, wie ¢§ in vielen Lehrbithern qefdieht, von
Dem @rundiate ausdgeht, daf eine gevabe inie, welde burd) cinen Pkt tmnerhalb der Sdentel
cines  Doblent Winfels qelegt witd, wenigftens cinen der Sedenfel jduciven muf, und bicraus
puedh eine lonage Sette von Sdlitffen endlich unjeven Sab, dafi bie Swmme jweier Seiten eines
Dreiedsd  avbfer it ald Dbdie Dbritte, Derleitet, o [t eine joldhe Beweisfithrung Dod) unae
fdbr auf bajjelbe binaus, ald wenn man 3 B, davom ausgehend , daf dver nwal adht gleid)
viecundywaniq ift, mittelft einer weitlaufinen Schlufiolgerung  beweift, dafi awet mal jwet viee
ift. Gine folde Deduction mag den Meiy der Cuviofitit bicten und audy immerhin ald8 Geijtes
iltbung MWerth haben, als Beweid Dat fie feinen Terth, da nidt fie es ijt, welde uns von der
fraglichen Wabrheit iibevjeuat. Man wende nidht ehva ein, bafi dex fyftematijche Anfban der Geometrie
jolche Bemweife echeifche; Ddiefer ift mur Mittel der Wiffenjhaft, thr Swed dageqen, von ver MWabrheit
e itberzeugen,

Ferner jolite bet ber Beqriindung der Yehre vow den Parvallelen in einem - Schulbude jupleid
aud) Nicjicht genonumen werdent auf dic durd diefelbe bedingte Unordmung bes Lehftoffed.  Fhre
natiiclidhjte Stelle im Syfteme bilvfte dieje Lehre gleich nady dev Pehre vom Winfel und vor der Vehre
vom Deeiede finden, wie fie bdiefe Stelle demn audh in Dew meiften neweren Lebrbitdhern cinninmmt.
&3 wive febr tm Sitevefje der Sdule, wenn bhievin allgemeine Uebereinjtimmung bevvjdyle.  Glevade
fite Die ecften Pactieen ded Lehritoffs witebe eine Webeveinftinmuung in ber MAnordnung ume jo wiin
fdhendwerther fein, als cben in den Rlafjen; wo diefe Particen vovgenommen werden, am haufigiten
ein Weebfel der Unjtalt und mit thm auch in der Regel bes cingefithrten Yehrbudes jtattfinoet. €5
it fiiv einen Sdyiifer aber nidit wenig miflidh, wenn er i Foloe deffen ctiva einen Leitfaden, in
weldent die Lehre von ben Tavallelen in bie Lehre vom Dreiede eingeflodhten ijt, mit einem anveven
vectaujdien mufi, in weldent diefe Lebre gang wnabhingig von lehtever beavitnbet ijf. — Vel jener An-
priniing gewinnt ein Lebrbudh aud) aus einem anberweitigen, dufeclichen Grunve an Brandbarkeit.
G5 wird nidt Jelten bder Fall fetn, bdaf cin Lebrer gerade die vt und TWeife, wie die Pavallelen
theovie in Dem an ber Anftalt etnaefiibrten Buche behanbelt ift, aud verfdiedenen Griinden fiix
gevadez vevwerflid) halt. 3t aber bie Deduction ecine v fidy aefdloffene, von ben Edben iiber basd
Dreied unabhdngige, fo wird ev leidt dafiic durd) Dictat eine anbere, natiivlich ebenfalld vor Ddex
Lebre vom Dreiece witabbangiae, an die Stelle fepen fonnent, welhe er filr befjer balt. o entqeaens
gefesten Falle dagegen wiirde eine foldhe Subjtttution viel ju weit gefenve Abanderumgen i Det
nocdonung wid Begriindung ded ganzen Stoffed evforvern, ald baf fie pidagoniich nod s redi:
fevtigen wdre. — Schon aus dben hier angedeuteten Grimden haben die verfdicdenen BVerfudie, welde
gemacht jind, ben Sab iiber bie Winfelfumme des Dreieds unabhingig von ver Pavallelenlehre uno
ot wiggefelrt diefe durd) jenent su begriinden, wnd welde i) nidt gang. wneewdhnt gelafjen haben
midte, fitv bie Sdule nur sweifelfoften Werth,  Huferbem Ddiicfte blof ein eimgiger vort  Diefen
Beweiferr; der fdhon jriiber angedentete ThibautTehe, fiiv Sdiiler verftandlich fein. Wer aber in dem
Meafe , wic es in bdiefem qefdieht, von der Vorjtellung der Bewegung Giebrawch maden will, Hat
pamit, wie tne Folgenven fidy jeigen wird, das Mittel ju einer viel emfodeven Begrimdung ber Lehre
vont den Pavallelen in Hinden.

II,

D nwan die Yehre von ten Povallelen bet Ginjdpdnfung ber Geometrie auf dem jtarven
Grofienbeaifi troly aller Vemithungen nidht in einer MWeife ju begrinden vermodhte, welde allgemeine
Ymerfenmung und Geltung gefunben hitte, Jo judte man jie nomentlidh in weuever Heit buvdy Auf-
nahme bes BVeqriffs der Rihtung in die Wifjenjdhajt 3u vereinfaden. Bon diejem Eeichtspuntie aus
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[autet die Definition, entipredhend ber Definition bes Winfeld als RidtungSuniecidicdes jweier Linien,
etiva folgender. Mafen:
JBwei gerade Yinien in einev Gbene, welde gleide Ridtung habew, bheifen parallel.”

Die nabere Beftinumung: ,in einer Ebene findet fidh in cinigen Lehrbiidern nidt. €8 mige
hievitber Folgendes bemerft werden. Gine Definition dacf feine iiberflifjige Beftinmmung enthalten,
b. 0. feine folche, weldhe jchon Folge einer anderen davin audgefprocdencn Vejtimmung it Jn den
bret wnter I aufacftellten Definitionen find fiir den Pacallelidmus sweien gevaden Litten jededmal
el Bedingunger aufaeftellt, namlichy Lage in derfelben Elhene und aufierdem entweder Nonconcurreny
pder Nequidiftany oder Gleidhheit sweier Gegemvintel.  Jn ilnen find beide Bedingungen von eins
anber unabhdngin, vovausdgejelt, baf die beiden lefiten Definitionen wie erwibnt in der Weife aufgeftellt
werben, bafi in thnen nidht el Grundfak vevjtedt liegt. BVei unferer Definition legt die Sadje anbers.
Dan faun dariiber ftveiten, ob aud ber MRidtungsgleidheit sweier Linen von felbjt ihre Jugehdvigleit
i derfelben Gbene folge. Werncint man dieje Frage, over [dfit fie vorlawfiy unentjhicoet, weil in
per Planimetrie blofy von Linen, die in devjelben Gbene liegen, die Mebe ijt, fo ift allerdings der
Jufat: ,in eciner Gbene” vidtig angebradt. Dann aber muf man it der Stereomelvie entbiweder
e Sap aufitellen, jet e8 ald Grundiab, jei e ald Lehrjos, daf Linien gleidher Midiung in einer
Ghene liegen, ober aber man daxf fidh bier jum Radyweife des Parallelismud yueier Linien im Rawne
nidit, wie ¢8 in einigen Lehrbitdhern gejchicht, davauf befhranten, blop ihve Rihtungsaleichheit nadyu
wetjen, fondern mufi auperdem oud) seigen , daf jie berjelben Ebene angehiven. Natitelih befinden
i Dicjenigen in derfelben Lage, weldie jenen Jufak blof deshalb ausaclaffen baben, weil ex von
jelbit Dinguzubenten jei, da in ber Plantmetrie nur von ¥inien iw einer Gbene die Meoe fei.  Bejaht
man dageqen jene Frage, jo wiede dev Jujab cine ifberflitfiige Bejtimumung enthalten, alfo unitatt
baft fein. Laft man ihn ibrigend aud dicjem Grunde aud, fo wilvde man, wm jedes Miverjtind-
mif g vermeiben, gut thun, ihn als Folaerung nady dee Definition aufzujtellen.

Jeach diefer mehr nebenfacilichen Vemerfung ift junddjt die Frage ju cvivtern, ob man beveds-
tiat ift, Den Bequiff der Gleidiheit sweier Midtungen, wic es in ber Definition gefdieht, ald an fid)
ilar und nicht weiter definicbar hinsujtellen. Gewdhnlich wixd in dber Geometrie in den einleitenden
Grivterungen die Gleidheit ald Uebereinftimmung in der Gréfe definivt. DHier find nun aber
nidit swei Quantititen, foudern swet Qualitdten einander gleid) gefept.  Jit das gejtattet? Und wenn,
braudyt dann wicht naher erflivt ju werden, wad man wnter ihrer Gleidbeit fich denfen foll? Lebteve
Froge liegt wm o ndber, als in ber Megel bie Gleichheit der vorher bLetradteten Mawmgebilve, dev
gerabent Yinien und ber Wintel, befrimmt definict wird, indem man die Gleidbeit derfelben auf ihre
Decung suciidiitbet.  Und Doch witvde Dei diefen Begriffen jeder Schitler aud) ohne foldhe Erildrungen
nbedingt mit pem Nusdrude ver Gleidhheit berfelben bdie ridhtige Vorjtellung verbinden. Bei dem
usdrude der Gleidiheit yweier Richtungen, welder undefinivt bleibt, ijt das wenigitens in dem Make
ouedaus nidt ver Fall.  Wohl Dat jeder Shitler eine Anjdauung von bev Yage sweier Gevaden,
welche pavallel genannt wicd. Deshald weif ev aber nody nidt, wad cr fich unter der Gleidheit der
Richtungen smweice gevaden Cinien denfen joll.  Fragt man Nnfdnger, — bevor utan ibnen pavallel
al$ ridtungdgleidh definict hat — ob zwet gerade Yinten, welde beide nady cin und demjelben Punkie
hin gervidhiet jind, gleiche Midhtung haben, jo antworten wenigjtend viele von ihnen mit Ja; und von
Der andeven Seite, jieht man auf der Tafel vow jwet Punlften aud zwei gevade Linien, die cine nad
vedits, die andere mad) (nf8, und fjtellt bie Frage, ob biefe Linien gleiche Midtung haben, jo ant-
worten alle mit Jtein, wenn beide Linien aud)y dew Mugenfdeine nad) pavalel find.  Fur Beridtigung
ihver ivvigen Auffafjung hat man Fein anbdeves Mittel, al8 ithnen verjdicdbene Paate geraber Linien
vorjufithren und dabei ansugeben, Daf jwet Lnien von diefer Cage su einander vidungsgleid) feien,
pont jeier Dagegen nidt; diefe Demonfivative Gelduterung muf jede begrifflihe exfeben. €8 mupte
veclangt werden, ben Siilern die obigen Fragen vorjulegen, bevor man ihnen unjeve Definition
gegeben hat.  Denn bie meijten von ihuen verbinden mit dem Ausbrude pavallel” eine flave Yor-
ftellung und in Folge befjen gewinnen fie durd) die Definition — die viditige Vorjtellung von vidtungs-
aletdie Zinien!

us ber Definition werben bamm in einigen Lebrbitdern ofme weitere Veqriindung mehreve
Solgerungen’ gejogen. So wird einfad) ald Foloerung ber Saf aufgeftellt, daf swei gerave Linten,

=
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weldie in berfelben Gbene lieqen und fich bei unbegvensten Wevlangevungen nie fdmeiden, pavallel

find, i ober aus Dder Nnnrmtuurmn weier Linien ofmne MWeitered thre NRichtungdgleichbeit folgen

| foll, ijt Dody fdywer cimgujeben. Der Beweis Ecim‘ Saed bat allerdings jeine Sdwievigleit. Die

Hegrimdung, welde anbere Lehrbiider geben, daf ndmlich die beiben Liniew, da fie fich nie 1tlj1hlbt‘ll

2 audy feinen Wintel bilven, folalidy feinen Midtungsunteridicd Haben tum:n_. ift fein Veweis, Denn

' bafi Linien, weldye, weil fie fid) nie fdneiven, feinen Winkel bilden tinnen, aud) feinen Ridtungdunteridied

haben, joll ¢ben bewicfen werden. Tod) bie Scwicrigleit, den Sab mit mathematijdher Strenge s bewetfen,

bevedhtigt nicht, ihm einfady als Folgerung hingujtelen. Aehnlicy verhalt e& fidh mit bev weiteren Folgerung,

baf awei gevabe iiuim, weldie beide einer und derjelben oritten inie pavallel find, audy unter jid

pavallel find. Dicfer Sa ift Do) nur down eine Folgerung ber Definition, wenn ald Grundiab

angenommen wird, dafy jwer gevabe Linien, weldie niit dexfelben britten Linie gleidie Miditung Haben,
audy unter fid) gleiche Nichtung haben.

Doy ift auj biefe Sdape und dic vt ihrer A%Lqruhbtnm, nuu.qn Gewicht it Legen. Die Houpts
jrage ift und Dbleibt, ob bie BVeweife , welde jich aug unjever DVefinition fir die beiden Hauptiase der
Parvallelentheorie t‘ljfbul, fomwohl lumng alé audh Schiilern verflanolicy jind. Weber dad Eine nody
bas nbere ditvfle der Fall fein, Der BVeweis ded erjten Dauptlehriapes: Wenn Gegemwinkel gleidy
find, fo jind bie Linien parallel” bat echwa folgende Fafjung: ,Teil nad) dex Povausjebung die beiden
Gseqemwintel aleidy find, Jo haben bie beiben fraglichen Gievabden gegen eime unbd i vicfelbe dritte Cinie — bie
Transverjale — nad) derfelben Seite hin gleichen Ridiungsunteridicd, folglid) mit cinander jelbit gleide
Ridhtung, find daber parvallel” Ein jolder Beweis nag I:lltl]H.l[JH[ o) uLlelnutLunm gelien:; den Namen
eined Beweifes verdient v nidt. Wdbrend tm Lehrjate aejant wird: , Wenn bdie Geqenwintel gleidh
find, find Die Linien pavallel,” heift es tm Q»Luu.m oI el bie Gegemwinfel gletdh find, find die Yinien
]Jurﬂllei”. i Uebrigen jind int Beweife bim, Defimitionen und Ausdriide fiie cinanver  Jubjtituiet.
Bom pabagogijden Standpuntie aus wiivbe ¢3 vielleidt beffer fein, cinen jolden Sdieinbemeis gany
weasutlafjen, dben Sat ald Grundjob aufjuftellen und, wenn man will, eine Erliuterung hinguzuiigen.
= Dod) dad wdave blof ein Streit iiber Ddie dufere Form ber Dedbuction. Dad Hauptgewicht it

darauf zu legen, ob ber Ediiler dag ,folglich” begreift, b. b ob ev ben babuvdy inbicivten logijdhen
Sdylup aud) wirtlich zieht vefp. jichen Fanm,

Bur Beantwortung  diejer Frage bedarf ¢d8 junddijt einer Abjdhweifung auf basd Giebiet der
quantitativen Gleichheit. Cine allgemeine Definition fite den Vegriff der Gleidheit gweier
Raumgebilde ju geben, diifte jhwer balten. Wollte man oldje Noumgebiloe al8 gleich exbliven,

i weldie jidy ul)u' Bevinverung ihver Guope jwifhen identifde Grengen bringen laffen, jo reidit vieje
| Definition fitr gevabe Linten und Winkel aus, nidt aber mehr fie Fladenviume, Denn man nennt

nidht blof folde Fladenrviume, welde jid) swijden ibentifde Grengen bringen lajjen, aljo 3 B. congruente
Fauren, einander gleidy, jondern weitevgehend aud) andere, von welden man nidit mehr die Mg
lid)fcit nachmweijen fann, fie 3wijden I‘i\]_xlih.tl Grengen gu bringen. Haben wiv j Bl jwei congruente
Figuren, und 1dJmmu| wir von thnen jwei congruente Stitde ab, fo nennen m* pie Hejte gleid), aud)
wenn jie weder congruent find nod) durd) andere ju]mnummlp,n|1_1 cingelner Theile jur Congrueny
gebvadt werben fommen. LVon jywei per definitionem gleichen Fladenviwmen, 3 B. von swel congru
enten: Dreieden, ausgehend, gelangen wiv demnad) jur Gleidjepung sweier Fladenviume per deriva-
tionem mitteljt dev logifhen xiome: ,Gileides ju Gleidem abdivt gibt Gleides w. §. w." ober allge
mein: ,Gleides gleid) vevdnbdert gibt Gleiches.” MRl man nun ein analoged Denfyefen aud fite
bad qualitative Gebiet der Midtung gelten [affen, fo 1ma|'1 man bei feiner Amwendung junidit von
ywet per definitionem gleidhen Midibungen audgehen. Wir nehmen ju demt Ende auj derjelben gevaden
dinie — ber Transverjale — von jwei verfdicvenen Punften oud jwei Streden an. Dieje beiden
Streden haben gleiche MRidiung, da die gevabe Linie gemdf ihrer Celflavung itberall diefelbe Richtung
bat. uperdem denfen wir und dicfe beiden Stvecen aud) von den beiben Jlnfnm],-iq.mnlrrn aus fibers
X cinfitmmend d. h. nad) derjelben Seite hin gecichiet.  Mit diefen beiden offenbar gleiden Ridtungen

————

| oenten wic und dann abjolut gleihe Wevdinderungen, Drehungen um ihre Anjangspuntte, vorgenom
| men.  Damit diefe Vevdndevungen in jeder Beziehung gleid find , miiffen drei Bedingungen evfiillt
| werden.  Sunddijt it ecfordeclich, dap die Drehungen in devjelben, aljo gleider, Ebene exfolgen.

Sobann miiffen fie nach derfelben Seite hin vor fich gehen.  Enblich mitfien fie aud) quantitativ gleid)

ﬁ.
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fein. Aljo werdent im Gozen finf Gleehheiten unterjtellt: Gletchhett (Jventitat) ver Injangsriditungen,
Nebeveinflimmung derfelben, Gletdbeit (Sbentitdt) der DrehungSebene, Gleidhleit der Deehungdriditung
und Gleichheit der Drehungdarife. Nusd dour aleidieitigen Stattfinben biejer Gileidbeiten, von welden
bie vier erjten qualitativer, bie lebte quantitativer vt ift, joll nun eine neue, qualitative, Gleichbeit,
bie Der Gnoviditungen, o. b, der Pavallelidmus ber beiden  gedrehten Streden, gefolgect werben.
Yeider ijt bad Denfoermbgen vow newn und neuniig unter hundert Anfingern nidt jo weit entwidelt,
bafs fie piefen Sdluf wicklich ju jieben vermiditen. Sie werden viclmelhy, wie fie bis dabin pavallele
Yinien blof intuitio, nidit Degeiiflidy , awfafjen, jo aucdy die WMeberjeugung von der Wabrbeit unjeres
Sages nidht durdh [ogijdhes Schliefien, jondernt blof durdy njdnmung gewinnen. — TWenn vorhin
gefaat wurde, wman jolle den i NRebe ftebenden erjten Hauptlehriab cinfad ald Grundiap hin
jtellent, fo witd aus der vorhevgehenden Ervirterung bevvovaehen , daf derfelbe weniger ald Grundiab
per Ynfdawung, tenn vielmebr alg ecin logifdes 2riont aufufafjen wive. ULS foldies aujaefaft
wiirde unfer Sab s don cllgemeinen Gyundfabe der Grdpenlehre o, Duontitativ Gleided gleid) ver:
dnbert gibt Gleides” bes Settenflitd auf qualitativem Gebicte bildew.  Jwar ift der Sab blof eine
jpecielle Amwendung eines derartigen allgemeinen Nrioms.  Aber er bildet eben Den einzigen Fall bder
rwendung dicjes Arioms; der gweite qualitative Beqrifj ber Geometrie, der ver Hehnlidteit, [ajt
feine BVevwerthung  Defjelben s Db man wun jenemt  Denfgejese i allgemeine  Form  qibt:
JDualitativ Gleidies gleid) verdndert qibt Gleiches” ober aber bdicjenige, in welder allein ed jeine
dmmendung findet: ,Sind Gegemvinfel gleid), jo find bie Linien pavallel” it wmefentlic.

Gany dbnlidh veehilt e fidh mit ber BVegritmbung  ded  jweiten Houptlehriobes: ,Sind bie
Linien pavallel, fo find bie Gegenwintel gleid.” Der Beweid lowtet étwa: ,Da bie- Yinien pavallel
jind, fo baben fie mit einander gleihe Michtung, folglid) geqen ein und biejelbe britte Yinie — bie
Trandverfale nad) derjelben Seite bin qleidhen Ridtungsunterjdiied , alfo find die Gegenmwintel
gleid.”  U8dbrend i Yehrjoke bebauptet wivd , daf bie Gegemwintel gleidh find, wenn die Linien
pavallel find, beift ed8 tm Veweife, dafi die Gegenwinfel aleidh find, weil die Linien parvallel find.
Eine nibere Begrinvung wixd durdous nidht gegeben ; denn bie voraeommeneit Subjtitutionen
von Nusdriiden und Definitionen fiiv etnander dienen blofi jur Grliutenung, wie der Yehrjab au
verjtehen ift. Dan witcbe daber aud) Diefen Lebrjal wieber figlich einfach ald Gtundfab aufjtellen
fommen.  Wahrend Der crfte Hauptjals jeine innere Vegriindung in dem logijcdhen Ariom finbet, daf
qualitativ Gileidies gleid) veranvert Gileiched gibt, ober vielmebr die cinzige, fpeciclle Wnwendung diefes
rioms ift, liegt Demt yweiten Hauptjabe die Wmdehrung dicfes Nrioms m Grunde, dafi namlid), wenn
qualitativ Gileidhes jo vevdndert wird, daff wieder qualitativ Gileidhes entfieht, die jtattachabien Ver:
anbecungen quantitativ gleid find, vorauspejeit, daf fie nidt qualitativ verjdicden jinb. Die urfpriing:
lichen Michtungen dex beiden ampenommenen Gevaden werden ndimlidh ald gletdh unterftellt; indem man
jede Der Dbeiden Sinien durdh Drebung in die Yage Der Tvansverfale  bringt, haben beive wieder
aleidhe —  iventifdhe — Nidbtung ; aljo wmiffen die vorgenonumenen BVevdnderungen , Drehunaen,
aleid)y grof jein, fofern Diefelben qualitativ gleich find, 0. b, ibereinftimmend erfolat find.

Diefe Pavallelentheorie fommt demnady wiffenjdaftlich davauf binausd, daf man pas logifde
Neiom: ,Gleides gleid vevandert gibt Gleides,” dad fonft nur auf Quantititen Anmwendung
jinder, obne FWeiteves auch auf dad Gdebiet ber Liualitdt vejp. der MRidtung dbevtrdgt. Fiw bdie
Schule Diiefte fie troli ibrer [deinbaren Einfadbeit und Elegans nidht geeignet fein, da die Bebin-
gungen, welde bebufs abjoluter Gleidbheit vev mit den RNidtungen vorgenomurene
Bevanberungen eefitllt fein mitfjen, su complicivter Matur jind, ald bah Unjinger fidh vou den-
felben Medbentichaft geben fénnten, Sic weeden bic Sibe vielmehr blof beshalb als vidtig hine
nebmen, weil diefelben mit dem Seugnije ihved GiefichiSjinnes itbeveinjtimunien.

1L

Sn ber vorigen Definition witd der Beqriff der gleidien Michtung alé einfader Erundbégriif
unterjtellt. G5 feagt fich, ob man ihn nidt ndber Definiven fanm, wm Daburd eine anoereitige
Heqrimdung  Der Yehre von Den Pavallelen s evmdglichen.  Jwet Rawmgebilde jind nady einer
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bejlinumten Beztebung alé gleid) aufzufafen, weitit na bad cine von ihnen, obne ¢8 in der fraglidien
Restehung au vevdndern, mit Demt andeven tdentiich macen fann. So fino swei ebene Figuven vik-
fiditlidy ihres Fladencawmes offentbar gleidy, wenn die cine lediglich dadurd, dap man einzelne
perfelben blof anberd mebenm einander legt, mit bev andeven jur Gongruens, aljp Jdentitdt, gebvadt
werden o, 2nalog wivd man poet gecave Yinien in Pejug auf thre Nidtung gleidh nennen, wenn
fid) bie cine von ibnen ohne Berindevuny ijrer Ridtung, nothigenfells mit Vevanderuny ibrer Girifie,
mit Der andeven jur  Sbenfitdt Dbringen it Vevanderung ter Miditung einer gervacen ¥inie it
aber Drehung.  Dentnacd) find  pwei Minwien als Midptungen aleich, wenn die eine obne Trehung
in bie Lnge ber anberen verfebt werden fann.  Hievaud cvaibt jid folgende filnjie Definition;

s Swel gevabe Linien beien pavallel (rvichhmgsaleidh, qletdlonfend), wemn die eine fid) ofne
Drehung in die Lage dér andeven bringen Lifie.”

Dur Nedtfertiqung diejer Definition it unddit der etwaige Fweifel ju bejeitiqen, ob man eime
orebungslofe Tevjdhiehung ciner gevaden Yinie fidh vorsujtellen vermag, ohne bievjw' die Vorftellung
oer pacallelen ober richtung@aleichen age sweier Geraden ju gebraudien, FWive lekiere daju erjorder
lich, fo witrbe die Tefinition notiivlich wnitatthaft fein.  Wm Die Vorftellung einer deehitnagslojen
Rerfchicbuna ciner Gleraven 3u gewinnen ung fejtyubalten, hat man jevodh) nuv ote Vovjtellung cinee
eimsigen, widht sweter einander gletdien (parallelen) Midtungen nothiq. Jehmen wiv ndamlicy auf etnee
belichigent, in einer anpemommenen Gbene legenbden qevaben ¥inie cine beftimmie Strede an, und
penten wir und dieje Strede in jener Giernden fidy fortbermeqend, jo ift und flar, daf junadit mit
bicfer Fortbewegung feine Drehung verbunden ift, da wiv eiver aevaden ¥inie itberall viefelbe id
tung sujdretben. DTenfen wir uns tann jene Strede etwa ald oie Seife eined i Der angenommenen
Ghene Hegenden Dreteds und diefes in derfelben Ebene mit fortbeweat, fo finmen wir oud) die Forts
bewemuig dicjed Detedd wnd denmtad) audy jeder Seite defjelben nidit anverd alsd eine drehungslofe
auffafien. Dber denfen wir und mit jener Strede unter beliebigen Pintel eine jweite gerabe
in per jupponivten Gbene ftare perbunden, und mut wieder die evfle Strede in der angeaebenen 18
fortbewegt, jo baben wiv wieder in der Fovthemwequng der jweiten, in derfelben Gbere bleibenben, Yinie
bie Lorjtelluntg einer drehungslofen Verfdhichung einer Gevaderr. Die lebtere Bovjtellung Hat demnad)
nidit die Vorjtellung pacalleler Linien jur Vorausfebung. Sie it aber andy nicht nothwendig mit
Dieler perniipft, bervart DaR fie fdhon an fich Die leBitere Devvorviere.  @rjt pann vielmebr, wenn man
etne beftimnute ntfangslane ter drebungslosd bewegten Linie im uge behalt und mit ihr eine Eudlage
vergleicht, entftelt in ung bic Lorjtellung der pavallelen Lage ioeier Gieradew. Hehnlidh entitebt, wie
wir acfeben baben, aud) die Morftellung ded Winfels augd der Worftellung der Drehung erjt durd
Teraleichung einet Anfangdlage mit einer Enolage ber gedvehten Yinie, Diefe Definition geniigt
fermer Der Vebingung, in den Schitlern fofort bie vidhtine Vorjtellung Hevvorsurufen, welde jie mit dem
Nusbrude . pavallel” verbinden follen, audh wenn ibnen diefer Anusbrud vorher nody unbetannt fein
follte. Fithut man thnen belicbige Paare gerader ¥inien vov und fragt bei jedem *Bagre, ob die eine
per beibent Linien fich obne @wrebung in bie Yoge Der anderen bringen laffe ober nidit, fo merden
alle mit Sicherbeit 31 antworien wifjen.

i

Nus Ddiefer Definition ikt fidh die Augehovigfeit moeier poavallelen Yinten zu einer Ebene als
nothwendige Folge Gecleiten. Man hat dDaj den Grundjap ndthia, dap eine gevade Linie, welde
etne Ghene in cinem Punfte durdjchnetdet, fich nicht ofme Trehung in die Yage diefer Ehene bringen
lift. Dentt nan jidh namlich duvd) die eine der beiden geraden Hiniew, von denen untevjielt wird,
Dafi fie fich olme Drehung zur Dectung bringen lajfen, und duveh eimen beliebig gewdblten Puntt oex
sweiten cine Gheme gelegt, fo muf Ddieje sweite Linie vollftandig in diefe Gbene fallen. Tenn durdy
dmitte fie die Gbene i jemem Punfte, o wive nadh jemem Grundjake cine Drehung exforoeclid),
fic in bie Lage der Gheme ju bringem, und bdemmad) aud), im Widerjprud) mit der Unterftelluny, jie
in bie Yage der erften Linie su bringen. Da jeood) diejer Nachwveid, wie s in der Natur der Sadye
lieqt, nicht obne fieveometvijche Betradytung moglich ijt, eine foldhe aber in der Planimetrie bei dev
hergebradhten flrengen Schetbung beiber (ebicte unjtatihaft exfeheinen biirfte, fo ijt vorldufig in die
Definitfon die weitere Veftimming oufzunelmen , daf die betden Linien in Berfelben Gbene liegen
follen. Der obige Nadnveid, dak die legte Vevingung fon nothwendige Folge dev erjten iff, muf
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pann ber Stevcometrie vorbefalten bleiben. I dhnlidher Weife mufte man aud, wie geseigt, Dei der
vorigen Definition verfalhren.

Um bdie cinjelnen Sige der Lehre von den Pavallelen aud diefer Definition i entwideln, hat
man  ben Grunbdjas nithia, daf 3wei Tid) fdneidenbe gerabe Linfen fich nidht ohne
Drebung jur Dedung Odringen Laffen, alfo nicdht pavallel fing, 9us demfelben folgt ber
Sat, baff swei parallele Linien jid) nie fdneiden, fo weit man Jic aud verlangert
um Beweife der Wmfebrung dicfed Saked muf man den Sak voraudididen, baf, wenn jwei
gerabeRinten Xund Y fid in einem Punfte {dneiben, Tid bie eine von ihnen nidt
ohwe Drehung in cine jolde Lage bringen LEft, daf fie dic anbdbere nidit mebe
fdmeibet, natiielid) beibe Tinien nady beiden Seiten hin unbegrenst qedadit und jelbitoeritandlicy
vorausqefelt, bafi beide Cinten fleis i bevfelben Ghene bleiben. Ton per Malhrheit diefes Sapes
wberjenat man fid) leicht. Denn daff die Linie N nicht aufhoct, die ¥inie Y ju fdmeiden, wenn man
fie in ihver eigenen Midtung fovtbeweat, it cinleudhtend ; ebenio ift aber audy tlar, dafi jie nidt
auibért, bie Linie Y ju fdmeiden, wenn man fie ofme Drehung verjchicbt; penn lebteres Eonumt auf
paficlbe binous, al8 wenn X fejtliegen bleibt und Y jich in ihrer eigencn Ridhtung fortbewegi. Die
Umbebrung beé  vovigen Sabes, Ddap nédwlih jwei gevade Cinien, welde in derfelben
Gbhene liegen und jid bei unbegreniten Verld mgerungen nie jdneiden, parallel
jind, cvgibt fidh hicvaus in folgenber Weife, Man bdenfe Fidy die cime Citie X obne Drehung ver
ichoben, big fie wenigftens einen Punft mit Y gemein bat.  Fiele fie damn nidht mit Y jufommen,
jonbern fdmitte fie Dieje Cinie in jemem BVunfte, jo milfie fie nad) dem vorigen Sage, wenn man jie
wicoer obie Trehung in ihre urjprimglide Yage suritdgebradit denft, auwd) nodh) in diefer fage, da Feine
Drehung crfolgt i, die inie Y jdmeiden, was gegen die Annabnre ift.

Bis dabin bejchrintt fid) die Vetradhtung lediglich auf jwei Sinien.  Bei der Hufnalnee ¢inex
britten Yinie i Ddiejelbe ifi ju unterfheiden, ol dicfe dritte inie mit eimer der Geiden Parallelen
pavallel ift ober nidit.  Auf ben exfiern Fall besicht fich bexr Sab: , Sind wet gerane ¥inien,
X und ¥, einer und becfelben bdritten Sinie 7 parallel, fo find jie untev jid
parallel” Da namlid X pavallel mit % ift, jo fann man X olne Deehma i bie Lage von Z,
und aug dicjer Lage wieder, ba % parallel mit Y ift, ohne Drehung in die ¥age von Y bringen:
aljo laft fich X ohune Drebung in die Yage von Y bringen, mithin ift X vavallel Y, %us biefem
Safie folgt damn in einfacher Weije ber So, daf burd) cinen Tunit a ufierhalb einer
geraden Yinie fidh wur cine Pavallele mit derfelben zichen Ldfit, und weiterhin, daf
jwei gevade ¥inien, welde von einem Punbte nad) verjdicdenen Seiten auslauten
und beide ciner unb devielben dritten Rinie varvallel find, eime cingige gerabe
Yinie bilben. — n den zweiten Fall fniipft fich der Sat: Shneidet cine gerade Linge
pie eine von jwei Parvallelen, jo fdhmneibet fie bei Hinlinglider Berldngerung
aud) Die anbere® Simitte  jie namlich bdiefelbe nidit, fo wdre fie, wie wvorhin aeeigt,
mit perfelben pavallel, alfo gingen burd) ein und oenfelben Punit jwei fich Jehneidenbe
Ninien , weldpe Deide einer und  devielben britten Linie pavellel wiiren, was, wie vorbin bewiefen,
unmioglich ijt.

Do erfte Dauptlehrias: IWerden jwei qerade Linién AB und CD von ciner
Transverfale XY inMuud N gefdinitten unbdift ein Baar Begenwinfel YND und
YMB ecinanber gletd, fo find bie Linten va vallel, " Laptfid) nad) diefer Theovie folgenber
Magert  beweifen.  Man  verbinde cinen Tunkt P in ND mit cinem Cunkte Q in NY burdy cine
gerabe Yinie uno denfe fich bas fo gebildete Dreied QNP und mit ihm die gamze dinie CD jo jort=
bewegt, dak NQ immer auf ber Sinie XY 0leibt, bis N i M aelangt.  Dann fallt oud), dva nadh

rejadi fiubet mon bifen Sat et nod) dem ywetten Bauptinte aufgefilher und mit
ng it unviditip.  Denn wenn in bem  jiweiterr Hauptie fgejage witd, bafy cine ge
Poraliclen anter Deliehic dinfel fdmeidet, iben 38
bod) jdon borandpejelst, b faunpt jdmnel nidit nad)
viel meniger mit 3

befjelbent  bewiefen.
be Yinic, o ¢ big
fdieibet, fo ift Dot
Satse und 1od
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der Mnnabme <TYND =< YMB ijt, CD auf AB.  Da nun bei jencr Verfdiebung NY und
Demnad) auch oie jtare Damit verbundene ¥inie CD feine Dechung gemadt bat, jo it CD obne
Drebung in die Lage von A DB gebracht, aljo it CD mit AB pavallel. — Ter jweite Hauptlehrias :
g Meroen jwei gerade Linien AB und €D von ciner Trandverjale XY gejdnitren
und find die Linien cinanber pavallel, fo ift jedesd Paoar Geaenwinfel einander
gleidy " LaBt fid) in dhnlider Weife begriinben. Fiele, indent man CD, wie vorhin, obne Drebung fort-
beweat, big N auf M fiéllr, nidt CD auf A B, jo finnte man CD nidit ofne Drebung in die Lage
pon A B bringen, aljp wave CD nidt mit A B pavallel, was bder Innahme widerjpricht. Gin jweiter
Beweid evgidt fid ous bem erjten Dountlehriake mit Hiilre ded Sakes, daf ywei gevade Yinien, welde
Devfelben Dritten Yinie pavallel find, unter fih pavallel find. — Die dtbrigen Sate der Lelre pon
pen Pavellelen finden wie bei jeder andeven, jo audy bei bdiefer Theovie in den beiden Houptlehriigen
thre Begrimduna, :
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