Es ist schon vielfach aufgefallen, dals die Losung von Dreiecks-
aufgaben, in welchen nicht blofs Seiten und Winkel eines Dreiecks,
sondern auch Hihen, Mittellinien, Winkelhalbierende, Abschnitte und
! Winkel, welche dieselben auf und mit den Seiten und unter sich
bilden, der Radius des eingeschriebenen und umgeschriebenen Kreises,
die Radien der #ufseren Beriihrungskreise, Summen oder Differenzen
von Seiten und Winkeln u. s. w. gegeben sind, zumeist nur auf dem
Wege der planimetrischen Konstruktion und nur selten mit Hilfe der
Trigonometrie zu erzielen versucht wird, obwohl auch die trigono-
metrische Methode zur selbstiindigen Kombination der mathematischen
Siitze in gleich kriiftiger Weise anregt und nicht wenig zur Ent-
wicklung und Schirfung des Urteils beizutragen vermag und deshalb
mehr Beachtung verdient, als ihr gewidhnlich zn Teil wird. Damit
I aber die trigonometrische Auflisung von Aufgaben beim Unterricht
mehr Beriicksichtigung finden kinne, ist es in hohem Grade wiin-
schenswert, dals man auch auf diesem Gebiet eine recht grofse

Zahl von mustergiltigen Losungen trigonometrischer Aufgaben besitze.
| Die nachfolgende Arbeit ist ein Versuch, zu solchen allmiihlich zu
! gelangen, und es wird mich freuen, wenn manche Kollegen durch
dieselbe veranlalst wiirden, fiir die eine und andere der unten folgen-
den Aufgaben eine andere elegante und kurze Liisung zu suchen,
| und dieselbe veriffentlichen wollten oder Interesse erweckende trigo-
nometrische Losungen beliebiger anderer schwierigerer der unziihlig
! vielen in planimetrischen Aufgabensammlungen zusammengestellten
und leicht noch zu vermehrenden Dreiecks-, Vierecks- und Vielecks-
Aufgaben bekannt machen wiirden. Aber nicht blofs in Bezug auf
trigonometrische Lisung von Aufgaben, nach welchen Dreiecke oder
Vielecke iiberhaupt aus gegebenen Stiicken bestimmt werden sollen,
sondern auch in Bezug auf die Entwicklung trigonometrischer Glei-
chungen zwischen den Funktionen gegebener Winkel und die Auf-
losung solcher nach unbekannten Winkeln ist noch manches zu
i leisten, wie ich an einigen Beispielen am Schlufs der Arbeit zeigen
will, Wie wenig in diesem Bereich die Wege bisher geebnet sind,
l *
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zeigt ein Blick in die Aufgabensammlungen und Lehrbiicher, welche
Rechnungen der bezeichneten Art enthalten. Denn obgleich schon
Meier Hirsch im ersten Teil seiner ,Sammlung geometrischer Auf-
gaben, Berlin, Frolich, 1805¢ auf den Seiten 105 — 119 und
130—133 iufserst gediegene Vorbilder zur Nachahmung und Fort-
setzung der dortigen Untersuchungen aufstellte, so findet man doch
selbst in neueren und neuesten Lehrbiichern der Trigonometrie noch
weitliufige Auflsungen auch von ziemlich einfachen Dreiecksaufgaben.
S0 ist z B. in dem vielfach und gewils mit Recht empfohlenen
,Lehrbuch der Mathematik von Dr. Hermann Gerlach, Dessau, Des-
barats, 1867¢ im vierten Teil auf Seite 54 die

Aufgabe 1: Von einem Dreieck sind bekannt die Seife ¢,

ihr Gegenwinkel y und die Summe s, der beiden andern Seiten
a und b; es sollen diese Seiten a und b, sowie deren Gegenwinkel
¢ und (@ bestimmt werden

zu deren Losung man einfach zuniichst die eine Mollweide’sche

Formel ¢ »cosa;ﬁ = (aj=Lib)i ::m—u- anwendet, so dals man zu der
bekannten halben Summe der n'usu(rhk-n\\'inl\‘c] auch deren halbe Diffe-
renz aus der Gleichung vr;s(j;{, = Sr‘ - 8in ‘; bestimmen kann, in
folgender nicht gerade eleganten Weise goliik‘t Der verallgemeinerte
Pythagoreische Lehrsatz der Trigonometrie c2—=a?-|b2—2.a-b:cosy

Ty

l\-r:"‘"'

ist in die Form ¢2 = (a -+ b)> — 4-a:b:cos® "2 — 4.a+b-cos?

iibergefiihrt und hieraus fiir das Produkt der zu suchenden Seiten

die Gleichung

a-b

erhalten; hiezu kommt dann fiir die Unbekannten a und b noch die

weitere Gleichung a -+ b = s,; aus diesen bestimmt dann Gerlach,
UG e D)

indem er den Ausdruck — —— — p setat; den Wert von
4. cos2/
2

s, F Vs 24y 5, — Vs, 2—4.p :

= e Ry e und den von b = - ORI, und mit

Hilfe dieser Werte die Winkel ¢ und f aus dem Sinus - Satz.
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Abgesehen davon, dafs man die Losung jener Aufgabe eben
nicht mit der Bestimmung der Seiten beginnt, wie schon heryor-
gehoben wurde, und dafs die Berechnung der Winkel unabhingig
von den zusammengesetzten Ausdriicken fiir die Seiten a und b
erfolgen kann, fiihrt man auch zur Aufsuchung der Seiten den all-
gemeinen Pythagoreischen Lehrsatz nicht in die oben angegebene,

ar %
sondern in die hier bequemere Form ¢2=—(a-}-b)?- siu‘~’5~ - (a—b)2. L'O.‘:'E-:z/-
2 )
iiber und erhilt dann ohne grofse Zwischenrechnung sondern ganz
unmittelbar das Resultat, welches man auch auf dem von Gerlach

angegebenen Weg findet, nimlich

AL
DY D) )
¢? —s§,2-8In%5
a — b= £

}!
Cos’s

Ahnliche nicht gerade mustergiltic zu nennende Lisungen yon
durchaus nicht schwierigen Aufgaben liefsen sich leicht in grolser
Anzahl auffiilhren; doch mochte ich mich mit einer solchen Zu-
sammenstellung, welche schliefslich immer unvollstindig bleiben
miifste, nicht aufhalten, sondern moglichst bald zu meinem eigent-
lichen Thema iibergehen und nur zuvor noch erwihnen, dafs auch
meine Schiiler in verschiedenen Jahrgiingen die nachfolgenden Auf-
gaben zum grifseren Teil in den Unterrichtsstunden und zum kleineren
Teil als Hausaufgaben berechneten, in welch’ letzterem Fall ich frei-
lich mehr oder weniger Andeutungen iiber den bei der Auflosung
der Aufgabe einzuschlagenden Gang gab, und dafs ich in diesen
Rechnungen ein weiteres vortreffliches Mittel gefunden habe, der
oberflichlichen und gedankenlosen Behandlung mathematischer Fragen
von Sciten der Schiiler entgegen zu arbeiten, welche ich von jeher
in jeglicher Weise zu bekimpfen bestrebt war,

Ich will nun zur Besprechung zuniichst einer Aufgabe iiber-
gehen, welche mit der oben aufgefiihrten in Hinsicht auf die ge-
gehenen Stiicke grofse Verwandtschaft zeigt, und fiir welche man
eine trigonometrische Lisung in verschiedenen Lehrbiichern findef
z. B. im ,Handbuch der Trigonometrie von Dr, Ad. Weils, Fiirth,
Schmid 1851¢, Seite 370, §. 272,2. Es ist die
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Aufgabe 2: Von einem Dreieck ist die Summe g, zweier
Seiten a und b, die dritte Seite ¢ und einer der Winkel etwa f
gegeben, welcher einer der beiden summierten Seiten gegeniiber
liegt; wie grofs ist der andere Gegenwinkel ¢ der summierten
Seiten ?

Um diese Aufgabe rein trigonometrisch zu Iiisen, beachtet

5—-a —e.

man, dafs in der Gleichung tg '-—" (——)— -, in welcher s die
=0 §+(s—h)
: a b ¢

halbe Summe der drei Seiten d. h. + -L oder den halben

Umfang des Dreiecks bedeutet, die Grifsen s, s — ¢ und g bekannt
sind, also die Unbekannten s — a und s — b vorkommen; da aber
in dieser Gleichung a und b vertauscht werden miissen, wenn man

: 00l et
e statt 3 setzt und demnach im Ausdruck fiir lgE die Faktoren

a) [y 1]
8—a ! : B . Zihler ;
, welche in der Gleichung fiir tg'- im __ stehen, in den
§s—b 2 Nenner
Nenner

73h] riicken, so verschwinden diese Unbekannten s —a und s —b,
Ganier

: ; o 8§—Db)-(s—¢) ; 2
wenn man die Gleichung tg- — l/( ): ( = 9) mit der obigen
2 (s — a)
multipliziert und man erhilt eine Gleichung fiir den zu suchenden
5 aih el o ES' 8§—¢ a—f——h—(-, §1— ¢
Winkel ¢ nimlich tg--tgt — = — — = T =
B2 8 a+bdec s14¢’
Woraus man 5 e 8
£ gl e e (R (7 o)
2 5,4 ¢ 2
findet. Diese Auflisung stimmt im wesentlichen mit der von Weils
a. a, 0. durchgeliihrten iiberein; eine andere Methode, welche ich

zur Bestimmung dieses Winkels eingeschlagen habe, ist folgende.

5 4 a b c i
Aus dem Sinus-Satz —— — — — — erhiilt man durch korre-
sing sinf — siny
. i a b a ¢ s
spondierende Addition — —+— e N oder —! —
sing - sinf sing siny c
e ¢« — f8 o« — o ﬂ B
2. b P S o=ty [} A €08 — » COS - ain s sin
o 2 2 3in 2 2 i 2 2
.7 / T {5‘ e ﬁ e 8
9.sin’ . cost CO8—+C0S> — sin—--8in%
2 2 2 2 2 2 2




e

und hieraus wieder durch korrespondierende Subtraktion und Ad-

9 . sin" - sin
. 8in—- 8
(0 2 2 o

8 5] 1
- — to— -t woraus dann ebenfalls

Hillopa e TR 2 Bt T
S1+(" g o v} EONnn21
2+ 0S5+ COS"
2 2
¢ o 8,0 i IH
e . cto
= 5 : B
2 s;c¢ 2

folgt. Noch leichter zu verstehen und etwas einfacher, als die bisherigen
Losungen ist die folgende, welche ich durch die Betrachtung der zur
Ableitung der Mollweide’schen Formeln hiiufig angewendeten Figur fand.
Verliingert man die Seite BC —a des
Dreiecks ABC (v. nebenstehende Fig, 1)
um CD — AC = b, so gibt die er-
haltene Strecke BD die Summe s, der
Seiten a und b an und wenn man den
Endpunkt D dieser Streckensumme s,
mit der Ecke A verbindet, erhiilt man
ein Dreieck ABD, in welchem zwei Sei-
ten AB—= ¢ und BD — s, sowicder von
diesen eingeschlossene Winkel 8 ge-

geben sind; deshalb wendet man auf

Fig. 1.

AU

’ ;
dasselbe die Formel (a-}-¢): (a—c¢)= t{.r,(—-- = it £ an. Da aber

2 ]
der Gegenwinkel DAB der Seite BD —s, den Wert ¢ - g hat und der

Gegenwinkel ADB der Seite AB — ‘é ist, wenn man die Winkel

BAC und ACB des Dreiecks ABC mit ¢ und y bezeichnet, so geht
die cben angegebene Formel fiir die vorgelegte Aufgabe in die
il

- - iiber und man findet auf diesem Weg

Gleichung :
¢

t

€9

51—|-['. e
. ==

ebenfalls dic oben angegebene Gleichung fiir die Unbekannte ¢.

Man kann beziiglich dieser dritten Auflisung auch von der
Annahme ausgehen, es sei die vorgelegte Aufgabe zunichst durch
Konstruktion gelost und dann auf das hiebei erhaltene Dreieck ABD
die entsprechende Fundamentalformel der Trigonometrie angewendet
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worden; ja ich habe in der obigen Entwicklung mit Absicht jene
Form gewihlt, um auf jenen Gedanken hinzuleiten. Diese mehr
synthetische Methode bietet in der That in vielen Fillen ihre grofsen
Vorteile und jederzeit auch den der grifsern Anschaulichkeit. Soll
man z B. die

Aufgabe 3: Aus dem Verhiiltnis m : n zweier Seiten a und b
eines Dreiecks, dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel ¥
und aus dessen Gegenseite ¢ die zwei nicht gegebenen Winkel ¢ und
(i dieses Dreiecks zu berechnen
Iisen, so weils man aus der Planimetrie, dafs mit dem Verhiltnis
m:n zweier Seiten a und b und dem von ihnen eingeschlossenen

‘

Winkel » ecin dem gesuchten Dreieck ihnliches gezeichnet werden
kann, dafs man also die gesuchten Winkel ¢ und { bei der trigono-

mefrischen Auflosung der obigen Aufgabe aus einem Dreieck be-

rechnen kann, in welchem zwei Seiten — m und n und der von
ihnen eingeschlossene Winkel — y ist, weil die zwei andern Winkel
dieses neuen Dreiecks ebenfalls — ¢ und 3 sind; man findet dann
¢+ f
L g——
m —+ n e et ead
aus der Formel — = — — fiir die Differenz der gesuchten
m — n oo — f1
ig—p—
2
¢—f m—n ¥
Winkel die Gleichung tg— ———— - ctg’ .
2 m-}n °2

o —
Da aufser dieser halben Differenz g d auch der Wert der halben

. * . o+
Summe der zu suchenden Winkel ¢ und f d. h. 2—-‘--, welcher —

900 — "2 ist, berechnet werden kann, so kennt man damit die
‘Winkel e und 3 selhst.

Diese trigonometrische Auflésung von Aufgaben, welche sich
auf deren planimetrische Konstruktion griindet, fiihrt jedoch in nicht
gar seltenen Fillen nur bei einiger Vorsicht und Gewandtheit zu
einfachen trigonometrischen Gleichungen und leitet dann von selbst
auf die rein- oder wenigstens hervorragend - analytische Losung hin-
tiber, welche dann dazu beniitzt werden kann, die Konstruktion einer
vorgelegten planimetrischen Aufgabe zu finden, und eben darin nun
wieder ihren hesonderen Vorzug besitat. So z B. liest man an der
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. nl P | a el Erl e T
obigen Gleichung der Aufgabe 2 tg 5 agras (tg9 inshesondere,
180 — 2
tg‘_._ - 1
T 8,-¢ z 2 ; ; :
wenn sie in der Form S== N -~ geschrieben wird, unmit-
2

telbar die Konstruktion ab: Man zeichnet mit den Strecken 5, und ¢
als Seiten BD und AB (v. Fig. 1.) und dem Winkel 3 als dem von
diesen Seiten eingeschlossenen Winkel ABD das Dreieck ABD, so
liefert die Differenz der Gegenwinkel DAB und ADB der gegebenen
Seiten BD und AB den Gegenwinkel ¢ der einen von den zwei
Seiten a und b, deren Summe gegeben ist, und wenn man also vom
Winkel DAB den Winkel ADC als DAC subtrahiert, erhilt man einen
weiteren Winkel ¢ des gesuchten Dreiecks als BAC und damit dieses
Dreieck ABC selbst.

Zusatz 1. Ganz dhnlich, wie 2, list man noch folgende
Aufgaben.

a) Aus der Differenz d zweier Seiten a und b eines Dreiecks
ferner cinem der Winkel, welche einer dieser Seiten gegeniiber liegen,
etwa dem Winkel 3 und der dritten Seite ¢ den andern Gegenwinkel
o der Seiten zu finden, deren Differenz bekannt ist.

b) Die Grundlinie eines Dreiecks sei = ¢, die Summe der zwei
anderen Seiten a und b sei — s, und die Hihe auf eine derselben
= h_; wie grofs sind die Winkel dieses Dreiecks ?

¢) Die Summe zweier Seiten a und b eines Dreiecks sei — B,
die Hohe auf eine derselben — h, und der Gegenwinkel der andern
Seite — f; wie grofs ist die Grundlinie ¢ und ein zweiter Dreiecks-
winkel ?

d) Von einem Dreieck ist die Differenz d zweier Seiten a2 und
b, die Hohe h_ zur grifseren derselben und die dritte Seite ¢ ge-
geben; es sollen die Winkel dieses Dreiecks herechnet werden.

Zur Bestimmung des Winkels ¢ der Aufgabe a) erhilt man
auf jedem der unter 2) angegebenen Wege, wenn a kleiner als b
c—d  f
L—_’-_ i . [gg

¢ cf+d . 8
5=t g
wenn a grofser als b ist; das Dreieck ABE, aus welchem man die

: : ; (¢ e
ist, die Gleichung tg2: und natiirlich
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letzte Relation bei synthetischer Lisung findet, ist in oben stehender
Figur 1 ebenfalls angegeben.
Im Fall der Aufgabe b) bestimmt man aus der Gleichung

: h,
sinfl — — :
{ z
A und mit Hilfe dieses Winkels auch ¢ aus der Formel
: a
(1 B, —2a 2
VD = o vetg e
£ 8 + a e

Diese zwei Gleichungen beniitzt man auch bei Aufgabe ¢), um die
Grundlinie ¢ und einen zweiten Winkel ¢ des Dreiecks zu berechnen.

Die erste Gleichung zur Auflisung von d) ist als erste Glei-
chung zur Aufgabe b) und die zweite Gleichung ist in der Lisung
von a) angegeben. Noch michte ich aber bei dieser Gelegenheit
die Bemerkung beifiigen, dafs gar hiiufig trigonometrische Ausdriicke,
welche schon ziemlich kompliziert erscheinen, eine sehr einfache

geometrische Deutung zulassen. Wenn man z. B. behufs Auflésung
h,

4
bestimmt ist, zunichst die kleinere der zwei Seiten a und b, deren
Differenz gegeben ist, zu berechnen sucht und dieselbe zu diesem
Zweck mit x bezeichnet, so ist die grifsere Seite etwa a = d + x
und man erhilt nach dem allgemeinen Pythagoreischen Lehrsatz
x2=¢2 4 d2 -} 2dx +x2 — 2¢- (d}x)-cos also

der Aufgabe d), nachdem der Winkel 8 durch die Gleichung sinf—

1) (e-cosf—d)-x=— )

Diese nicht sehr kurze Formel ist aber nichts anderes, als
der trigonometrische Ausdruck fiir die gewdthnliche einfache plani-
metrische Konstruktion der vorliegenden Aufgabe, bei welcher die
normale Halbierungslinie CI' (v. Fig. 2) der Seite AE als der eine
geometrische Ort fiir die zu suchende dritte Ecke C beniitzt wird.
Beachtet man nimlich, dafs ¢2+ d? —2.c-d.cosf das Quadrat der
Strecke AE in nebenstehender Figur 2
bedeutet, wie man aus dem Dreieck
ABE findet, in welchem BE=d ist,
und dals die Strecke DE den Ausdruck
c-cos — d darstellt, so ergibt sich
aus den ihnlichen Dreiecken ADI und
CFE, dafs AC den Wert x der obigen
Gleichung 1) vorstellt, weil sich in

diesen Dreiecken Figur 2.

J—

e

et
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it F

DE FE . .. 1AE
—=—— oder wie =—
e T a1 N A
verhiilt. AR O AC

Zusatz 2. Noch will ich nachtriiglich beifiigen, dals auch
mit der Aufgabe 1) eine ganze Reihe anderer Aufgaben gelist ist,
von welchen ich wenigstens folgende hervorheben miichte.

Aufgabe a). Aus einer Seite ¢ eines Dreiecks, ihrem Gegen-
winkel 3 und der Differenz d der beiden andern Seifen a und b die
iibrigen Winkel dieses Dreiecks zu berechnen.

Nach der Mollweide’sehen Formel ist niimlich

3 (7
und hiezu kommt noch -

Aufgabe b, ¢, d und ¢). Der Radius des Kreises, welcher cinem
Dreieck umgeschrieben ist, betriigt r m, ein Winkel oder ecine Seite
deselben »0 oder ¢ m und die Summe oder Differenz der den Winkel
v einschlielsenden Seiten a und b betriigt 5, oder d m; wie grofs
gind die iibrigen Elemente dieses Dreiecks?

Aufgabe f und g). Der Radius des Kreises, welcher einem

Dreieck umgeschrieben ist, sei — r, ein Winkel desselben — 7 und
der Umfang des Dreiecks d, h. die Summe der drei Seiten a, b und
¢ sei = 2s oder die Summe aus der Gegenseite ¢ jenes Winkels ¥

als einem und der Differenz der zwei andern Seiten a und b als
zweitem Summanden sei = s, ; es sollen die iibrigen Stiicke dieses
Dreiecks berechnet werden,

Wenn nimlich von den drei Elementen eines Dreiecks, einer
Seite ¢, ihrem Gegenwinkel » und dem Radius r des umgeschriebe-
nen Kreises irgend zwei gegeben sind, so ist damit bekanntlich
auch das dritte Element bekannt d. h. es besteht zwischen diesen
8 Elementen eine trigonometrische Gleichung nimlich

¢/ = 2. r:siny.

Aus diesem Grunde kinnte auch in der Aufgabe 3) statt der
Seite ¢ oder ihrem Gegenwinkel y der Radius r des dem Dreieck
umgeschriebenen Kreises gegeben sein.

Aufgabe 4). Der Umfang eines Dreiecks sei — 2s, einWinkel
desselben — » und die Hohe aus dem Scheitel dieses Winkels — h,;
es sollen die Seiten dieses Dreiecks berechnet werden.
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Losung. Weil unter den gegebenen Dreieckselementen auch
die Hohe h, \.ur]\ﬂmmt gso geht man zur Lisung der vorliegenden
Aufgabe etwa von den Formeln fiir den Inhalt eines Dreiecks aus,
nimlich von der Gleichung F=4}-c-h, und beniitzt dazu noch, weil
auch der Umfang 2s des Dreiecks gegeben ist, die Formel des Heron
F— Vs-(s—a)-(s—b)-(s—¢), 5o dafs man zunichst die Gleichung

1) iec-h, = Vs-(s—a): )-(5—b)+(s—c)
erhiilt, in welcher ¢ als Unh{-hannts' verbleibt, wenn es gelingt, durch
Herbeiziehung der dritten gegebenen Grifse y die Unbekannten a
und b oder vielleicht die Faktoren 8 —a und s—b zu entfernen, in
welchen jene (-uth:llteu sind. Zu diesem Zweck eignet sich die

—a g — :
5 —1):( —) ganz besonders; denn diese ergibt

8+ (s—0)
Viei—a)-s—b=Vs-E—o0)- ¢” und durch Substitution in 1)

Formel ig—; = l/

!\'—‘l |

fiir die Unbekannte ¢ die Gleichung %-c¢:h,—=s-(s—c¢)-tg 2,\\ oraus man

I
2) c: e ﬁ-tg)__s~t

oder
252

¢ =

25—|—h - cig "2

findet.

Diese Gleichung kann man auch auf folgenden Wegen ent-
wickeln, welche freilich vom vorhergehenden nicht sehr verschieden

Vsl 6

gind. Entweder geht man von der Gleichung t«rz — —

§—ce
(58— a)(8—h)s(s—¢ 1 B ta e R Al
]/( .__”_(.b )}_(S [)_ — : L5 ",/_‘: - (s ;1) . (g AL []) . (S 1)
8 s-(s —c¢)

F | 3

= Fe=0 = 2-.5'((5'-*-‘_- —aus und findet hieraus 2-52-tg'2’—2- Cr8* tg;
2.8

+ h, also ¢ = = 9. + i -(_t ,2 oder man wihlt jene Gleichung
in der Form tg—f}: —_° =1 in welcher p den Radius des Kreises

bedeutet, welcher dem Dreieck eingeschrieben werden kann, und




e

s B

beriicksichtigt nun, dafs g:s = }-c-h_ist, dann erhilt man durch
Substitution des Wertes von p aus der letzten Gloiuhuug in die vor-
hergehende tg illhe vmy o il

2 2-5-(5-—[-.) z
Diese letzte Methode scheint den kiirzesten Weg zur Lisung der
vorgelegten Aufgabe zu ergeben; dafs aber die obige erste ihre volle
Berechtigung neben dieser hat, zeigt der nun folgende zweite Teil
der Auflosung. Ist nimlich e bercclmet, so erhillt man fir die zwel
andern unbekannten Seiten a und b zuniichst die Gleichung a 4+ b=
9s — ¢, und da hiemit die Summe dieser Unbekannten bestimmit

- 2-c5¢ ig =c-hi

ist, so sucht man nur noch eine Gleichung womoglich fir die Diffe-
renz dersclben. Diese ergibt sich leicht aus den schon oben an-
gegebenen Formeln ; setzt man nimlich in 1) denWert von Vs (s —c)

aus t.g; = l/_{_.-_s__— ) d. h. V (5—a) - (s—Db)- ctgt ein, 80 er-

8-(s—¢)

hiilt man }-e-h =(s n}-(s-b)-ctg’;oder cﬂ—(a-—h)‘l:::?-c-hc-tgg

also 3) a IJ:I/CQ——Q'C']l tg),

2:;-—{'+ l/[-ﬁ Ia-gc

2:8—¢ ;};l/cg-vﬂ-c-llcoi.gg—

1 b=
unc ) 5

| 8O~

so dals man a =

findet,

Bemerkung. Wenn auch die planimetrische Konstruktion obiger
Aufgabe eine sehr ecinfache wird auf Grund der Betrachtung, dals
derWinkel ECF
(v. Fig. 8), wel-
chen man erhiilt,
wenn man die
Seite ¢ des zu
konstruierenden
Dreiecks ABC
iiber beide End-
punkte A und B ; Fig 3.
hinaus um die anstofsenden Seiten a und b bis E und F verlingert,
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um den Umfang EF — 2s zu bilden, und die Endpunkte E and F
mit der Gegenecke C der verlingerten Seite ¢ verbindet, —= R -} ;
wird, dafs man also iiber dem Umfang EF — 2s den geometrischen
Ort fiir die Scheitel aller Winkel konstruiert, welche gleich R -} ’2—

sind und deren Schenkel durch die Endpunkte E und F des Um-
fangs gehen, so ist doch auch die planimetrische Konstruktion der
Aufeabe nach der Gleichung 2) eine immerhin noch einfache; weist

ja z. B. der Ausdruck s gé- darauf hin, dafs man zur Bestimmung
des Mittelpunkts des Kreisbogens ECF nur den “"ink(.‘l-é—— und nicht

den Winkel R + ‘; nitig hat, wie die geometrische Entwicklung und

Konstruktion des geomefrischen Ortes zuniichst ergibt; auch der rein
geometrische Beweis der aus jener Gleichung abgeleiteten Konstruk-
tion bietet zu einer interessanten geometrischen Untersuchung Ver-
anlassung.

Zusatz. Auf die in 4) behandelte Aufgabe liifst sich leicht

zuriickfithren die Auflosung der

Aufgabe: Aus dem Umfang 2.8 eines Dreiecks, einem Winkel y
desselben und seinem Flicheninhalt F die Seiten dieses Dreiecks zu
berechnen,

Aufgabe 5. Der Flicheninhalt eines Dreiecks sei — F, eine
Hohe desselben — h_ und derWinkel, von dessen Scheitel jene Hihe
auslduft, — y; es sollen die Seiten a und b, welche diesen Winkel y
einschliefsen, und deren Gegenwinkel ¢ und g berechnet werden.

Lisung. In der Auflosung der vorhergehenden Aufpabe 4

wurde die Gleichung §-¢-h = s-(3 — c)-tg% entwickelt; aus ihr er-

20
hélt man, da }-c-h =V ist, s.(s — ) =F- ctg2 oder (--+ h) L
S . 2F
== H -rtg-é und weil ¢ = _h; ist,

. 41_‘9 il i i P
N ] s — + 4.F. rt[_2 = 2-]/ F -(h':-2 == vtgé) ',

C
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aus der Gleichung 3) der vorigen Aufgabe ergibt sich weiter

Ve ) e (E BT
9) a—b = ]lcg——4l-t{,2_2- 1-(.5.0..2._%),

so dals also

TemERT G e
=) F'(']Ti iy “‘gfé) i)/ '(11 S ‘;)

und
S o i
b:l/F-(— ctg5 F-{ — —tgt ).
oz Teteg )+ p3 i85
[} (v}

Um eine Gleichung fiir die Winkel ¢ und § zu erhalten, kann
man in der Gleichung F — l.¢-h_ die Seite ¢ in der Hohe h_ und
den Winkeln des Dreiecks auszudriicken suchen; nun ist bekanntlich

c-sing - sinf) h, - siny h 2-siny
h— - deshalbe =—— - umnd F'= -————,
G siny sine-sinfd 2-sine - sinf

h 2 . siny
c

woraus man 2-sing-sinfi — findet; da aber 2.sing-sinf

— cos(e — 3) — cos(e 4 ) ist, so ergibt sich fir die Differenz
« — (3 dér zu suchenden Winkel die Relation

T
h *-siny

3) cos(e —p) = .y
und wenn man hiezu die Gleichung fiir die Summe dieser Winkel,
nimlich ¢ + g = 180 — y nimmt, erhilt man die Grifse der

Winkel ¢ und 8 selbst.

Zusatz 1. Man kann mit Hilfe der eben gefundenen Rela-
: s 2F : :
tionen unter Beriicksichtigung, dals —— — ¢ ist, die Resultate ohne

](‘.

alle Schwierigkeit angehen, durch welche die

Aufgabe: Aus der Seite ¢ eines Dreiecks, deren Gegenwinkel y
und dem Flicheninhalt I desselben die zwei Seiten a und b, welche
den gegebenen Winkel y einschliefsen, und die zwei andern Winkel
o und B zu berechnen
gelost ist. Eine ziemlich ecinfache direkte Ableitung der gesuchten
Gleichungen ergibt sich aus dem allgemeinen Pythagoreischen Lehr-
satz, wenn man denselben in den Formen ¢*=—(a-}-b)? — 4.a-b, (.“S'_::')

-




o S

und ¢2—(a—Db)2-f4.a.b. sinQ;2 schreibt und beachtet, dals
{ Ly cr P )
F —1.a.b.siny —a-b.sin%-cos5also a-b =——— ist;
° / 9 9 o ar ?
sin-’:2 - 08 é
AR VO ] e
man findet dann ebenfalls a b=}/ ¢2 - 4.F-ctgt unda—b
D)
= l/{ﬁ —4.F. 1g; . Der Ausdruck fiir cos(e— () heilst jetat
4.F - :
——-siny — cosy, Mit dieser Aufgabe ist nun noch weiter gelist die
¢

Aufgabe: Von einem Dreieck ist die Grundlinie c¢, die zu-
gehprige Hohe h_ und der Gegenwinkel y der Grundlinie gegeben ;
wie grofs sind die Seiten a und b, welche y einschlielsen, sowie
die zwei andern Winkel ¢ und ¢

Man findet a 4 b :l/c? —+ 2.c-h, cetgt- und

) e l/:&‘ a 2.(..]]€.fg7

) 2-h_-siny
sowie cos(e— ) — - ‘b----— — cosy. Diese letzte Gleichung fiir
cos(e —p) fiihrt, wie sich leicht zeigen lifst, auf die bhekannte ein-
fache Konstruktion eines Dreiecks aus seiner Grundlinie, zugehdrigen
Hohe und dem Gegenwinkel der Grundlinié, demmach liefern die
entsprechenden Gleichungen bei den zwei vorhergehenden Aufgaben

ebenfalls einfache Konstruktionen derselben.

Zusatz 2. Da zwischen dem Radius r des einem Dreieck
umgeschriebenen Kreises, einer Seite ¢ desselben und ihrem Gegen-
winkel y die Gleichung ¢=2.r-siny besteht, so sind mit den vor-
hergehenden Aufgaben auch die folgenden geldst.

Aufgabe: Von einem Dreieck ist der Radius des ihm um-

geschriecbenen Kreises — r, der Flicheninhalt = F und eine Seite
— ¢ oder ein Winkel — y oder eine Hihe = h_ gegeben; wie grofs
©

sind die Seiten und Winkel dieses Dreiecks ?

Bine ziemlich einfache Entwicklung der betreffenden Formeln
erhiilt man auch auf folgendem nicht vollstindig analytischen Wege.

e
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Wenn man im Dreieck ABC die Hiohe
¢D zur Seite AB — ¢ und dureh den
Mittelpunkt M des dem Dreieck umge-
schriebenen Kreises die zur Hohe CD
und zur Seite AB parallelen Geraden
ME und MF bis zu den Schnittpunkten
E und F mit dieser Seite und Hihe und
schliefslich nach den Ecken C und A
die Halbmesser MC und MA zieht, so0
wird Winkel FCM — o — 3, also CF =

| £, 4 g, 4.
r-cos(c¢—p), ferner DF — ME —r- cos7, e
9.F
L P ] N e
demnach r-cos(¢ — ) + r+cosy = CD = —~ oder cos(e — ) =
"% __ cosy. Um auch die Gleichungen fiir a und b zu erhalten,
¢

verlingert man den Halbmesser CM zum Durchmesser CG und ver-
bindet dessen Endpunkt G mit dem einen Endpunkt B der Gegen-
seite AB der Ecke C, von welcher der Durchmesser ausliuft; dann

a :

findet man aus den ihnlichen Dreiecken ACD und CGB 5 =%

oder a-b = 2.r-h, und nach dem allgemeinen Pythagoreischen Lehr-
: o 5 A 8.F.r

satz a2 + b2 = ¢ 4+ 4.r-h-cosy = ¢~ -+ —— - cosy, woraus

¢
. :]/{‘.Q + 8-r-h_-cos*

F.r

. 16.F-1 :
nun a -} b= 2 | — . 0082

~3

2]

T - —
und a — b = l/cl _ MY cos2?l =)/ ¢ — 8.1:h - cos®G
c 2 & y

folgt.

Mit diesen Aufgaben sind weiter noch die folgenden nahe ver-
wandt.

Aufgabe: Aus dem Radius r des einem Dreieck umgeschriebe-
nen Kreises, der Hohe h_ zu einer Seite c und der Summe s, oder
Differenz d der zwei andern Seiten a und b diese und ihre Gegen-
winkel zu berechnen.

Denn nun hat man z. B. im ersten Fall zwischen den un-
bekannten Seiten a und b nach der Aufgabe a 4 b = 8, und hiezu
die oben abgeleitete zweite Gleichung a-h = 2-r-h_ und findet

9

-




S ] = O]
s.4+ Vs 2—38.r-h ;i e 8 vahy
also a — ! . cund h = __l___}j_. A :
2 2
und aus a =— 2.r+8ing oder b —= 2—1‘-751:1_.*3 fiir die zu berechnenden
; : s, - Vs,2—8.r-h
Winkel ¢ und £ die Relationen sing — "' — ! ¢ und
4.r
: 5 —
3 8 Vsm2 g Ch
singi=—i=1 o - iy C
4.1
Aufgabe 6. Von einem Dreieck ist die Summe zweier Seiten
a und b = s,, die dritte Seite — ¢ und die Hohe auf diese — hL_

gegeben, wie grofs sind die Seiten a und b dieses Dreiecks und der

18 —

von ihnen eingeschlossene Winkel 4?2

Lisung.

/

im Zusatz 1 der Aufgabe 5 ergibt sich

Zur Bestimmung der Seiten a und b hat

der Aufgabe a-}h

man die Formeln fiir

den

- h

-siny oder a.-h =

und a-b und den gegebenen Grifsen eine solche fiir a — b zu er-
halten, beniitzt man etwa die Relation (a 4 h)2 — (a —h)2=4.a.D

und findet dadurch a —b

oder A

und B

Zusatz.

g

Um aus den Beziehungen zwischen a - b

4.¢-h
[

- /(5,32 ¢-h,
+ ]/ (Z) T siny’

Wenn in der obigen Aufgabe statt der Seite e ihr

AAC) (R v).

Fliicheninhalt I' eines

zuniichst nach
und, weil die Hohe h_ gegeben ist, wendet

c+h
unbekannten Seiten a und b nitig hat, die Gleichung )

Aus der Gleichung 1) (a--b)2=—=c? |- E-P-]Ic-(’h?‘;‘

=0

Dreiecks an also
fiir diesen Fall, da man noch eine zweite Relation zwischen den

[

Gegenwinlkel » gegeben ist, beniitzt man zur Bestimmung der Werte

der Dreiecksseiten chen die Gleichungen,

welche

in

der obigen

Lisung schon entwickelt wurden, wobei dann die Seite ¢ aus der

a-b




e

=2 aqhiys ves

unrein - quadratischen Gleichung ¢ 4 2.c:h -(l;{f) — 5,2 berechnet
vy oo i / 8 10l b g el
nrdse ==t o lt{,::-é -+ ' h 2-ctg® 5 4 5,2 gefunden wird.

s ist wohl nicht notwendig, niher auseinander zu setzcn, dafls
die Auflisung der Aufgabe wesentlich die gleiche bleibt, wenn staft
der Hihe h der Flicheninhalt ¥ des Dreiecks oder an Stelle der
Summe s, dm Seiten a und b deren Differenz d gegeben ist.

Noch erscheint mir eine von der obigen abweichende ziemlich
einfache Ableitung der entwickelten Relationen es wert zn sein, dals
dieselbe erwihnt werde; die Entwicklung ist folgende. Nach dem
allgemeinen Pythagoreischen Lehrsatz erh ilt man, weil a =d - b
ist, wenn die Seite a grifser als b angenommen wird, ¢2 = d2 -}
9db +h2 4+ b2 —2+.b - (d +b).cosy =d2 2.b-(d-+ b) - (1 —cosy)
oder

1) @2 =d2 4 4.b-(d + h)-sinﬂg.

Nun ergibt sich aber aus den dhnlichen Dreiecken ACD
and CBG der Figur 4) b-(d + b) = 2.r-h, und weil der Durch-

e
megser 2.1 des einem Dreieele umgeschriebenen Kreises = —
siny
. c-h, : s
ist, be(d - h) = —= also durch Substitution in 1)
siny
sina
4.c-h_ - sin 9 i
e — a2+ — - oder c2—d2=2c-h,-ty-5
9 . sin-’ - cos =
Sing c.2
y (¢ + d):(c — D)
80 als ol e e - wird.
) dafls ) R ird
c
Zusatz 2. Die in der Hauptaufgabe angewendete Gleichung
a-b.siny = c-h_ heniitzt man mit Vorteil, wenn man von einem
Dreieck, in welchem ein Winkel = und die vom Scheitel dieses
Winkels ausgehenden Hohe und Mittellinie (d. h. die Strecke vom
Scheitel nach dem Mittelpunkt der Gegenseite) bez. = h_und m_

bekannt sind, diese Gegenseite c¢ selbst berechnen will.  Mit Hilfe
jener Gleichung erhiilt dann der allgemeine Pythagoreische Lehrsatz

2—a2 12 —2.a-b.cosy die Form a2} b2 —c2=2.c-h - ctgy
und weil bekanntlich auch a2 41h2=2-m 2+ also a2 4 b2 — ¢?

©) #
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5
: ¢ B i ¥ o . . 1
— D 5 ist, so ergibt sich fiir die zu bestimmende Scite ¢
die Relation ¢2 - 4.c-h -ctgy — 4-.m 2, woraus man
=V (Z2m )* - (2- h -etgy)2 — 2:h -ctgy

findet. Die len entwickelte (l!f’l(’]lllll" ¢ | ddo-hovetgy =d o e
liefert dann zur Auflosung der umgekehrten

Aufgabe: Von einem Dreieck sei ecine Seite — ¢, die Hihe
auf sie = h_und die nach ihr gezogene Mittellinie — m_; wie grofs

ist der Gegenwinkel y dieser Seite ¢ des Dreiecks?
den Wert des Winkels y aus

(2-m,+¢):(2:m,—c)

clgy =
24 4.¢-h
-
Aufgabe 7. In einem Dreieck ist der Umfang — 2s, eine
Hohe — h und einer von den Winkeln, von deren Scheitel diese
Hohe nicht ausgeht, — ¢ gegeben; wie grofs ist der andere dieser

Winkel und wie grofs sind die Seiten dieses Dreiecks?
Lisung. Die Seite b bestimmt man aus der Gleichung
h
(]
h = —
sine
um nun eine Relation zwischen dem gegebenen Winkel ¢ und dem
unbekannten Winkel f zu erhalten, geht man etw:

1, weil der Um-

o 1
fang 2s des Dreiecks gegeben ist, von den Formeln t m)-ﬁs :
G—a)G—b)- G B 1 1 /G—aGh)c
| ASTHGIC e £ h.]/@iﬂ)tv__b)_ﬂ_..t)
8 B 8

. [V’ 28 —a—bh
aus; addiert man diese, so ergibt sich te —~ 4 teL — s
%85 ? i =19 t =0 (s—a)+(s—h)

]//(%—-.1) (amb); 679 £1 --(-H-N 9 . Der Ausdruck
8 = V5 (5—2)- (5—D)- (3—0)

im Nenner gibt den Flicheninhalt ¥ des Dreiecks an, so dafs nun
die Gelegenheit geboten ist, die weiter gegebene Hohe h_ zu ver-

Il

=

wenden und dabei wenigstens einmal die unbekannte Grofse ¢ zu

entfernen; weil némlich Vs« (s—a):(s—b)-(s—¢) = 3 vcoh_ st

< —_—
findet man nun lg -f—trf—@ “#) oder
¢-h
a
ir. e —— o 18 2 (S_._._]
R
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In dem Ausdruck der rechten Seite mufs jelzf nur noch die
unbekannte Seite ¢ entfernt werden jedoch so, dafs bei der Elimina-
tion keine neuen his hieher nmoch nicht zugelassene Grofsen in den
erhaltenen Ausdruck eingefiihrt werden ; hiezu eignet sich die in der

" ; : i o
Losung der Aufgabe 2 entwickelte Gleichung b5 1 ]
o, o
welche s — ¢ — 8- tg - tg und durch Substiution in 1) g, -
3
(Fi ]
3 2-s-lg2--tg__')
t.g'2 = 1 — ergibt, so dals man
- 1

; :
f o 7
— - — l‘)-' . F—

tger = h, {gz : (_ 8 f;__,:2 |Il‘)

findet. Fiir die noch zu berechnenden Seiten ¢=—x und a =y hat

man nun erstens die Beziehung

) x4+ y=2— —f!l"'

Sing
und dann noch die in Aufgabe 4 schon abgeleitete Relation §-c-h,

(1]

(e : : A 3 4 .
= 8-(8—a)igg; diese liefert fiir die unbekannten Seiten als zweite
2
(7 - r
Gleichung h -x = = 2s8.(s — }'_}-tg§ oder, wenn man hierin denWert
o - h, W= - o
von y aus 1) niimlich 2s ——° — x substituiert, h,-x = 2.8-x-tg;
sine : 2
o
2:h :s-tg—
c gQ : S0
+ —————— — 2-s%tgs, woraus
sine 2
2.5 t«r—'(s sinez — h)
> f == — ——
(2 ‘:-tr* — h) - sine
und : : o &
2-{-5-5111&:-(5-th2 =hh=h!s
y— ———— HISERE
(2-s- ifr—z — h)) +sing
folgt.
Aufgabe 8. Die drei Hohen eines Dreiecks seien = h, h

und h_; wie grofs sind die Seiten und Winkel desselben ?




Man kann zur Losung dieser Aufgabe von einer Gleichung
zwigchen einem Winkel und den Seiten des Dreiecks ausgehen,
wenn nur dieselbe in eine solche Form iibergefiihrt werden kann,
dafs in ihr allein Verhiltnisse von Seiten vorkommen, weil man
dann von diesen Seitenverhiiltnissen anf die Hohen schliefsen kann
nach dem Lehrsatz der Planimetrie ,In jedem Dreieck ist das Ver-
hiltnis von zwei Seiten dem mnw]wlntt'n Verhiiltnis der zugehiérigen
Hohen gleich®,  Dividiert man z. B. den Zihler und Nenner des
Bruches auf der rechten Seite der Gleichung

_'/(1—]—];—("]-(:1;In~l- ¢)
r‘:" (a+b-+c)-(a-+-b-+4¢)

1]

mit a%, so erhilt man

(@ 2t} (i +0)

: b h ¢ i
und, weil nach dem angegeben Lehrsatz — — }” = }" ist,
a 1 a )
I 3

( il g 5)
,/ I|}+h) ( : + }I:

. Dieser Bruch zeigt

eine symmetrischere Form, wenn man geinen Ziihler und Nenner mit h 2

( e

|= h1 R 1. h,_ n’;

dividiert; es wird dann lrf 1 1
!1 hh ) ( -l l)

und, wenn man nun noch den Zihler und Nenner des erhaltenen

Bruches mit h_-h multipliziert, erhilt man die Relation

P R s )
i (1. 0 pe iy s "") (\ﬁh —f—l -}-

und durch die gleichen Entwicklungen die Resultate




| a' I : -.'] 3
; (h + oo “’) (—n- )
5 A -}.ll. ;
B T
2 (h;\ '_i— I:|I| m _ I!,) ( |1 — llh — --I' ]I)
he .

5 hy - by}

(hn hy + —— !h) (-— h, + hy, + L I”')
ll(. |](\
) —

(hl + hb "“- h") ( hy + I'n 2 ]")

welche auf die hekannte sehr einfache Konstruktion ecines Dreiecks
aus seinen drei Hiohen fiihren. Um nun die Seiten zu herechnen,

h h a+h

< . . e I .
bentitzt man die Bezichungen a — —— oder = — _ sowie b—
s Ty
sinfi siny h

und

lg-‘:z o=

a

b

a-h
und ¢ = ——-l_—‘-l, dann erhiilt man nach einigen leichten schon ohen
1

angedeuteten Umformungen

2. 9‘_'}.;’_'“.111.. h,
/ Be 1] ¢ i 1
' (]l h, i |I() (}H |1 lr') (ll h-—ln )(_ IIIL;J]"E ]!l-'l—lh)
oder She . hia
l/(h" +hy- ]- ) (hl }-hy— 7]1,. ) (hl— |||—{—]]J' ) ( ha-}-hy,-} ,- B )
ferner 2 _h:} = R
b

h e W i
l/ (1.“.1- ...._1_11) (1. “‘ —-h‘) (n,.---- —~th )( h:,\.[.‘]"];lh"_;_h,)
oder 2.h.2. hy
] (n&m—’f“ h‘) (h LpEte ) (h‘ Byl )( h,‘-&-ln.-i-]"'h']"')
schliefslich 9. h“]'. ey

]/ (ha—{—ln,-{—h“}'}?]')-(I\.._{_fh_,_}.'."]:"')‘(h,\ 1.1.4-““}:“')-( ||.,+}.,.;_"-'h-r"?")
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Aufgabe 9. Von einem Dreieck sind zwei Seiten — a und
b sowie die Halbierungslinie des von ihnen ecingeschlossenen Winkels,
soweit sie in die Fliche des Dreiecks fillt, = w_ gegeben; es soll
die dritte Seite ¢ und der halbierte Winkel y des Dreiecks berechnet
werden.
Losung. Ver-
lingert man im
Dreieck ABC (v.
Fig. 5.) die ge-
gebene Seite AC
=— b um die an-
dere BC=a iiber
C hinaus bis E,
triigt auf der ver-
lingerten Seite AC
von U aus jene an-
dere Seite BC als
CF ab und ver-
bindet B mit den Fig. b.
so erhaltenen Endpunkten E und F, so ist im gleichschenkligen
Dreieck CEB Winkel CEB — CBE und ACB als Aufsenwinkel des
genannten Dreiecks — CEB -+ CBE — 2 .CEB und da ACB
— 2.ACD, so findet man nach dem Komparationsgrundsatz ACD
— CEB; diese Winkel sind aber korrespondierende Winkel an den
geraden Linien CD und EB, also sind diese parallel. Nun erhilt
man aus dem Dreieck AEB, in welchem zur Seite EB eine parallele

Bh s J}r LEPTEN e 0
i}

Gerade CD gezogen ist, .“"‘._ = = :
weil ferner im gleichschenkligen Dreieck CFB Winkel CFB — CBF
also 2.CFB — 180 — » oder Winkel CFB — 90 — —:;g— ferner, wie
schon bewiesen wurde, Winkel FEB :;
Dreieck BEF als ein bei B rechtwinkliges Dréieck und- man erhilt
; P (a + b).w,
aus ihm cos 9 ot
Ohne geometrische Hilfskonstruktion kann man diese Gleichung
erhalten, wenn man beachtet, dals in jedem der Dreiccke ACB,

ist, so erweist sich das




Do) s A

ACD und BCD (v. Fig. ) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel
bekannt sind, also der Flicheninhalt eines jeden dieser Dreiecke be-
rechnet werden kann und dals die Summe der Dreiecke ACD und
BCD den Flicheninhalt des Dreiecks ABC liefert, Man erhiilt dann die

v . o e
e int . r 11 /-—- . BT A — a.h.aint P
Gleichung b-w_-sin 3 +a.w sin-g-— ash.giny=2-.a-h sing - cos g

woraus wieder
: ¥ (a -+ b))+ w,
CO8— — — —
2 2-a-b

folgt.

Eine andere nicht uninteressante Herleitung dieser Gleichung
ist folgende. Weil die Winkelhalbierende w, gegeben ist, kinnte
man zur Liosung von dem planimetrischen Lehrsatz Gebrauch machen
,I. Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die Gegenseite des
halbierten Winkels in dem Verhiiltnis der den Winkel einschliefsen-
den Seiten; in demselben Verhiiltnis wird die verlingerte Gegenseite
durch die Halbierungslinie des Aufsenwinkels geteilt. * Um nun
dieses Verhiltnis in den gegebenen Grifsen a, b und w_und dem
zu berechnenden Winkel auszudriicken, ziecht man im Dreieck ABC
(v. Fig. 5), in welchem die Halbierungslinie CD des gegebenen Win-
kels y, sowie die Halbierungslinie CG secines Aufsenwinkels kon-
gtruiert ist, durch den Endpunkt A der einen den Winkel y ein-
schiefsenden Seiten die zur CG parallele Gerade AH, welche die
Winkelhalbierende CD in H schneidet, so steht bekanntlich die Hal-
pierungsliniec CG des Auflsenwinkels bei C zu der des Innenwinkels
ACB normal, also ist auch die zur CG parallele Gerade AH auf der

Winkelhalbierenden CD normal und CH — b-cos—g. Zuniichst erhilt

man aus dem Dreieck DCG, in welchem AH zur Seite CG parallel lLiuft,
e & oder
CD E DG h . COS_?J_
1 2 AG |
) — = —
W, DG

nach dem unter I angegebenen Lehrsatz und weil der Innen- und
Aufsenwinkel bei C durch die Geraden CD und CG halbiert wurde,

el G S L) DI BG a g
verhilt sich — —— und = —; nun ergibt sich aus der ersten

AT b AG b
Proportion durch korrespondierende Addition, aus der zweiten durch




L + .i‘l b

korrespondierende Subiraktton b - 50wie und
i \1) b AB a—b’

wenn man diese beiden Proportionen multipliziert, so findet man

AG a<b g : 4
weiter AD — 7 l und hieraus wieder durch korrespondierende Ad-
/ a—b
AG a b ALAE :
dition DG — j_ also durch Substitution in 1)
x il
h:cos 7
9 L WEpl 5 (a + b).w,
W N oder cos 2-: D rausin

Um die Seite ¢ des Dreiecks zu berechnen, bentitzt man den
allgemeinen Pythagoreischen Lehrsatz ¢ — a® -+ b2 — 2.a-b - cosy
im vorliegenden Fall in der Form

3) ¢ = (a.-}F b)2 — 4-.a.b:cos? ;!
] 7
und erhilt, wenn man fiir cos=%- den gefundenen Wert einsetzt, fiir

- (a + b) --w 2
4.22.p2

die Seite ¢ die Relation ¢? = (a -+ b)2 — 4.a-b-

o a:h—w.2
(a' -} b)2. LT e dldo

a-h

a- |r — W,

e=en b
Bemerkung. Wenn im folgenden von der Linge einer Winkel-
halbierenden die Rede ist, so wird dieselbe immer einerseits im
Scheitel des halbierten Winkels und andrerseits im Schnitfpunkt mit

der Gegenseite desselben begrenzt gedacht,
Zusatz 1. Aufgabe: Aus der Summe s

, zweier Seiten a und

b eines Dreiecks, dem von ihnen eingeschlossenen Winkel » und der

Halbierungslinie w_ dieses Winkels die drei Seiten a, b und c des
Dreiecks zn berechnen,.
Mit der aus der Aufgabe selbst folgenden Gleichung a—-h=—s,

ar

bringt man die in Aufgabe 9 mehrfach entwickelte Relation cos :2
(a -+ b)-w 8,°W
k C o« 3 o 3 T ¢
e g, s der Form a-bh = — - in Verbindung, dann
il ¥
2-rosé

findet man fiir die Differenz a — b der zu suchenden Seiten mit
Hilfe der bekannten Formel (a -b)2 — (a —b)2=4-a-b die Be-




zichung §,2 — (a— h)2 =

so dals man zunichst

2.8, W
A== [ = s
7
CO8;
2

Z-S] W
= s Bl 2010 =)
082
[ l/ Lli&ﬂ

findet. Iiir die Seite ¢ erhiilt man aus der Relation 3) der Auf-
gabe Y durch Substitution des Wertes von a — b

/' i
c — l 8 §,+W_+COS%
A

2

Wenn statt der Summe s, der zwei Sciten a und b das Recht-
eck p-q aus denselben gegeben ist, iindert sich die Lisung der
Aufgabe nur unbedeutend.

Zusatz 2. Aufgabe: Von einem Dreieck ist die Summe s,
zweier Seiten a und b, die dritte Scite ¢ und die Halbierungslinie
w, des Gegenwinkels der letzteren gegeben; wie grofs ist der halbierte

Winkel und wie lang sind die ihn cinschlicfsenden Seiten?

Zur Liosung dieser Aufgche verbindet man mit der Relation

(a + h). W,

sa-bh'=—-——— " 'die Formel 3) niimlich'¢2 — (a -+ b)2
12
cos g

w
"1-:1-]1-(‘11525 und enfwickelf aus denselben zuniichst die Gleichung

¢2—5,2 — 2.5, w_. L‘-OS:), um aus ihr den Winkel » zu berech-
nen; man findet dann
¥ e Gty 00 (8,0 —0)

CO8= '— o e
2 208w,
2.8,-w
. ~ . Li 3 € o . . -
Die Gleichung (a — b)®2—s,2 — - e geht jetzt iiber in (a—b)?
(na:)

d-5,2.yw 2

L (3,405, —©)

; demnach wird




8 8 4.w
A s .’.1. _1" 5' . 1 —————————— 2}
=2 V G 06 —0)

und

o By 4-w,
D= 2 o 2 l 1 (s, +¢): (s, —0)

Aufgabe 10. Aus einer Seite ¢ eines Dreiecks, ihrem
Gegenwinkel 7 und der Halbierungslinie w_ dieses Winkels sollen
die nicht gegebenen Winkel ¢ und f dieses Dreiecks berechnet
werden.

Losung. Da die Summe der zwei zu bestimmenden Winkel
¢ und § = 180 —y ist, so hat man nur noch cine Aleichung
zwischen diesen unbekannten Griifsen aufzustellen womdiglich fiir
deren Differenz ¢— (3. Nun erhiilt man nach dem Sinussatz aus

¥
W _+«51n
(] ¢

= A SR IEE—
sine

dem Dreieck ACD der obigen Figur 5 AD — -

2 also fiir die unbekannten Winkel die Relation

W, sin-‘ﬁ W, sin‘é
1) — e = C.
) sine sinf

1 1 :sinﬁ_i—-_sinﬁ %

Da aber ST L m— Ty z
m + sind ~— sine-sinf

sing

4 COB G 1CUS: 2o 4 €08+ C08——5—

cos(z — f) + cosy 2-cos2r‘~—_‘; p 14+ 1 — 2.5in? 7

% )
9. co8% s cO8 ———
9 9

— = “  go ergibt sich nun in der That durch Sub-

?
: .r)“"_ﬁ s o)
CORE—p 51112-2-
o : . 1 1 B : ; "
stitution dieses Wertes von —— -+ —— in 1) eine Bezichung zwi-
sing = sinf

schen der Differenz ¢ — 8 und den gegebenen Grofsen, nimlich die
Gleichung




29 —

¥ — —B Y
2) 2-w, sint -('n‘s— cos— —ﬁ — ¢-cos2——1— — c-smg-}-,
2 2 2 2
)5 7 '/ 9 .9l 17 r}?’
7 Sins . €085 - j 2+8In“z +C - 8in®
oy VoSilg:cosg - W' 8in®g 0s° +e 2
WOraus man cos—— — - -
2 e
et
&in u‘)'

= — (\\, f‘l’i‘: ],/ e 4w 2-(’0‘5-- ) findet. In dem Aus-
: _[L}

2
weil man einen negativen Cosinus erhielte, wenn man die Wurzel
mit dem Vorzeichen — in Rechnung zige; dieser negative Cosinus
fiihrte aber auf einen mindestens stumpfen Winkel, wiihrend in
cinem Dreieck die halbe Differenz zweier Winkel nur ein spitzer

Winkel sein kann.

o o : / s v
druck fiir cos wird die Quadratwurzel nur eindeutig angegeben,

Aufgabe 11. Von einem Dreieck ist eine Seite ¢, die zu-
gehorige Hohe h_ und die Halbierungslinie w_ des Gegenwinkels
jener Seite ¢ gegeben; wie grofs sind die Winkel dieses Dreiecks?

Liosung, Denkt man sich in der obigen Figur D noch die
Hohe CL — h, gezogen, so ist in einem bei A spitzwinkligen Drei-
eck Winkel ACL = 90—¢ und in einem bei A stumpfwinkligen —

«—90 und ACD — g also im spitzwinkligen Dreieck Winkel LCD

= ’é - i j~ + o = "—fﬁ und im stompfwinkligen = ¢ —
g . L,

O !2—1— L+ g = ﬂ—g—ﬁ und man erhilt nun aus dem bei L

rechtwinkligen Dreieck CDL zur Bestimmung der Differenz ¢ — 3

“ﬁ

der Winkel an der gegebenen Seite ¢ die Beziehung cos—

h, o x ;
w‘“. Hiitte man nun noch eine Gleichung etwa fiir die Summe ¢ -
(1}

dieser Winkel oder, was auf dasselbe hinauskommt, fiir den dritten
Winkel y, so kinnte man dic drei Winkel ¢, # und y des Dreiecks
berechnen, Nun wurde in der vorhergehenden Aufgabe die GleichungZ2)

8

o — o— 7
2-wc-sm-?— 08<L -rm——ﬁ = c-co82—" —¢: km-—;a— entwickelt und

2 p) 2




f

S )
- den oben gefundenen Wert—° ein-
W
(]

. ; 4 o —
wenn man in diese fiir cos- 5

seizt, ergibt sich aus ihr die Relation zwischen dem unbekannten

(‘.-hcg oY

Winkel 3 und den gegebenen Strecken h -siny = R L
(]

e e e 2 vew 2 - e .ow 2. cosy als
oder 2.h_-w?2.siny = 2.c:h? —c-w? + c-w2:cosy also
2.1 4.1 2).w 4.c0s2y 9.02.w2.(2-h 2_w2).cosy — 4-h2.w
(¢24-4.h %) w tecos?y 4 2.02.w2.(2-h2—w2).cosy = 4-h=.w 4

+ 4.¢2.h2.w2 — 4.¢2.h* — c2.w4, woraus man cosy -
(1} c o

Cesi(2eh 2 — \\-‘nﬂ) Vi6- hc“- e —I—”]GT(‘Q_-“I:'L:-‘-‘_-';.\?;L’_; 16 ¢2 -_h:"’_
(2 +4.h2). w2 — ' (F4n2w2
— e2+(2-h 2 — w?) + 4.0 VwA+ 2 (w2—h,

und cosy — siuna
12 2 , 2
(c® ~f.d-hi2)ew

findet.

Zusatz, Ohne weitere Erklirung erkennt man jetzt auch die
Lisung der

Aufgabe: Aus einer Seite ¢ eines Dreiecks, der Halbierungs-
linie w_ ihres Gegenwinkels und der Differenz 0 der an jener Seife ¢
anliegenden Winkel ¢ and § den halbierten Winkel y zu berechnen.

Aufgabe 12. Der Radius des einem Dreieck eingeschriebenen
Kreises sei — p, der Radius des iinfsern Berithrungskreises, welcher
die Seite ¢ selbst (und nicht erst deren Verlingerung) beriihrt, =
o, nnd diese Seite ¢ verhalte sich zur Halbierungslinie w_ ihres
Gegenwinkels = m:n; wie grofs sind die drei Seiten a, b und ¢,
die drei Winkel ¢, f und y und die Halbierungslinie w_ dieses
Dreiecks ?

Lisung. Damit man Gleichungen zwischen den gegebenen
= 3 sy
und gesuchten Grifsen erhalte, beriicksichtigt man, dafs die Drei-

ecke CDO und CD_O, der nebenstehenden Figur 6 den Winkel ’;

gemeinschaftlich haben und rechtwinklig also auch iihnlich sind und
dafs weiter die einen Katheten OD und O D_Halbmesser des inneren
und iufseren Beriihrungskreises sind, dafs ferner die andern Kathe-
ten CD und CD_ mach einem bekannten Lehrsatz der Planimetrie
leicht in den Seiten a, b und ¢ ausgedriickt werden kinnen und
dafs schliefslich die Hypotenusen CO und CO_ sich bezichungsweise

B T b RS e

= FLT

SRR S S Y

il



RS Mt

R SESE LR PRSP LT

AT

— 81 —

als Differenz oder Summe aus der Winkelhalbierenden w_ und den
Hypotenusen OG und O G der rechiwinkligen Dreiccke OFG und
0.1 G erweisen, deren Katheten OF und OF wieder Radien des

innern und iinfsern Beriihrungskreises sind und in welchen die

Winkel FOG und F O G von den Innenwinkeln des Dreiecks ABC

abhiingen. Dann findet man zuniichst naeh dem planimetrischen
Lehrsatz 1 ,Wenn zwei Tangenten eines Kreiges cinander schneiden,
go sind die von den Beriihrungspunkten und dem Schnittpunkt
o 3 S a+b —e
begrenzien Stiicke einander gleich® CE = CD = - —— und

2




B RO R T

i ¢ 3 !
Ch = CD = s und nun aus den iihnlichen Dreiecken

] a b —ca-+b-le
COD und COD_ 0:i0, = A :-—-i— -, woraus durch

korrespondierende Addition und Subtraktion
0.t o a+4b
1) £ = _t———

0 0 ¢

0, ;
oder a + b = ~>——+a und, weil sich nach der Aufgabe ;;— =

o

(=]
o

-

m % m
— verhiilt, also. 2) e = —-w
n n c

m 0O, + 0
ist 3) - a R e
15ty ) e n o, o e

folgt. Weiter erhilt man aus den bei D und D rechtwinkligen
Dreiecken COD und COD_, deren Hypotenusen OC und O.C be-

: : 0 Oc . -
ziehungsweise — w, — —— und — — sind, weil
[ o ﬁ ¢ '—ﬁ
cos C08 —5—

2 2

die Geraden OF und O F  zur Hihe h parallel laufen und diese,

wie in Aufgabe 11 dargethan wurde, mit der Winkelhalbierenden w,

einen Winkel = -———ﬁ bildet, wenn man auf die genannten Drei-

2
ecke den Pythagoreischen Lehrsatz anwendet, (wc-— ﬁ)
(‘05

b é .
i 92+(a+ —¢)’ sowie ff w, (:__—)2:9(;2"*‘(14——;—'_'5')
COS—~2—
oder durch Substitution der Werte von ¢ und a 4 b aus 2) und 3)

e St . m o+ o T )2 e
Ve cosa — B8 I/“ + (2n 0c — O e PR M=

IRy gl (Goik 0l )8 ) il
VQ }" “c ( 1 I/JE+ c (U _”)2

De— 0

sowie 4) w, + —-—‘c =0 '/1 L (T_]_' ._E°_)2_

g.—0

cost
2




Aus diesen beiden Gleichungen kann man die unbekannte

fal
s =il g . g . .
Grofse cos——— entfernen, wenn man die erste mit o und die
zweite mit ¢ multipliziert und die beiden erhaltenen Gleichungen

/ m W
. . Yo B el s s - S SRS
addiert; man findet dann o -w - 0+W, = 0°0, E 14 (]I =

PR -

SR
P s &
1 c
i ( : 1
L el
. —C

algo —
; 4.p2.0%
0l
L
: 2:0,:0:(0,— 0)
Hw, = ————————— e
¢ e e b E—
m 2
/ (0 DE=ap o0
? e A
n
2.—+0 0-(0,— 0)
e QR o :
ud ¢ —=m ———————————— sowie
2 279 9 1l 2
(02—0%)2—Q 2:—-0,0
~c n [

)
D) et s nilisi) e i
2= 040410 7 0)

8 b s o e,

i B I ik
]/ (02—0%2)2—{2- -0,:0
0 =n0 10, ¢
Um den Winkel y zu berechnen, kann man das bei D recht-

Lo

winklige Dreieck COD bentitzen; dieses liefert tgs

- =
LS B () R sl e
l/(?c 0%) (, =00 1

: ) und, weil cos¢t = —————— ist;
92
2.2.0..0 V1 + tePe
) i1l

Mit dem Winkel 7 ist auch die Summe der Winkel « und £ ge-
funden und es bleibt nun nur noch eine Gleichung fir die Differenz

¢ — f dieser Winkel anzugeben; eine solche ist schon unter 4)
3




2-0.-0+(p.—0)

k.

aufgestellt und gibt jetzt ——

e e m a {r!‘—{'"f
l/ (0 g_ng)g — (_’ “ap .”) Cos i
- - 11 ~C -~
T 2
Lr—s10 * 0
1 B i
—_—= . —f - — — e i 3 &)
=0 |~ : 5 oder

et Vo CEnT 1 (v (B
= ~ (—0) WL 0 T =

Um nun noch die Seiten a und b des Dreiecks zu berechnen,

(-]

m
I:)- . . % f _| "
2e—-0.°0+(0, ,—-."J)

sucht man zur obigen Relationa+b— —

: m 2
]/(”2_" '"."""'( '-—-J) -u)
~C

noch eine zweite Gleichung zwischen diesen Unbekannten: als solche

o (:1+ ||)-\\'t

bietet sich die in Aufgabe 9 entwickelte Gleichung Cos 5 = R
7 ; 2 2.a-b

Aus dieser findet man niimlich fiir das Produkt der Seiten a und

(a-+b).-w 0,00 (0.5 —0°
die Relation a-bh — S = )

o Pl i o '_) m 2
...'(U-‘."__j (r: -—.r,«) ( .,ﬁ.t,(:.{,

Hitte man diesen Wert von a-b vor der Bestimmung des Winkels ¥
entwickelt, so wiire die Rechnung weitlinfiger geworden; ohne

Ar
Beniitzung des Wertes von (-.0,‘5-‘:3 kann man nimlich jene Gleichung

etwa in folgender Weise erhalten, Nach dem Lehrsatz I in Aufgabe

9 gelten fiir die Abschnitte BD — u (v. Fi g.0) und AD — v, in

welche die Seite ¢ durch die Winkelhalbierende CD zerlegt wird,
_ 1 1 a v b

die Proportionen —— — = und - — — oder, wenn man korre-
c—u b C—y a

: d u a v b .
spondierend addiert, - — ——— und — — —, Woraus sich u —
¢ a-b e a-+hb

a 0. —0
——_;_I—-(: oder unter Beriicksichtigung der Gleichungl)E ===
a-b

—e q
o,+o




e

L=}

———-b ergibt. Nun erhiilt man nach dem allgemeinen
0.0
0. T C

und v =

Pythagoreischen Lehrsatz aus den Dreiecken BCD und ACD, weil

ue . t—0 . - At Ocs=0 2
der Winkel CDA =90 — — —— ist, a2 = w2 4 = g
Z o 0 T0
St
0.—@ o¢—L L 0,—0 2
+ 2. ——-a.w_.sin- 5— und b2 = w2 + : shile=—u s
Yo e A 4 0,10
{}c__- 0 X —- ?

. O Sl
————-h+w .sin —,—:, woraus man durch Multiplikation der ersten

€ o
0, 1o 2
Gleichung mit b und der zweiten mit a und Addition der so ent-

2
L) i e—
; Ui &
standenen Relationen a2.b - a-h%2=h-w 2| a-w?- f =

I‘lc )
d-0.-0 (055t o) e
(a2:b + a.b?) oder —=;.a.h — W, 2 also a-h = = — o 2
(0.+0)* dep .o ¢
und mit Beniitzung der Gleichung 5) wieder ‘die oben angegebene
a2 248
IJC‘f‘) v (Doci pe)e
Relation a-h — —— = —— lindet. Wenn man diesen
! a1l 5, M .
(0.2—02)2 — (;g.__ .,,_.(,)
o - T e,
Gang wiihlt, so gestaltet sich die Berechnung von cos %, wenn auch

nur unbedeutend, so doch etwas cinfacher, weil man jetzt sogleich den

Wert von cos aus der Formel ¢2—=(a--b)2 — fl-.-r-l_a—;"ns{)- berech-

nen kann. Aus den Relatiouen fiir a -4~ b und a-b ergibt sich dann
m

2. "0, -f)-fu ;J)] . et ;

[ 1B h L ‘:L'!‘JU‘LJ-(r‘}l_ —I= {J}“-t\r‘:l__,_,__

m 5 m Ao
(”2_02)2___ 2:e—-0 0 [r13--—u‘3)2- De=—n o
¢ < N6 ~c - N ~e s

m2
n-u'[ 5°0,:0—(0,—0 J]
SSaens

odera—b=2.(0,+0)}f — M - 5-unda

: LiE B 122
(0.2 —02)2— (2 «—+0 *p
a = o Sets

0. + o m m2 il |1
o Jc. 2 %_'_'_'._ =t E [dzx ] [ nZ - -0c-0— (0.~ }‘]I
: 2 939 D lll &
({ic“'—@"}d_- 2. n'fe@

=.}]_’.\|




Bl

Zusatz. Wie die Gleichung tg

g tg — eben angewendet

Il":‘IJ—-l
wurde, einen Winkel eines Dreiecks zu finden, von welchem der
Radius o des eingeschriehenen Kreises, ferner eine Seite ¢ und die
Summe der beiden andern Seiten a und b bekannt ist, so kann sie
auch beniitzt werden, um folgende Aufeaben zu lisen.

a) Aus der Seite a eines Dreiecks, der Differenz d der beiden
andern Seiten b und ¢ und dem Radius o des eingeschriebenen

Kreises die Winkel ¢, # und » dieses Dreiecks zu berechnen.
) i’

b) In einem Dreieck sei der Radius des eingeschriebenen
Kreises — o, die Differenz zweier Seiten c¢ und a = d und der
Gegenwinkel der grifseren Seite — y; wie grofs ist der Gegen-

winkel ¢ der kleineren Seite a und die dritte Seite b?
, . il ¥ 2-0
Im ersteren Fall erhiilt man aus der Gleichung fg%-—- -
; 2 af+b—c
s Q-.‘J =
zunichst tg-%- = X d. h. den Winkel » und dann aus der

B a4 a

2ispiohain 2.0

A | 2.0 :
Formel tg-— — ——— auch den zweiten

252 a—b-L-¢c  a—(b—=0&i-a—d

Dreieckswinkel f)‘ und damit auch alle Winkel des Dreiecks.
- i . : 4 2-0 2-0
Im zweiten Fall findet man aus tg= = ——— — —————
2 a-f-b—c¢  b—(c—a)
2.0

bi=F ¢ i

. ; V 7
die Seite b — d + £ und nun tg =

2.0

2.d + ‘Eag-ctg-’;— d 4 g-ctg{;
2
Da der Druck dieser ganzen Abhandlung den Umfang des
diesjihrigen Programmes zu sehr erweitern wiirde, so wird der
zweite Teil dieser Entwicklungen in der Einladungsschrift fiir das
Jahr 1881/82 erscheinen; in demselben sind zumeist Aufgaben iiber
Dreiecke gelost, von welchen neben andern Elementen der Radius des
eingeschriebenen oder eines angeschriebenen Kreises, eine Halbie-
rungslinie eines Winkels oder eine Miftellinie gegeben ist; zum
Schlufs folgen dann noch Aufgaben iiber Vierecke und iiber die
Aufsuchung von Beziehungen der trigonometrischen Funktionen ge-
gebenen Winkel zu einander.
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