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Aufgabe 13. Der Halbmesser r des Kreises, welcher einem
Dreieck umgeschrieben werden kann, die Halbierungslinie w_ eines
Winkels » und das Verhiilinis m:n der Gegenseite ¢ dieses Winkels
zur Summe der ihn eingchliefsenden Seiten a und b ist gegeben;
wie grofs sind die Winkel ¢, § und y dieses Dreiecks? -

Lisung. Die ecine Mollweide'sche Formel liefert unter Riick-

o+ B
C0S———
: ; . I
sichtnahme auf die letzte Bedingung der Aufeahe —L) — 1
—_— 2 n
cos 2——'-

und man kann also die Winkel des Dreiecks berechnen, wenn man

: : ; ket e i .
noch eine zweite Gleichung vielleicht fiir == findet; dieser Winkel

2

aber entsteht,
wenn man sich
im Dreieck ABC
(v. Fig. 5.) aus
C die Hihe CL
gezogen denkt;
nun kann man
eine  Relation
fiir die halbe

i ¢—p
Differenz -
2] 2

entwickeln,

wenn es gelingt,

jene Hihe CL Fig. 5.

in den gegebenen Grifsen auszudriicken, was in der That auf Grund
der Ableitungen in Aufgabe b, Zusatz 2 und Aufgabe 12 ermiglicht ist.
Wie niimlich in der vorhergehenden Aufgabe gefunden wurde,
verhiilt sich, wenn man die dort eingefiihrten Bezeichnungen beibehiilt,
Iy e e
ARy + b

. u m v m
also nach der Aufgabe e und ebenso — —= —,

b n
1*




z nm m ! ; ;
demnach istu = 8 und v == —-h; ferner findet man, wie
1 n

ebenfalls in Aufgabe 12 gezeigt wurde, ans den Dreiecken BCD und
ACD (v. Fig. 5) die Gleichung a2.y —]— b m = (A i

o

u2.v -} u-v2 oder durch Substitution der \\mh' von u und v

Doa2b 4 Teabi="uw2 (a4 b)+ | } S (a2 ebsdasb2) st
n n
i o m? n? A
halb ist a:b = w2 -+ —.a.b und a-b — s+W 2 Weiter
< n= nz—m?2

weils man nach den Entwickelungen im Zusatz 2 der Aufgabe 5,
nZ w2

dals a-b — 2-1‘—I|c ist, und erhilt nun h = =g —aioe schliels-

lich wurde in der Auflisung der Aufgabe 11 bewiesen, dafls der

Winkel zwischen der Halbierungslinie w, und der Hohe h aus dem

n
e : =i = ¢e—f . =
Scheitel dieses Winkels der halben Differenz - ‘)‘ der Winkel an
der Seite ¢ gleich kommt, so dafs sich aus dem rechtwinkligen
Dreieck, dessen Hypotenuse die Winkelhalbierende w, und dessen
eine Kathete die Hohe h_ bildet, zur Bestimmung der halben Differenz
der Winkel ¢ und § die Relation
o— h n2 W,
('os:——p =t £
9 W n2—m?2 2.r
ergibt. Nachdem die Differenz der Winkel ¢ und (8 berechnet ist,
hat man noch ecine Gleichung fiir die Summe dieser Winkel aufzu-
stellen; diese erhiilt man aber leicht durch Anwendung der Moll-
sin

o
a —f— hoa @ .—-:‘“-}“
=

weide’schen Formel - weil nach der Aufgabe
cO8

e m :
——— — — ist; man findet
n

—|— 8 m-n W
— n?2—m? 2.r°
Mit den Winkeln ¢ und lr‘f ist dann auch der Winkel 7 bekannt.

¢ Uk

Aufgabe 14. Der Halbmesser des Kreises, welcher einem

Dreieck umgeschrieben ist, sei — r, der Radius des Kreises,
welcher demselben Dreieck eingeschrieben ist = o und eine seiner
Seiten — c; es sollen die zwei andern Seiten a und b und die

Winkel ¢, § und y dieses Dreiecks berechnet werden.

e



—_— e —

A - I c .
Lusung. Aug der Formel siny = hestimmt man den
: 9

Winkel ;5 da mit » auch die Summe « ~ [ der zwei andern
Dreieckswinkel bekannt ist, so sucht man noch eine Gleichung
zwischen ¢ und f etwa fiir die Differenz ¢—(7; eine solche liefert

: .51 7
. fa o o st o iR 38ie 5
die Mollweide'sche Formel cos—— ' — — , wenn man

R ¢

die Summe a -+ b der zwei unbekannten Seiten in den gegebenen
und gefundenen Grifsen ausdriicken kann, was in der That nach
dem Lehrsatz I der Aufgabe 12 miglich ist. Man findet nimlich
aus der Figur 6 a +~ b = CD -} DB -+ CE - EA — 2.CE |-




AF - BF ferner weil AF |+ BF — ¢ und in dem rechtwinkligen

Dreieck CEO mit dem Winkel é und der Kathete OE — p die

i

andere Kathete CE = o-ctg 2

- ist, so ergibt sich a |+ b = ¢ -}

2-{1-t:tg;- und fiir die Differenz der Winkel ¢ und 5 die Relation

. 2 2.0+ ctg-L
a—p [+2["[g2_.,
= —— . 8in-%

S e ¢ N

Um nun auch noch die Seiten a und b ihrer Griofse nach zu
bestimmen, bringt man mit der eben gefundenen Gleichung a -+ b

. o—f3

C-51n o

r 2
= c } 2-{)-{:|.g-g- die Mollweide’sche Formel a - b — —————
B v
CO8%-
2
in Verbindung und findet
. —
¢-8in 2ﬂ
a —Elne {r-(fl.giz e
2. cos?
* OS5
2
sowie
. O—
¢+ sin —2@
o
b :-é-(i+[]-ffg:)- = -
& : o
2.cos 9
oder man berechnet diese Seiten aus den Gleichungen a = 2-1:sine
und b = 2.r-sinf. Die oben abgeleitete, fiiv eine Reihe von Auf-
gaben sehr brauchbare Gleichung a |- b = ¢ | 2-{)-{1tg-é kiinnte
auch ohne Figur durch einfache Rechnung aus der Formel t.gg- o
0 ; o - ;
entwickelt werden; denn wenn man in dieser fiir s — ¢ seinen
; g W SO iy el T3 )
Wert in den Seiten nimlich fjﬂ —— einsetzt, erhiilt man ebenfalls

2
jene Gleichung.

Zusatz1., Mit der vorhergehenden Aufgabe sind noch folgende

gelist,




a) Aus den Halbmessern r und p des einem Dreieck umge-
schrichenen und eingeschrichenen Kreises sowie einem Winkel »
desselhen die zwei andern Winkel ¢ und f# des Dreiecks zu berechnen.
h) Der Radius des ecinem Dreieck cingeschriebenen Kreises

sei = ¢, eine Seite und ihr Gegenwinkel — ¢ und y; es sollen

die zwei andern Seiten und Winkel a und b sowie ¢ und [ dieses

Dreiecks berechnet werden.
¢ und d) Aus dem IHalbmesser ¢ des einem Dreieck einge-

schrichenen Kreises, der Summe s, zweier Seiten a und b und der

dritten Seite ¢ oder ihrem Gegenwinkel y im ersten Fall die drei
Winkel ¢, 8 und y, im zweiten die Gegenseite ¢ des gegebenen
)

Winkels y sowie ¢ und 5 zu berechnen.

¢) Der Radius o des einem Dreieck eingeschrichenen Kreises,

t eine Seite a desselben und die Differenz d der zwei andern Seiten

42 h und ¢ sind gegeben; wie grols sind die Winkel e, 3 und y dieses
Dreiecks ?

f) Der Radius o des einem Dreieclk eingeschriebenen Kreises
* gei — p, die Differenz zweier Seiten b und ¢ — d und der Gegen-
! winkel der kleineren von ihnen — w; es sollen die Winkel ¢

sowie die dritte Seite ¢ dieses Dreiecks berechnet werden,

[ und
| o) Aus dem Ilalbmesser o des einem Dreieck eingeschriebenen

Dreiecks zu berechnen.

Peite ¢ die Winkel ¢, g und yp dies

| Kreises, der Differenz d zweier Seifen a und b und der dritten
i i

ser des ihm eingeschrie-

L h) Von einem Dreicck ist der Halbmes
| henen Kreises — o, die Differenz zweier Seiten a und b = d und
[ der Gegenwinkel der grifseren Seite =— « gegeben; wie grofs sind

i Dreiecks ?

die Seiten 2, b und ¢ und die zwei Winkel f und » die

i) Dor Umfang eines Dreiecks sei = 2s, ein Winkel desselben

— ¢ und der Radius des ihm ecingeschricbenen Kreises DiSREeH
gollen seine Seiten a, b und c¢ berechnet werden, w. s. W.
Bei Losung der Aufgabe a) nach dem angegebenen Wege

erhilt man

-3
; r-siny - 0-ctg
t— 2
Cos — — —

e 2 ;’

9.r-cos
5

Wenn man bei Aufgabe b) eine Gleichung fiir die Differenz

a—b der zu berechnenden Seiten nur in den gegebenen Grifsen
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aufstellen will, so konnte man diese folgendermaflsen entwickeln.
b _

== ity
2

1
: - . - £ g g
Fiir die Winkel ¢, # und y cines Dreiecks gilt tg 5 £y

oabny
f l—tg:! ‘g5 A 0
woraus man tg-o— — — = -—— erhilt, und da tg 12: c?_—_-?-li
s foSaie 5 i
2 02
0

o 7 : aal ;
und tg — —— ist, wie man aus den rechtwinklicen Dreiecken
=] ) B
2 5—a

. 0
BOF und AOF der Figur 6 ersieht, go findet man weiter ——‘—h —
qoills

(8 —a) — o-tg 7

= 2

_— e oder (s — a): (5 — b) = 0-(s — b) tg ‘) -
0 + (5 — n)-1g7 :
0-(s—a)-tg :, -+ 02; nun ist aber (8 —a)-(s —b) = [IE:i:_-h-)f

2 i
und 8 —a-Fs — b — ¢, deshalb geht die letate Gleichung iiber in
¢?2-—(a—h)2 — 4-024-4.c.p-tg :} , 80 dafs
2 ' 62 —4.02—d.c.p-tg ’f)

wird. Diese Gleichung fiir 2 — b kinnte auch in der Aufgabe 14

gelbst zur Berechnung der Seiten a und b beniilzt werden.  Auch
eine zweite Relation fiir die Differenz ¢ — f der Winkel michte ich

nicht ganz und gar dibergehen, weil dieselbe auf eine einfache

geometrische Konstruktion der Aufgabe 14,h fihet.  Man folgt aus
: 5 BNy = o

Heie r — [ 15 4 — ! ) —

den Gleichungen p — (s c) g5 = o g und a =
2 2 2

2.r.sinez, b = 2.r-8inf und ¢ = 2-r.siny guniichst p = r-(sing

-+ sinf — Hi?l;‘:_l-lg’-{-’ i nun ist aber fiir die Winkel ¢, £ und y

eines Dreiecks sine +-sinf — siny — sing - (1 — cosf) -Fsinf- (1 - cose)

S SRR i f Sl il o B Sy
= gingesing-. | 8in - cosg -+ cos -+ sin g ) =4:sing - sins - cosg

2 2 2
Fa
i <O R S . C
also wird p = 4.r-sin - -sin g *Sing- und weil 4r —
& F] s 318 0% Y
8in%- cos 4

&



ist, so ergibt sich weiter

ysion=
4
o 2-0-c08 ,
L e A e ) i & N e
oder 2:sin—sin—— — ——— Gy a6 9.sin—:sin-— —
) 9 P <) (5]
2 2 : 2 2
A 0
o¢—p [ e
~ 0 b y - AL B
R = s ist,
F43
¢—f 20 v v
QR == A0 sin-t—,
el 5 o Cosg -+ in-g

Auch zu den Aufgaben c) und d) kann man fiir die gesuchte
Differenz a—b Relationen angeben, welche auflger dieser unhekannten
pur gegehene Grifsen enthalten; ich entwickle auch diese Gleichungen,
um nochmals zu zeigen, wie man zu fast identischen Resultaten
auf ganz verschiedene Weise gelangen kann. Um fiir die Aufgabe

14,c den Winkel » zu berechnen, beniitzt man die Gleichung tg
0 2.p 2.0 - 4
= : =. Nun findet man nach dem all-

o ;'I—J—}J—(' T o8, —cC

gemeinen Pythagoreischen Lehrsatz ¢2 — a2 }-b% —2.a.b-cos? o -

: ey {aen .
._‘!-.'l-h-ﬁ!ll"‘: — a=.sin2-

900520
b b2cos 5

)

Z
Sea.h.p .;'_": o L) I T ::, — (I 2. ;‘.3;
Zea-b-cos 9 2.a-h-sin g — (a b)2.cos B)

.'f' g2l % L) IL\I _!_ t“
a—hb =} 2 —4.p°.
g
v 9
Im Fall der Aufgabe 14,d) erhilt man aus I;_"’J == :
2 SR
1

5
5 : y IR (e ¢ oy
die Gleichung i 8, — 2.9 ctg 65

2
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e s : ; : : TOLS Mg/ ap s
und durch Substitution dieses Wertes von ¢ in (a —b)%-cos?5 =
. DY e W s it v . %
¢2—s,2.sin24 die neue Relation (a — h)2.cos2f = §,2.c08%% —

2 2 2
4‘.91-;‘;-(-1;:; - rI-r_li’-(-Ig'if; also

2 pral ; TGRS T T DA
l/.‘«.1 “COREE=— r_l-hl-f‘wit;,,_) |- 4-0%.clg 5
a—bh — - = : = oder
('US:",|r
o 7 o
s,2.8in2% — 4.5 .p-tgt -} 4-p2
l/ 1 9 ~ ?"\2 l ~
gt hie= —
Sy
sing
¢ . : . o v e
Bei Aufgabe i) findet man aus fg5 =— -—— die Seite
b 5—a
Foil
a — B5—0-Clg-
! )
: 7 (/7 i
und b4 ¢ = a4 2-9-clg;;, = 5 -} o-ctgg-; dazu beniitzt man
ey : 5 2-5-0
noch die Gleichung }-b-c¢-sing =s5-p und erhiilt dann b-e =~
& : gine
R B = 1 RAE i) -~ 2 = » ¥
o A" Be.5.p
also hEsas=— '/ (~ -} 0. ctg, ) EETIE S
3 2 sing

Zusatz 2. Mit diesen Aufgaben ist die Lisung noch einer

Reihe von neuen Aufgaben angedentet, welche man erhiilt, wenn in

den Nummern 14 und 14,a—d statt des Radius p des cingeschrie-
henen Kreises der Halbmesser o des d#ufseren Beriihrungskreises

als gegeben angenommen wird, welcher die Seite ¢ selbst beriihrt.

Zur Lisung derselben wird man statt der Formel !5_"-:)- = —— die
2 Bi=—{

etwa aus dem rechtwinkligen Dreieck ('J(_Jv]'Jv der Figur 6 abgeleitete

3 v (L & ] P .
Gleichung tg f)— = ‘: beniitzen, so dafs nun die Relation fiir a-}-b

lautet a-}-b — E-Erc-l"f;_!-ij —¢; ebenso muls man statt der Formeln

a
] It (14 i : o .

tge — —— und g~ = -~ — fiir diese Fille die aus den recht-
2 s—b 2 §—a




ey e

winkligen Dreiecken BO D_ und AOE_ der Figur 6 leicht zu finden-

¢ Qo

e ‘
— und Mn‘ — ——— anwenden.
§—a D) s—h

den Gleichungen cig

Zusatz 3. Aufgabe. Aus einer Seite b und ihrem Gegen-
winkel _."'? cines Dreiecks sowie dem Radius g, des Kreises, welcher
eine der nicht gegebenen Seiten etwa a von aufsen beriihrt, die zwei

andern Winkel und Seiten ¢ und y sowie a und ¢ zu berechnen.

Losung. Da die Grifsen p, und § in dem rechtwinkligen
Dreieck BD,0, (v. Fig. 6) auftreten, so griindet man den Anfang

der Rechnung auf dieses Dreieck, in welchem nach Aufgabe 12,
[l

. % . 8—¢
Lehrsatz I BD, — BIY, = s — ¢ ist; man erhilt dann tg; = -
f;
a e
* P D . . I'E._ -
oder a—c = 2.0, “’2 b )
o]
(a—c)- cos ")
; % s 2 o&—y 2
und mit Beniitzung der Mollweide’schen Formel s 11'1—25-: T AT
)
fiir die Differenz der gesuchten Winkel ¢ und y die Relation
3 A B
{ Sl S
. Py (2 e i.g..z —b) - C u&2 2 0, -"ﬂllé i
3111 e T = ——— — (08
2 b b D

(1 (o
und weil ) L — 90—; ist, kennt man die Winkel ¢ und j selbst.
Will man auch die Seiten a und ¢ in den gegebenen Grifsen
direkt ausdriicken, so kionnte man zur obigen Gleichung fiir die
Differenz dieser Unbekannten noch eine solche fiir die Summe der-
selben suchen und hiezu dic schon entwickelte Relation b2 —

2} fa)
. of) ] %
(a - c)2. Smg-"; 4 (a — c)?: cos?s- anwenden, dann erhilt man
2 2
gl ,-.'l } o ;}l
N 9.: ol gl
a -} ¢)%.sin? : 4d.bh-p -sin=- 5
(a -} ¢)%.sin? 2 Sin#y = 4.b-0 mq (mz - h2.cos 5

1

oder a . — l/h 24,02 4 4:hao. -(trr‘3

Zusatz 4. Aufgabe. Der Radius des Kreises, welcher einem
Dreieck eingeschrieben ist, sei — p, ein Winkel desselben = y
und die Differenz der diesen Winkel einschliefsenden Seiten a und
b — d; wie grofs sind die zwei andern Winkel ¢ und § und die
dritte Seite ¢ dieses Dreiecks?
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Losung. Im Zusatz 1. wurde die Relation ¢2 — (a _h)?{‘us?g

-+ (a-b)2- :_:in?:z hergeleitet; setat man in dieser statt a 4+ b den

A
in der Aufgabe 14 angegehenen Wert ¢ -} 2-{)-(:tgé ein, go erhilt

o : ‘}f 2 0] i
+ 4.c.p.8in% - cos 2-{-4-{} « CO8>~

: 2

-~

Moy e oY A
man ¢?—d?.cos 5 |- ¢2+s8in 5
oder ¢ —4.c:p-tg ?)- = ‘d#" -4 . p 2" algo

c = 2.p0-tg < + l/dg 44 .p2.gec2 L.

c

~

Da y gegeben und deshalb die Summe ¢~/ der zn berechnenden

Winlel bekannt ist, so hat man nur noch eine Gleichung fiir deren
Differenz aufzustellen; diese liefert die eine Mollweide'sche Formel,

ar

d-cos

A v
nach welcher sin —— — —— ist.
2 c

Aufgabe 15. Aus dem Radius p des Kreises, welcher einem
Dreieck eingeschrieben ist, einer Seite ¢ desselben und der ihr zuge-
hirigen Hohe b sollen die zwei andern Seiten a und b und die
Winkel ¢, # und y dieses Dreiecks berechnet werden.

; . .0 7 0 i e
Losung. Die Gleichung Ig; = — — enthiilt zwei Unhekannte,

Sl

a
niimlich » und s, demnach sucht man noch eine zweite Beziehung

zwischen diesen und den gegebenen Griifsen ¢, h, und p; als solche

bietet sich die Flichengleichung 8.0 —= F = 1.c¢-h_ dar, aus welcher
c-h, t'-(h‘_uﬂ-n] 4 !

man 8§ = — oder §—c¢ — == findet, so dals man zur
2.0 2.0 .

Bestimmung des Winkelg » die Relation
i 2.0%
e ¢ (h,—2-0)
erhilt.  Mit » ist nun auch die Summe ¢ - A der zwei andern
Winkel bekannt und eine Gleichung fiir die Differenz derselben liefert
a-hb v
¢

; ! . o—f ; y
etwa wieder die Mollweide'sche Formel cos — 4 — - sin "}, in
e

2
welcher jedoch erst in den gegebenen Elementen ausgedriickt der
Wert von a - b eingesetzt werden mufs, Nun erhilt man aus der

e A e R e



at+hb+4e  e¢-h

schon angegebenen Beziehung ——-—2— = 5 den Wert von
c+h
a-+b= £ilen ¢, demnach wird
0
hi=—15) = Bin-
“fﬁ ( [ .) 2
Cos—— = —,
2 0

Diese Gleichung kinnte auch ihnlich, wie die Relation fiir die
halbe Differenz der Winkel ¢ und [ in Aufgabe 14, Zusatz 1, b
abgeleitet werden. Man findet auf dem daselbst angegebenen Weg

& 4 si £ in’
¢-8in 2 -8in’ 2 - 5ln 9 &S 2
0 = — =Salsoanchspi=1 —— und weil a =
4 o %
2] 08—
cos 2 co 2
> oy
h, -fsm’ 3 h, +sin
hite : 2 : o £ ¢ 2
—C ist, wird p = ——— +als0 20CO8 -+ C0Bg =
sinf3 3 = (7] p Z 2 0
2+ co08 5108y
o o] o—f o+ «—f
oder, da ?-uos‘—-('os‘.— — cos—— — (0*1——-—[3 ist, cos——— =—
2 2 2 2
h, -%m"
2 iy
- — 8in%-.
(1] 2
Da fiir die zu berechnenden Seiten a und b schon die Relation
c- (h 0)

gefunden wurde, sucht man nun noch eine

a b= -

I 7
Gleichung fiir die Differenz a — b derselben aufzustellen; zu diesem
Zweek beniitzt man die im Zusaiz l,¢ der Aufgabe 14 entwickelte

Beziehung (a — b)? = ¢2. (1 4 tg? 4 ) — (a - h)2. tggz, aus welcher

man durch Substitution der Werte von lga‘;- und (a | la)-fgip- (niim-

2.p? )2_ o
h—gg T ¢) =

5
oder a—b — l/c? — d-—hc---g--, also




e e

s o) d s 1'/[-

&b p?

2.0 = A 11(.-;2 --x‘;

und R f ey e
¢-(he—2-0) — / 4. h-p*

: 2.0 i l ¢ h,—2.0

Zusatz. Nach den gleichen Schliissen, wie die vorhergehende
Aufgabe, 1ist man anch folgende.

a) Aus dem Halbmesser o des Kreises, weleher cinem Dreieck
eingeschrieben ist, einem Winkel » desselben und der Hihe h_,
welche nach seiner Gegenseite ¢ gezogen ist, sollen die zwei andern
Winkel ¢ und 5 und die Seiten a, b und c¢ dieses Dreiecks berechnet
werden.

b) Der Radius r des Kreises, welcher einem Dreieck umge-
schrieben ist, eine Seite ¢ desselben und sein Flicheninhalt F sind
gegeben, man soll die zwei andern Seiten a und b und die Winkel
¢, (3 und y dieses Dreiecks berechnen.

¢) Aus dem Radius p des iufsern Beriihrungskreises, welcher
die Seite ¢ des Dreiecks beriihrt, dieser Seite ¢ und dem Flichen-
inhalt I sollen die Seiten a und b und die Winkel ¢, 8 und y des
Dreiecks berechnet werden.

d) Der Halbmesser des Beriihrungskreises, welcher die Seite ¢
eines Dreiecks von aulfsen beriihrt, sei — p_, ein Winkel an ihr
— « und der Flicheninhalt des Dreiecks — F; wie grofs sind die
Winkel # und y dieses Dreiecks? ete,

Zur Aufgabe a sei noch bemerkt, dals man ebenso wie in der
Lisung von Aufgabe 15 an Stelle der Gleichung fiir a—b zuniichst
eine solche fiir a.b ableiten kinnte; diese erhilt man nach dem
Flichensatze ¥ — }.c-h, =— Ja-b.siny, welche fiir a-b den Wert

> 2-r'.=2-('.tfr-}-.--
b, p? > =

—————— liefert, weil ¢ = ———F— wird,
(lle—ﬂ‘u)-singa- D= a0
Bei der Auflosung von ¢ findet man, weil :g-fzi = {‘;9 und
Dreieck ABC = OAE -+ OBC — OBA (v. Fig. 6) also F =
a—-+b—c 3 2 202
—-—F__'_-) *0c = (8 - ¢)- g, ist, tg% = P ‘Fli"ﬁ_-
Ue

e e
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= T h
. - . o O
Bei der Aufgabe d ergeben sich aus ctg > = und (8—¢): 0.
i 3 & 8—D i 4
e : : : I (77
— I die Werte von a und b—e¢ beziehungsweise — — —} 0.+ tg;
O 2
E ¢/ : a0 iy 7
und — — g,-tg-, demnach mit Hilfe der Mollweide’schen Formel
{il -
; (7 : (¢
5 (b l')‘l‘ilil_) F — I_J‘.Q-Ig 3
b=y 2 2 (2]
sin — : = *CO8 .
p a p

o
\] a9 ~ g
RicEiadete

Aufgabe 16. In cinem Dreieck ist der Halbmesser des ihm

eingeschriebenen Kreises — p, eine Seite = a und die Hihe zu
einer andern == h,; wic grofs sind die Seiten b und ¢ und die

Winkel ¢, § und 3 dieses Dreieeks?

Lisung. Den Winkel § berechnet man aus der Gleichung

ginff = -°. Um nun y zu bestimmen, fifst man das rechiwinklige

Dreieck OCD mit dem einen spitzen Winkel § in’s Auge und weil die
Kathete CD  desselben ein Abschnitt der Seite a ist und mit dem
Absehnitt BD zusammen die gegebene Seite a liefert, so erhiilt man
die Relation fiic  darch Betrachtung der beéiden rechwinkligen Drei-

Ar

ecke CDO und BDO, aus welchen man CD =p¢-cfg 5 und BD —

und demnach fiiv den Winkel y die Gleichung o -(('I;!': -+

0
‘_;l
(-l‘g:'_) — a erhilt, so dals sich
-
¥ . a B
{1t b
ctgt — — — clg.
=2 0 =2

ergibt. Will man nun auch die Relation fiir die Seite ¢ entwickeln,
deren zugehorige Hihe h  gegeben ist, so wird man zu diesem Zweck
vom Fliichensatz 1) ¢-h = (a-+b--c¢)-p ausgehen. In dieser Gleichung
kommt aber aufser der unbekannten Seite ¢ auch noch b als solche
vor und man mufs deshalb die letztere zu entfernen suchen, was
auch durch eine geeignete Zerlegung der Summe a--b--e miglich
ist. Nach dem Lehrsatz 1 in Aufgabe 12 findet man ndmlich aus




Figur6a +b + ¢ = 2.AF}2.BF42.CD — 2-((‘~j—9.('-tgg) =

£
2-((’.—|—:| - {:-(-Ig‘é) und durch Substitution dieses Wertes in

a

s ]
1) e:h,—=2:c.0{ 2.a:¢ —2-93-ctg‘§ oder
o1
2.0.(;1__(].(-[{;.@.

==

i e
Aus 1) kann man auch eine Relation fiiv die Seite b entwickeln, wenn
man einerseits a--b - ¢ und anderseits ¢ so in Summanden zerlegt,
dafs die Summen nur die unbekannte Seite b und aufserdem die
gegebenen Elemente und, wie das auch bisher schon der Fall war,
den Winkel 5 enthalten, welcher leicht fehlerfrei aus seiner sehr
einfachen Gleichung berechnet werden kann., Nun sieht man auf
Grund des Lehrsatzes I in Aufgabe 12 aus Figur 6, dafs a +b e

sl
=2.(AE+CE+BD)=2-{b+ o ctgt Jund ¢= AE +BD =
( ( 5

0 i A
hb—CD-p . crg{; :h-_g-(‘tg; +o- (-igg:h —ﬂ—,—?-y-{'tg;

fa) )
durch Substitution in 1) (h—u—k 2.0+ r-lgg)-hcﬁ- 2-(]1 -+ g-vlgg)-g

92.02.0 Jh ¢ 3 .'F'
0 -(tg-g-l— a-h —2.h.p- ctgg
ist; woraus man b —m ——~————__“ f,qef,
h—2-.p
Nachdem die Winkel # und y gefunden waren, konnte man ¢ nach
dem Lehrsatz von der Winkelsumme im Dreieck herechnen, doch
kann man auch fir ¢ eine Gleichung aufstellen, welche jetzt zur
Kontrolle iiber die Richtigkeit der Rechnung dienen kann, da sie
vom Winkel y unabhiingig ist. Auch zu diesem Zwecke zerlegt man
den Ausdruck a—-b ¢ sowie ¢ der Gleichung 1) o, dafs die Summen
den zu berechnenden Winkel « sowie die gegebenen Grifsen und etwa
auch # enthalten; fiir die Seite ¢ wird dies mit Hilfe der rechtwink-
ligen Dreiecke BOF und AOF (v. Fig. 6) ermoglicht, aus welchen

also

]
v} o
man r'.:gn(-rg'g—f—y-r(.gé findet, und fiir die Summe a b -} ¢
erhilt man aus Figur 6 wieder durch Anwendung des Lehrsatzes 1

. . (7]
in der Aufgabe 12 den Ausdruck 2.(BC — AF) oder 2-(;- - g.c:i}’!:))'




— - lif

Wenn man diese Werte in 1) einsetzt, resultiert schliefslich die

Relation y-(rig:— --]—('Irfz) h =2 (1~{- 0 - ctg !)-ha oder

o 2.a—h -(‘tg‘)-
GG =) —— A =
5 h -Ng%—? 0

Zusatz. Bs ist leicht zn verfolgen, dafs die Aufgabe in
gleicher Weise, wie eben, gelost wird, wenn an Stelle des Halb-
messers o des eingeschriebenen Kreises der Radius g, oder p, eines
dufseren Beriihrungskreises oder wenn statt der Seite a ihr Gegen-
winkel ¢ gegeben ist, dafs also mit der Aufgabe 16 wieder eine
Reihe verwandter Aufgaben gelost ist.

Aufgabe 17. Aus einer Seite ¢ eines Dreiecks, dem Radius
0c des Beriihrungskreises, welcher diese Seite von aufsen beriilrt,

und dem Radius g des eingeschriebenen Kreises sollen die Seiten a
und b und die Winkel ¢, f und y des Dreiecks berechnet werden.
Liosung. Die Halbmesser o und o, kommen in den recht-
winkligen Dlr'mclwn COE und (Uh (v. Fig. 6) vor, aus welchen
man nun Relationen zwischen den nf!grohr\nf'n (.riif'sr-n o und g, und
a—b- a-l-b—e
den unbekannten y, 58 = Ui P—— und s—e = —i— —— auf-
2 2
stellen kannj; nun ist aber auch ¢ gegeben und man findet deshalb
aus diesen Dreiecken zwei (-n']ci{'lnmg('n zwischen den zwei Unbekannten
2.0 4 "--n
y und a-} b, nimlich ans trf e : und tgl —— <

°2 T a-Fb—e SR Fl:—i—("
S M a-lh—c 7 a-+b-te¢ %
die Beziehungen - S — Q'Mg:& und - e — ”“'”"3

und durch Addition und Subtraktion dieger Gleichungen a + b =

(0c | 0): crrr‘- und ¢ = (0 — @) Pt“fz‘ woraus zuniichst

ctg-

vo| ‘\i
i

0 ) 7 p 2
und a--b — °+ ¢ folgt. Durch die erstere dieser Gleichungen
‘ =] B

ist der (mrrmmml\ol; der gegebenen Seite ¢ und durch die zweite

=

ist die Summe der gesuchten Seiten a und b bestimmt, so dafs man
nur noch eine Relation fiir die Differenz a — b dieser Seiten herzu-
2
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stellen hat, um dieselben als gefunden betrachten zu kinnen. Diese
Beziehung zwischen a— b und den gegebenen Elementen leitet man
ang den rechtwinkligen Dreiecken BOEF und BO.F, (v. Fig. G) her,

¢c—(a—h)

-fa —1
weil in derselben BF — ‘ -[—-] " und BE = 5 - ist, und

9

in jedem ecin und derselbe, freilich his jetzt unbekannte Winkel f
vorkommt, weleher also noch eliminiert werden mufs. Man findet

: : ct(a—hb 1] ¢ —(a—h)
nun aus jenen Dreiecken — }- i ) — p-cig 5 und — G
T g S c2—(a—Dh)?
— 0.-tg5 also durch Multiplikation beider Gleichungen ——

oy .}

Bo

= 0,0 und es folgt fiir die gesuchte Differenz g —1bh =
V 2 —4p.-0 demnach

ke [’-’s_:lf g WaT ,",;'.',_;)

Og — 0

hiy—die (r‘Jc 1 Q'(‘- —T— V 2 _—-_f‘i'l_!a‘ﬂj)
£ 4]

0o

und

Da y schon berechnet ist, so sucht man nur noch eine Gleichung
fiir die Differenz ¢ — 7 der zwei andern Winkel, deren Summe
1 ]

180 —y ist; zu diesem Zweck wendet man wieder die Mollweide’sche
y
8 (a — b)-cos o
e Ll =il “~

Formel sin- R L —— an, aus welcher nun
C

-

9

c? — 4:-”‘,_.{,

@ + (0:—0)’

sin

folgt; doch kinnen auch die Winkel ¢ und [ selbst berechnet

werden, z B, # aus der schon oben angegebenen Relation fgf —
2.0 o 2.

————— und ¢ aus der Gleichung tg— — —— ALES

¢-|(a—Dh 2 ¢c—(a—h)

man aus dem rechtwinkligen Dreieck AOE der Figur 6 erhiilt, so

dafs man dann ¢ und § aus

bo

, welche

fui %50 el S a0
e cFVe2—4dp,.0 > 200
und Rl ki 10NH
ol 2.0 ¢'+V(-.9 — 4dipoe0 |
o i —— v T it -
oo

2 et Ve —dege0 2:0¢
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findet. In diesem Fall kann man dann noch mit dem Satz von der
Winkelsumme im Dreicck die Richtigkeit der Rechnung erproben.

Zusatz. In gleicher Weise wie die vorhergeliende kann man
eine grofse Zahl anderer Aufgaben lisen z. B.

a) Eine Seite ¢ eines Dreiecks und die Radien o und 0, der
Kreise, welche die zwei andern Dreiecksseiten a und b von aulsen
beriihren, sind gegeben; wie grofs sind diese Seiten a und b und

1]

diec Winkel ¢, f und y dieses Dreiecks ?

b) Ein Winkel eines Dreiecks sei — y, der IHalbmesser des

Kreises, welcher die Gegenseite ¢ von aufsen beriihrt, = o_ und
der Malbmesser des eingeschriebenen Kreises — p; wie grofs sind

die Seiten a, b und ¢ und die zwei Winkel ¢ und § dieses Drei-
ecks ?

¢) Aus einem Winkel ¢ oder f eines Dreiecks und den Halb-
messern o, und o
seite a oder b jencs Winkels ¢ oder f und der andere eine an ihm
liegende Seite b oder a von aulsen beriihrt, die Seiten a, b und ¢

und die Winkel 8 und p dieses Dreiecks zu berechnen.

zweier Kreise, von welchen der eine die Gegen-

d) Ein Winkel y und die Halbmesser p _ und o, der zwei
Kreise, welche die den Winkel 5 einschliefsenden Seiten eines Drei-
ecks von auflsen beriihren, sind gegeben; es sollen die Winkel ¢
und  und die Seite ¢ dieses Dreiecks herechnet werden.

e) Aus einem Winkel ¢ oder ""':' eines Dreiecks, dem Halbmesser
0,, welcher die eine an diesem Winkel liegende Seite e von aufsen

sollen die

beriihrt, und dem Radius o des eingeschrichenen Krei
seiten a, b und ¢ und die Winkel ¢ und y dieses Dreiecks be-
rechnet werden.

Bei der Losung der Aufgabe a) findet man aus den Gleichungen

¥ 0y ot O % g D — Ot
ctgl = -2 und ctgl = = die Relation a—b — 22, ¢
2 s—Db 2 §—a 0, 0,
(7 0, (s 0 J a+ b-+4c
und dann aus tg = =2 und ctg = —>— weiter ° i =
2 8 2 §—¢ 2

o a-+b_ g [ e

. : e e =—p setr-— - — 2 Shh

0, (’tg-2 und 5 =), (.tg2 demnach a-+b = V'e244 0,° 0y
Zur Aufgabe b) sei bemerkt, dafls alle drei Seiten aus

Gleichungen des ersten Grades berechnet werden.

2%
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Die Gleichung zur Berechnung etwa des Winkels § in der

Aufgabe ¢) wird sehr einfach; man erhiilt nimlich aus s-fg =

1}

¥ A 0y [iA ;
o, und s-tg- = g, durch Division ;‘,"!f-".; ; ferner ergeben
. (7 ik o 0y, r
sich aus tg— — =% und c¢tg— = —P fiir ¢ und a -~ D die Aus-
B S o s—¢
% (i Sz o o i :
driicke g,-ctgs- — o, -tg- und g, -ctg -~ p,-tg—, doch bleiben die

Werte von a und b, welche wieder aus Gleichungen des ersten

Grades gefunden werden, ziemlich einfach; man erhiilt nimlich ans

. : Fig{r
dem allgemeinen Pythagoreischen Lehrsatz 4.0,-0,=4:b.p,_-sin 5
£ ythag 0478 0,
o LTy (¥
- 08— —}-4-b-p. -+ sin—-cos— also
i =h =) 2
2 2 2
2'” =}
=a ~h
h=— :
(_!‘;:L - 0,): sine
und
(1 4
| 9
02 clg— - p =-1g-
o ?‘2 = :_).
St
0,0,

Bei der Auflosung der Aufeabe d ergibt sich aus-

B)
=p, I{_I;z und 27 ]; gl = =0, IQ‘ZZ der Wert der Seite
¢ = (0, T 0,)" i;:;
: 8 s (a—h) - cos :Jj
sowie a h:(ij:l-_{)]:}.i'u’-é also aus sin 9' == = fiir

die halbe Differenz der gesuchten Winkel ¢ und fi
) g3
“_‘h == Oa i . (’:IH?(
2 2
Die Liosung der Aufzabe e) kann auch mit Hilfe der Formel
1) der Aufgabe 14, Zusatz 1, b erzielt werden. Man erhiilt aus der

sin =
o, +o

5 )
]

e ol
¢-8in—. sin-
s ; 2 2
citierten Gleichung o — - und aug der Relation p, —
¢ b
l‘.'fJH—f'
9




(7 i}
C+C08 _}'!llh__}.
, welche in derselben Weise entwickell werden kann,
et
COS 7 i
“ T S
e 8 £ - -
sin—-- sin;
. . . s s £ il &
wie die eben angegebene, durch Division — — — — oder
i e (64 vl
? CsCO8—«COB -
] 3
o . ;) & : ?
[ s e
2 2 0,

Diese Gleichung fiihrt zu einer sehr einfachen planimetrischen
[Konstruktion der vorliegenden Aufgabe, fiiv weleche aulser p und p,

etwa der Winkel ez gegeben gei.  Wenn man niimlich auf einem

Strahl 0,0 von seinem Anfangspunkt O, aus die beiden gegebenen

IHalbmesser p, und o neben einander als O,F und FO abtrigt, im
Punkte F, in welchem diese Radien ancinander stolsen, die zum

Strahl 0,0F normale Gerade FB errichtet, welche den Endschenkel

des an den Halbmesser p, — O,F in seinem Anfangspunkt O, an-
o v b . : 1 s ;
gelegten Winkels 00.B == - in B schneidet, und diesen Schnitt-
punkt B mit dem Endpunkt O des andern Halbmessers g — FO
Lj’

verbindet, so ist der entstandene Winkel FBO = 4, weil =
B 7} ) i e

und tgs — BI" und, wenn man beide Gleichungen miteinander
e - » I

i) - . e
— = wird. Wenn man aber zwei Winkel

O

i (£
multipliziert, i

- ;
¢ und 3 eines Dreiecks sowie den Halbmesser p des ihm einge-
schriebenen Kreises kennt, so lilst sich dieses selbst in bekannter
Weise konstruieren, wobei hier die Punkie B, I und O sogleich in
der erhaltenen Lage weifer beniitzt werden knnen, um das gesuchte
Dreieck ABC herzustellen, indem man um O als Mittelpunkt mit
OF = p als Halbmesser einen Kreis beschreibt, an ihn vom Punlkt
B die zweite Tangente BC zieht, welche dann mit BO ebenfalls
cinen Winkel — : bildet, und an jenen Kreis eine Tangente AC
zieht, welche die iiber I verlingerte BI' unfer einem Winkel CAB
gleich dem gegebenen Winkel ¢ schneidet. Die obige Konstrultion

)
’

% £ 2 (i o} 0
kann aber auch, wie eben die erhaltene Gleichung tg-tgs- =
B y O
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zeigt, angewendefwerden, wenn von einem Dreieck nur dasVerhiiltnis

0 m : 3 , \
— = der Halbmesser des eingeschriebenen und eines angeschrie-
Oq 1

benen Kreises ferner einer der Winkel e oder [, welcher an der

vom Ankreis von aufsen beriihrten Scite ¢ liegt, und irgend eine
dritte Strecke des Dreiecks z. B. die Halbierungslinie w eines Winkels
oder der Uberschuls der Summe zweier Seiten iiber die Hihe zur
dritten Seite u. s. w. gegeben sind. Durch die ohen angegebene

o
]

planimetrische Lisung wird nun ebenfalls der Winkel '_-)- etwa

efunden,

AT
o
wenn ¢ gegeben ist, wobei jedoch die Strecken m und n oder Strecken,

. T 2 ,
welche sich wie verhalten, statt der Radien p und p. als OF

und OF abgetragen werden. Durch den gegebenen und den kon-
struierten Winkel ¢ und £ ist das gesuchte Dreieck seiner Gesial
nach bestimmt, so dafs man mit diesen zwei Elementen ein dem
gesuchten Dreieck ihnliches konstruieren und aus diesem in be-
kannter Weise das zu zeichnende Dreieck selbst erhalten kann,
weil von ihm ein die Grifse desselben bestimmendes Element
gegeben ist, Die hier durch Rechnung abgeleitete Konstruktion hiitte
man allerdings auch aus der Figur 6 auf rein geomectrischem Wege
entwickeln und die oben angegebenen Figur erhalten kinnen, wenn
a—b-e

: 1st,

L

man niimlich beachtet, dals z. B. nicht blofs BIY

wie schon frither bewiesen wurde, sondern dals auch AF, oder AE,

a-t+b-e¢ a—b-+e
-—;‘\1:7..—...’4_:-}(---- |J_—1 it ist

= 5 st, dals also der

Punkt ¥_ auf F fillt, sobald man das Dreieck O AF_so nehen das
Dreieck OBE legt, dafs der Punkt A auf B und die Richtung der
AF, auf die der BI' zu liegen kommt, und dals dann I’ O in die
Verlingerung von OF fiillt, weil die Winkel AF, O_ und BFO rechte
Winkel gind, also ihre SBumme einen gestreckien liefert; aher es wird
wohl gerne zugegeben werden, dals man die Konstruktion eher durch
die trigonometrische als durch die Euklidische Methode findet, .wenn
auch letztere andrerseits den Vorzug fiir sich hat, dafs sie die Linge
der normalen Geraden BF ihrer Bedeutung nach erklirt und damit
ohne Schwierigkeit weiter erkennen lilst, dafs die oben angefiihrie
Konstruktion auch noch ganz und gar brauchbar bleibt, wenn an




) A

: . - . + LR T .
Stelle der zwei Kreisradien o und o nur ihr V erhiiltnis hekannt ist.
i n

Denn wenn man ein dem Dreieck ABC #dhnliches Dreicek ’\|];1U1 mit
Jeniitzung der Winkel a und [ des Dreiecks ABC herstellt und in
diesem die Seiten B,C,, A C,, und AB, beziehungsweise mit a,, b,

und ¢,, den Radius des eingeschrichenen Kreises mit o, und den

IHalbmesser des iiul¢eren Beriihrungskreises, welcher die Seite ¢, selhst

a b e
tangiert, mit o bezeichnet, so ist bekanntlich — = TR
e a ) ¥
! 1 £
0 a,—b,-c,
i also werden die Lingen B, F, und A, F , — -
0, 0, 5 2
~ <6

in demselben Verhiilinis grifser oder kleiner als BF und AF —

a—hb-c . W s : :

- 5 , in welchem die Radien o und o_, grifser oder kleiner sind,

als die Halbmesser p und p. Das oben gefundene Resulfat, dafs
A i - a—Db C " S

sowohl BI' als auch AE oleich ;j-+ ~ also BF — AL_ ist, kann

man natiirlich auch verwenden, um eine moglichst einfache trigono-

) )
i : : ; [rA 0 :
metrische Entwicklung der Relation Ig—_j-tg'gj:'-‘— zu erhalten. Es
; & Z 0
-C
ergibt sich niimlich dann aus dem bei F rechtwinkligen Dreieck OFB,

in welchem OF = p und Winkel ll.B!_-':-‘L--- ist, 1) Ig%:—, I“l und aus

2
dem bei I rechtwinkligen Dreieck AF O  mit der Kathete Q.F.—o,
3 ~XTs 3 (‘-'L (¢4 o It'.
und dem anliegenden Winkel F O A= _2)tg5—=— also durch
2 2 0,
s 13 . ¢ o 2 o i e -
Multiplikation der 1) und 2) tgo-tg5=—. In gleicher Weise, wie
s 2O
fal
"J
tg -}2 ﬂ]
eben, kann auch aus der Gleichung - — 2 der Aufgabec)
4 0
tg 5 A

dieses Zusafzes eine einfache geomefrische Konstruktion derselben

abgeleitet werden, Sind nimlich o und o und etwa der Winkel «

gegeben, S0 konstruiert man entweder mit dem Radius o, als Kathete
S Sl B i 1 i o

Ubl' und mit 3 als dieser Kathete anliegendem Winkel FO, B das

F




rechtwinklige Dreieck O, FB, verlingert die Kathete OF um FO

=, und verbhindet den erhaltenen Endpunkt O, mit dem Eckpunkt

B des Dreiecks O FB, so ist der Winkel FO B des neuen Dreiecks

0 FB

3

Fa)
der Iilfte" des zweiten Dreieckwinkels

gleich,

oder

man

: g : 2 L e ]
zeichnet mit dem Radius 0, als Kathete O F und mit- als dieser

Kathete gegeniiberliegendem Winkel O BF das rechtwinkl

ige

Direicck

0,FB, verlingert die Kathete O F um FO,—o, und verbindet’den

erhaltenen Endpunkt O, mit dem Eckpunkt B des Dreiecks O FB, so

ist der Winkel l?li(lh des mneuen Dreiecks (}hlﬂ‘li der IHilfte

andern Dreieckwinkels gleich.

n
[
5 des

Diese Lisungen kinnten wieder plani-

metriseh durch die Betrachtung der rechwinkligen Dreiceke 0,F B
£ a

und O, F,A der Figur 6 (pag.

OF,= o

und AOF,

=

; ferner B]":t

5)

a-

AT
— AF, =

mit den

2

Seiten

0 r
a8

—p. und
~ i

b —¢c 3.
—— und den Winkeln li(_)‘F" ==

oder der rechtwinkligen Dreiecke A }..F-. und ]2(1] I*‘I

der Figur 6 aufgefunden werden, in welchen die Katheten O ' und
a a

O, I beziehungsweise —p_und p_ferner Al — BF —
b b 4 ~a ~h a b

die Winkel O“.J\F“ sowie ()b‘li.["]J e

o

=

und - sind.

b -}-¢

L)

und

Dafls hiemit auch

die Lisungen von Anfgaben gefunden wurden, in welchen das Ver-

11

hiltnis — der Halbmesser o und p
n 2 >

I

czyweier dulserer Beriihrung

o

skreise,

ein Winkel ¢ oder #, welcher ciner der von diesen Kreisen von

aufsen beriihrten Seiten a oder ¢ gegeniiber liegt, und ein drittes

die Grilse des Dreiecks bestimmendes Streckenelement gegeben sind

braucht wohl nicht weiter auseinander gesefzt zu werden.

)

Aufgabe 18. Line Seite eines Dreiecks sei=a, der Halbh-

messer des

Kreises

tl

welcher

eine

anstolzende

Seite

C

yon

aulsen

beriihrt, = p_und der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises — 03
wie grofs sind die zwei Seiten b und ¢ und die Winkel dieses Dreiecls?

Die Gleichungen, welche man zur Lésun g der vorliegenden
Aufgabe zuniichst hildet, sind dieselben, welehe auch in Aufgzabe 17

anfgestellt wurden; entfernt man aus ihnen die Winkel, so erhiilt
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Qgrim 0L
man die Relationen1)a--h=— -¢* und 2) (a—b-+-c¢)-(—a-Fb-}-¢)
il )

O
;I_”
— 4.p0,+0. Aus 1) findet man nun a—hb ¢ = 2a = ¢ und
e De—0
I | 2 l:"' ) 3 T 1
—a-}-b4e— -¢ — 2a, und wenn man diese Werte von a—b -+ ¢
‘_'r i
0 =i
. . . s . -0 - D
und — a--b-c in 2)einsetzt, geht dieselbe iiber in —'alies ——
: 0 —n)~
0L
a-(o, -+ o) i a-(0.2 —02) :
= .(== —a° — 0.+0, WOraus. man ¢ — =l
0 —0 wii P 20 -0
Ler=id oL
/ a2 (0, — 0)* i
/ g (0e— p)? oder
'I‘IJL.I"-r-J- e Tt
a-(p2—p2) |
=i St il
¢ = — =~ (0. il
2‘4"1.'[1 Trrom ke
folgt; demnach wird
q. I_'{‘l“"} __!_ ,‘,'.’) : B aan [\.l‘?‘- _‘,‘J)‘.E
== - 5 (n_---?—n].E,-’ —s— — L.
Q40 0 g b - y d.p 2.p2
~c - ¢ 5
i 4 ¢ : a ,
Aus den Relationen clgt — — und ecfg clg=-,
2 Di=—0 & 0 s

Os
welche in den Aufgaben 17 und 16 entwickelt wurden, erhiilt man

¥ a-(o —n)
jetzt fiir die Winkel » und # die Gleichungen Clgeg = —5 i
i ) i

.Ir-'f a2, (J_hl_ - rJ):"

r},-" Jl:s‘rl‘il—lll)l‘j 2 ;l-{a_.-‘-[-r_»'] i

e 1 und {'l;:L: = i 3 1L

4= === 2 2.000 ) 2.0 2%-p°
mit » und f ist dann auch der Winkel ¢ bekannt, welcher jedoch
auch leicht unabhingig von f und yp berechnet werden kann, so dafs
man eine Probe iiber die Richtigkeit der Rechnung erhiilt,

Zusatz., Aus den Gleichungen der Aufgabe .17, Zusatz a)
erhilt man auf dem eben angegebenen Wege die Liosung der

Aufgabe: Aus einer Seite a cines Dreiccks, dem Radins 0,
des Kreises, welcher diese Seite a von aufsen beriihrt, und dem
Radius p, eines zweiten dufseren Beriihrungskreises die zwei Seiten

b und ¢ dieses Dreiecks zu berechnen,

1 fiir diese Aufgabe auch ohne Beiziehung des
zen = 8,0 =(5s—0).g. entwickelt werden, aus

* Diese Gleichung lkar
Winkels y aus den Fliichensi
al-bJ-o i

; ! = = folgt.
a-b—e o

welchen zuniichst




Aufgabe 19. Eine Seite eines Dreiecks ist=— c, der eine
von den ihr anliegenden Winkeln = ¢ und § und die Differenz der
Halbmesser o, und o desjenigen Ankreises, welcher die gegebene
Seite ¢ selbst tangiert, und des innern Beriihrungskreises = d; es
sollen die andern Seiten a und b dieses Dreiecks und der von ihnen
eingeschlossene Winkel y berechnet werden.

Losung., Um eine Gleichung fiir den zu bestimmenden
Winkel y zu erhalten, kinnte man vielleicht o und o in der gege-
benen Seite ¢ und den Winkeln des Dreiecks auszudriicken versuchen
und dann die Differenz d der beiden Halbmesser p_ und p herstellen.
Man findet nun zunichst aus dem rechtwinkligen Dreieck AOF der
n

i . e (27
Figur 6 auf Seite d igs —

\I;uml aus dem rechtwinkligen Dreieck BOF

. 0 . 1 " a
derselben Figur tgt — = demnach wird ¢ = AF-}- B — -
- =15 BEF’ o
3 s
fo—
=2
4 ] ] i)
&% £ (V% lE Sl L
tr— - to— ¢ fo— o ¢+ Sin- - sin:
0 &g T &5 : S%uz2 e
— =0 undo=— e : =
G o A i o e ) oD
o [ 4 — S - 5 - « C0O8 - =1 5 « 5 =
1;2 tg ) 1;__52 =0 sin-+ €08 -} CO- Sing
2 2 2 2 2
Ve 1;
¢.-sing - sing
wodurch man fiir o die Relation p — erhiilt,  welehe
cost
2

in Aufgabe 14, Zusatz 1,b auf einem andern Weg entwickelt und
bisher schon mehrmals angewendet wurde. In derselben Weise ergibt
sich aus den rechtwinkligen Dreiecken AO I und BO I die Beziehung

o b

C+COS— + COB -

2 2

0,= — = und durch Subtraktfion der vorhergehenden
o -
Ve
COS

2 o f

s 4
22N ; 2 /
Gleichung von dieser letzten o —o0 = e ley :I:f--lg-‘,).

cos s
2
also I ¥ d
) 'IPI"-.;_ —at

Mit ¢ oder p’ und y ist auch der dritte Winkel fi oder ¢ des

Dreiecks bekannt. Um a zu berechnen, konnte man einen dem

——
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vorhergehenden vollstindig entsprechenden Weg einschlagen, wobei
man jedoch ¢ und p in der Seite a und den Winkeln des Dreiecks

(1
C* COB—= "0l
2

bestimmen miilste, Aus den Gleichnngen p — o e T
0

: a - COS'=+ Sin‘
a-siny : 9 9
—— findet man den Wert venp — e = Sundadaipte=
S1¢eE =0 o -

o

| ¥R

sin

=)
L

ist, so erhilt man durch Subtraktion o,—p¢ =

; ;
a . sin’ ; ; a- sin?’é

o {3 sl
f -+ | €085+ €055 —-h'm2 « 8in = deshalb

o) OF o o
sin -(Obﬁ E-.c:lh 5

I

sin

[ 3]
s

d2

y a2

a3
[o]

o sine ‘ e
a== — und, weil sin®%

Dl 307
2 - sin =

& F4

t
=
T
el
a3
b2
~

| :

i d-(c2 -+ d2). sine !
i g oder
2. q2

- - sine.
2.4

2,a) a=—
o 5
¥ '-. - \'. "_.
b co: 5 S B)
In eben dieser Weise findet man aus o = - s und

sin

=] =

i

(04 ¥
b - sin— - sin%
sin :

F]

0 —=— —— den Wert von b, niimlich

I
Ccos8-

=

D | T

L\

2,h) h:(' -E—;.d-ll - sinfi.

Die Gleichung 1) lifst vermuten, dafs man in der Figur 6 ein
rechtwinkliges Dreieck konstruieren kinne, dessen Katheten == o _—o0
und ¢ sind und in welchem der ersten Kathete p —o ein Winkel

ar
::é’ gegeniiber liegt, In der That erhiili man dieses Dreieck, wenn




man durch den Mittelpunkt O des eing

chriehenen Kreises zu einer

der Seiten AC und BC, welche den Winkel

zu CA die parallele Gerade OJ zicht,

diese

¥ einschliefsen, etwa

schneidet dann den

Radius O _E_des Ankreises zur Seite ¢, welcher nach dessen Beriihrungs-

punkt I3 mit jener iiber A verlingerten Seite CA gezogen ist, in

cinem Punkte, welcher J genannt werden mige, und es entsteht das
] B L= B |

Parallelogramm OJE E, in welchem OE=JE  und OJ=UI

dafs also O J=p — 0 und OJ= EE, —=EA AL =s

;1—?—-}:—{--(‘ z ) :I—’—'J—i-i‘
) = e 2

—b=c¢ wird; da

Winkel OJO,—=CE O —R und der Winkel 0 0J — 0,CA=%" ‘ist

ist, so0

a5 —h-

noch aulserdem der

ar

1

s0 erweist sich demnach das Dreieck 0O J als das oben bezeichnete,

Hitte man jene zu AC parallele Gerade OJ gezogen und die ehen

angegebene Untersuchung gefiihrt, bevor man

an die Losung der

vorliegenden Aufgabe durch Rechnung ging, so hiitte man aus dem

rechtwinkligen Dreieck O JO dirckt und ohne jegliche Zwischen-

rechnung die Gleichung 1) ablesen konnen; umgekehrt kann man

nun aber die durch Rechnung gefundene Formel 1) beniitzen, um

aus ihr, wie oben angedecutet wurde, eine planimetrische Lisung

der vorgelegien Aufgabe abzuleiten, welche dann eben mit der Kon-

struktion des Dreiecks 00 J beginnt, so d:

5 jene dadurch auf die

sehir einfache Aufgabe reduziert wird ,Bin Dreieck aus einer Seife c,

einem anliegenden Winkel etwa ¢ und

zeichnen®,
iy ¢
ctel

=5

0. —0
= -
emem von

cefunden wurde.

ihrem Gegenwinkel » zu

Mit der hier besprochenen Gleichung ist die

4

Relation

——— identisch, welche in der Losung der Aufgabe 17 auf

dem hier ecingeschlagenen etwas abweichenden Wege

Darans folgt, dals man auch die Lisung der Auf-

gabe 17 mit der Konstruktion dieses Dreiecks 00 J beginnen kann.

Da aber mit einer Seite ¢ eines Dreiecks und ihrem Gegenwinkel ¥

aiuch der Halbmesser des umgeschriehenen Kreises bekannt ist, so

?

wire die Aufgabe 17 vorerst auf die bekannte Aufgabe zuriickoefiilict

a) Bin Dreieck zu konstruieren, von welchem eine Seite, der Halb-

messe

kreises gegeben sind,

r des umgeschriebenen Kreises und der des inneren Beriihrungs-

Verliingert man aber noch weiter 0J um den

gegebenen Radius o des eingeschriebenen Kreises bis I'IU, zieht durch

l“,“ die zur OJ parallele Gerade 'ISL_('l, welche die iiber den Mittel-
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punkt O des innern Beriihrungskreises hinaus verlidngerte Hypotenuse
0,0 in C schneidet, ferner durch jenen Mittelpunkt O die zur O B/
]l.'llt':t”E‘l{! Gerade OL, welche diec vorhergehende Parallele EC in B
a--h-l-c gl

trifft und verlingert (_'II“:'! : gﬁ am CE=1 }—}; F-? so gibt die
canze 5o erhaltene Strecke die Summe s, der zwei Seiten a und b
an und dadurch sind die Probleme 17 und a) auf die einfache Auf-
gabe zuriickgefiihrt ,Ein Dreieck zu zeichnen, wenn von demselben
eine Seite ¢, der ihr gegeniiberliegende Winkel y und die Summe s,
der ihn einschliefsenden Seiten a und b gegeben sind®.

Zusatz. Nach denselben Schliissen, wie die vorhergehende
Aufgabe liist man auch folgende.

a) Es sind zwei Seiten a und e¢ oder b und ¢ eines Dreiecks
und die Differenz d der Halbmesser o, und o desjenigen Ankreises,
welcher die eine gegebene Seite ¢ von aufsen beriihrt, und des
inneren Beriihrungskreises gegeben; wie grols sind die Winkel ¢,
und » und die dritte Seite b oder a dieses Dreiecks?

h) Aus der Seite ¢ eines Dreiecks, ferner der Differenz d der
Halbmesser o, und p desjenigen Ankreises, welcher die gegebene
Seite ¢ von aufsen beriihrt, und des cingeschriebenen Kreises sowie
der Hohe h oder h, zu einer der beiden andern Seiten diese Seiten
a und b und die Winkel ¢, f und y des Dreiecks zu berechnen,

¢) Wie grofs sind die Seiten a, b und ¢ eines Dreiecks, wenn
zwei Winkel desselben ¢ und y oder § und y und die Differenz d
der IMalbmesser o, und o desjenigen Ankreises, welcher die Gegen-
seite ¢ des einen gegebenen Winkels » von aufsen tangiert, und des
inneren Beriihrungskreises gegeben sind?

d) Bin Winkel eines Dreiecks sei = y, der Uberschuls eines
Halbmessers von demjenigen Ankreis, welcher die Gegenseite ¢ des
gegebenen Winkels ¢ von aufsen beriihrt, iiber den Radiug des ein-
geschriebenen Kreises—d und ecine Seite, welche am gegehenen

Winkel y liegt, — a oder b; es sollen die zwei andern Winkel ¢

und [ ferner die zweite am Winkel y liegende Seite b oder a und
die Gegenseite ¢ des gegebenen Dreieckwinkels berechnet werden.

e) Aus einem Winkel  eines Dreiecks, der Hohe h oder h
zu einer der Seiten, welche diesen Winkel einschlielsen, und der
Differenz d der Halbmesser o und p  des eingeschriehenen Kreises
und desjenigen Ankreises, welcher die Gegenseite ¢ des gegebenen
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Winkels von aufsen beriihrt, dic Seiten a, b und ¢ dieses Dreiecks
und die zwei Winkel ¢ und f zu berechnen.

Aufgabe 20. Dic Summe der Halbmesser o und o, des
einem Dreieck eingesehriecbenen Kreises und eines dufsern Beriihrungs-
kreises sei—s,, die Differenz der zwei Seiten a und b dieses Drei-
ecks, welche von jenem Ankreis erst in ihrer Verlingerung beriihrt
werden, = d, und einer der Gegenwinkel dieser Sciten sei — «
oder (#; es sollen die zwei andern Winkel # und y oder ¢ und y

dieses Dreiecks berechnet werden.

O
¢-8in—-8in =
2 2

Liosung. Aus den Relationen o — undi o, =
T e ar ¥
7
cos
9

(74 2]
CoC08——« 08—
2 2

, welche in der vorhergehenden Aufgabe entwickelt

ar

!
08
{(}2

wurden, erhilt man, wenn etwa in der letzten stait ¢ sein Wert

ar o

" b
h.sins - cos s 1,.5”]_2..

eingesetzt wird, o — — ——  und
[

und hierans wieder durch Addition

s ];.)
Sin 2—

ar

b - sin’

) ¢ f (¢ 5
= : sin -« sin-- -} cos E)--l'()ﬁ2 oder s

.| i
81N -=-- €08
2

o —pf
2.h - cos— 5 :

sinf?

- , anderseits ergibt sich aus dem Sinussatz

©— )
; ; 2 . sin——. sin<
a—b sing — sinfy d 2 2 i
= ————— oder — —= -~ — —  Wenn man

b sinf b sinf

8
nun diese Relation durch das vorhergehende, in der Form T =
h

geschriebene Resultat dividiert, so findet man




— 81 —

fa)

J
o — 3 d 1 ¢ —f :
tg g"r‘ = = aus dieser halben Differenz ‘)-‘- und dem Minu-

enden ¢ oder dem Subtrahenden l."} kann man dann den Subtrahenden
B beziehungsweise den Minuenden ¢ selbst und schliefslich mit dem
Satz von der Summe der Winkel eines Dreiecks den dritten Drei-
eclkswinkel berechnen.

Die eben cefundene einfache Relation I'f"”—-'_' — 4 Liifst

i S 8
wieder vermuten, dafs man ein rechtwinkliges Dreieck konstruieren
konne, dessen Katheten — a—Db und ¢ + ¢. oder bestimmie Teile
dieser Grifsen sind und in welchem der ersteren Kathete ein Winkel
sl geoeniiber liegt. Ein solches Dreieck ergibt sich, we i

5 gege of. Ein solches ieck ergibt sich, wenn man
den Mittelpunkt der Strecke E.E in der Figur 6 auf Seite 5, welchen
wir mit R bezeichnet denken, mit der Mitte S des Zentralabstandes
0.0 und diesen Punkt S mit der Ecke A des Dreiecks ABC verbindef.
Die erstere Verbindungslinie RS ist niimlich nach der Konstrulktion
Mittellinie des Trapezes O.EJEO und als solche — ol _': Qi

und steht, wie die zu ihr parallelen Seiten EO und E.0, des

0 -+ o
2

Trapezes auf der Seite E;E normal, und von der andern Seite AR,
welche den rechten Winkel SRA einschliefst, lifst sich nachweisen,
a—b

dals sie eine Grifse = habe, Da niimlich, wie in der vorher-

, s ik Al c

gehenden Aufgabe gezeigt wurde, EE — ¢ also ER = 5 und
Sdird ; ; A g fb—e. .

nach der Entwicklung in Aufgabe 12 CE — Goni ist, so findet

a b gie—ih
-{)— - demnach AR — . Die Katheten RS und

2

man CR —
AR des rechtwinkligen Dreiecks ARS sind also —

a—b

S und es bleibt nur noch zu untersuchen, ob der Winkel ASR,
a—b

welcher der Kathete AR — ,1__2_ gegeniiber liegt, der halben Differenz

der Winkel ¢ und f des Dreiecks ABC gleich ist. Nun wird der
Winkel SAR durch die Ialbierungslinie AO, des Aufsenwinkels bei




A in die Teile RAO, und 0AS zerlegt, von welchen der erstere die

Hiilfte des Winkels e zu 900 ergiinzt; da ferner das Dreieck O,AQ
bei A rechtwinklig und S der Mittelpunkt der Hypotenuse 0.0 ist,
s0 erkennt man das Dreieck O SA als ein gleichschenkliges und aus
ihm ergibt sich O,AS = AOS; der letztere Winkel aber gehirt
wieder dem rechtwinkligen Dreieck AO,0 an und erginzt demnach
0.0A zu einem rechten Winkel und dieser wieder erscheint als

: ; : k2 o :
Aulsenwinkel des Dreiecks AOC mit den Winkeln = und —'; bei A
o o 3

-4 900 — ;—‘; und

und C; man erhilt also RAS — 900 —

nach dem Lehrsatz von der Winkelsumme im Dreieck findet man

e e ¢—f : «—p oA
schliefslich RAS — 900 — - 5 = 9ls0PASR =— — S Die Formel
¢ —f d 5 2 . 1
te T welche die {rigonometrische Rechnung geliefert hat,
ST z f .

fiithrt also aweh hier zu einer ziemlich cinfachen Konstruktion des
vorliegenden Problems, indem dasselbe auf die cinfachere Aufgabe
reduziert wird ,Ein Dreieck aus der Differenz d zweier Seiten a und
b und den Gegenwinkeln ¢ und f# desselben zu zeichnen®. Da sich
—B
2

% i i 1 : i [£4
ein dem ARS iilnliches Dreieck und damit der Winkel -

¥ Fopli) e 9] .
konstruieren liifst, wenn auch nur das Verhiiltnis — der Differenz

d zweier Seiten a und b eines Dreiecks zur Summe 8 der Halbmesser
o und p, des eingeschrichenen Kreises und desjenigen fufseren Be-
rithrangskreises gegeben ist, welcher jene Seiten erst in ibren Ver-
lingerungen tangiert, so kinnen Aufeaben, in welchen jenes Verhilinis,
ein Gegenwinkel ¢ oder § der Seiten a und b sowie ein driftes
Element gegeben ist, welches die Grifse des Dreiecks bestimmt,
ebenfalls leicht gelost werden.

Aufgabe 21. Der Radius o des Kreises, welcher einem Drei-
ecle eingeschrieben ist, und die Radien p, und p, der Kreise, welche
zwei Seiten des Dreiecks von aufsen beriihren, sind gegeben; es
sollen die Winkel ¢, # und y sowie die Seiten a, b und ¢ und die
Hihen h,, h, und h, dieses Dreiecks berechnet werden.

Losung. Wie sich bisher bei den Dreiecksaufgaben zeigte,
in welchen Halbmesser von Beriihrungskreisen gegeben waren, geht




S e A — e

e

s

man bei der Auflosung derselben entweder von den Lehrsiitzen iiber
den Flicheninhalt eines Dreiecks oder von den Relationen fiir die
halbenWinkel ans. Die ersteren geben fiir unseren Fall die Gleichungen

(@+b-+eye=(—at+b+e)g, = (a—b-+ c)-g, oder bt
A

n |— (& 0 0y Y 00, 0y )
R T R A -‘-'—i—“, demnach wird ¢ — = .+ o -b
0u—0 a—b o, —p, 0a" (0, — 0)

0y (0, — 0)
und a — ———= ~— «h.

0,:(0 — 0)

Da in den Relationen fiir die Funktionen der halben Winkel
immer die Grifsen s, s—a, s—b und s—¢ auftreten, so wird man
auch deren Werte in b ausgedriickt schon hier angeben.  Dieses
b selbst, welches in denselben stets Fakfor bleibt, verschwindet
dann in jenen Formeln, weil in ihnen die Ziihler ebenso vicle Fak-

; : 0
toren enthalten, als die Nenner. Man findet nun s — —S° -+ b,
Oy—0
0,0 0 0a* Qi—04"0— 040
B—a——— _.hg—bh= — .hunds—e—z:2 Lt

O (0,—0) 0,—0 0+ (0,—0)

Sy 5 — b} 5 —( o
und aus den Formeln 51[1-2- = ]/( —I---g ) und oS
] h-¢ 2

I

00 (4 -nb-—u -u——-nh 0 /r) *0p — 0, 'I) —0p* 0
sin— — i und ‘-\]Il =

Ol 0n)* (”b_f) (0u104)- {Q '“)

(7 0 0
])('oq S B iand 9) cos 3 —_ !
V(u —I—gh) (0, —0) 2 V( (0. + .-;1) (u — n)
sowie
(4 “—:B--_ 0, -1)—” ;i
8) sinL — —nnd ms--- — e £
) 2 V{@ __‘3) (”b_'U) l (04 —(}) {ubﬁu)
also
¢ Ci Vb‘ -IJ,,-——-T-_J)—UL,-U [n-ﬁ fie V{’.;'Qz.—-‘_' 0,00 —_g_b-t‘)- 1
By = . y B8y = DY i g unc
7 e Oy
t b i B s A T
Boiie

VG,:-_(J:-:{)u-O _“u n
Relationen zwischen den Seiten a, b und ¢ und den gegebenen Radien
0, 0, und o, und den berechneten Winkeln e, # und y erhiilt man
leicht aus den rechiwinkligen Dreiecken AOF und BOF (v. Fig. 6),
3




CO,E, und AO,E, sowie CO,D, und BO,D,, aus welchen sich ¢ =

~o

(14 [
AF 4 BIF = (‘J-(-Ig-ﬂ- + p-ctgy also

b

o)

0+ (0, + 0y)

O =
Voi-0,— 0000 — 0,0
(¢4 )
ferner bi—o,te= I gl,-lg-g.- oder
0,-(0, — 0)
h = — =

Voo, — o0 —00

2

/ 5}
und a = g“-tg—é— -+ o -tg% d. h.

0y (0,—0)

S V;;)u i {JLJ

ergibt. Um die Hohen h,, h, und h, zu berechnen, kinnte man die

— 0,°0 — 0,0

_ ¢-h, b-h, a-h 2
Gleichungen — .~ = s-p, — Y — (s—b):-0, und —— = (s—a)-0,
2 2 2
e pen. il b —

% D=0u*D D+ (D 0)
beniitzen, welche h, = — = <L MUl s

0,—0 ; 0-(0.A0,)b

Pl 9 e
4) h, = - Cails hy = 21050 und h, = fe 30
o + o 0 — 0 0 —10

050s°0v s 1

liefern. Schliefslich sei noch erwiihnt, dals p,—
v Qut Oy — 0a 0 —0p° 0

— ————— ist und dals die Gleichungen 1 -3 und 4 ziemlich

A ARG

einfache Konstruktionen der vorgelegten Aufgabe ergeben, da z B.
4) aussagt, dals man aus den gegebenen Radien p, g, und p, die

(=l ] !:1 L} Sa L
Hohe h, durch harmonische Teilung findet.

Zusatz, In der eben angegebenen Weise schliefst man auch,
wenn von einem Dreieck die Halbmesser p,, 0, und o, der iulseren
Beriihrungskreise gegeben sind.

Aufgabe 22. Von édinem Dreieck ist eine Seite — c, die
ihr zugehorige Mittellinie — m_, und der 'Gegenwinkel jener Seite —
7 gegeben, es sollen die zwei andern Winkél ¢ und f und ihve
zwei Gegenseiten a und b berechnet werden.
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Lisung. Zwischen den Seiten a, b und c eines Dreiecks
und der Mittellinie m, besteht bekanntlich die Relation 1) 2a% -
9h? — 4m?2 - c¢2. Diese Gleichung enthilt zwei Unbekannte a
und b, deshalb stellt man noch eine zweite Beziehung zwischen
ihnen und den gegebenen Elementen auf; hiezu eignet sich der all-

gemeine Pythagoreische Lehrsatz ¢ — a2 4~ b* — 2.a.b-cosy,
welcher durch Substitution des Wertes von a2 -} b2 aus 1) die
Gleichung 4:a-b-cosy — 4-m.2 —c? fiir das Produkt der unbe-

kannten Seiten & und b liefert. Da aber 4.a-h = (a-}-b)2—(a—h)?
ist, so findet man fiir die Summe a -+ b und die Differenz a —b
als Hilfsunbekannte (a - b)2.cosy 2
und als zweite Gleichung fiir dieselben kann man die Form des

(a —b)2-cosy = 4-m2 — ¢

alloemeinen Pythagoreischen Lehrsatzes anschreiben, welche in der
£ ) B 1

Aufgabe 14, Zusatz 1,c entwickelt wurde, nimlich (a - b)2-sin®%

+ (a— 11)2-(70'52—% —¢2, Aus heiden Relationen folgen, da cosy —

’

t‘.052-‘{2-—- sin2% ist, die neuen Gleichungen (a-+b)2- cosy = 4-m.2- cos?5-

2 2
Ar ar
— c¢2.5in?Z und (a —h)2.co5y = c2.cos2L — fi-m?-sinﬂy oder
2 ’ 2 5 2
2
4.m2-cos2L — ¢2.gin22
2 C0s25 2 sin® 5
ascih = _—— —und a —bh =
cosy
€ 0}’ 9 s 2;‘
t‘z-{'os-'-‘-z- — 4.m2.8in 0}
— - und man findet die grifsere Seite
cosy :
4d-m 2c082L — ¢2.5in2L / c2.c0s2. 4.m 2sin2?
4. 2cos g —c*-sin’y / c?- cos®y —4.m sin® 9
A=—"1. : - -} - i e
cosy cosy
und die kleinere Seife
-2_-““0;'/_ _') ‘);’ | 2 ‘7}‘ 2 2‘"
TRl e S T S S LR i
4.m2cos g —Ctresine S c?.cos 0 -4..m_*sin 9
b=1- VPR PR SRt 5 . O WO A
~ cosy cosy

Mit dem Winkel y ist anch die Summe e - [ gegeben, dem-
nach hat man nur noch eine Gleichung fiir die Differenze — fi 2zu
suchen, weil aber der Wert von a--b und von a — b berechnet
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erhiilt.

Zusatz. In gleicher Weise, wie ehen, verfihrt man, um
die Aufgabe zu lésen: Aus einer Seite ¢ eines Dreiecks, ihrem
Gegenwinkel y und der Summe der Quadrate der diesen Winkel
einschliefsenden Seiten diese und ihre Gegenwinkel zu berechnen.

Mit der vorhergehenden Aufgabe will ich zuniichst die Unter-
suchung iiber die Auflosung von Dreiecksaufgaben beendigen, und
um den Beweis nicht ganz schuldig zu bleiben, dafs auch auf dem
Gebiet der Auflosung trigonometrischer Gleichungen nach ihren un-
bekannten Winkeln sowie der Aufsuchung von Bezichungen der
trigonometrischen Funktionen gegebener Winkel zn einander und
insbesondere in den Auflisungsmethoden von Aufgaben iiber Vier-
ecke noch manches zu leisten ist, werde ich noch einige wenige
Beispiele auch iiber diese Fille durchfiihren.

Vierecksaufgaben werden bekanntlich trigonometrisch dadurch
aufzulosen gesucht, dafs man das Viereck, in welchem fiinf von
einander unabhingige Blemente gegeben sind, in zweckmiifsiger
Weise in Dreiecke zerlegt; wenn aber keines von den vier Dreiecken,
in welche man das Viereck durch die eine und andere Diagonale
zerlegen kann, mehr als zwei gegebene Elemente enthiilt, so findet
man in vielen Fillen eine noch ziemlich einfache Lisung, wenn man
aus den nicht gegebenen Elementen, zumeist aus den unbekannten
Winkeln, einen (oder zwei) in geeigneter Weise auswiihlt, in diesem
(oder diesen) ein Element und zwar gewidhnlich eine Seite (oder
zwei Deifen) des Vierecks auf zweifache Art ausdriickt und die zwei
Werte fiir dieselbe Seite einander gleichsetzt. Durch Auflisung der
Gleichung nach dem unbekannten Winkel bestimmt man dann dessen




Grofse und mit seiner Hilfe alle iibrigen Elemente des Vierecks.
Ich wihle als Beispiel die folgenden zwei Aufgaben.

Aufgabe 23. In einem Viereck ABCD seien die zwei Dia-
gonalen AC und BD bezichungsweise
— e und f, der Winkel ACB (v.Fig. 7)
zwischen der einen Diagonale AC und
der anstoflsenden Seite CB — 7, der
Winkel DBC zwischen der andern
Diagonale BD und der Seite BC —
f, und der Winkel DAB, welchen die
aunfeinanderfolgenden Seiten AD und
AB mit einander bilden, — &, wie Fig. 7.
grofs sind die Seiten und Winkel dieses Vierecks ?

Lisung. Bezeichnet man den Winkel ABD mit 1, so erhilt
man aus den Dreiecken ABC und ABD nach dem Sinussatz 1) AB —
= belnly 4_—___({)’ also wird sin(y + e)-sin(yp + §,) =
cos(or— ) — cos(e + ) .

9 15t,

e-siny,
sin(iy -+ 5g) sine

(r A arh e .
+ - Sinec-siny, und, weil sing-sinf =

cos(2y 4+ e + f,) = cos(e

Nachdem aus dieser Gleichung der Wert von 1y bestimmt ist, herechnet
man aus 1) die Seitc AB und nun aus den Dreiecken ABC und
ABD nach dem Satz von der Summe der Winkel cines Dreiecks die
Winkel CAB und ADB und nach dem Sinussatz die Seiten BC und
AD, sowie schlielslich aus dem Dreieck BCD, in welchem zwei
Seiten BD = f und BC nebst dem eingeschlossenen Winkel DBC
— f, bekannt sind, die iibrigen Elemente desselben, so dafs man
nun alle Seiten und Winkel angeben kann, Berechnet man dann
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noch aus drei Elementen des Dreiecks ACD seine anderen, so hat
man zugleich eine Probe fiir die Richtigkeit der ganzen Rechnung,

Aufgabe 24. Der Flicheninhalt eines Vierecks ABCD (v.Fig. 7)
sei —= I, seine zwei Diagonalen AC und BD seien — e und f, der
Winkel ABC, welchen zwei aufeinanderfolgende Seiten AB und BC
mit einander bilden, sei — f und der Winkel CAD zwischen der
Diagonale AC und der Seite AD — «,; wie grofs sind die Seiten
und Winkel dieses Vierecks?




Liosung. Denkt man sich durch dic Gegenecken B und D
des Vierecks die zur Diagonale AC parallelen Geraden sowie durch
die zwei andern Eckpunkte A und C die zur zweiten Diagonale BD
Parallelen, so bilden diese ein Parallelogramm, dessen Flicheninhalt
doppelt so grofs ist als der des Vierecks ABCD und dessen Seiten
die gleiche Linge haben und die gleichen Winkel einschliefsen, wie
die Diagonalen AC und BC, so dals man also diecsen Winkel, welcher

mit & bezeichnet werden mijge , aus der Gleichung e-f-sin{ = 2F oder
, 2.F
sinf — -
¥ e-f

1

berechnen kann, welehe sowohl den spitzen Winkel £, zwischen
den Diagonalen AC und BD in deren Schnittpunkt E als auch dessen
stumpfen Nebenwinkel &, liefert. Nun kann man weiter den Winkel
ADB = 9, zwischen der Diagonale BD, welche vom Scheitel B des
gegehenen Winkels § ausgeht, und der Seite AD aus dem Dreieck
ADE bestimmen, in welchem DAE — ¢, gegeben und der Aufsen-
winkel DEC = {, berechnet ist; man findet 9, = £, —,, wenn
den Seiten AB und CD die stumpfen Diagonalenwinkel gegeniiber
liegen. Bezeichnet man nun CAB =— ¢, mit v, so ergeben sich
fiir die Seite AB nach dem Sinussatz aus den Dreiecken ABC und

; 2 e-sin(ay -} f fesin({, —¢

ABD die Ausdriicke (_'- ,} -ff} un : ,{b“—- —--'—!, woraus man
sinfd sin(p -4 )

gin(ap -+ e, )-sin(ap - ) = = sinf.sin(L, — e,) oder

[5

cos(2y 4oy + f) = cos(f—u,) — fg(:—i-—sinﬁ—ﬁin(g‘_. — ¢t)
zur Bestimmung des Winkels a4 findet, Nachdem aus dieser Gleichung
¢, berechnet ist, hat es keine Schwicrigkeit mehr, die Seciten AR,
BC, CD und DA, von welchen AB schon oben in 1) ausgedriickt
, sowie die iibrigen Winkel des Vierecks ABCD zu
bestimmen und efwa eine Probe fiir die Richtigkeit der Rechnung
anzugeben.

angegeben ist

Aufgabe 25. Welche Gleichung besteht zwischen m und ¢,

W : i aes 2 e
wenn tge — a‘g3.§- und cos?yp — — o ist ?
; m? — 1
Lisung., Aus der Gleichung cos?y — e folgt

1) m? = 3-cos?y 4 1,




welche aber ¢ an Stelle des Winkels ap enthalten sollte; wenn man
nun die Relationen zwischen dem Cosinus des ganzen Winkels 1 und
den Funktionen seiner Hiilfte beriicksichtigt und dadurch eine Be-

Y

- : : W X
ziehung zwischen m und Funktionen von 0} gefunden wird, welche

1t = e
gestattet, nachtriiglich auf g5 iiberzugehen, so dals man dann auch

die erste Bedingungsgleichung anwenden kann, so wird man die
gesuchte Relation zwischen m und ¢ erhalten. Dabei darf man
nicht aufser acht lassen, dafs es fiir einen bequemen Ubergang von

I W 4
der Beziehung zwischen m und tgs zu der zwischen m und ¢

| wiinschenswert ist, dafs an Stelle der zweiten Potenzen der Funktionen
von 4y dritte Potenzen treten. Nun ist aber 1 + 3. cosPy —
A + cosy)3 - (L — cosyy)®
S E s,
1+ 8.cosyp + 3-cos® 32y + cosdy 4 1 -—3-cosy p+ 3-rn-, Y — cosPy

weil letzterer Ausdruck ausgerechnet

also den ersteren liefert, und da cosy — 2-('[1:,--2"-—-1__.1 2. .5111--"g
also 1 cosy = 2-cos?. und 1 — cosyp = 2-sin2 ist, so erhilt
also 1 cosyp = reos?5- und 1 — cosy = -_111—-2— ist, so erhi

1]
8.cosb— —f— 8- s,mf"2
man durch Substitution dieser Werte in 1) m2 = —— e

%
1
— 4. r(:wb 1} tgb %Y und wegen cose— - — 5— folgt m2 =
oy 2 2 1-} tg2 £

i e
A+ 5) a4 e 4

—— —_ —_— = = - ————— also

(1 i t;rL"_”f)S (1 -+ tg{"u )3 (cos*w + sin*e)3

2
m=—--.
(sin®e |- cos®e)’

Aufgabe 26, Es soll ans den Gleichungen cos(e -+ §—
p)-cos(y — «) = ¢ und cos(f — ¢ — Y)-cos(y + «) = d der
Winkel 1y eliminiert werden.




— e

cos(e+f) + coste —B) ;o

2

Lisung. Da cose- cosfi =

findet man aus den gegebenen Gleichungen zuniichst cosf -+ cos(f +
9.¢ —2+qp) = 2-¢ und cosfd + cos(2-yp + 2-¢ — f) = 2-d oder
€082+« - cosf + cos2-yp — sin2e - sinf- cos2y - sin2e . cosfl - sin2y
+ cos2e - sinf - sin2y = 2¢ — cosfi und cos2e - cosf cos2y -+
sin2e - sinf + cos2y — sin2e . cosf - sin2y + cose - sinf} - sin2y =
2d — cosf8 also durch Addition und Subtraktion derselben cos2e -
cosf- cos2y + cos2e-sinf- sin2y =c - d—cosf und sin2¢-sin3 cos2y
— sin2¢-cosB-sin2y — d—ec d. h.

1) cos2e-cos(2y —f) = ¢ + d — cosfl
und 9) sin2¢ - sin(2y —f) = ¢ — d.
Multipliziert man 1) mit sin2e und 2) mit cos2e, quadriert beide
Gleichungen und addiert die Resultate, 50 erhiilt man unter
Beriicksichtigung der Formel gin2¢ -+ cos?¢ = 1 die Gleichung
S
b—l—il: ¢ __24d2—92.c-d-cosda—2-(c+d)-sin*2a- cosp+sin22a- cos?p,
in welcher der Winkel 1 entfernt ist.




findel %
9. 8
cos2:
+ cff
sin2af 8
2d — .
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uniichst cosf - cos(f +
9.0 — ) = 2.d oder

4 sin2e . cosf - sin2yy
cos2¢ - cosf cos2y +
{ cos2e - sinf - sin2y =
ktion derselben cos2¢ -
53 und sin2¢ -sinf - cos2y

- d — cosfi
c—d.
cos2¢, quadriert beide
go orhiilt man unfer
— 1 die Gleichung

29¢ - cosf+sin?2a- cos?f,
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