Ueber die Transformation

emer homogenen binaeren quadratischen Form

ein Aggregat von zwei Quadraten.
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[,Tntm-suchungcu itber die Transformation der elliptischen Funktfionen, insbesondere iiber die
Theorie der Modulargleichungen, fithrten mich anf die zahlentheoretische Anfzabe, eine ge-
gebene homogene biniire quadratische Form auf alle mogliche Weise durch
ganzzahlige "lineiire Substitutionen in ein Aggregat von zwei Quadraten zu
transformiren.

Diese Aufgabe soll hier in einer Art behandelt werden, die fir die Anwendung auf die
genannte Theorie besonders fruchtreich i5t; die Anwendung selbst wird einer spitern Gelegen-
heit vorbehalten.

1L

Die gegebene Form sei
ax?® 4+ 2bxx, + a, x,%
Sie soll durch eine ganzzahlige lineiire Substitution,
x, = ay -+ Ay,
x, = @y + B,
transformirt werden in ein Agpregat zweier Quadrate:
ey® =+ ¢yt

Durch Einfilhrung der Ausdriicke von x und x, in die Transformationsgleichung

ax? + 2bxx, + ax® = ey® + ¢y’
ergeben sich sofort die 3 Gleichungen

ac? 4 2bee, + a0 = ¢

acp -+ blef, + of) + aef = o

ag? 4 2bgg, + apf? = c.

Die erste und dritte dieser Gleichungen dienen dazu, die neuwen Coéfficienten c, e, aus
den gegebenen a, b, a, zu bestimmen; die zweite enthillt die von den Substitutionscoifficienten
zu erfilllende Bedingung, damit die gegebene Form in ein Aggregat zweier Quadrate iibergehe.

Die wesentliche Aufgabe ist daher, die diophantische Gleichung

aef + blep, + « f) + aef, = o
aufzultsen. Der blosse Anblick dieser Gleichung fiihrt sofort auf eine Beschriinkung, die man
den gegebenen ganzen Zahlen a, b, a, und eine zweite, die man den Unbekannten «, §, e, f,
auflegen darf, ohne der Allgemeinheit, der Lisung wesentlich Eintrag zu thun,
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Erstens. Haben die drei ganzen Zablen a, b, a, einen allen dreien gemeinschaftlichen
Faktor, so fillt dieser durch Division der ganzen Gleichung mit demselben weg, und es erhellt
dumua, dass die Liosung der Aufgabe fiir alle ,nicht urspriinglichen Formen zusammenfiillt mit
derjenigen fiir die ,,ur.-,pumg}mhe“ Form (forma primitiva bei Gauss), aus welcher sie derivirt
sind, Is ist also nur nothig, die Anfgabe unter der Voraussetzung zu lisen, dass a, b, a, ohne
einen allen dreien gemeinschaftlichen Factor seien, mithin die Form (a, b, a,) eine murspriingliche.®
Zweitens. Ist (a_. "f) eine Lisung der Gleichung, so ist, wenn ¢ und # beliebige ganze
(T i
e ; : cp, Fuy _ e e Y
Zahlen bezeichnen, auch (rf f I“) eine Lisung. Man hat daher nur nithiz diejenigen Losungen
L,
aufzusuchen, in welchen ¢ und @, unter sich und ebenso # und 3, unter sich relative Primzahlen
gind, und kann aus jeder solchen Lisung unziihliz viele andere ableiten, die diese Eigenschaft
nicht haben.

IL

Nach diesor Einschriinkung behandle ich nun die Aufgabe zuerst fiir den besonderen
Fall, dass b = o ist,

Fiir diesen Fall geht die Bedingung, dass a, b, a, ohne einen allen dreien gemeinschaft-
lichen Factor seien, darin iiber, dass a und a, relative Primzahlen seien. Die von den Sub,
stitutionscoiéfficienten zu erfiilllende Gleichung lautet

agl -+ a0k, = o,
woraus folgt

o5 a,

Fo: T
mithin, da e, 8, ¢, 8, zanze Zahlen sein sollen:

aff = a4, a,f, = — ad,
wo A4 eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, die positiv oder negativ oder auch Null sein kann.
Es kommt nun darvauf an, a4 und a4 80 in zwel Factoren zu zerlegen, das ¢ gegen ¢, und
fi gegen @, relativ prim sei.
Dies (,1‘;;'11-.1_:1, P

¢ = 8'P SRt e

¢, ——a'F’ b= Ay

Hier bezeichnet @ eine heliebige ganze Zahl ohne gemeinschaftlichen Factor mit a‘a, i,

¥ eine belicbige ganze Zahl ohne gemeinschaftlichen Factor mit a/a“®; ferner ist durch a = a‘a¥

und a, — a'a," irgend ein Paar Zerlegungen von a und a, in das Product von zwei positiven
. " T -y RRFLIRE o, [

oder negativen ganzen Zahlen angedeutet. Um alle miglichen Substitutionen ( ! ;) zuerhalten,
: ? &,y 3,

wird man daher a und a, auf alle migliche Art in zwei Factoren zerlegen miissen. Und nach
der Anzahl dieser Zerlepungen werden sich die simmtlichen "su.bsututmuon in mm, (xmppcn
theilen, wenn m die Anzahl der verschiedenen Darstellungen von a als Product von zwei ganz-
.-t]lngLn Factoren, m, die von a, bezeichnet; hiebei sind die vier Darstellungen

— ' = () () = () (),

welche aus der niimlichen Z t‘l‘lc-runw von a in zwei Iactoren entspringen, als vier gerechnet,

a4 = '1"'[-“

wenn a’ {a", als 2, wenn a' = a“; ebenso hei a, Bezeichnet man die Anzahl der verschiedenen




Zerlegungen von a in zwei Factoren duvch m; 'die von a, durch n,, so wird, wie leicht nachzu-
weisen ist, die Anzahl der verschiedenen Gruppen von Substitutionen entweder
dn.dn, oder (4n—2)dn, oder 4n.(dn,~2) oder (4n-—2).(4n-—2),

je nachdem weder a noch a, eine Quadratzahl ist, oder a eine Quadratzahl ist, oder a, eine
Quadratzahl ist, oder beide Quadratzahlen gind.

Bezeichnet man die Determinante der Substitutionscoéfficienten

affi— o == A
g0 wird
A= a/at D% |- aa P
Ferner erhiilt man

¢ = aa 4wl = amA 0= 88 4 a8t — A,
mithin die Transformationsgleichung
ax? - ax® = A (aaiy? - aaty?)

Fragt man nach der Anzahl der; verschiedenen Gruppen von Transformationen der gegebenen
Form, so ist dieselbe nicht gleiech der vorher bestimmten. Anzahl der vevschiedenen Gruppen von
Vi, ay. i e ; 5 . 5 i
Huhatltutmnen*(“’ E_; ) Vielmehr ist'es leicht einznsehen, dass’ die 16 verschiedénen Gruppen von
GNEL
Substitutionen, welche durch die, Zerlepungen a = a'a® und a, = a‘a’ entstehen und kurz an-
eedentet werden miégen durch
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nur zwel verschiedene Gruppen von Werthen fiir A® und aueh nur zwei wirklich verschiedene
Gruppen von Transformationen liefern, nitmlich
Af={(a/aD* | w00 Vaxtiax = A afaly? LB ala,ty,®)
und
L A= (407 G ara Y | axi4axt = A (ata’y? < afaly,).
Denn zwei Transformationen, die sich nur durch Vertauschung der Coéfficienten von y* und y,*
unterscheiden, kinnen nicht als wirklich verschieden betrachtet werden. Bedenkt man nun noch,
dass beide Gruppen in ,eine” znsammenfallen, wenn éntweder a,' = a,* oder a’ = a" oder beides
sugleich ist, und dass das Erste nur vorkommen kann, wenu a, eine Quadratzahl ist, und auch
dann nur fiiv ,eine® Zerlegung von a,, das Zweite nur, wenn a eing Quadratzahl ist, das Dritte
nur, wenn beide Quadratzahlen' sind, so ergiebt sich, wie man bald iibersicht, das Resultat: ,Je
nachdem weder a nochi'a, ¢iné Quadratzahl ist, oder a oder a, eine Quadratzahl ist, oder beide
Quadratzahlen sind, ist die Anzahl der verschiedenen Gruppen von Transformationen entweder
Znn; oder 2(n—1)n, 4~ n, oder 2n(n,—1) 4+ n oder 2(n —1)(n,—1) 4+n—lgem—1 41
also entweder
nn, + nn oder (n—1)n, 4 nn oder nn, -+ (n,—~1m oder (n- 1)n, +'(n~I) n 4 1L.*

Betrachtet man den Ausdruck fiiv die Substitutionsdeterminante A, so ldsst sich iiber
dic Werthe, welche A annchmen kann, Folgendes aussagen: A durchlinft, wenn man alle
miiglichen Substitutionen aufstellt, alle ganzzahligen Werthe, die folgenden Bedingungen geniigen:
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1) A ist darch eine Form von der Determinante —aa, mit verschwindendem mittlern
Coéflicienten in relativen Primzahlen darstellbar,
2) A hat mit'aa, keine andern, als quadratische Faktoren von a'und a, gemein.”
Besonders zu bemerken ist, dass in dem vorliegenden Falle b= o 'A stets auch den
Werth + 1 annehmen kann; man erhiilt denselben, wenn man setzt
G e e B e el By LR e e R el
Fiwr A = +1 wird die Form ax® 4 a,x,® in sich selbst transformirt. Die Anzahl der
Substitutionen, welche ein und denselben Werth von A ergeben, ist gleich der Anzahl von Dar-
stellungen der Zahl A durch die Form ‘a/a"®® - a%,“F*; letztere ist durch die Theorie der
quadratischen Formen bestimmt.
Fasse ich jetzt die zur Transformation gehirenden Formeln noch einmal zusammen, so
ist folgendes Resultat gewonnen:
wBedeuten a und a, zwei beliehige relative Primzahlen, a = a'a’ und a, = a/a"
irgend ein Paar Darstellungén derselben als Producte' von zweéi ganzen Zahlen,
ferner @ und ¥ zwei ganze Zahlen der Art, ‘dass @ relative Primzahl gdgen
' und W relative Primzahl gegen a‘a“@ isty so wird durch die Substitution
X = ay 4+ 8y, = a/@y | al'Py,
X, = ,y + fy, = —a'Py 4 a'dy,
die Transformation
ax?/-+ ax,? = Afa'a'y¥ 4 a%a'y,?)

bewirkt, wo
A = of;—af = s/a{Dk L a1 H
Bezeichnet man: a'a’ = A, 'a"a, = A, und bemerkt dun, dass wa, = A. A, ist, dass

ferner a' der griisgeste gemeinschaftliche Factor yon a und A ist u. s, w., so liisst sich das ge-
wonnene Resultat aueh in folgender Form aussprechen, die weiter unten eine  Parallele zwischen
dem vorliegenden Falle b = o und der Lisung der allgemeinen Aufrabe ergeben wird:

»lst I eine beliebige ‘ganze Zahl, = a.a, gine Zerlerung derselben in das

Product von zwel relativen Primzahlen, I = AA, eine Zerlegung derselben in

das Product von irgend zwei ganzen Zahlen, ist ferner

a' der grisseste gemeinschaftliche Factor von a und A,

i P
i n n " 7 n 8 und A,,
4 r
iy ] 7 1) 11 g By lll]i':t A,
q 4
8 oy 5 o A w aund A

go wird durch die Substitution
X = ay -+ 8y, = a'/@Qy 4 a'Py,
% =0y + &Y= =aFy .+ o Py,
die Transformation
ax® + ax? = A (Ay® 4+ Ay?)
bewirkt, wo @, ¥, A die oben angegebene Bedeutung haben.®
Zum Schlusse dieser Behandlung des Falles b = o hehe ich folgende Beispiele hervor:

1) Nimmt man aa” = La, a/a" = la,, so erhiilt man fiir diese Zerlegung folgende
zwei Gruppen von Transformationen, welche zugleich, wenn a und a, absolute
Primzahlen, die einzigen sind:

X == @y~ a,Fy
VT BRI el (g

1 GTHPPB Ky — ——-if:,- -+ a'ﬂ'*:!r!
ax® = ax,* = A(y? 4 say,?).
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J X = @Dy - a'Fy,
x, =—a'ly 4- @y,
ax® - ax* = &(ﬂ'}rg e ﬂ'-'}'iaj'

; WA = O aa, 07
2. Gruppe g

I

2) Ista = 1, ay==lciner Primzahl p, so'ist folgende die einzige Grappe von Trans-
oy iy, _ o 3
___,l.p-, 4wy, N = 0 4 P‘F

formationen :
x
b
l xh o pr s A (yf A By
Statt jeder der hier angegebenen Substitutionen sind nueh dem Vorhergehenden noch

siehen andere miglich.

1.

Ich gehe nun an die allgemeine Aufgabe, welche (vgl. No. L) auf die |Glei-
chung fiihrte:
a8+ blef, -+ @f) + a8, = o
Der blosse Anblick dieger Gleichung lehrt, dass hiichstens, einer der wvier Substitutions-
codfficienten verschwinden kanns denn die Apnahmen, ¢ = g =0 oder a,=g,= 0 oder g=&;=0
oder # = , = o sind ganz unstatthaft, die Annahmen « = g, = o oder ¢, == g = o aber
erfilllen (ausser wenn b == o) die Gleichung nicht, ohne dass noch ein dritter Coifficient ver-
schwindet. Schreibt man nun die Gleichung
(ace 4 ba)d 4 (bee 4 ae)8, = o,
oder (a8 = b3)e -+ (b8 + a8)x, = o,
so erhilt man, der Reihe nach o, «, 3, 8, Null setzend und (immer die, Bedingnng ,c gegen «,,
# gegon @, relative Primzahl® bedenkend, sofort die vier Speciallisungen

fe B solfei Gueniitha) By o Ybvensfor Spliin QLN frimd  E1)
i = o g : i &l

*ily il f ] a |’ __lir usd 1 > 4
la,, lu‘i-',] -rf-,_ ‘:."_ 11 1}1’

worin ¢ den grissesten gémeinschaftlichen Factor von a und b, ¢, den von b und a, bedentet,
so dass (mit Beriicksichtigung, yon No. L) ¢ und ¢, relative Primzablen sind. Bezeichnet man

anp,—b? = D, so geben diese Lisungen die vier Transformationen
axt - f‘lb}&}{, +oaxf = Ay ‘;F-‘rjf"’ 3 _:D“}i'r-"!)
q-lr (‘_0,
= ,a(w‘ i Dyﬁ)
&P P
== E’_ i_-.)_}'! ,_E_ TFFF? )
Pr N Py
= _=}_(_D_:r'*+ Py
s

Da zwei, durch Vertauschung von y und y, in einander ibergehende Formen nicht als
wesentlich verschieden angesehen werden kimnen, so repriisentiren f{ibrigens diese vier Transs

formationen nuy| zwei verschiedene.
Die beiden angegebenen Formen der zu lésenden Gleichung fithren auch sofort anf zwei

vollstiindige Lidsungen. ' Es folgt niimlich ans denselben:



ac + be, = dg, af —+bg, = —d,
1) : und l‘) ; ;
be 4 a0, = —dj b a0 die

wo wegen der Bedingung ,¢ gegen o, 7 gegen 3, relative Primzahl® d und d, ganze (nicht blos
rationale) Zahlen: sein miissen; denn wiive z.B. d ein Brueh} so wiieden; di o und r, mithin auch
a¢ + be, und be 4 ae, ganze Zahlen sind, @ und $, den Nenner dieses Bruchs  als gemein:
schaftlichen Factor haben. Derselben Bedingung wegen ist d so zu bestimmen, dass es der
grisseste il_!;g’.|||tﬁ|:.-;("imf'l]ivhe Factor von ae 5 be, und be - ae, ist, d, so, dass es der griisseste
gemeinschaftliche Factor von ag -4 b#, und bf 4 a8, ist. Nun muss aber jeder gemeinschaft-
liche Factor von, ac 4 be, wnd ba | ae, anch gemeingchaftlicher Factor, von. a, (a¢ -+ be,)
— b(be + a,e,) und -— bae + be,) 4 a(be + ar,), d. h. von D.a und D.e, seinj(wo D = aa,—b?),
mithin, wegen ¢ geren «, velative Primzahl®, muss d ein Factor von D sein; ebenso _=,|u.]1t man
es fiir d, ein. Lost man die beiden Gleichungen 1) nach ¢ und ¢, aunf, so folgt

Dae = (bg + ap)d

D, = ---(aﬁ 4+ b ,-Il’.._],i.l.
Setzt man hierin fiir by 4 a3, und af 4 b3, aus den Gleichungen 1Y) ein d, « resp. — d, «,
s0 folgt |

2) D'=rd.d,

Diese Gleichung ist nothwendig, ‘wenn' die |Gléichungen 1) und 1) gleichzeitig bestehen
sollen’; sie ist aber aveh hinreichend, so dass, wenn Da&=d. d, isty die Gleichungen 19 éme Folge
der Gleichungen 1) sind und llmg_{LLtht. k.lll.d jedes: Paar' stellt dann”dieselbe' Grappe von' Li-
sungen' dar. . Mit Hilfe der Gleichungen 1) und 1Y) folgt weiter

3) AN =g, = of = ae* - Pboa, 4 a0 = af? 3 2bEg, 4 upn
d d,
¢ = ac? | Zbhoeriaeg? = Mid; o =038 4 2b58, + a8 = Ad,.
4) ax? 4 Zhxx, 4 ax, = cy? oy, =1TA (dy2d-idy,2).
Hiemit ist folgende Doppel-Liisung ' gewonnen:
o(1.) Man setze fiiv @ c, alle moglichen! Patrd relativer Primzallen (wobei ne-
gative Zahlen nicht anszuschliessen sind) und bestimme jedes Mal 2 und 8, aus
den Gleichungen 1), indem manid gleich dem griissesten gemeinschaftlichen Factor
von ac - be, und be - ac, Setzt: so erhillt man alle mit der in No. I. an-

o ; 5 w; 1

gegehenen Beschriinkung behafteten Lisung ( ’f) der vorgelegten Gleichung.
!

— Ebengo, wenn man fir 3,8, ulle miglichen Paave relativer Primzahlen detat

und o und ¢, susden  Gleichungen 17 bestimmt, wo  d, == grissester gemein-
schattlicher” Factor von 42 - b3 und b3 4=-a 8. = Die Gleichungen 2) 3) 4)

geben in beiden Fillen dieiiibrigen zur Transformation gehdvigen Formeln.©
Diese Lisung untérschieidet sich won der fiir den Full b = o in No. I gezebenen in-
sofern, als dort siimmtliche' vier Substitutionscoéfficienten g]n;,ul|11m~,st-f von zwei be |:|L|:Iff£,11 ganzen
Zahlen @ und F abhiingig gemacht sindy withrend hier das eine Paar dirch das andere ans-
gedriickt ist.  Doch ist es' unschwer, wenn ‘man hier b = o setzt, ans dieser Lisung die dort
gegebene abzuleiten, worauf icli hier nicht eingehe, Durch die Formeln der Transformation wird
man von selbst aufgefordert, die siimmilichen Transformationen in Gruppen zu theilen nach den
verschicdendn Zerlesungen dud, von D in zwei Factoren; 'die ‘Anzahl! der Grappen ist}!da zwei
Formeén, in denen mur'y und 'y, vertanscht ‘*!11(1, nicht' als verschieden’ zu vechhen sind, gleich der
Anzahl der verschiedenen a"u]nrfun"m von ) in zwei Factoren. ' Hierin herrseht “die vollstindigste
Analogie wit dem Falle b = o, in weélchem D' == am, wird." Denn in: dissem Falle waren die
Coéflicienten von Ay* und Ay,? resp. a'n und a” a4 welche in'der That eine beliebige Zer-




egung von aa, in zwei Factoren darstellen; auch ist die in No. IL bestimmte Giruppenzahl der
Transformationen nichts Anderes, als die Anzahl der verschiedenen Zerlegungen von aa,
in zwei Factoren,

IV
L]

Auf cine neue Form der Auflisung fiilhren die Formeln 3) fiir die Substitationsdeter-
minante A, Is sei m irgend cine durch die Form (a, b, a,) in relative Primzahlen darstellbare
Zahl, r und r, die darstellenden Zahlen, also

m = ar® - 2brr, -+ ar?.
D eht bekanntlich durch die Substitution (vel. Diri iiber
ann geht bekanntich durch die Substitution (vgl, Divichlets Vorlesungen iiber Zablen-
theorie, herausgeseben von Dedekind)
¢ = b - oy,
o, = l',i,!'f __l_. @rr.lr-'r'
aa® - 2beecr, - ae? liber in my? 4 2nyp, ml,®, wo

arg + i"'['.].‘-{.."r "i" l.:[jJ + arg, ,m, =

rg, —ng = I,

n* -+ D

n .=

ist. KEs wird
ae + ba, = (ar 4 br)w 4 («p + bo,)v,
ba + aa, = (br 4 ar)w + (b + ap )y, ’
mithin
r(ae¢ + be) + r(be + ae) = my 4 ny,
o(ae 4 be,) - gfbe + a,&) = ny + muy,”

Fiir oy, = o, mithin ¢ = 1 wird A'= und die beiden letzten Gleichungen werden

a’
r(ae + be) 4+ r(be + ae) = m
glae 4+ be,) 4 ofbe + a¢) = n '’

woraus noch folgt

a¢ + be, = pm-—rn
ba -+ ae = —pm 4.

Die beiden vorleizten Gleichungen zeigen, dass der grisseste gemeinschaftliche Factor
von ae + be, und be + ae, (d. h. d) auch gemeinschaftlicher Factor von m und n ist; die
beiden letzten Gleichungen zeigen, dass der grisseste gemeinszhaftliche Factor von m und n auch
gemeinschaftlicher Factor von ac¢ 4 ba, und be + ae, ist. In Summa: d ist der grijsseste ge-
meinschaftliche Factor von m und n. Da

z +ml} = m, — panze Zahl

ist, so- fulgt hiemit auf eine zweite Art, dass d ein Factor von D ist. Und zwar ist nothwendig,

wenn der grisseste gemeinschaftliche Factor von m und D gleich L.Q ist, wo L eine Zahl ohne

quadratischen Factor, Q eine Quadratzahl bedeutet, entweder d = L.J7(Q) oder d = L.Q, so
dass jedenfalls, wenn D keinen quadratischen Factor hat, A = I:; stets relative Primzahl gegen

D. ist; wie fiir den Fall b = o bereits in No. 1L gefunden wurde.

Wir haben hiemit folgende Auflisung gewonnen, in der iibrigens ¢, e, und g, g, mit
einander vertauscht werden kinnen:
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T e == T

e e

A2) Es sei (m, n, m,) irgend ecine der gegeberen Form (a, b, 4,) eigentlich iiquivalente
Tye\k : : o o Mg H
Form, ( ")Il'{z,nuﬂ eine die letztere Form in die erstere transformirende Sub-
‘i O
aa, —b* D

stitution, d der grisseste gemeinschafiliche Factor von m und n, d, == — =

d
dann ist zu seizen

A m
LR
n
¢ =1, 1 =\ —r [
L

£, m= QJ,& — T

1l
e a
Dadurch wird
ax? 4+ 2bxx, 4+ ax! = A(dy? 1 dy)“

Zusatz I. Man crhilt' simmtliche verschiedene Transformationen der Form (a; b, a;)
in das Aggregat zweier ganzzahligen Quadrate, wenn man fiir m nach einander simmtliche durch
die Form a, b, a, darstellbarg Zahlen, fir n jedes Mal die simmtlichen unter einander incon-
gruenten kleinsten Wurzeln der Congrnenz n* + D=0 (mod. m), fiir welche die Form (8, b, a)
der Form (m, n, m,) fiquivalent ist (man kann hienach immer n*= ll‘ * machen), fiir ("-' 9) endlich

rﬂ' =
zu jedem m, n eine Substitution setzt.

Denn sind n und n' irgend zwei congruente Wurzeln der Congruenz n® 4= D =

(mod. m), so ist n' = n - my, wo » eine ganze Zahl bedeutet. Der grisseste gemeinschaftliche
Factor von m und n ist aber mit dem grissesten gemeinschaftlichen Factor von m und n' — n -+ my
Staly i m 2 M A -

identisch; mithin hat d, also auch A = | und di — [ fiir zwei congruente Wurzeln den-

0 (

selben Werth; man erhiilt also fii beide dasselbe Aggregat zweier Quadrate, obgloich die Sub-
stitution verschieden ist. Da r, g, 1, g, nur in den Substitutionscoéfficienten, nicht aber in

dem Aggregat der Qudadrate vorkommen, so ist dieses fiir alle verschiedenen Systeme ( ! {‘) ehen-

'y 0
falls dasselbe.

Zusatz IL Da dic Anzall der durch die Form (a, b, a,) darstellbaren Zahlen oo ist,
so ist hienach auch die Anzahl der verschiedenen Transformationen unendlich,’ Ein und dieselbe
Transformation resultirt aber wieder ans unendlich vielen verschiedenen Substitutionen, da die
unendlichen vielen in Bezug auf m congruenten n simmtlich dasselbe Aggregrat zweier Quach'ate
ergeben,

Zusatz III. Die aus Auflésung (2.) sich ergebende Folgerung, dass irgend zwei fiquiva-
lente Furmen genau dieselben ﬂ'\f;_','lr"'d!(' von zweli Quadraten ergeben, obgleich die zugehirigen
Substitutionen verschieden sind, ist se Ibwt‘.uktmd]mn, da man ja jede von zwei solchen l'rmm,n
ganzzahlig in dic andere und 11 ese ‘dann weiter in 'ein Aggregat zweier Quadrate transformiren
kann. r}d man' sicht sogar noch leicht' ein; dass eine Form, chLhL eine andere enthiilt, sich in
die sinimtlichen Aggregate' von zwei Quadraten, Swelche ‘der letztern entsprechen), EIElll:f-iﬁllllll'Ull
lisst — jedoch nicht wngekehrt.

Zusatz 1V. Setzt man erstens m =a,, n= b und zweitens m — a, n = b, so erhiilt man die
beiden aus den im Anfange von No. IIl. angegebenen vier Speciallosungen hervorgehenden Agore:
gate zweier Quadrate. In diesen Fillen wird A = +;' resp, +; Diese beiden Werthe ent-

(3




A e

sprechen dem' Werthe + 1, welchen A im Falle b = o snnehmen' kann; fiie b = o wird
.y s a4 &
¢y = 8y @ = a mithin = — —=1,
P, P

Zusatz V. 'Der Beweis, dass durch die in Auflisung (2.) angegebene Substitation wirk-
lich' die Transformation
ax? - 2bxx, 4 ax?® = A (dy? |+ dy.?), wo A = ]:l] y d, = 1]}
Ll
bewirkt wird, liegt zwar in der Abléitung dieser Auflisung aus Auflisung (1.), lisst sich jedoch
nachtriiglich auch durch Rechnung fithren.  Durch die Substitution

x=uay + £y, ax® -+ Zhxx, I ax?

incl
X, = oy + Ay, wird (ac® 4 Zbea, + a0, )y *
+2 gur:ﬁ =+ blag, + «f) 4 3,6,8,)yY,
+ (a8t + 25, + iy
Nun ist
24 + 2['3'-"; = :'l,u,“—’ i %_ 21"']': = .'l-.-l'.-g =i == 1111(1 e= N |
Lt

aefd = bled, 4+ «f) 4+ aqp = ar (Qsﬁ. 1::) -{—-hr(grﬁz.. —_ r,j)

n

-+ br, (pi\. — r:;) - a,r, (g,.{"_\. — r,-Ll

<= (arg = b(rg, - 'rig) - o)A = (ar® 4 i, 4 ar)>
(4

n m n
='nA —m-=n———m='nl!
C

1 “d d
r:‘%)(y,_& ——n:{‘) +a, (9.& s 1',E)£

= (ap®- 2bpp,+ a,0,*) A®* —2(arp + b(rg, +1r,0) +are,) &1{ ~(ar® - 2brr, 4-a,r, -j:; _

n

ag® + 203, + 087 = (0A — ¥} ) 4+ 2h (gi\.

S g o ohy 0¥ itto n n?
m, A -n..&..d - m. gy = m, A ..,nﬁ,.d A d

&
: m,m — n? D : I
S = M well n2 - D = mm, ist,

n
e &(m"ﬁ ST d ey T

)=a.

“T
L]

Gehen 'wir noch einmal zuriick zu den’ Gleichungen 1) und 14),  Von diesen vier Glei-
chungen gilt nicht blos, dass jedes Paar eine Folge des andren ist, wenn d.d, = D, sondern es
gilt allgemein, dass je zwei der vier Gleichungen entweder dén beiden andern widersprechen, oder
ans ihnen folgen, je nachdem d.d, micht. = D aoder d.d, = D ist., Dies erkennt man sofort; in-
dem man | die yier Gleichungen schreibt:

de, + ag 4+ bf, = o
—d o + bg + af, = o,
— 8¢ — b, + df, = o

~ba — aq — d3

|
|



Sollen nicht siimmtliche vier Unbekannten verschwinden; so muss die Determinante ver-
schwinden, d. h.

(d.d
sein, Damit verschwinden aber zugleich siimmtliche Partialdeterminanten 3; Grades, dagegen nicht
die 2. Grades, also je zwei Gleichungen sind eine Folge der beiden andren,, die vier Unbelkann-
ten sind homogene linelive Ausdriicke von zwei willkitrlichen Grissen. Man kann daher all-
gemein sefzen

aa, + b#? = o, mithin dd,;= D

T R ) S T O e
o = a'X + o''X, ; g = X + 8%,
wo die acht Coéfficienten bestimmte, X und X, aber willkiirliche Zahlen bedeuten; diese Form
haben z. B. anch die Gleichungen 1) und 1') und man erhiilt si¢ iiberhaupt, wenn man die vier
Unbekannten durch irgend zwei derselben ausdriickt. Es muss nun das Ziel scin, es dahin zu

bringen, dass in dieser’ Form sowohl die acht Coifficienten ganze Zahlen bedeuten, als auch X

und X, nur ganzzahlige Werthe' durchlaufen. Die acht Coéfficienten sind nun in der That ganze
Zahlen, wenn man die vier Unbekannten durch irgend zwei derselben ausdriickt; X und X, aber
werden dann’ Briiche it constantem Nenner, dér entweder d oder d, oder b oder a oder a, ist.
Die Ziihler dieser Briiche kinnen nicht alle beliebigen ganzzahlicen Werthe annehmen, sondern nur
solche, dass «, ¢, 3, B, stets ganze Zahlen sind. Damit'dies der IPall sei, haben diese Xiihler stets
zwei Congruenzen zu erfiillen, deren Modul d resp. d, resp. b resp. aresp. a, ist. Diese Congruen-
zen sind leicht aufzuliisen, und es wird die gewiinschte Form \der Auflésung durch eine Kettenbruch-
entwickelung erreicht. Doch bei diesen ' Auflisungen bleibt immer die Sehwierigkeit, es durch eine
den ‘willkiirlichen «Zahlen auferlegte  Beschriinkung, zu erveichen, dass ¢ gegen «, § gegen §,
relative Primzabl sei. Nur in den Fillen, wenn b entweder gegen a oder gegen a, oder gegen
beide relative Primzahl ist, lisst sich dies leicht erveichen. » In diesen Fiillen gilt Folgendes:

(1) Wenn b gegen a relative Primzahl ist, so sind folgendes zwei vollstiindige Lijsun-
gen der vurgulcgtcn dioiahﬂuﬂmfhtu {'_"tlt‘:J'.L'hu‘ng I:-ﬂiL‘. mlgh:iuh die BL‘.LHuglmg} dass « gegen o,
gegen [, relative Primzahl sei, erfilllen):

s bds, — bg, = —(bb — aa)e, 4~ de/
a,= — adg, + ap/ — «,

f = —(bb—aap —ds = — bd,e, — ba)’
B, = B, — ad,e, 4 aw,'

Hierin bezeichnet d.d, eine belichige Zerlegung von D in zwei Factoren; ferner, wenn

: : el Y :
k die Anzahl der Glieder des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches — (die etwanigen Gan-
a

; : R oA k : k ;
zen nicht mitgerechnet) bedeutet, sind fiir (— 1)-b und (— 1) a resp. Zihler und Nenner des
vorletzten Partialwerthes dieses Kettenbruchs zw setzen. f, und #/ resp @, und &' kinnen be-
liebige ganzzahlige Werthe annchmen, doch so, dass immer dg, relative Primzahl gegen 8/ und
B, relative Ll_‘:'imz:lh] gegen' di8/, da relative Primzahl gegen ¢! und ¢, gegen de/ ist. A =
aff, — e f ist fiir beide Lisungen eine quadratischié Form wvon der Determinante — D), niimlich
- ,{[1 — (bb :1,(7[){1}[1 g% —2aD3 3 4 ad,8/*
= [b— (bb — ajat)a}dee,® 4~ 2aDesjer,’ - ade®¢

(IL) ,,Wenn b gegen a, relative Primzahl ist, so sind folgendes zwei vollstindige Lissungen

o o= —adp —af = t

&, = bdg 4 b = — (aa, == bb,)ee 4 da'
f = f - ade — ac
f = —(aq,— bb,)g — dfif = — bda 4+ be,




|
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wo d und d, die vorher angegebene Bedeutung huhcn, ferner, wenn k, die Anzahl der Glieder

des in einen Kettenbruch verwandelten Br L1L|IL‘5- {ﬂla, etwanigen Ganzen nicht mitgerechnet) be-

Y

deutet, fiir (— ])!{'a, und (— ]}]-"[1, resp. Ziihler und Nenner des vorletzten Partialwerthes die-
ses Kettenbruchs zu setzen sind. @ und §' resp. ¢ und «' kinnen beliebige ganzzahlige Werthe
annehmen, doch so, dass bmmer @ relative Primzahl gegen dg, # gegen &8 o' gegen de, «
gegen de! ist. A wird eine quadratische Form von der Determinante — D, niimlich
A = {(ag, — bbja, —b,1d5® + 20, Dgp" + a,dp®
{ (aq, — bb,)a, — b }de? — 2a,Dae’ + a,da’s“

(LL) ,Wenn b sowohl gegen a als gegen a, relative Primzahl: ist; so gelten (1) und
(11.) zugleich.®

Bei diesen Lisungen ist die den willkiirlichen Zahlen aufgelegte Beschriinkung ganz
analog der den Zahlen ® und ¥ im Falle b = o auferlegten. Die ']‘:.ms‘tmnmtlmlsimmuln
lauten immer

Xo=uay + g8y,
X, =@y + By,
ax? 4 2bxx, 4+ a,x* = A (dy? 4 dy,2).

Der Vorzng dieser Lnaungen besteht darin, dass man, wenn a,; b, a; numerisch hc"tben
sind, wirklich die Lisungen in Gruppen nach den verschiedenen :ﬂpr!o"ungcn von: I in zwei
l*a-.-tc:rcn ordnen kann, withrend bei den Lésungen (1.) und (2.) d und d, fir jedes Werthepaar
der willkiirlichen Zahlen einzeln als griisseste gemeinschaftliche Factoren bestimmt werden miissen.

Ich leite hier nur Losung (L) ab, da der Beweis fir (IL) ganz analog ist. Aus den
(ileichungen 1) in No. IIL folgt

ac == b ;

il :1 L=, = ganze Zahl,

be -+ ae : ;
d_.!_’ = -—f = ganze Zahl

Es ist die Aufgabe, wenn d cinen besfimmten Factor von D bedeutet, diejenigen Werthe-
paare von e, o, .'mfug,LlJLu fiir welche diese beiden Brudw ganze Zahlen werden, oder fiie welche
die beiden Congruenzen erfiillt werden

ac - ba o (mod, d)
bee 4+ ae, = o (mod. d).

Bs ist aber leicht einzusehen, dass, wenn b relative Primzahl gegen a, die zweite Con-

gruenz eine IFolge der ersten ist. Wenn niimlich a und b relativ prim sind, so ist nothwendig

a relative Primzahl gegen aa, — b? = D, also auch gegen jeden Factor d von D. Wenn nun
ax, + be, = o (mod. d),
s0 ist gewiss aba -+ b2k, = o (mod. d),
d. h. abe 4+ (aa, — D)¢, —= o (mod. d),
also, da D e, o (mod. d) ist, auch

a(be + ae) = o (mod. d).
Da nun a relative Primzahl gegen d ist, so folgt hieraus

be -+ ae, = o (mod. d),

d. h. esist, wie behauptet wurde, die zweite Congruenz erfiillt, wenn es die erste ist. Die Auflosung
dieser Congruenz oder, was dasselbe ist, der diophantischen Gleichung ac - be, = dg, ist aber
0= bl‘]ﬁ, — blﬂ-’,'

@, = — adﬂp + &ﬁ,"



-

Tl T T

wo 8, und 8/ beliebige ganze Zahlen bedeuten, und b und a die Gleichung ab — ba = 1 er-
filllen miissen. Es ist jedoch leicht einzusehen, dass die verschiedenen Werthepaare von b und a
nichts wesentlich Verschiedenes zeben, so duss die bei (1) gegebene Definition von b und q statt-
haft ist. Es wird noch

be 8, *an
pm D2 B0 L (b ey o P o (b — ma)h, — 4,
Jeder gemeinschaftliche Factor von o und e isf. anch gemeinschaftlicher Factor von
aee - bre, = df, und ae - ba, = 4/, und umgekehrt; jmll-:l' gemeinschaftliche Faetor von g

und 3, ist auch gemeinschaftlicher Factor von 3, m:d d,8,, und nmgekehrt, Soll daher ¢ gegen
&, 3 wopen' B, relative Primzahl sein, so ist es nmhm ndig und hinreichend, dass dg, relative

Primzahl gegen 3/, f§, gegen d,8/ sei. — Endlich wird
ol 2bee, - oo, ! :
D= Se i 1 - = {(ab® — 2bba + a,a®)dg® — 2aDB 4’ + adpg'?

i {b — (bb — a,ﬂ:]a} dg* — 2aDg8;) + adg2,
da ab — ba==1ist. Die Determiniante dieser quadratisechen I'orm ist a*D)® — ad.d {ui_.“-’ — 2bha |- a,ﬂ*}
= — D(ab — ba)? = — D. w, = b. w. Die Transformationsformel ax?® 4 2bxx, + ax? = A
Uh"" g d, ¥ } ist frither aus :lm] ﬁluc]iunﬂ'cn |;I "L]rﬂ:’*lf‘lht und rr]lt daher auch hier 1,[I|J]1¢;|r.|_’l der
Ableitung der Lisung (I.) aus denelben {AlPthuhgc‘n Doch ]\111111 man sich auch a lmhtmmrl durch
Rechnung davon iiberzeugen.

VL

Es seien (:’: ::F) und (j’ 2) irgend zwei Losungen der vorgelegten Aufgabe, und zwar
gehire die erste Losung zu der Zerlegung D = d.d,, die letatere zu der Zerlegung D = 9.9,
Dann folgt mittelst der Gleichungen 1]
ace - be, _Il‘? d boy 4+ a0, = — fd
ad + bAd, = BD T bA—r a4, = — BD
(ed, —a,.Aa= dpf.A4, —Da,B, (cd, —« Ajh_. —dgA, + @n:,fi

(oA, —c, A)b=—df, 4| DuB, ! (eAd,— . Aa= dfd-—-DaB.
Durch Gleichsetzung der beiden Werthe fiir b folgt
d(gA4, — 8,4) + D(eB, — ,B) =

aB, — ,B doegert v s r(ll_gﬁ;)
d D

oder

T N R e R, B
Ferner folgt:
dg,.4, - DBe, , —dfd4, -+ DBg,

—d4 +DBa ,  dfd —__»"t_‘jff_lm 4. #B, — A.B

(ada, — cc,_/f}‘f aA, — oA
Oder, da D = dd, = 2.9, = 1 (d.d,.D.D,) ist:
oA, — o, A d D d o
ER =gk D i P’(d,'m')
Es liisst sich zeigen, dass die beiden so erhaltenen Gleichungen
B, — o,B +||:$A 3,4 f.:.B, — B i fAd,—p3.A4 aB —aB B4 —8.4

D=aa —ht=

Bl AT d_, — v@o) T ooy
l-‘fﬁ’—‘.—_ﬂ_f{ p5, —p8 oA —od @B —pB ad—od BB-—8B
EEE T T e e e
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nicht bloss nothwendig, sundern auch hinreichend sind, damit ('j’ :-:) cing Liisung |sei, wenn
ry L4
(f:’ -r;,’) ging Losung ist, Schreibt man niimlich die beiden Gleichungen in der Form
LI i}
D(eB, — a,B) = — d(gA, — B,A),
DB, — fB) = ' Aad, — &),

und list dieselben nach B und B, auf, so erhilt man

— Def, — af).B, = d(34, — 3. 4)8, + d(ed, — a4,
— Dlef, —ef)B = d(f4, — 5,48 + ded, — a 4.
e, 8 : ; A .
:’ ',_,) eine Lisung sein soll, so ist identisch

e
o - hg, be | ae, b3 + ag,
) =— = — L == - e

d, : d T d,

Da aber (
e + be,
d !

Mithin wird
2o ﬂ'}[:alﬁfr — a,f7).8,

B, =

(34, — 8. ANae + ba)) — (ad, — a,A)af + bg)

— (a3, — a,F)(ad -} bA)

— (pd, — BA)be + ae) 4 (oA, — a b2 4 a8)
(af, — a,8)(bA + a.4,),

o

— e, — ¢ f).B

d. h.
ad 4 b,

B, =i=S0% ed L

B ; H (3 :
auch eine Lidsung, wenn ( ! 'S)emﬂ Lisung

i
A, B, o, 8,
ist und 4, B, 4,, B,, aus den Gleichungen 5) so bestimmt werden, dass 4 gegen 4,, B gegen B
relative Primzahl ist. Es sei tibrigens bemerkt, dass die Gleichungen 5) sich auch in folgende
elegantere Form bringen lassen:

(eed, — e, A) B, — o B) o (84, — B.A)NAB, — §,B) ;

Mithin ist, wie behauptet wurde, (

) d d, g
) (Aa, — A)(AB, —AB) . (Ba,— Ba)(Bg,— Bf)
D ‘ BT Sk i

Es werde fiir den Augenblick der grisseste gemeinschaftliche Factor irgend zweier gan-

zen Zablen p und q durch [p, q] bezeichnet. Bezeichnet man dann ferner
= @ - = t.l'.. = ! .-_m o= d =
|D, d] |d,; D] i T (D, d| fd, D]
D

f el (..'l, i i); Lowd ({ = dq»
e T L A L 3 e 3
|D,, df [d,, ] {9, d] [d, D]
so folgt ans den Gleichungen D):
G) T (ﬁ-/‘fr K] f"’r"’d‘J =T e (ﬁﬂ, e f"ifﬁj R L|,"‘]:P‘,
RN R A «B, — B = d"®,

wo @ und ¥ ganze Zahlen bedeuten. Endlich folgt noch
) (ef; — S AB, — A,B) = (A — a,A)BB, "~ B,B) — («B, — a,B)(BA, — BiA)
— daupr -+ drde,
Bedenkt man nun noch, dass aus
X = ay 4 By, = AY 4+ BY,
X, = oy -8y =AY 4 BY,
tolgt



el el

: “l"fﬁ — af)y = — (§4, — 3, 4)Y — (3B, — 3,B)Y, = 4/OY + d“FY,
8 | (e = afy,= (oA, —a )Y+ (B, — aB)Y, = — d'FY + d“dy,,
so kann die Analogie mit den Formeln fiir den Fall b — o, wie sie sich in No. L finden, nicht

verborgen bleiben.  Ganz vollstindig wird dicselbe allerdings erst, wenn man auch dort irgend
zwei Lisumgen mit einander in Verbindung setzt und a, a% a/, 8 etwas anders definirt, als es
dort geschehen ist. Die Definition dieser Zahlen in der zweiten assung der Losung war dort

folgende
k At — ) . a = [a A]
al — [a, A] ; a' = [a, A

Da aa, — A.A, = D, so kann man aber &', a%, a/, a/ auch so definiren:
RS e STOR R S X
REECTE, AT Bl ; S T [a, A)
i A, T a, B AR e by &
N T8 &l Al ? oy S [ . )

Diese Definition ist vollstindig conform derjenigen von d,, d“, d/, 4. In den Fillen
iibrigens, dass entweder [d, d,] = 1 oder [, ®,| = 1 oder auch [d, d,| = [D, D] =1 ist,
hat man

) Sl 1 .
D, d.[D, d] D resp. H;: %jllfi: g} oy t‘: resp. Beides,

D, d].[®), d] = D,
und es wird
== ]'d,r. D] ) — [d, D]
dit="Td,. "5 : d =[d, D]
I diesen Fiillen ist auch d'd“d,d" = d.d, = DD, = D, gerade wie im Falle b = o
ala’a il — aa — AA — D war.

VIL

Auns den von mir gegebenen Lisungen und Formeln ergeben sich unmittelbar einige
zahlentheoretische Folgerungen, die ich hiemit anschliesse.
Folgerung I. [st D irgend eine ganze Zahl und sind durch irgend cine Form

u . , L i IEi.
von der Determinante — D) zwei verschiedene Potenzen, m und m i e einer und derselben
eanzen Zahl m ohne gemeinschaftlichen Factor mit D in relativen Primzahlen darstellbar, so ist

ar 4 IT

: 2 : 1l : ; :
mindestens eine Potenz von m zwischen m ™ und m dureh die Form (1, 0, D) in

relativen Primzahlen darstellbar.

Beweis. Sindm und m” T Gacch dis Fot (a, b, a,) von der Determinante
— D in relativen Primzahlen darstellbar, so kann man zufolge Antlosung (2.), da nach Voraus-
setzung m relative Primzahl gegen D also auch gegen n ist, setzen.

ef, — @8 = m’ ; AB, — AB=m" i H_
: : T 7w = I : " : ; p

Hier entsprichtm ~ résp. m dem m in Auflésung (2.), d und D' sind gleich 1, mit-

hin d, = ®, = D. Danach folgt aus No. VL
d,=1,d =1, 4" =D, d" = I,

und weiter mit Hiilfe von Form 7):

(af, — af)(4B, — AB) = m:" T _ @1 4 Dy

]
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Mit Riicksicht daraunf, dug,s e gepen o, [ gegen B, A gegen A4,, B gegen B, relative
Primzahl ist, folgt aber aus den Gleichungen 6), dass jeder gemeinschaftliche Factor von @ und
¥ auch g(:|11ui11sclmftlj'uhnr Factor von ef, — a8 und 4B, — 4 B sein muss (jedoely nicht um-

gekehrt.)) Dalier kann der grisseste gemeinschaftliche Factor von @ und ¥ héchstens m’ sein,
und es bleibt immer noch eine Potenz von m, deren Exponent < 2m - IT und = IT ist, durch
die Form (1, 0, D) in relativen Primzahlen darstellbar.

Anmerkung. Auf andere Weise lisst sich, Folgerung I. folgendermaassen be-

T I : : ; A
Rl (e (a, b, a,) in relativen Primzahlen darstellbar, so ist (a, b, a,)

e
nt 4 D = : s 1his
= ) Durch diese ist, weil sie' eben der

L B T 7
weisen: 'Sind m und m

L

transformivbar in die iiquivalente Form (m.—r, 1,
m

= H by fI F: 4 o
Form (a, b, a,) fiquivalent ist; m" ' in relativen Primzahlen darstellbar, also

7L Il L n¥ 4 D
1m Tt = msigd - 2oy, - T

s ape
L "
m

= 1 111;:1'.:1!1' - s, ) 4+ Duy,?
m
| -

= w'? = Dhyy?
m
mithin ".2-:.-7 =TT

£}

= W' | Dt

Da ap und ar, rvelative Primzahlen sind, so ist der grisseste gemeinschaftliche Factor von

. 5 - - i s = 76
i, und ' gleich dem grissesten gemeinschaftlichen Factor von i, und m , mithin hichstensm'
womit der Beweis gt:iie.ﬂ:ﬂ 181,

Folgerung TL. Ist D eine positive ganze Zabl von der Form 8n —1, so ist
(ausser der stets durch die Form (1, o, D) darstellbaren Potenz 2°) immer wenigstens eine
Potenz von zwel durch die Form (1, o, D)) in relativen Primzahlen darstellbar. TUnd zwar ist

3 N
der Exponent der niedrigsten durch die Form (1, o, D)) in relativen Primzahlen darstellbaren

Potenz von 2 stets << 2H — 1, wo H die Classenanzahl der Formen von der Determinante - D
bedeutet. — Das hier von:2 Gesagte gilt von jeder Potenz von 2, z B. 4, 8, 16.

Beweis. Ist D eine positive ganze Zahl von der Form 8n—1, so ist (vgl. u. A.
Dirichlet’s Vorlesungen itber Zahlentheorie) jede Potenz von 2 durch wenigstens eine Formen-
classe von der Determinante — I} in relativen Primzahlen darstellbar, Nun wird entweder we-

a

g : . : 2 H .

nigstens eine, oder 'es wird keine dér H Potenzen 2, 2, ....... 2 dureh die Form (1, o, D)

dargestellt. Im evsteren Falle'ist der Beweis geliefert. Im zweiten Falle muss wenigstens eine
D =

der H—1 mit der Form (1, o, D) nicht iiquivalenten Formenclassen #zwei der Potenzen

2 H
2,2 .....2  dargtellen, und der ungiinstigste Fall ist der, dass diese beiden Potenzen die bei-

den hichsten, 2][ ! und 211, gind; dn diesem Falle ist, (vgl. Folgerung L) se=H — 1, 7¢ - IT
= H, mithin 2% 4 IT'= 2H — 1, q.d. e.. — Aus'dem/ ersten Satze des Beweises folgt nunmehr
unmittelbar, dass diese Gleichung auch fiir jede Potenz von 2 gilt.

Folgerung IXL. Ist D eine durch dic ungerade Primzahl p nicht theilbare ganze
Zahl und zugleich — D quadratischer Rest von p, so ist (ausser p®) immer wenigstens eine
Potenz von p durch die Form (1, o, D) in relativen Primzahlen darstellbar. Und zwar ist der
Exponent der niedrigsten durch die Form (1, 0, D) in relativen Primzahlen darstellbaren Potenz

i
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von p stets ;_,'N-'EI-I— 1, wo H die Classenanzahl der Formen von der Determinante — D bedeu-

tet, — Dasselbe, als von p, gilt von jeder Potenz von p.
Beweis geschieht entsprechend wie der von Folgerung IT., mit Hiilfe des Satzes,
I‘J}.LE-&, wenn p aine 1111501‘:1(1[; Primzahl iat, _Iﬂdﬁ Zah], die I'Illadl‘zlii!-';c.ilﬂl‘ Rest zn P ist_, auch qua-

dratischer Rest zu p ist (wo » irgend eine positive ganze Zahl bedeutet), und dass daher jede
Potenz von p durch wenigstens eine Formenclasse von der Determinante — D' darstellbar ist,

wenn — D quadratischer Rest von p.
Folgerung IV, Bedeutet D irgend eine ganze Zahl, m eine ganze Zahl ohne

o die i s : et
gemeinschaftlichen Factor mit D, und ist die Potenz m'™ durch die Form (1, o, D), die Potenz

L - - - A . .
m , wo <"1, durch irgend eine Form von der Determinante — D in relativen Primzahlen
darstellbar, so ist durch die letztere: Form auch wenigstens eine der Potenzen von m zwischén

IN— I +

- q . i % 5 &
m und m (diese Grenzen mit eingeschlossen) in relativen Primzahlen darstellbor,

. ; S i e . et
Beweis. Essei (a, b, a,) die m" in relativen Primzahlen darstellende Form; dann

A L ] : | ;8 e ; T
gind nach Aunflisung (2.) immer Liisungen ( { ',J,) zu 'finden von der Art, dass «f%, — ¢f = m

I ey 1y
ist; fiir eine solche Lisung ist d =11, d, = D. HNerner ist nach Voraussetzung

i
m = O+ D¥:,

wo @, und ‘F relative Primzahlen. Ich benutze nun''die Formeln 5) 6) 7) in No. VI. Dort'ist

AL By i : STl i

A )mm! Liisung ist, 'wenn ( 11" ) eine Lusang ist und A, B, #,, B, aus

Ar: }{.' r‘r; ]F-:.'
den Formeln 5) bestimmt werden. Da aber die Formeln 6) aus 'den Formeln '5) folgen und um-
gekehrt, so gilt dasselbe von den Formeln 6). Ich setze nun in den Formeln 6):

d = l’ :L —_— ]-_:'_' cE _— ]: ‘:D' — I}? i — ffJIF’ EF = IP',].“,

bewiesen, dass E

Dann wird, da hier [d, d.] = [, D] = 1 ist,
d' = [D, 1] =1 i g4 =D, D] =D
i A M AR T BT e
mithin werden' die Formeln 6): !
g gy e iR L. (8B, — 3B) = DEF
ad e = 0 iR : aB B = -G

Hierin withle ich fiir ¥ die kleinste ganze Zahl, welche bewirkt, ‘dass fiir 4, B, 4,, B,
aug diesen Gleichungen sich ganzzallige Werthe ergeben; danach ist F nothwendig ein Factor
von af, —e Es wird dann von selbst auch .4 gegen 4,, B gegen B, relative Primzahl.
Denn jeder gemeinschaitliche Factor o und 4, muss auch gemeinschafilicher Factor von a4, — o4
und g4, — B4 sein, also, da @, gegen 'F relative Primzahl ist, Factor yon F; I wird aber
durch die Division mit ef, — ¢f fu-l'tgcschuﬂ't. Jeder gemeinschaftliche Factor won B und B,
muss auch gemeinschaftlicher Factor von B, — 8,B und «B, — ¢, B d. h. vou D¥F und @.F
gein; nun muss D gegen @), relative Primzahl sein, weil sonst m”J also anch m einen gemeinschaft-
lichén Factor mit [) hiitte, was gegen die Voraussetzung wiire; also- auch' D%, gegen '@, relative
Primzahl und jeder gemeinschattliche Factor von B, — 8B und «B, — a8 mithin Factor ‘wvon
F; F wird aber durch die Division wmit «f, — a2 aufgzehoben:

Zufolge Formel 7) wird nun

(ef, — a,8)(AB, — AB)=(®2+4 D¥FE) F2=m 2




e

Es ist aber
ef, —af=m", AB,— AB = a.A® + %b.AA, + 842,

also
IT

2 — s
ad? + 2bAdd, + a4 = m B2,
- . - - ; . ; o T ; -
Nun ist F, als Factor von o2 — w2, mindestens 1 und hiichstens m', womit der Beweis
peliefert ist.

So wie Folgerung II. und IIT. mit Hiilfe von Folgerung I. folgten, lassen sich aus IV.
noch zwei ihnliche Folgerungen ableiten. Doch ich iibergehe dieselben, da ihre Aunfstellang und
ihr Beweis nicht die geringste Schwierigkeit bieten, und schliesse diese Arhbeit mit der Bemer-
kung, dass insbesondere die Folgerungen II. und IIL es sind, welche eine interessante Anwen-
wendung auf die Transformation der elliptischen Functionen und besonders die Aufstellung der
Modulargleichungen in der irrationalen Form, wie sie von Jacobi fir den 3. und 5. Grad in § 30
der Fundamenta nova etc. und von Prof. Schreeter in seiner Inaugural-Dissertation (De aequa-
tionibus modularibus, Konigsberg 1854) fiir alle Primzahl-Grade bis zum 31. incl. ;11};_-;cgc'|_+eu ist,
zulassen. Hs wiirde iiber die Grenzen des dieser Abhandlung gewiihrten Raumes hinausgehen,
wenn ich iiber diese Anwendung selbst, welche auf einer Umformung der durech Multiplikation
zweier & Functionen mit verschiedenen Moduln entstehenden wunendlichen Doppelreihen beruht,
auch nur eine oberflichliche Andeutung noch hinzufiigen wollte,

E. Hiitbner.
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