
Ueber das harmonische VerMtniß.

emerknng.Da die Lehre von der harmonischen Theilung der Linien, obwohl eine der interessantesten
und srnchtbarsteu in der ebenen Geometrie, in den meisten Lehrbüchern, z. B. denen von Koppe und
Kambly, etwas stiefmütterlich bedacht ist, so will ich auf den folgenden Blättern etwas Ausführlicheres
darüber mitzutheilen versuchen, ohne jedoch den Gegenstand erschöpfen oder durchaus Neues ausstellen zu
wollen.

1. Die Reihe 1, H, H, ^ :c„ bei welcher die Reihe der gewöhnlichen Zahlen die Nenner bildet,
wird die harmonische genannt, weil bekanntermaßen, wenn 1 die Länge der Saite irgend eines Grund¬
tones bezeichnet, H die Saitenlängeder höheren Octave, ^ die Länge sür die Octave der Quinte, ^ die
Saitenlängeder zweiten höheren Octave u. s. w. andeutet.

In dieser Reihe haben je drei auf einander folgende Glieder die Eigenschaft, daß das erste der¬
selben sich zum dritten verhält, wie ihre Unterschiede mit dem mittleren Gliede; z. B. ^
— ? ^<5-

Daher nennt man je drei Zahlen a, K, die in dem angedeuteten Verhält¬
nisse — I) — Ä'.e — I) stehen, — sie mögen dieser Reihe angehören oder nicht
— drei harmonische Zahlen, die mittlere derselben das harmonische Mittel zwischen
den beiden andern und jene Proportion eine harmonische. Solche harmonischeZahlen
sind z. B. 3, 4, 6; ig, 12, 15; Z., Diese Zahlen haben aber noch andere merkwürdigeEigen¬
schaften und bestimmte Beziehungenzu stetigen Zahlen, welche nun näher erörtert werden sollen.

2. Aus der Proportiona : o — K — s. : o — d (I) ergiebt sich , oder wenn man
aus beiden Seiten der Gleichung noch mit I» dividirt und die Brüche reducirt,

1111
- - - 2- - - (H).a Ii k e

Nennt man nun diejenige Zahl, welche, mit einer gegebenen multiplicirt, das Product der Ein¬
heit gleich macht, das Reciproke der gegebenen Zahl, so folgt aus der Gleichung (II) der Satz:

Sind a, b, drei harmonische Zahlen, so stehen die reciproken Werthe der¬
selben in stetigem arithmetischen Verhältnisse, d. h. sie haben gleiche Unterschiede.

3. Auch die reciproken Werthe der größten dreier harmonischen Zahlen und
ihrer Unterschiede mit der kleinsten und mittleren stehen in stetigem arithmetischen
Verhältnisse,



— 2 -

Denn aus der Proportion (I) folgt durch correspondirende Addition und Subtraction

ferner 2 e : o — a — 2 o — — k oder o . e — a — o — — : o — d (Iiis,

^ s v 2v-b s i , ^

folglich ^ ^ ^ '

I ^^ ^
L—Ii e—k (! —<t o

2,^0 av

4. Aus (I) ergiebt sich der Werth von I> — ^ ^ >.

also : I> (IV).

Da nun ^ das arithmetische Mittel, ^ao das geometrische, d das harmonische Mittel zwischen », u. e

ist, so ergiebt sich der Satz:

Die drei Mittel zwischen irgend zwei gegebenen Zahlen, nämlich das arith¬

metische, geometrische und harmonische Mittel, stehen in einem stetigen geometrischen

Verhältnisse. Von diesen ist das arithmetische Mittel das größte, das harmonische

das kleinste.

5. Aus der Proportion (I) folgt wieder durch correspondirende Addition und Subtraction:
2a — I> : k — I> : 2o — l)

I, Ii Ii b
oder — (V).

Diese Proportion läßt sich in solgenden Satz sassen:

Aus drei harmonischen Zahlen entstehen drei stetige Zahlen, wenn man jede

derselben um das halbe harmonische Mittel verringert.

Aus den harmonischen Zahlen 21, 24, 28 z. B. erhält man die stetigen Zahlen i>, 12, 16, in¬

dem man von jeder 12 abzieht.

6. Da nun auf diese Art das halbe harmonische Mittel ein geometrisches wird, so folgt umge¬

kehrt :

Aus drei stetigen Zahlen werden drei harmonische abgeleitet, wenn man zu

jeder derselben das geometrische Mittel addirt.

Aus den stetigen Zahlen 2, 12, 72 z. B. ergeben sich die harmonischen 14, 24, 84; allgemein

entstehen aus den stetigen Größen m, u, x die harmonischen in -j- n, 2r>, x -I- n,

7. Aus (I) folgt auch 2a — d:a — d:o — 21» — 2s. : e — a,

also a — ^ : g. — k — a : o — s. (VI)

oder nach einigen Umformungen
l i 2

l>—n, » v—»'

Aelmliche Relationen, welche das harmonische Verhältniß ebensogut bestimmen, sind noch:
^ i)

o — — l) — a :

e —K:I» —a — e— (VII)
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8. Da nach Z. 3. o—b : e—a " o : e -j- g. ist, so ist auch
2v—2d : Q—m 2o : o -j- a

oder o-^g.—2lz : o—a — e—a, : o -j- Ä
folglich (o—a)- — (o-^a) - — 2K (e->a) (e^-a—d)- — d2 (VIII).

9. Diese Verhältnisse und Eigenschaften der harmonischen Zahlen gestalten sich zu ueuen Sätzen,
wenn a, Ii, o die Maßzahlen dreier Linien bedeuten, die aus eine Linie von demselben Punkte ^ aus
nach derselben Seite ausgetragen sind, so daß — d, — o wird. (Siehe Fig. 1!)

Dann gestaltet sich die Grundeigenschast der harmonischen Zahlen folgendermaßen:
— ^.0

oder - VQ.
und man kann demnach die Erklärung aussprechen:

Eine Linie (^.D) ist harmonisch getheilt, wenn der erste Theil sich zum zweiten
verhält, wie die ganze Linie zum dritten Theile, von welchem Endpunkte man auch
zählen mag.

Hierbei nennt man ^ und 0, L und O zugeordnete harmonischePunkte und sagt auch wohl,
^ sei in IZ und v oder LI) in ^ und L harmonisch getheilt.

10. Der Satz über die drei Mittel im Z. 4. läßt sich geometrisch, wie solgt, darstellen und leicht
beweisen.

Trägt man ans eine Linie zwei gegebene von demselben Endpunkte nach derselben Richtung auf,
beschreibt einen Halbkreis über dem Unterschiede beider Linien, einen zweiten über der kleinern, vermehrt
um den halben Unterschied, zieht vom Anfangspunkte der Linien eine Tangentean den kleinen Kreis,
welche gerade den Durchschnittspunktbeider Kreise trifft, und sällt von diesem ein Perpendikelaus den
Durchmesser,so ist der Durchmesser des großem Halbkreises das arithmetische,die Tangente das geome¬
trische und das größere Segment des Durchmessers das harmonische Mittel zwischen den beiden gegebenen
Linien, und diese drei Mittel bilden eine stetige geometrische Proportion.

In Fig. 2 ist das arithmetische, das geometrische uud das harmonische Mittel
zwischen und

11. Der Satz des §. 5. lautet dann: Halbiert man die Strecke zwischen zwei zuge-
geordneten harmonischen Punkten (in N), so verhalten sich die Entfernungen des
Mittelpunktes von den drei harmonischen Punkten, die nach derselben Seite liegen,
stetig zu einander; nämlich NL : UO — Nv : Nv. (Fig. 1.)

Den Satz des §. 6. kann man vielleicht am besten so aussprechen:
„Schneidet man eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, in welchem das

Perpendikel aus dem rechten Winkel aus die Hypotenuse gesällt ist, zu beiden Seiten
ihres Endpunktes aus der Hypotenuse selbst und deren Verlängerung ab, so sind die
Endpunkte der doppelten Kathete und die Endpunkte des getheilten Segments zu¬
geordnete harmonische Punkte." In Fig. 3 sind ^ ^ v, ? harmonische Punkte.

12. Die Proportionen (III) und (VI) geben, auf Fig. 1 angewandt, VL : DL —
und LN : — L0 : Lv.

D. h.: Halbiert man die Strecke zwischen zwei zugeordneten harmonischen Punk¬
ten aus einer harmonisch getheilten Linie, so bilden die Entfernungen jedes der
anderen zugeordneten Punkte von den übrigen vier Punkten der Reihe nach eine rich¬
tige geometrische Proportion.

13. Aus der Gleichung VII solgt: M M NO :
D. h,: Die Strecke zwischen zwei zugeordneten harmonischen Punkten wird
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durch den dritten dazwischen liegenden harmonischen Punkt nach demselben Verhält¬
nisse getheilt, als die ganze Linie durch den Mittelpunkt der halbierten Strecke zwi¬
schen den andern zugeordneten Punkten.

Die Gleichung VIII spricht den merkwürdigen Satz aus:
Die beiden Entfernungen je zweier zugeordneten harmonischen Punkte aus

einer harmonisch getheilten Linie sind die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks,
zu dem die Summe der beiden äußeren Theile die Hypotenuse bildet.

15. Auch der solgende bekannte Satz Bernouillis führt aus die harmonische Theilung:
Zieht man durch einen Punkt innerhalb oder außerhalb eines Dreiecks Trans¬

versalen nach den drei Ecken, bis sie die gegenüberliegenden Seiten oder deren Ver¬
längerungen schneiden, so verhalten sich je zwei dadurch entstandene Abschnitte einer
Seite wie die näheren Abschnitte der anderen anliegenden Seiten dividirt durch die

entfernteren, z. B. : OL — ^ ^ (s. Fig. 4 u. 5!).
Nennt man, wenn die Transversale durch ein Dreieck die Verlängerung einer Seite trifft, die

Entsernungen des Durchschnittspunktesvon den Enden der Seite auch Abschnitte derselben, so gilt auch
folgender Satz des Menelaos: >

Zieht man eine Transversale durch ein Dreieck, welche die drei Seiten oder deren Verlängerungen
schneidet, so verhalten sich je zwei Abschnitte aus einer Seite wie die näheren Abschnitteder anderen an¬

liegenden Seiten, dividirt durch die entfernteren; z. B. : LH — ^ (s. Fig. 6!). Verbindet
man diese beiden Sätze mit einander, so ergiebt sich ein Satz über harmonische Theilung.

Zieht man durch einen Punkt in einem Dreieck Transversalen von den Ecken,
bis sie die Seiten oder deren Verlängerungen schneiden, und legt auch eine Trans¬
versale durch je zwei dieser Durchschnittspunkte, so bestimmt diese noch einen zweiten
Durchschnittspunkt auf der dritten Seite, und dann ist jede Seite des Dreiecks in den
beiden Durchschnittspunkten harmonisch getheilt.

Beweis. (Fig. 7.) : VIZ ^ ^
' . .4,? LL

: LH — ^ ^
folglich : VL ^ : LS.

Nennt man, wie gewöhnlich, eine Figur, bei welcher jede von vier Linien die drei anderen durch¬
schneidet, ein vollständiges Viereck und die drei Linien, welche je zwei der drei unverbundenen Durch¬
schnittspunkte verbinden,die Diagonalen desselben, so bildet jedes Dreieck mit drei Transversalen, die von
den Ecken durch einen Punkt gehen, und einer vierten, die durch zwei Durchschnittspunktederselben bis
zur dritten Seite gezogen wird, ein vollständigesViereck mit seinen drei Diagonalen.

Darum solgt aus dem Vorigen unmittelbar der Satz:
In einem vollständigen Viereck wird jede Diagonale in den Punkten, in wel¬

chen die beiden andern sie durchschneiden, harmonisch getheilt.
In Fig. 7 ist ^.^(ÜLIZII ein vollständiges Viereck, XL, L!II und sind die Diagonalen,

und ist in I) und OH in X und O, in I< und (? harmonischgetheilt.
16. Dieser Satz giebt zugleich einen bequemen Weg an, wie man zu drei auf einer geraden

Linie gegebenen harmonischen Punkten den vierten finden kann.
Soll zu einem äußern Punkte der innere zugeordnete gefunden werden, so verbinde man (s. Fig. 8)

die zwei gegebenen zugeordnetenPunkte ^ mit einem beliebigen Punkte 15 außerhalb, ziehe vom
dritten gegebenenPunkte I) eine beliebige Transversale durch das Dreieck I^O, verbinde die Durch-
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schnittspunkte L und ? mit und L!, und ziehe aus X durch den Durchschnittspunkt der Linien

und die Linie I<L, so ist,L der zu v zugeordnete harmonische Punkt.

Sind dagegen drei auf einander folgende ^ L, 0 der vier harmonischen Punkte gegeben, und

es soll der zu L zugeordnete äußere gesunden werden, so verbinde man ^ L und L mit einem beliebigen

Punkte X, ziehe von ^ und C! durch einen beliebigen Punkt der Linie XL die Querliuien und

dann eine Linie durch D und bis sie scheidet, so ist dieser Durchschnittspunkt der gesuchte vierte

harmonische Punkt.

17. Aus eine andere Art gelangt man zu harmonisch getheilten Linien durch den bekannten Satz

von I. Steiner, der gewissermaßen nur ein specieller Fall des vorhin bewiesenen Satzes vom vollstän¬

digen Viereck ist:

Zieht man durch die Spitze eines Dreiecks eine sogenannte mittlere Transver¬

sale, d. h. nach der Mitte der Grundlinie, und auch eine Parallele zu der letzteren,

so wird jede gerade Linie, welche die vier von der Spitze ausgehenden Linien schnei¬

det, von diesen harmonisch getheilt.

Der Beweis wird am leichtesten für Linien geführt, welche durch die Mitte der Grundlinie gehen,

läßt sich aber auf jede andere übertragen.

Ist in Figur 9 das Dreieck, v die Mitte von OZZ ^ so ist, wenn man durch

O die Linie beliebig zieht, Dreieck Dreieck IML; darum verhält sich:
M

VS : OL — - M.

Aus beiden Proportionen solgt, da D^. — VL ist,

d. h. ?(? ist in v und H harmonisch getheilt.

Zusatz 1. Da nun jede vier Linien, die von einem Punkte ausgehen und eine

sie durchschneidende harmonisch theilen, auch alle anderen nach diesem Ver'hältniß

theilen, so nennt man solche vier Linien Harmonicalen oder harmonische Strahlen.

Verlängert man sie über den Scheitel hinaus, so haben von den acht Linien, die von

demselben Punkte ausgehen, je vier aus einander folgende die genannte Eigenschast.

Znsatz 2. Ist das Dreieck aus dem die harmonischen Strahlen hervorgehen, gleichschenklig,

so stcht die mittlere Transversale auf der Grundlinie und auf der zu ihr parallelen LW senkrecht,

und halbiert den Winkel ebenso M den Nebenwinkel von Daraus ergiebt sich der Satz:

Wenn von vier harmonischen Strahlen der eine den Winkel halbiert, den die

beiden andern zugeordneten bilden, so hat sein zugeordneter dieselbe Eigenschaft

und steht aus ihm senkrecht.

Zusatz 3. Ist das Dreieck dagegen rechtwinklig, so ist die mittlere Transversale gleich der

halben Hypotenuse, L!I) — — VL, solglich ^ x — ^ ^ — t — ^ und es gilt auch

der umgekehrte Satz:

Wenn von vier harmonischen Strahlen zwei zugeordnete aus einander senk¬

recht stehen, so halbiert jeder den Winkel, den die beiden andern zugeordneten mit
einander bilden.

Zusatz 4. Wenn man in einem Dreieck einen Winkel halbiert und auch dessen

Nebenwinkel, so theilen die Halbierungslinien die gegenüber liegende Seite har¬

monisch.

Dieser Satz, der sich aus dem Vorhergehenden von selbst ergiebt, kann auch ganz unabhängig

hiervon vermittelst zweier bekannten Sätze vom Dreiecke bewiesen werden.

18. Der im vorigen 8. bewiesene Satz giebt ein Versahren an die Hand, zu drei harmonischen

Strahlen den vierten zu finden.



Ist zu dem Strahl (s. Fig. 1V), der zwischen und ^1) liegt, der zugeordnete zu sinden-

so ziehe man aus einem beliebigen Punkte L des Strahls ^ LL ^ ^VI), verbinde

6 mit L durch eine gerade Linie und ziehe aus ^ eine Parallele dazu; dann ist diese der vierte zu

zugeordnete harmonische Strahl.

Wenn dagegen der zu H.L (s. Fig. 11) zugeordnete Strahl gesucht werden soll, so ziehe man

LA » HI) zwischen den Linien HL und HL, halbiere LA in IL und ziehe HL durch II; dann ist

diese Linie der vierte harmonische Strahl.

19. Wenn aus einer Linie vier harmonische Puukte gegeben sind, und man

beschreibt um den Abstand zweier zugeordneten als Durchmesser einen Kreis, so

haben die Abstände sämmtlicher Punkte des Kreises von den beiden andern zugeord¬

neten Punkten dasselbe Verhältnis.

Beweis. Da in Figur 12 H, L, 0, v vier harmonische Punkte sind, so sind LH, LL, L(',

LI) harmonische Strahlen. Da serner LL und LI) einen rechten Winkel bilden, so halbiert nach §, 17.

Zusatz 3. LL den Winkel HLL; deinnach verhält sich:
HL : LL — HL ! LL

d. h. das Verhältnis; HL : LL ist von der Lage des Punktes L auf dem Kreise unabhängig.

2V. Zieht man durch einen Punkt in einem Kreise Sehnen oder durch einen

Punkt außerhalb Secanten, und legt an je zwei Durchfchniltspunkte derselben mit

dem Kreise Tangenten, so liegen die Durchschuittspuukte aller Taugeuteupaare auf

eiuer geraden Linie, welche auf der Centrale, die durch den angenommenen Punkt

geht, senkrecht steht. Das Rechteck aus den Abständen dieser Linie und des Puukts

vom Mittelpunkte ist dem Quadrate des Radius gleich.

Beweis. Wenn durch den gegebenen Punkt 0 (s. Fig. 13) eine Sehne LH gezogen ist, und

an II und 15 Tangenten gelegt sind, die sich in 6- schneiden, so sälle man aus A das Perpendikel (M

aus die Verlängerung von NL; dann ist, wenn man UA und 2LI zieht, NL.NAi^NII^, weil NL6-

ein rechtwinkliges Dreieck und HL darin die Höhe ist. Da nun aber das Dreieck NLL NHA ist,

so ist auch

AL.W — NV.ÄlH; also ZW.ÄLV NU- — dem Quadrat des Radius.

Durch diese Gleichung ist die Lage der Linie M bestimmt; darum müssen die Durchschnitts¬

punkte aller Tangentenpaare, deren Berührungssehnen durch 6 gehen, aus dieser Linie liegen.

Zusatz I. Für alle Sehnen, die durch gezogen werden, liegen die Durchschuittspunkte der

Tangentenpaare aus ; ebenso werden sür alle Secanten, die durch H gehen, die Durchschnittspunkte

der Tangentenpaare aus der Verlängerung von LL liegen. Darum nennt man L den Pol von LN,

die Polare deZ Punkts p, H den Pol zu LL, LL die Polare von H.

Zusatz 2. Die Pole aller Liuien, die durch denselben Punkt innerhalb oder

außerhalb eines Kreises gehen, liegen aus der Polare des Punkts. Umgekehrt

schneiden sich die Polaren aller Pole, die in gerader Linie liegen, in dem Pole dieser

Linie. Der Pol einer Tangente am Kreise ist der Berührungspunkt.

Zusatz 3. Da NL.NH — ZIL2 und LL in U halbiert ist, so sind nach K. 11. I),

L, L, H harmonische Punkte; d. h. der Durchmesser eines Kreises wird durch einen

Pol in ihm und durch die zugehörige Polare harmonisch getheilt.

Zusatz 4. Auch jede Sehne oder Seeante, die durch den Pol eines Kreises geht»

wird durch deu Pol und die zugehörige Polare harmonisch getheilt.

Beweis. (Fig. 14.) Um zu beweisen, daß (ZL in L und H harmonisch getheilt ist, ziehe man

ÄIL senkrecht aus 6L> so ist Dreieck NLH ^ HOL, folglich H0.HÄI " HL. HL,

oder wenn inan HL — UH—NL und H.L im LH—LL setzt,
HU--NL.NH — HL«-LL.LH.



Zieht man diese Gleichung von N^2—NI> — ^2 ^ ^
NI.- — 1^,1^,

Da aber VIZ in L nnd ^ harmonischgetheilt ist, so muß
— UL2 im NX2

UX2-ZII.2 ^ ^2 — I^.I^.
Diese Gleichung läßt erkennen, daß (?X in I' und ^ harmonisch getheilt ist, da 1^ die Mitte

von <ZX ist.

21. Der Satz des vorigen §. läßt sich auch umkehrenund lautet dann:
Zieht man aus verschiedenen Punkten einer geraden Linie Tangentenpaare

an einen Kreis, und verbindet die Berührungspunkte jedes Paares, so durchschnei¬
den sich alle diese Berühruugssehnen in demselben Punkte, welcher außerhalb des
Kreises liegt, wenn die gegebene Linie den Kreis durchschneidet, aber innerhalb,
wenn sie ihn nicht trifft. Das Rechteck aus den Abständen des Punkts und der Linie
vom Mittelpunkte ist dem Quadrate des Radius gleich.

Beweis. Ist in Fig. 13 die gegebene Linie, so ziehe man die Linie durch den Mittel¬
punkt senkrecht auf lege aus dem beliebigen/Punkte in derselben Tangenten an den Kreis, so wird
die Verbindungslinie der Berührungspunkte XU auf der Ceutrale Ml senkrecht stehen und in einem ge¬
wissen Punkte O die Linie durchschneiden.

Beschreibtman nun um ÄIA als Durchmessereinen Kreis, so geht derselbe durch X, X,
demnach ist, wenn man X? auf ZI^, senkrecht zieht,

— xci.ex — ve.W — 0x2,
also auch ^IX^ ein rechtwinkliges Dreieck und

— UN- m NN-.
Da nun durch diese Gleichung die Lage des Punkts 0 auf der Centralen X^. für ein beliebiges

Tangentenpaar bestimmt ist, so werden die Berührungssehnen aller Tangenten,die von einem Punkte in
ausgehen, sich im Punkte L durchschneiden.

22. Zeichnet man in einen Kreis ein vollständiges Kreisviereck und verbindet
die Durchschnittspuukte der Diagonalen und Seiten durch gerade Linien, so liegen
die Vereiniguugspunkte der Tangenten, die an irgend zwei Eckenpaare gelegt sind,
auf derjenigen Verbindungslinie, welche die Durchschnittspunkte der von denselben
Ecken ausgehenden andern Seitenpaare oder Diagonalen verbindet, und theilen
dieselbe harmonisch.

Beweis. Da bei jedem vollständigen Viereck Seiten und Diagonalen harmonischgetheilt werden,
so werden auch die Sehnen LX und X^, die zum vollständigen Viereck XW^.XI) gehören, in X und
X, in X und U harmonischgetheilt.

Da aber auch jede Sehne, die durch den Pol eines Kreises geht, durch diesen und die zugehörige
Polare harmonischgetheilt wird, so liegen ^1 und I. auf der Polaren von X. Aus demselben Grunde
ist OL in X und ^.X in II und X harmonischgetheilt, und ?X ist die Polare des Punkts X. Da
sich nun XX und IM im Pnnkte (Z- schneiden, so ist (Z- der Pol von XX.

Legt man daher an ^ und 1Z, I) und X Tangentenpaare, so müssen sich je zwei auf der Pola¬
ren des Punkts Ll, d. i, auf XX, vereinigen. Ebenso werden sich die Tangentenpaare an X und X, X
und ^ aus (lX, der Polaren des Puukts X, schneiden; die Tangentenpaare an 15 und I), und X
aus (M, der Polaren des Punkts X, in welchem XX und ^X zusammentreffen.

Verlängert man die Tangenten W und XX, so schneiden sie sich in einem Punkt der Linie 61-,
Da nun L, X) X, X vier harmonische Puukte sind, so sind LX, XX, XX, XL harmonischeStrahlen
und theilen auch die Linie XX in O und X harmonisch-.



23. Sucht man zu zwei Kreisen die Aehnlichkeitspunkte, so theilen diese die

Centrale harmonisch.

Bekanntlich schneiden die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise die Centrale in den Aehnlich-

keitspunkten. Zieht man daher in Fig. 16 die innere Tangente LL! und die äußere 1)15, so sind ^ und

X die Aehnlichkeitspunkte. Verbindet man noch die Berührungspunkte v und L mit dem Mittelpunkte

ZI, L und mit ^ so ist Dreieck NL^. ^0^ Dreieck NVI5 ÜMI5; demnach verhält sich:
^ — NL -

All - Xll - Nv :

solglich ^ — NX :

d. h. N) I< sind vier harmonische Punkte.

24. Beschreibt man in und um einen Kreis zwei regelmäßige Vielecke von

gleicher Seitenzahl, und auch zwei von doppelter Seitenzahl, so ist die Fläche des

innern Doppelecks das geometrische Mittel zwischen dem innern und äußern Vieleck

von einfacher Seitenzahl, das umschriebene Doppeleck aber das harmonische Mittel

zwischen dem innern Doppeleck und dem umschriebenen Vieleck von einfacher Seiten¬

zahl.
Beweis. Ist in Fig. 17 ^IZ die Seite eines in den Kreis beschriebenen Vielecks v, so wird,

wenn man NIZ darauf senkrecht zieht, und an H eine Tangente legt, bis sie von den verlängerten Radien

N^ und ZW begrenzt wird, <üv die Seite des umschriebenen Vielecks u, die Sehne die Seite des

eingeschriebenen Vielecks mit doppelter Seitenzahl V, und wenn man noch die Tangente ^,6- — W

zieht, die halbe Seite des umschriebenen Vielecks II von doppelter Seitenzahl.

Demnach ist das Dreieck im ^ v, ^ND — ^ V, NM ^ u, NW — ^ II.

Nun verhält sich, da die Dreiecke N^,? und N^Iü, N^L und NM gleiche Höhen haben,
N/VI' : N.4N — N? ! NL — N/V : Nc?

N^L : NVD — N^ : NO

folglich N^I' : N/VI^ m N/VL - NO!!,

oder wenn man mit der Seitenzahl 2n multiplicirt, und die obigen Werthe für die Dreiecke setzt,
v : V V : u.

Hiedurch ist die erste Behauptung des Satzes erwiesen.

Da ferner N(? den Winkel <ÜNL halbiert, so verhält sich

M Nv - ND NO : N^,

folglich NVL - N^IZ

oder 0NL—N^.eW - N^VD—N^ ^ NLL : N^?..

Setzt man statt der Dreiecke die obigen Werthe, durch die Vielecke ausgedrückt, und multiplicirt

zugleich die ganze Proportion mit 2v, so erhält man. da N^LW 2 NW ist:
n—II II—V u : V.

Diese Proportion beweist, daß u, II, V harmonische Größen sind.

Es ließen sich die vorhergehenden Betrachtungen über harmonische Theilung leicht noch viel weiter

ausdehnen; allein für die Zwecke der Realschulen und in Rücksicht auf die Zeit, welche dem rein geome¬

trischen Unterrichte gewidmet werden darf, möchte das Gegebene genügen. Mit gereifteren Schülern, als

diese Deductionen voraussetzen, kann man, wosern die Zeit es erlaubt, das harmonische Verhältniß noch

trigonometrisch behandeln und wird zu neuen fruchtbaren Sätzen gelangen.

8amo.
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