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Heber dad harmonijche Verhaltnif.

]
%cmerfmlﬁ. Do die Lebre von ber harmonifhen Theilung der Linien, obwobl eine ber interefjanteften
und frucbtbarfien in der ebenen Geometrie, in den meiften Lebrbiidhern, 3 B. denen von Koppe und
Sambly, etwad ftiefmiitterlich bedbadht ift, jo will id auf den folgenden Blittern efivad usfiibrhidered
pariiber mitjutbeilen verfuden, obme jeboch den Gegenftand erfhopfen oder durdoud Neued aufjtellen ju
wollen.

1. Die Meibe 1, 3, L L 4 2, bei weldher die Reihe der gewdhnlichen Bablen bie Renner bilbet,
witd die harmonifhe genannt, weil befanntermafien, wenn 1 die Linge der Saite irgend eined Grund-
toned bejeichnet, & bie Saitenlinge der hoberen Octave, § die Linge fitr die Octape ber Juinte, F die
Saitenldnge der yeiten hoberen Octave w. f. w. anbeutet.

Fn biefer Neibe baben je brei auj einanber folgende Glieder die Gigenjdaft, baf bad erjte ders
jelben fidh sum dritten verbdlt, wie ibre Unterichieve nut dem mittleren Gliede; 5. B. F:F=1—4%: 4
= o o

Daber nennt man je dret Jablen a, b, e, die in Dem angedeuteten Lerhdalt-
niffe a:e=h a:c— bftehen, — fie mogen diefer Meihe angehdren odex nidht
— drei harmonifde Babhlen, die mitiTere derfelben dad harmonifde Mittel jwifden
pen beiben anbern und jeme Proporiion eine harmonifde. Solde harmonijhe Sablen
find 3. B. 3, 4 6; 10, 12, 15; 3. 3 £ Dieje Sahlen haben aber nodh audere merbwiitdige Eigens
ihaften und beftimmte BVegiehungen su fretigen Sablen, welde mum naber evbrtert werben follen.

; . o bh=a c—h
2. Nud der Proportion a : e=b—a : c—b (I) ergiebt fi) — = —— , oder wenn man
aui beiden Geiten der Gleidhung nod mit b bdividivt und die Bridhe vebucirt,
1 1 1 1
— — == — — (1.
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MNenmt man nun diejeniqe Jabl, welde, mit ciner gegebenen mulfiplicivt, dad Product der Eine
beit gleih madyt, bad Meciprofe der gegebenen Sabl, fo folgt aud der Gleichung (II) ber Satby:

Sind a, b, ¢, drei barmonifde Jablen, fo fteben bie reciprofen TWerthe ders
jelben in ftetigem avithmetifden Berhaltniffe, 0. b, {ie haben gleidhe Untexidiede

3. Nudy bie reciprofen Werthe der grofiten dreier harmonifden Jablen und
ibrer Unterfdhiiede mit der fleinften und mittleven fieben in ftetigem avithmetifden
Berhaltniffe
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Denn aud der Proportion (I) folgt duxch corvefpondirende Adbition und Subtraction

ad+c:e=ec—a:c—bhb :
. ']
fnr 2c:c—a=2¢—b:c—borecic—a=c— 5 :c— b (I
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4. Aug (I) crgiebt fich der Werth von b = “50 — TF A

alio l‘ Sfrae = 1rac : h{IV)
Da nun if;" bad avithmetifhe Mittel, 7 ac dad geometrijthe, b dad havmonijde WMittel wifdhen o w. ¢
ift, fo ergicht fidy der Sab:

Die drei DMittel swifden irgend jwei gegebenen Jablen, ndmlid dad arith
metifde, geometvifdhe und harmonifde Mittel, fieben in cinem fetigen geometrifdhen
Berhaltuiffe. Bon diefen it dad avithmetijde Mittel dad grofie, dad harmonifde
dad fleinfte,

5. ud der Broportion (I) folgt wicder durd) corvefpondivendé Addition und Subtraction:

29 — b :bh —=h:2e —Dh
h Is 1] b <
oDeY iy i S R e = o (V).

Diefe Proportion [ajt {idh in folgenden Sap fajjen:

Nud drei harmonifden Jablen entjteben brei jretige Jabhlen, wenn man jebde
verfelben um bad halbe hormonifde Mitiel verringert.

Mud den Harmonifhen Bablen 21, 24, 28 3. B, erbdlt man die fretigen Jablen 9, 12, 16, in
bem man von jeder 12 abjieht.

6. Da nun auf diefe vt dbad halbe bavmonifche Mittel cin geometrijhed wird, fo folgt umae-
febyrd :

Mud drei fretigen Sabhlen werden drei harmonijdhe abgeleitef, wenn man 3u
jeder berfelben Dad geometrifdhe Mittel adbdivt

ud den fretigen Sablen 2, 12, 72 5 B. ergeben jich die harmonijden 14, 24, 84; allgemein
entjteben aud ben fietigen Grdfen m, n, p die harmonifhen m 4 n, 2n, p 4+ n.

7. Mg (D) folgt audh 2a — b:a =b:ec=2 b—2a:¢—a

I L
alfo a : ‘A b—a:ec—a (VL)

ober nad) einigen Umfjormungen
i 1 2

b—a A c—a
Nehnliche Melationen, roeldhe bad havmonifhe Berhaltnih cbenfogut beftinmmen, find nod: I
]

c—a:e—Db i

I
c—b:b—a—e— 5 ; (VII)




8. Do nad § 3 e—b:c—a = c: c -4 a i jo ift aud
De—2hvo—a = 2 o8
pbey ¢c+a—2be—a =c—a:ic |+ a
folglih (c—a)2 = (c+a)? — 2b (¢+4a) = (e+a—b)? — b2 (VIII).

9. Diefe Berhiltniffe und Gigenfhaften der havmonifthen Jablen geftalten fidh ju newen Sdken,
wennt a, b, ¢ bic Mafsahlen dreier Linien bedenden, die auf eine Linie von demfelben Puntte A aug
nad) erfelben Seite aufgetragen find, fo daf AB — a, AC — b, AD = ¢ wird, (ZSiehe Fig. 1)

Dann gefiattet fich die Grundeigenfhajt dex havmontjthen Jablen folgenbevmagen:

AB : AD — AC — AB : AD Al
pher AB : BC.— AD : DC,
und man faun demnach bie Grflarung audjvreden:

Eine Linie (AD) ift barmonifd getheilt, wenn der exjte ThHeil {1dh jum jwetien
perbhilt, wie bie qanze %inie jum bdritten Theile, von weldem Enopunfet man aud
saflen mag.

Hierbei nennt man A und €, B und D jugeordnete, havmonifthe Punkte und fagt auch wobl,
AC fei in B unb D ober BD in A und C harmonifh getbeilt,

10, Ter Sak tiber die rei Mittel im § 4. 16t fich geometrifh, wie folgt, daxftellen und leicht
beroeifen,

Trdgt man auf eine Linie jwei gegebene von demfelben Enbpuntte nady Lerfelben Midhtung ouf,
bejhreibt einent Dalbfreid tiber dem Unterfchiede Deider Linien, einen jweiten fiber ver fHeinevn, vermebrt
um pen Dalben Untexfhich . iieht bom Unfangdpunfte bev Binien eime Tangente an den Theinen Mrag,
weldye gerade den Durchfihnitt@puntt beider Kreife trifft, und fallk von diefemn cin Perpendifel auf den
Durdhmeffer, fo ift der Durdmefjer bed grofiern Halbfreifed bad arithmetifthe, vie Tangente das geome-
trifhe und Dad grofere Seqment ded Durdpmefferd dad barmonifihe Mittel jiwijden den beiden gegebenen
@inien, und diefe rei Mittel bilden cine ftetige geometrifihe Proportion,

In Fig. 2 ijt AD bad avithmetijhe, AE dad geometrifibe und AF da§ Darmonijdpe Mittel
spifden AC unh AD.

11. Der Sab ded & 5. [autet dann: Halbicrt man die Strede jhoifden jmer juge:
qeotdneten harmonifden Puntten (in M), fo verbalten fidh bie Enifernungen Dbed
Mittelpunfied von dem drei harmonifhen Puntien, die nad derfelben Serte liegen,
ftetig su einander; ndmlidy MB : MC =— MC : MD. (fig. 1.

Den Saf ded § 6. Fann man vielleiht am bejten fo audjprechen:

JSdneidet man ecine Kathete eined redhiwinfligen Dreiedd, in welden
Perpendifel aud dem vedhten Winfel auf die Hypotenufe gefdllt ift, ju beidven
ihred Gndpunfted aufi der Hypofenufe felbjt und deven Berldugerung ab, jo {1
Gudbpuntie der doppelten KRathete und die Gndpunfte ded getheilten Segmen
qeorbuete harmonifdhe Puntter In Fig. 3 find A, E, D, F harmonijdhe Punite,
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12. Die Proportionen (I und (VI) geben, auf Fig. 1 angewandt, DC : DB — DM : DA
und. BM : BA = BC : BD,

D. b Halbiert man dic Strede jwifdhen jwei jugeordneten harmonifden Punk
ten auf eiwer Darmoni{d getbeilten Linie, jo bilben Die Gnifernungen jeded dew
anderen sugeordneten Puntte von den fdrigen vier Punften dev Neihe nad cine vidh-
tige geometrifdhe Proportion,

13, Aud der Gleihung VIL folgt: CD : CB = MD : MA.
D. b.: Die Strede 3wifden jwei jugeordneten harmonifden Punffen wird




purd den britten dagwifden liegenden harmonifden Puntt nad demfelben Berhdilt-
nifje getheilt, ald die gange Linle dDurd) den Mittelpuntt der balbierten Strede jwi-
fhen ben anbern jugeordnefen Puntften

14. Die Glethung VIIT fpricht den mevfwiicdigen Sap aud:

Die beidben Gnifernungen je sweier jugeordneten harmonifden Punfte auf
giner barmonifd getheilten Rinie {ind die Katheten eined rvedtwinfligen Dreieds,
s Dem bie Gumme der beiden dufieven Theile die Hypotenufe bildet

15. Yudh dex frrigcnte befannte Saly Bernouillid fibrt auf die I)nmluuif{i}t Theilung :

Fieht man durdh einen }Juuft innerhalb ober auferhalb eined Dreiedd Trand:
perfalen nad) den drei Gden, bid {ie die gegendberliegenden Seiten oder deven Bey-
fangerungen fdneiden, fo verhalten Jidh je ywei dadurd) entjtandene Ab{dhnitie einer
@eite wie pie ndberen Ab{dnitte der andeven anliegendben Seiten bividirt dburd bie
entfernteren, 3 B. AD : DB = ;? : IB:— (. ¥ig. 4 w 3.

Mennt man, wenn die Trandverfale dburd) ein Dreied bic Verldngerung einer Seite trifft, bdie
Enfiernungen bed Durdfdnittdpuntted von den Enden der Seite audh Abjdmitte derfelben, fo gilt aud
folgender Saly ved Meneland:

Jieht man eine "‘muﬂverm[u_ burd) ein Dreied, welde die drei Seiten ober deren Verldngerungen

fhneidet, fo verhalten fidy je zwei Wbfhnitte auf einer Seite wie die niberen Abjdnitte der anderen ans
liegenden eiten, dividivt durd) die entfernteren; 3 B. AG : BG = ?:ﬂ : f: (. Tig. 61). DBerbinbet
man bdiefe beiden Sdge mit einander, fo ergiebt fich ein Sak (ber harmonifhe Theilung.

Aieht man dburd einen Punft in einem Drefed Trandverfalen von dben Eden,
bid fie bie Seiten oder Deten Derldngerungen {dneidben, und legt aud eine Trand-
verfale durd) je jwet diefer Durd{dnittdpuntte, {o bt]’timmt piefe nod einen gweiten
Durdbidnittdpuntt auf dber dritten Seite, und dann ift jedbe Seite bed Dreiedd in den
beiden Durdidnittdpuntten harmonifd getheilt.

e i d AF BE
Beweid. (Fig. 7.) AD : DB = ¥o | B
sy, AR | BB

-'A\ ( i ]’.’) (J' ! I.‘i_: ¥ P ‘: i

folglih AD : DB = AG : BG.

Dennt man, wie gewdhnlid, cine Figur, bei welder jede von vier Linien die drel anderen durdy-
jhneidet, em volljtandiged Viered und Ddie dret ¥mien, welde je siwel der drei unverbundenen Durdh-
jdmittapuntte verbinden, die Diagonalen beffelben, fo Dildet jeded Dreied mit drei Tvandverjalen, die von
ven Gefen durdh einen Punkt geben, und einer vievten, die durdh jwe 3}n1't[1111}niri3punftc perfelben big
jur Dritten eite gejogen wird, ein vollftandiged Vieved mit feinen drei Diagonalen.

Doarum folgt aud bem LVorigen unmittelbar ber Sab:

Jnetnem volljtandigen Bieved wird jedbe Diagonale in den Punfien, in wel-
den die beiden andern {ie durdidneiden, harmonifd getbheilt.

dn Fg. 71t AFCEBH ein vollitdndiges Bieved, AB, CH und FE find die Dingonalen,
und AB it in D und G, CH in K und D, FE in K undb G Unmmm!dj getheilf.

16. Dicfer Sap giebt jugleich einen bequemen Weg an, wie man ju drei ouf einer geraden
vinie geqebenen barmonifdhen Puntten ben vierten finben famn.

@oll ju einem dufiern Puntte dev innere jugeordnete gefunden werden, fo verbinde man (f. Fig. 8)
Die jiwel gegebenen jugeordneten Punkte A, C mit einem lwl:'chiqtu Punfte K aufierhalb, ziche vom
pritien gegebenen Bunfte D eime befiebige Trandverfale burdh bad Dreied KAC, verbinde bie Durdh:
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fbnittdpunfte £ und F mit A und C, unbd ziche aud K durd den Durdfdmittdpuntt G der Linien AE
und CIF bie Linie KB, fo ijt. B bex ju D jugeordbnete harmonifdhe Punti.

Sind bagegen brel auf einander folgende A, B, C ber vier hormonifdhen Punfle gegeben, und
e@ foll Der ju B jugeordnete dufiere gefunden tverden, fo verbinbe man A, B und C mit einem beliebigen
Punfte K, ziehe von A und C durd) einen beliebigen Punft der Linie KB die Duerlinien AE und CF,
dann eine Linie durh E und F, bid fie AC {deidet, o ift diefer Durchfhmittdpuntt ber gefudhte vierte
harmonifhe Tuntt.

17, Auf eine andere At gelangt man ju hormonifdh getheilten Lnien durd) ben befannten Saf
von . Steinmer, ber gewiffermafen nur ein fpecieller Fall bed vorbin bewiefenen Safed vom vollfidn
bigen Bieved ift:

Jieht man durd die ©pide cined Dreiedd eine fogenannte mittleve Trandvers
fale, b, b nady dber Mitte der Grundlinie, und aud ecine Pavallele ju vex lebteren,
fo wird jede gerabe Linie, welde bie vier von ber Spife audgehenden Linien {dHnei-
oet, von diefen hovmonifd gqetheilt.

Der Beweid witd am leidhtefen fiix Linien gefiihet, roeldhe durch die Mitte der Grumblinie gehen,
laft fich aber auf jede anbere iibertragen.

Sit in Figur 9 ABC dad Dreied, D die Mitte von AB, CE || AB, fo ifi, wenn man durd
D bie Cinie FH belichig zicht, Dreied FAD ~ FCH, Dreied DGB ~ HGC; davum berhdlt fid):

BED. DA = WH. . HC
DG : DB = GH : HC,
Yus Deiben Proportionen folgt, ba DA — DB iff,
A1 BUNEHI B € om0 [N 15
0. b FG ift in D und H bavmonifh getheilt,

Jufa 1. Da nun jede vier Linien, die von einem Punfte audgehen und eine
{ic butdhidneidende harmonifd theilen, aud alle anderen nad diefem Berhdltnif
theilen, fo nennt man folde vier Linien Havrmonicalen ober harmonifde Strablen
Berlangert man fie itber den Sdeitel hinausd, fo haben von den adht Linten, die von
bemfelben Punfte audgeben, je vier auf einander folgende die genannte Gigenfdhaft.

BQufas 2. St das Dreeied ABC, aud dem die harmonifehen Strahlen hervorgehen, gleidhichentlia,
fo ftebt bie mittlere Trandverfale auf der Grundlinie AB und auf bev ju ihr parallelen CE fentredit,
und Balbiert den Winfel ACB, ebenjo EC den Mebenoinfel von ACB. Darvaud ergiebt fid) der Sap:
; Tenn von vier harmonifden Strahlen der eine den Wintel halbiert, den die
Beiden anbern jugeordneten bilden, fo bat fein jugeovdneter dbiefelbe Gigenfdaft
unbd fiebt auf ibm fenfredt.

Bufng 3. It dbagd Dreied ABC bagegen redhiwintlig, fo ift die mittlere Trandverjale gleidh dex
halben Hypotenufe, CD — AD — DB, folglih 2 x —y =B, 2~ z = t = A, und & gilt aud
der umgefebrie ©ak:

Wenn von vier harmonijdhen Strahlen jwei jugeorbnete auf einander fent-
vedht feben, fo balbiert jeder den Winfel, den die beiden anbern jugeordneten mit
cinander bilben,

Sufab 4 Wenn man in einem Dreied einen Wintel halbicrt und aud beffen
Rebenwintel, fo theilen die Halbievungdlinien die gegeniiber liegende Geite har-
montfd.

Diefer Sak, der fidh aud dem Vorhergehenden von felbit ergieht, fann aud) gang unabhingig
hiervon vermitteljt yweier befannten Sdge vom Drelede Dewiefen werden.

18, Der im vorigen §. bewiefene Sap giebt ein Berjahren an die Hand, su drei harmonijden
Strablen Denw pierten ju finden.

i
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it su dem Steahl AC (1. Fig. 10), der ywifhen AB und AD liegt, der = jugeordnete ju finden
jo siehe man aud eincum belichigen Punfte F ded Gtrahlz AC FG || AB, FH | AD, verbinde
G mit H durd) eine geradbe Sinie und ziche aud A eine Parallele daju; dann it diefe der vievte ju AC
sitgeoyonete: havmonifhe Strabl.

enn dagegen der ju AD (f. Fig. 11) jugeordnete Strahl gefucht werden foll, fo jiche man
‘G| AD gwifhen den Qinien AD und AC, Dbalbiere FG in H und ziehe AE durdy H; bdann ijt
f 2inie der viette harmonifhe Strabl.

19, PWenn auf einer Linie vier hbarmonifde Punfte gegeben find, und man
bejdhreibt um den Abjtand jweier jugeordnefen ald Durdmejfer einen Hreid, fo
baben die Abfiande fammtlicher PBuntte ded Kreifed von den beiden andern jugeord:
nefen Punften daffelbe Berhdaltnid.

Veroeid. Da in Figur 12 A, B, C, D vier havmonifhe Tuntte find, fo find EA, EB, EC,
ED barmonifde Strablen. Da forner EB und ED einen redyten Winfel Dilden, jo halbiert nad §. 17.
Aujas 3. EB ben Minfel "LT"[' pennad) verhilt fidh:
AR : {‘ = AB.: B&
0. b bad Berbdltnif AE : EC ift von ber Qage 0e8 Punfted E auf dom Kreife unabhangig.

E‘

20. Bieht man durd einen Punft in einem Kreife Sehbnen oder durd einen

tl%uni'r auferhald Secanten, und tegt an je jwet Durdfdnitfdpuntte dexjelben mit
bem Kreife Tangenten, fo liegen die Durdfdnittspuntte aller Tangentenpaare auf

einer geradben Yinie, imlfﬁv auf ver Gentrale, die durd den angenommenen Punft
geht, fentredht fteht. Dad Nedted aud den ALjtanden Ddiefer Qinie und bved Punfts
vom Mittelpuntte ift dem Quadvate Ded Rabius gleid.

Poweid. TWenn durdy ben gegebenen Puntt C (. Fig. 13) eine Sehne KEH gesoqen ijf, und
an H and K Tangenten geleat find, bdie fidh in G fibneiden, {o fille man aud G dad Perpenditel GN
quf die Berfdngevung von MC; dann ift, wenn man MG und MH jieht, ML.MG = MI12, weil MG
cin rechhwintliged Dreied und HL darin bie Hibe ift.  Da nun aber dad Dreied MLC ~ MAG ift,
fo 1jt aud

MLMG = MCMA: affo MCMA — MH?2 = bem Duabrat ded Rabiud.

Durd diefe Gleihung it die Lage der Linie GN Dbejtimmt; davum miiffen die Durchidnitis-
punfte aller Tanqentenpaare, beven BVerdibrungdfebnen durdy € geben, auf biefer Limie legen.

Bufal 1. Fiir alle Sehnen, die durd) C gesogen werden, fegen die Durd)jchmitdpuntie der
Tangentenpaare auf PN ebenfo toerden fiir alle Secanten, die durdh A gehen, die Durchidnittdpuntte
der Tangentenpaare ouf der Perlingerung von EF fliegen.  Darum nennt man C den Pol von PN,
PN bie Bolare bed Punfts C; A den Pol ju EF, EF die Polare von A.

Jufat 2. Die Pole aller Linten, vie durd denfelben Punft innevhalb oder
auferhalb eined $freifed geben, liegen auf der Polarve ded Punitd  Umgelebhrt
ir:!_mttbrn fidy bie '*Jrhilﬂrm aller Pole die in geradber Rinie liegen, in Dem Pole diefer
Srie er Pol ttmr Tangente am Keeife iff ver Berdibhrungdpunit.

jumt 3. Da MCMA = MB2 und BB in M balbiert ift, fo find nad & 11, D,
C, B, A harmonifdhe Puntie; . b ber Durdmeffer eined Kreifed wird durd enen
Pol in ihm und durd die jugehdrige Polare harmonifdh getheilt

Fufab 4. Aud jede Sehne oder Secante, die duvdh ben Pol cined Kreifed geht,
with durdh den Vol und die jugehirige Volare harmonifd getheilt

Beweid, (Fig. 14) Um ju beweifen, dof GE in ' und A barmonifh getheilt ift, siche man
ML fenfredit auf GE, o ijt Dreied MLA ~ ACF, folglih AC.AM = AF.AL,

ober wenn man: AC = MA—MC wund AF = LA—LE fept,
AM2_MCOMA — 2__LF.LA,




Sieht mon bdiefe Gleidhung von MA2—ML2 = AL? ab, fo bleibt
MC.MA-—ML2 = LF.LA.
Da aber DB in € und A havmonifdh getheilt ift, fo muf
MC.MA — MB2 — ME? fein, affo auch
ME2_ML2 = LIi2 = LF.LA.
Diefe Gleichung [GFt exfennen, baf GE in F und A harmonifh getbeilt it, da L die Mitte
von GE ift,

21. Der Eafy ved vorigen §. 1apt fid oudy wmbebren wnd lautet donn:

Bieht man aud veridiedenen Tunften einer geraden Linie Tangentenpaare
an einen Kreid, und verbindet dbie Beviithrungdpuntte jeded Paaved, fo burdifdnei-
pett fidh alle diefe Bevdbhrungdfebnen in demfelben Puntte, welder auferbalb degd
KRreifed liegt, wenn die gegebene Linie Den Kreid durdidueidet, aber innerhalb,
wenn {ie thn nidt trifft. Doad Nedted aud den Abfidnden ded Punttd und der Linie
vom Mittelpuntte ift bem Quadrate bed Radiud gleid.

Bemeid.  Jit in Fig. 13 PN bdie gegebene Linte, fo giche man die Yinie DA durdh den DMitkel-
puntt fenfrecht auf PN, leqe aud dem Geliebigen, Punfte G in dexfelben Tanqenten an den Kreid, fo wird
die VerbindungBlinie der Bevithrungdpuntte KH auf der ECentvale GM fenfredt fiehen und in einem qe-
wiffen Punfte © die Linte DA durdhidmeiden.

Befdreibt man nun um MG ol Durdmeffer cinen Kreid, o qebt derfelbe durdh H, K, A:
vemnady iff, wenn man EF auf MA fenfredit sieht,

MCO.CA = HC.CK = DC.CB /= CE?,
aljo audh MEA cin vedhhombliged Dreted und
MC.MA — ME2 — MB=.

Da nun durdh diefe Gleihung die Lage ded Punftd C auf ber Centvalen DA fiir ein beliehiges
Fangentenpaar beftimmt iff, jo werden die Veriibrungdfehnen aller Tangenten, bie von einem Puntte in
PN quidgeben, fidh im Puntte O burdhjdhneiden.

22. Jetdnet man in einen Kvetd ein vollftandiged Kreidviered und verbindet
bie Durd{dnitt@puntte der Diagonalen und Seiten durdy gerabe Yinien, fo [iegen
die Bereinigungdpuntte der Tangenten, die an ivgend jwei Edenpaare gelegt find,
auf derjenigen Berbindungdlinie, welde die Durdyidnittapuntie der von denfelben
Gden audgehbenden andern Seitenpaave oder Diagonalen verbinbdet, und theilen
piefelbe barmonifd.

Beweid. Da bei jebem vollfiandigen Biered Seiten und Diagonalen havmonifdh qetheilt werben,
fo werben audy die Schnen BE und DA die jum volltdndigen LVieved KBEAHD gebdren, in K und
L, in KX und M Dharmonifdh aetheilt.

Da aber aud) jede Sebne, die durd den Pol eined Kreifed geht; Turch diefen und bdie jugehiriae
Polare havmonifeh getheilt wird, fo legen M und L. auf der Polaren von K. Aud demfelben Grunde
ift DB in H und P, AE in H und N havmonifdh getheilt, uud PN ijt die Polare 28 Bunfts H. Da
fid nun HL und KN im Punfte G fneiden, fo it G ber Pol von HE.

Yegt man daber an A und B, D und I Tangentenpaare, fo mijfen {idh je jwwei auf der Pola-
ten bed Tumfts G, 0. 1. auf HE, veveinigen. Gbenfo werden fidh die Tangentenpaare an B undb E, D
und A auf GL, ber Polaren ded Punftd K, {dunelben; die Tangentenpaare an B und D, A und E
auf GN, der Polaven bed Punttd H, in welhemt BD und AE jujammentreffen.

Berlangert man die Tangenten CB und EF, o fdneiben fie fid in einem Punkt ber Finie GL.
Da mun B, K, K, L vier harmonifihe Puntte find, fo {ind RL, RE, RK, RC barmonifdhe Strahlen
und theilen aud) die Linie KH in C und F harmonifd,
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23. Gudt man ju jwei Kreifen die Aehulidhieitdpuntte, fo theilen diefe die
Gentrale hbarmonifd.

Bebanntlich fhneiden die gemeinfdaftlihen Tangenten jweier Kreife die Centrale in den Aehnlich-
Feitdpunften. Jieht man daber in Fig. 16 die innere Tangente BC und die dufjere DK, o find A unb
K die Yehnlichteitdpuntte. DTerbinbet man nodh die BVevithrungSpuntie D und B mit dem Mittelpuntie
M, E unb C mit N, fo ift Dreied MBA ~ ACN, Dreied MDK ~ NEK; dennady verhilt {idh:

MA : AN = MB : NC
MK : NK = MD : NE
folglih MA : AN = MK : NK;
o b M, A N, K jind vier harmonifhe Bunfe.

24 Befdreibt man in und um einen Kreid jwei regelmdfige Bielede von
gleidher Seitenjabl, und aud jwei von doppelter Seitenjabhl, fo tjt die Flade desd
innern Doppeledsd bad geometrifdhe Mittel 3wifhen dem-innern und dufern Bieled
pon einfader @eiteniabl, 2ad um{dricbene Doppeled aber dad harmonifde Mittel
sifden dem innern Doppeled und dem umfdriebenen Bieled von cinfader Seitens
zabl
vy Beweid. It in Fig. 17 AB bie Seite eined in ben fKreid Defdricbenen Bieledd v, fo wirh,
wenn man ME bavauf fenfredht 3ieht, und an E eine Tangente legh, bid fie von den verlangerten Rabien
MA und MB begremit wird, CD bic Seite ded8 umidricbenen Bieledd w, bdie Sehne AE die Seite ded
eingefthricbenen Bieledd mit doppelter Seitengahl V, und wenn man nod) bie Tangente AG == GE
3ieht, GE bie halbe Seite bed umjdriebenen Bieledd U von doppelter Seitengabl.

Demnad ift dad Dreied AFM = '—“ v, AME = ;i; V, MCE :% u, MGE = ;“- 1.

Jun verbdlt fich, dba dbie Dreiede MAF und MAE, MAE wnd MCE gleiche SHohen haben,
MAF : MAE — MF : ME — MA : MC
MAE : MCE = MA : MC
folglich MAF : MAE — MAE : MCE,
pber wenn man mit der Seitenzabl 2n multiplicict, und bie obigen TWerthe fitr die Dreiede foit,
oY= s
Hiedurd) ift die exjte Bebauptung ded Sabed ermicfen.
Da forner MG den, Winkel CME palbiert, fo verhalt fidh
OG s G = MC: ME — M@ 4/MA;
folglih CGA : GEA — MCE : MAE
ober CME—MAGE : MAGE—MAE — MCE : MAE.
Sept man flatt der Dreiede die obigen Werthe, durd) die Bielede audgedriidt, und multiplicirt
jugleich die gange Proportion mit 2n, {o erhdlt man, ba MAGE = 2MGE ijt:
n—U : U—V'=u :'V.
Diefe Proyortion beweift, daf u, U, V harmonifihe Grdfen find.

8 liefien fich die vorbergehenden Betrachtungen iber harmonifihe Theilung leiht nody viel rweiter
audbebuen; allein fiir die Jwede ber Nealjhulen und in Ridficht auf die Beit, weldhe dem rein geome-
trifhen Untervichte getoibmet werben darf, midyte dad Geqebene gemiigen. Mt geveifteren Sthiilexn, ald
piefe Deductionen voraudfesen, fann man, wofern die Beit e erfaubt, dad harmonifdhe Verhiltnif nod
trigonometvijdh Dehanbeln und mwird ju neuen frudptbaren Sasen gelangen.

Sanio.
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