Die Zeitgleichung.
Von

Professor Dr, Carl Sehmidt,

In Jedem Lelirbuch der mathematischen Geographie wird begriindet, dass die einzeluen
Sonnentage des Jahres, d. h. die Zwischenzeiten zwischen je zwei aufeinander folgenden Mittagen
nicht genau dieselbe Linge haben, und dass infolgedessen Uhren, welche die wahre Sonnenzeit
angeben, wie die Sonnenuhren, nicht gleichmissig gehen und zur exakten Zeitmessung untauglich
sind. Kine gleichformig gehende Uhr muss demnach im allgemeinen einen anderen Stand anzeigen,
als eine Sonnenuhr, und der Unterschied zwischen den Zeitangahen beider heisst die Zeitgleichung.

Der allgemeine Verlauf der Zeitgleichung withrend eines Jahres ist in jedem Lehrbuch und
Kalender angegeben und besteht aus kleineren Schwankungen im Sommer und ziemlich erheblichen
im Winter.

Wenn man auns der durch Messung bestimmten Sonnenhihe und -richtung die mittlere Orts-
zeib oder die geographischbe Liinge des Beobachtungsorts ermitteln will, so muss man den genauen
Wert der Zeitgleichung fiiv den Augenblick der Beobachtung in HRechnung ziehen. Man entnimmt
ilin den Tabellen eines astronomischen oder nautischen Jahrbuehs.

Den Lehrer der Mathematik, der solehe Rechnungen nnd Aufgaben aneh in seinem Unterrieht
erklirt und bearbeiten liisst, interessieren nun vov allem zwei Fragen, erstens wie die ungleich-
missigen Schwankungen der Yeitgleichung zustande kommen und welchen Hinfluss darauf die
beiden Faktoren haben, welche die Ursache der Zeitgleichung bilden, und zweitens wie iiberhaupt
die Werte dor Zeitgleichung berechnet werden,

Uber beide Fragen findet man auch in den Lehrbiichern der Astronomie nicht unmittelbar
die gewiinschte Auskunft. Da niimlich die Berechnung der Zeitgleichung ein besonderer Fall der
allgemeinen Theorie der Planetenbewegung ist wund zur theoretischen Astronomie gehdrt, so ent-
halten die Lehrbiicher der sphiirischen Astronomie ausser der allzemeinen Beeriindung nur die
Ergelmisse, withrend die Lehrbiicher der theoretischen Astronomie den besonderen Fall der Feit-
gleichung entweder gar nicht betrachten oder im Hinblick auf die vorhergehende allgemeine Theorie
nir kurz und ohneé Rechnungsheispiele behandeln.

Da ich mich aus Anlass meines Unterrichts mit der Beantwortunge dieser Fragen schon vor
mehreren Jahren beschiftigt habe, so will ich versuchen, in der vorliegenden Arbeit niher darauf
einzogehen und die Theorie der Zeitgleichung moglichst klar und elementar zu entwickeln und
durch Beispiele vu erlintern. Inshesondere mache ich auf eine graphische Darstellung der Zeit-
gleichung und der beiden sie verursachenden Einfliisse aufmerksam, die ohne Ableitung von Formeln
erklirt werden kann wnd von mir schon seit mehreren Jahven beim Unterrieht benntzt wird. Sie
bringt sehr deutlich den ganz regelmissigen Verlauf der beiden ursiichlichen Faktoren wiihrend eines
Jahves und die daraus resultierenden ungleichmiissigen Schwankungen der Zeitgleichung zur An-
schauung und lisst erkeunen, welchen Einfluss jeder derselben auf den Wert der Zeitgleichung
an irgend einem Tage hat.
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§ 1. Entwickelung der Grundbegriffe.

Die Zeit, in welcher die Kirde eine volle Umdrelune um ihre Achse macht und das
Himmelsgewolbe sich scheinbar einmal um die Weltachse dreht, heisst ein Sterntag. Aus den
jeobachtungen gewisser Himmelserscheinungen, die bis in die filtesten Yeiten zurickreichen, und
aus dem Trigheitsgesetz geht hervor, dass der Sterntag eine konstante Grosse und die Drelune
des Himmels vollkommen gleichiormig ist. Deshalb wird der Sterntag als Mass der Zeil benutat
und in 24 Stunden Sternzeit, die Stunde in 60 Minuten, die Minute in 60 Sekunden eingeteilt.

[nfolge der jahrlichen Bewegung der Erde um die Sonne muss letztere von der Erde aus
gegehen ibre Stellung gegen die Pixsterne bestindig verfindern; sie scheint im Verlaufe eines
Jahres an der Himmelskugel einen grossten Kreis zu  durchlanfen, der als Sonnenbabn oder
Ekliptik bezeichnet wird, Da aber die Krdachse mit der Ebene der Irdbahn einen Winkel von
ebwa 6G%:° Dbildet und ihrer urspriinglichen Lage nahezn parallel bleibt, so fillt die Ekliptik
nicht mit dem Himmelsiquator zusammen, sondern durchschneidet ihn in zwei gegeniiberliegenden
Punkien (2 grisste Kugelkreise halbieren einander) und ist gegen ihn etwa 23'/:° geneigt
(Schiefe der Lkliptik).




Figur 1 stellt die Himmelskugel oline Beziehung
gum Horizont dar. PPy ist die Drehungs- oder
Weltachse, ' der Nordpol, P1 der Sidpol. Der
IKreis A ECF bezeichnet den Himmelsdqunator, der an
demselben angebrachta Pfeil deutet an, in welehem
Sinne die tigliche Drehung dex Himmelskugel um
die Weltachse stattfindet. A BCD ist die Sonnen-
bahn oder BEkliptik, auf der sich die Sonne im Ver-
laute cines Jabres in dem durch die alphabetische
Ieithenfolee der Buchstaben bestimmten Sinne durch
die bekannten 12 Sternbilder des Tierkreises zu be-

weoen scheint,

Der Sinn dieser Bewegung ist also dem der tig-
lichen Drehung der Himmelskugel gerade entgegen-
aesetzt, so dass die Sonne innerhalb eines Jahres
ginen Umlanf weniger um die Weltachse macht, als
die Himmelskugel. Die Sonne steht am 21. Mirz

bei Friithlingsanfang im Punkte A, der deshalh anch Frithlingspunkt genannt wird, am 21. Juni
mm B, am 23. September in € und am 21. Dezember in D.

Bekanntlich wird die Lave eines Orts anf der Erde dureh seine ceographisehe Breite und Lingo
bhestimmt. Die geographische Breite eines Orts ist sein Bogenabstand vom Aquator, die geographische
Linge der Winkel zwischen dem Meridian des Orts und dem Meridian von Greenwich oder auch
die Gradzahl des Bogens auf dem Aquator zwischen beiden Meridianen.

libenso wird die Lage eines Sternes S an der Himmelskugel gogen den Himmelsiquator oder
gegen die Ekliptik bestimmt. Im ersten Falle denkt man sich dureh den Pol P und den Stern

S den sogenannten Deklinations- oder Stundenkreis des Sterns PS8 cegocen, dann ist GS der
Bogenabstand des Sterns vom Aquator oder seine Deklination d. withrend AG, der _iqﬂ;d;,r-
|rl}gt'll #wischen dem |'L|'I'|'.'||i||-_','.x'1_-:."-|'=.'1 und dem J"||,-:_~:l||uj]{1 des Stundenkreises, die Rektascension »
des Sterns genannt wird.

Soll die Lage des Sterns 8 gegen die Ekliptik angegelen werden, so denkt man sich dureh
ihn und die Pole der

Ekliptik @ und Qo (d. h. diejenigen Punkte, die von ihr die Entfernung
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yzen, dann ist HS der Bogenabstand des Sterns von der Ekliptik
oder scime Breite § und der Bowen A H auf der Ekliptik seine Linge i.°

Y0Y haben) den Kreis QS H ge

Rektascension und Linge werden also heide von demselben Nullpunkte, dem Friihlingspunkt
aus gerechnet und zwar positiv in dem Sinne der jibrlichen Bewegung der Sonne. Demnach ist
die Linge der Sonne am 21, Mirz gleich 0% am 21. Juni 909 u.s. w. und dasselbe gilt von
ihrer Hektascension.

Wenn der Priblingspunkt A bei der Drehung des Himmels durch den Meridian des Be-
obachtungsortes geht oder kulminiert, so Dbeginnt ein neuer Sterntag und es ist 0 Sternzeit.
Hat sich der Himmel um den 24. Teil von 360° also um 15 Y weitercedreht, so ist es 11 Stern-
zeit u.s.w.  Nun versteht man unter dem Stundenwinkel eines Sterns in irgend einem Jeitpunkt
den Winkel, um den sich der Himmel seit der Kulmination des Sterns wedreht hat, also den
dem Meridian des Beobachters
bildet. Da man die Stundenwinkel gewohnlich nicht im Winkelmass, sondern im Zeitmass aus-
driickt, indem man den vollen Kreis statt in 3609 in 24" ginteilt (15°= 1Y), so kann man

Winkel, den der Stundenkreis des Sterns am Himmelspole P mib




sagen: Die Sternzeit ist der Stundenwinkel des Frihlingspunktes. In jedem

Augenblick gibt also derjenige Bogen des Aquators, den der Frihlingspunkt seit seiner Kul-
mination beschrieben hak, in Zeitmass ausgedriickt die Sternzeit an.

Wenn die Rektascension eines Sterns 15— 10 betrigt, so kulminiert er 1 Stunde spiter
als der Friiblingspunkt, also um 1" Sternzeit, und sein Stundenwinkel ist immer um 15°=1"
klainer als der Stundenwinkel des Frihlingspunktes oder als die Sternzeit. Allgemein ausgedrickt:

1. Die Rektaseension eines Sterns gibt die Sternzeit seiner Kulmination an.
2. Der Stundenwinkel eines Sterns ist in jedem Augenblick gleich der um die Rekta-
scension verminderten Sternzeit. Bezeichnet man den Stundenwinkel des Sterns mib
t, seine Rektascension mit » und die Sternzeit mit &, so ist
=t ‘o

Wenden wir Satz 1) auf die Sonne an, so ercibt sich, dass der Mittag am 21. Mérz nahezu
auf O Sternzeit, am 21. Juni auf 6!, am 23. Septembier auf 12" und am 21. Dezember auf
184 Sternzeit fallt. Deshalb kann die Sternzeit im gewdhnlichen Leben nicht benutzt werden, die
Zeithestimmung muss sich nach der Sonne richten.

§ 2. Wahre und mittlere Sonnenzeit. Zeitgleichung,

Wenn man statt des Frihlingspunktes die Sonne zur Zeithestimmung béunutzt, so erhilt man
die wahre Sonuenzeit. Ks ist demnach 0P wahre Sonnenzeit, wenn die Sonne kulminiert, 1", wenn
der Stundenwinkel der Sonne 15°= 1! bhetriet n.s.w. Kwmz, die wahre Sonnenzeif ist
der Stundenwinkel der Soune.

Nun ist aber nach Satz 2) am Schlusse des & 1 der Stundenwinkel der Sonune gleich der
Sternzeit vermindert um die Rektascension der Sonne, er wirde also mur dann gleichmiissig mit
der Zeit zunehmen und zur Zeitmessung tauglich sein, wenn auch die Rektascension der Sonne
in gleichen Zeiten nm gleiche Betriige zunihme. Wiirde z. B. die Rektascension der Somme tig-
lich um 1= 4® wachsen, so wire jeder Sonnentag (1. h. die Zwischenzeil zwischen 2 anf-
einander folgenden Mittagen) um 4™ linger als der Sterntar nnd kimpte dann ebensogut als Mass
der Zeit benutzt werden wie dieser. Die alleemeine Bedingung ist aber, wie sogleich gezeigt
werden soll, nicht erfiillt, und deshalb hat eine Uhr, die wahre Sonnenzeit angibt, einen ungleich-
miissigen Gang.

Das scheinbare Fortschreiten der Sonne amf der Hkliptik ist durch die wirkliche Bewegnng _
der Brde um die Sonne bedingt. Nach den Keplerschen (esetzen besehreibt die Evde eine Ellipse,
in deren einem Brennpunkt die Sonne steht, und hat ihre grosste Geschwindigkeit in Sonnennihe
(zegenwiirtic am 2. Januar) und ibre kleinste in Sonnenferne {am 3. oder 4. Juli). Deshalh
schreitet auch die Sonne in der Ekliptik mit wechselnder Gesehwindigkeit voran. Wenn aber die
Linge der Sonne ungleichmissig mit der Zeit zumimmt, so muss sich dies auch auf die Rekfa-
scengion iibertragen.

Noch grisser ist der Kinfluss eines zweiten Umstands, nimlich der Sechiefe der Ekliptik
Wenn nimlich auch die Sonne ([S] in Figur 1) ganz gleichfsrmig auf der Ekliptik weiterginge,
so wiirde doch der Schuoittpunkt ihres Deklinationskreises mit dem Aquator G mit wechselnder
Gieschwindigkeit den Aquator durchlaufen und ihve Rektascension nicht gleichmiissig mit- der
Zeit wachsen. In der 'lat besteht wwischen der Rektascemsion der Soune #, ihrer Litnge ! wid
der Schiefe der Ekliptik « = 24 ° 27" die Gleichung

tgr=tal . coses,




die sich unmittelbar ans dem rechtwinkeligen Kugeldreieck A [S]G ergibt, und wenn hier I um
cleiche Detriige wiichst, so gilt das nicht mehr von r.
oe Gang einer Sonnenuhr ist also 1. durch die ungleichformige jihrliche
tewegnung der Sonne und 2. durch die Schiefe der Sonnenbahn bedingt.

Um zu einer fiir das gewihnliche Leben bramchharen Yeitmessung zn gelangen, miissen wir
uns eine Sonne vorstellen, die sich gleichférmig auf dem Aquator hewegt, in derselben
Yoit wie die wirkliche Sonne ihren Jahresumlanf vollendet und sich dieser in der Rektascension

Der ungleichmiis

so nahe wie miclich anséhliesst. Auf folgende Weise kommen wir an das gewiinsehte Ziel.

Wir denken uns ausser der wirklichen Sonne 8 zuniichst eine andere Si, die sich auf der
Ekliptik mit gleichmissiger Geschwindigkeit bewegt. S und St sollen jedesmal dann zusammen-
treffen, wenn die wirkliehe Sonne 8 ihre grisste Geschwindigkeit hat, wenn also die Erde in
Sopnenniihe gich befindet (am 2. Januar). Dann folgt unmittelbar aus dev Symmetrie der Ellipse
und den Keplerschen (esetzen, dass S und S auch zusammentreffen, wenn 8 die kleinste Ge-
sehwindigkeit hat und die Erde in Sonnenferne ist (am 3. oder 4. Juli). Bezeichnet man die
Linge von S mit [ und dig Linge von S: mit {1, so0 ist klar, dass die Werte von (/i sich
nnr dureh das  Vorzeichen unterscheiden, wenn die Erde in symmetrisechen Punkten ihrer Bahn
steht. Daher ist die Summe aller dieser Differenzen, bezogen auf siimtliche Tage oder andere
Yaitintervalle eines Jahves, cleich Null.

Wir denken uns nun weiter eine Sonne Sg, die gleichformig auf dem Aquator liuft und
gwar so, dass ihre Rektascension »z immer gleich der Liinge von Si, also gleieh 4 ist. Demnach
miissen S und Sz jedesmal im Friblings- und Herbstpunkte A und € zusammentreffen.

Die Sonne Sz erfiillt nun din oben angegebenen Bedingungen und wird
deshalb zur Yeitmessung benutzt Sie heisst die mittlere Sonne, ihr
Stundenwinkel die mittlere Sonnenzeit.

Der Unterschied zwischen der mittleren und wahren Sonnenzeit heisst
die Zeitgleiehung, BSie ist digjenige Zeifdifferenz, die man zur Ausgleichung der wahren
Sonnenzeit oder der Zeibangabe einer Sonnenuhr zufiigen muss, um die mittlere Sonnenzeit zu er-
halten oder nm einen gleichmiissigen Gang der Uhr zu erzielen

Bezeichnet man mit { den Stundenwinkel der wirklichen Sonne S, mit fa2 den Stundenwinkel
der mitkleren Sonne Sz und mit & die Sternzeit in demselben Augenblicke, so ist die

Zeitgleichung = s — ¢

Nun a1st aber
fz = )} == i

i == — ,
folglieh st die
Yeitgleichung = » — ra,

In diegen Gleichungen sind ¢, fa, &, » und »z statt in Bocenmass in Yeibmass auszudriicken. Zer-
legt man » — »3 in die Summanden (I —r2) + (1) und heachtet, dass y2 = I ist, so0 ist die
Zeitgleichung = (/ f)-= (r I,

wobei jetzt auch ! und /4 durch Division mit 15 in Zeitmass auszudriicken sind.

Der erste Summand [—7F& lieisst auch die Mittelpunktsgleichung, der zweite »—| die
Reduktion auf den Aguator.

Um noch zu zeigen, dass sich die Rektascension der mittleren Sonne r: der Rektascension
der wirklichen Soune »:s0 nahe wie mdoglich anschmiegt, muss nachgewiesen werden, dass die




Summe der Differenzen »-—— 2 bezogen auf simtliche Tage oder noch kleinere Yeitintervalle eines
Jahres gleich Null ist. Da dies von !/ schon gezeigt war, so bleibt es nur noch fir r—I

nachzuweisen,

Betrachtet man zwei Werte von [, die sich zu 150° ergiinzen, so gilt dies auch von den

zugehorigen Werten von #, die sich aus der Gleichung tgr tel cose ergeben.  Die heiden
Differenzen r—1{ und (1807 Fal (180° — ) unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen : |.I|].'_{.|i|:']|

ist die Summe aller Differenzen »—{ bezogen auf alle beliebig kleinen Zeitintervalle eines Jahros
gleich Null,

§ 3. Verlauf der Zeitgleichung und ihrer beiden Summanden wihrend eines Jahres.
Graphische Darstellung,
Man kanp sich ohne weitere Rechinung von dem Verlaufe der beiden Summanden der Zeit-
oleichung eine klare Yorstellung bilden.
Betrachten wir zunichst den ersten Summand { I, Erist am 2. Jannay eleich Null, wenn
die Erde in Sonnenndhe steht. Da jetzt die wirkliche Sonne 8 ihire grisste Geschwindigkeit hat,
wibrend 81 mit der mittleren Geschwindigkeit weiter

aht, s0 muss 8 voraneilen und I — [ positiy

werden. [— & wird so lange zunehmen, bis 8 anch die mittlere Geschwindigkeit erreicht hat,
was etwa nach 90 Tagen, am 2. April, IFall ist. Das Maximum von ¢ — 1 betragt dann,
wie die Hechnung in § 7 ergibt, 1% 55/ 11" oder in Zeit verwandelt 7™ 415 . Von jetzt an wird
die Geschwindigkeit von 8 kleiner als die von 8¢ und [ — 70 nimmt wieder ; Am 3. oder

4. Juli treffen 8 und S in dem Aurenblicke, wo die Erde in Sonnenferne ist. wieder zusammen.
und {— & wird Null. Da 8 jetzf die kleinste Geschwindigkeit hat, so bleibt 8 hinter S zuriick
und /—4 wird negativ. Yon jetzf an hat I — 1§ genau den umgelkehrten Verlanf wie vorber,
indem ¢ Sekunden vor und nach dem Durchlanfen des Wertes Null genau dieselben Werte von
! — h nur mit entgegengesetzten Vorzeichen erreicht werden (vel § 2). Ungefihr am 4. Oktober

erhiilt ! — 4 Beinen kleinsten Werk 7™M 41% um schliesslich bis zum 2. Januar wieder auf Null
anzuwachsen,
Aunf der beigefiigten Tafel i1st. der Verlauf von 71— /0 graphiseh dargestellt,  Auf der

horizontalen, mit (0 bezeichneten Linie (Abscissenachse) werden die seit dem Mittae des 1. Jannar
verflossenen Zeiten (in Tagen ausgedriickt) als proportionale Strecken oder Abscissen abgetragen,
die zugehdrigen Werte von [ — I als Ordinaten, d. h. als senkrecht zur Abscissenachse stehende
Strecken, positiv mnach oben, negativ nach unten. Die Endpunkte der Ordinafen Dbilden eine
stetige Curve, die uns ein angchauliches Bild von dem Verlaufe des ersten Summanden gibt.
Dadurch, dass zur Abscissenachse in den Abstinden 2, 4. 6 u. s w. oben unmd unten Parallelen
gezogen sind, kann man die Hohe der Curve iiber jedem Punkte der Absecissenachse und somit
die Grisse von { - i ausgedriickt in Minuten fir jeden Tag des Jahres leicht ablesen.

Wir wenden uns jetzt dem zweiten Summanden der Zeiteleichupz » — { zun und betrachten
ihn zuniichst in seiner Abhiinzigkeit von 1.

Bs ist leicht einzusehen, dass er viermal im Jahve sleich Null wird, niimlich bei ! = 079,
909 180¢ und 2709

Ist § = 09 so steht die Sonne im Frithlingspunkte A, dann ist aueh » =0 und » — [ = 0.

Ist 1= 900" so steht die Sonne im Sommersonnenwendepunkte B, dann ist auwch » = 90°
und »—{=10. Entsprechendes gilt fur die Pankte € und D, wenn { 1BOY bexw. 2709 ist.
Die Linge, die Rektascension und Deklination der Sonne hilden ein rechtwinkeliges sphiirisches
Dieieck (in der Figur A[S|(G), in dem 1 die Hypotenuse und » die eine' Kathete ist. Wenn { nnd

i/



» sehr klein sind, so geht das sphiirisehe Dyeieck in ein ebenes iiber und I ist grésser als ». Daraus
orkennt man, dass, wenn  von 0° an wichst, die Zunahme von ! zuniichst grosser ist als die ent-
sprechende Zunahme von ». » I wird also zuniichst negativ. Nun ist aber fiir [ = 90° auch
y = 00° Daraus folgt, dass wenn I sich dem Werte 90° niihert, die Zunahme von { kleiner sein
muss als die entsprechende Zunahme von #, da » den Vorsprung, den ! allmihlich erlangt hat,
wieder einholen muss. Bei einem bestimmten Werte von [, der zwischen 0° und 90° liegt, muss
p— | sein Minimum erreichen, nimlich dann, wenn fiir einen Augenblick die Zunahme von »
ebenso gross ist wie die entsprechende Zunahme von I Hat [ den so bestimmten Wert iber-
sehritten. so wird #—1{ wieder zunehmen und schliesslich bei = 90" den Wert Null erreichen.
s soll nun zunichst der Wert von I, fiir den r—I sein Minimum erhdlt, und der Betrag
des Minimums selbst bestimmt werden. Am einfachsten geschieht dies durch Differentialrechnung.
Wenn man die Gleichung

i,.l_{ r =g [ eos &

losarithmiert und differenziert, so erhiilt man

(S dl
gin 2y~ sin 21
Nun muss aber fiie den gesnehten Wert dr = o[ sein, also auch
Sin- 2 —gin 2

folglich
2y + 21 1807 oder # + § = 90"

Daher ist
[ :-n’r_g;." =

ud

|-u|.!_'.|it'il.

|
el
i R
tind
r = 0001,
Diese Entwickelung lisst sich auch ganz elementar in folgender Weise darstellen.
Ist I die cesuchte Liinge, 30 muss, wie selion angegchen worden ist, eine unendlich klaine
Zunahme von I (sie mdge 2 heissen) dieselbe Zunahme von » hewirken. ks miissen demiiach

folerende Gleichungen bestelien;
ter bl cose
fe(r + @) = b (I 4 @) cos e,
Nimmt man anf beiden Seiten die Logarithmen und subirahiert, so ergibt sich
log te (r'4 &) — log tor = lor to (I + 2) loz tel.

Das heisst: Die gesuchten Werte von [ und » haben die Eigenschaft, dass, wenn sie denselben nmendlich
kleinen YZuwachs erbalten, anch log tgl und log tg» um gleiche Grissen zunehmen. Nun ergieht
man aber aus der Logarithmentafel, dass die Zunalimen, die log tge erfihrt, wenn ¢ um einen
bestimmten %kleinen Betrag (in der Tafel 17) wiichst, nicht konstant sind, sondern von e o

big ¢ = 45" hestindic abnehmen und von e £oY hig e 409 wieder zunelhmen und nore Mir

£
-
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zwei Komplementwinkel einander gleich sind®). Folglich missen » und ! Komplementwinkel sein

und demnach ist
1
l‘-_-f =
Irl‘.ﬂ.\: &
Da &= 23" 27 isb, so ergibt die Rechnung
li—id 52 1A sht
y = 439 45t K1
l—r = 29 28" 10/ = 9m H3s

Wenn demnach { = 46" 14 5 wird, so erhilt »— 7 seinen kleinsten Wert gm 538

Man kann iibrigens noeli verschiedene andere elementare Betrachtungen anstellen, nm die
sesuchten Werte von » und ! zu bestimmen. Ich will jedoch hier nichf weiter darauf eingehen,
gondern nur noch bemerken, dass ich von beanlagten Primanern schon mehifach Auflésungen
dieser Aufeube erhalien hahe.

Wir haben bis jetzt den Verlauf von »—1{ nur im ersten Quadranten verfolgt, wenn i von (1°
his 90° witechst. Da die Gleichung ter = tgl cose fiir alle Quadranten gilt und tg (180° — )=
— teree ist, so haben entsprechende Werte von » — [ im ersten und zweiten Quadranten entgegen-
resetzbe Vorzeichen, wenn die Werte von I sich gleich viel von 90° unterscheiden. Wenn dem-
nach @ grosser als 90° wird, so wird »r—1{ positiv und wichst allmihlich bis anf 4+ 9™ 53
Dieser Wert wird fiir [ = 133° 45" 55 errveicht. Dann nimmt #—{ wieder ab und wird fiir
I = 180° wieder eleich Null.

Da bz (180° + w) = tge ist, so ist der Yerlauf von »— 1 in den beiden lelzten Quadranten
gepan derselbe, wie in den beiden ersten.

Stellt man die Anderungen von » — I wieder graphisch duorch eine Kurve dar, indem man
die Liingen der Sonne [ als Abscisssen und die zugehorigen Werte von 3 — [ als Ordinaten abtrigh
und die Endpunkte der Ovdinaten verbindet, so erhilt man, wie aus den vorhergelienden Be-
trachtungen ersichtlich ist, eine Kuorve, die aus zwei kongruenten Wellen hesteht, wobei Wellen-
berg und Wellental genan symmetrisch sind. Wenn man jedoch wieder die seit dem Mittag des
1. Januar vorflossenen Yeiten als Abscissen benufzt, so erleidet die Gestalt der Kurve nur ganz
kleine, fast nnmerkliche Aendernngen, weil die Linge der Sonne nieht ganz gleichmissig mit der
Zeit zunimmt, und ansserdem verschiebt sich die Kurve, indem ihre Schnittpunkte mit der Null-
linie oder Abscissenachse auf die dem 21, Mirz, 21. Juni, 23. Septémber und 22. Dezember ent-
gprechenden Punkte fallen.

Da nun die

Zeitgleichung = (I — ) + (r —1)

ist, so erhilt man ihre graphizche Darvstellung ans den beiden vorher besehriebenen Kurven, indem
man iberall die Héhen (Ordinaten) der beiden Kurven iiber der Nulllinie alwehraizeh, 4. h. mit
Beriicksichtizung der Vorzeichen addiert. Bedient man sich der in der Wellenlehre iiblichen Be-
zeichnungen, so kann man sagen: die Welle, welche die Zeitgleichung graphisch darstellt, entsteht

") Das ist anch leieht za begritnden.

Aus b e b (300 o= 1
folgt log tg e + log tg (N — &) =1(),
Ebenso log ter re.—'— ) 4 log to (900 B e
Die Fmnalwe des ersten Summanden ist also oleich der Abpahme dee zweiten, | te ¢ nund

log g (890 — o) erfahren dieselbe Zunphme, wonn der Winkel nm dicgelbe unendbich kloine Groese wichst:

-;

1

4
|
o
b
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durch Interferenz aus den beiden ersten Wellen. Man sieht jefzb leicht ein, dass die neue Kurve
eine unregelmissige Form erhalten muss, da zwei Wellen zur Interferenz kommen, die einen
Phasenunterschied haben, und von denen die eine doppelt so lang ist als die andere,

§ 4. Berechnung der Linge der Sonne.

Um die Zeitgleichung fiir einen gegebenen Yeitpunkt zu berechinen, muss man vor allem die
Linge der Sonne, d. L. ihren Ort in der Ekliptik bestimmen.

Nun erscheint die Sonne von der Erde aus gesehen werade in der entgegengesetzten Richtung
wie die Erde von der Sonne aus, d. h. die geozentrische Liinge der Sonme unterscheidet sieh voun
der heliozentrischen Linge der Frde um 180% Wir miissen also fiir jeden Angenblick den Ort der
Frde in ihrer Bahn oder deutlicher auscedriickt die von der Sonne aus remessene Linee der
Erde berechnen kimnen

Nach den Keplerschen Gesetzen bewegt sich die Erde wie jeder Planet in einer Ellipse, in
deren einem Brenupunkt die Sonne steht, und die von dem Radins Vektor oder Falwstrahl (Ver-
bindungslinie zwischen Sonne und Erde) beschriebenen Flichen verhalten sich zueinander wie die
dazu erforderlichen Zeiten. Dadurch ist der Ort des Planeten in seiner Balm fiie joden Zeitpunkt
bestimmt.

In Fig, 2 gei AUBD die von der Evde P beschriebene
Ellipse, 8 der eine Brennpuukt, in weleliem die Sonne stelit,
und M der Mittelpunkt. Die halbe grosse Achse M A stellt
die mittlere Entfernung der Erde von der Sonne dar und
wird im folgenden als Lingencinheit benntzt, so dass
MA =1 ist. Die halbe kleine Achse werde mik & und
die Hxzentrizitdt M S mit ¢ bezeichnet, dann ist bekanntlich

b: —|— ."I'. == J..

Zieht man noch den der Kllipse umbeschriebenen Kreis,

d. h. denjenigen Kreis, der die prosse Achse als Durch-

mezser hat, so0 entsleht bekanntlich die Ellipse aus dem
]

Fig, 2,

Kreis, indem alle zu A B senkrechten Kreissehnen in dem-
selben Verhiltnis verkiirzt werden, Jede Ellipsenordinate verhilt sich also zur entsprechenden
Kreisordinate z. B. RP zu R wie b:1.

Die lrde befindet sich im Punkte A in Sonnenniihe oder im Periliel (gegenwilrtig am 2. Januar)
in einem bestimmben Augenblick. Von diesem Momente an sollen die in Betracht kommenden
Zeiten gemessen werden. Ebenso werde die Richtung des Fahrstrahls SP von S A als Anfangs-
lugre: ans bestimmt.

Hat die lirde in der Zeit ¢ (ausgedriickt in mittleren Sonnentagen) den Bogen AP zuriick-
‘-'."]E"-_[L- go ist der Winkel ASP = w» zu bestimmen, den der Fahestrahl in dieser Vet beschrieben
liat, Man nennt den Winkel ASP = o die wahre Anomalie

Ist nun 1" die Umlaufszeit der Erde, so verhiilt sich nach dem wweiten Keplerschen Gesetze
der Ellipsensektor ASP zur ganzen Ellipse bor wie ¢ zu 1.

Um den Ellipsensektor A ST zu bLerechnen, verlingern wir die Ovdinate R P bis zum Schnitt-
punkte () mit dem umbeschriebenen IKreige. Dann ist

z*
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weil jede Ordinate der ersten Fliche zur entsprechenden Ordinate der zweiten Fliche das Ver-
hlbnis b:1 hat. A ist aber gleich dem Kreissektor A MQ vermindert um das Dreieck MSQ.
Bezeichuet man deshalb den Winkel AMQ, der auch die exzentrische Anomalie heisst, mib
(ausgedriickt im analytischen Dogenmasse), so ist

' " ¢ Bin w
ASQ= 5
Daher ist der Ellipsensektor
i
Asl — (1 — ¢ 8 n)
und folglich
i © 8iln i t
Qe Treny
oder
: 2l
I 8101 T = e
11 ;
Sk 2 ; i R tH 1 :
Nun ist ,;, der Winkel, den der Fahrstrahl in der Zeit ¢ beschreiben wiirde, wenn der Planet

in kreisformiger Balm ganz gleichfirmig nm die Soune liefe. Ir heisst die mittlere Anomalie und
wird mit m bezeiclmet. Daher ist

(1) 6— C.SInH=m;

s bleibt zur Liosung unserer Aufgabe nur noch iihrig, die Abhiingigkeit zwischen der exzentrischen
Anomalie n und der waliren » zu enbwickeln,
s ist

MR cos u, R = sinu
alsi IS cosn—e, RE b osin u
also st
fi =in
L ¢
T COs 1 (¥

Setzt man deshalb
A gine =l 8in u

.l-‘. oS & (M
40 18k
At (1 ef)am = u 4 cos*u + et 2 e 08 1 4 e®cas *n 2re0s
dahm

e ] £ 03 i

Folglich ist

) I sin
s10 ¢
1 o 08 1
GO i i
COS Y
1 — e cosu

Aus der letzten Gleichung kann aueh umgekelnt cos « durch cos ¢ ausredrickt werden, doch lisst
gich die Abhingigkeit zwischen « und # noch einfacher darstellen. Denn es isi

| v A
i 7 08" | 1
(1 e) (1 4 cosu) | €)= 08 lg
i) | +i'|_|:-' h— -

1 2008 i ] - A T

N

2 eos*(
&




ol
(L o) 2am= (s u)

o] (I 4+ el —cosu) 2
LT | ) e ) | COS Y ==
= ] £008 1 — epsn
folelich
1 !/l o
!3_:' 9 e I r' i 5 "

Es ist dblieh und fir die Reehnung zweckmiissie, die Exzentrizitit ¢, die ju kleiner als 1 ist,
aleich dem Sinus ewes bestimmten Winkels gz setzen. IDlann ist

o TT i
L+ o=2est( — %)
e if:
1 e = 2anr{ o J;
| 2
folghich
. 1 2 - : ; :
[fl Z — Cobg | By (T4
L—e¢ G R R
Dann isb alzo
] ; i i ]
(2) l-'-fgé'zl-_'{[ + 21!E,’-JEM

Mit Hilfe der entwickelten Gleichungen kann man die heliozentrische Linge der Frde fiir
Jeden Zettpunkt bevechnen, wenn man noch die Elemente der Erdbabn keunt, nimlich 1) ihre
Exzentrizitdt e, 2) die Umlanfszeit, 3) die Linge des Perihels und 4) die mittlere Linge (d. 1. die
Summe aus der Linge des Perihels und der mittleren Anomalie) fiir einen bestimmten Zeitpunkt,
ilie sogenannte Epoche,

Iis ist noch bemerkenswert, dass der Anfangspunkt fiir die Zihlung der Linge, der Frillings-
punkt, kein fester Punkt der Ekliptik ist, sondern infolge der Pricession jihrlich wm 50,26"
riickwiirts (d. h. der Bewegung der Erde entgegen) geht. Man unterscheidet deshalb bei einem
Planeten zwei Umlaufszeifen, die siderisehe und die tropische.

Die siderische ist die Zeit, in welcher der Planet einen vollen Umlauf macht, bezogen auf
die Fixsterne oder irgend einen festen Punkt der Ekliptik; die tropische ist die Zeit eines Umlaunfs
in Bezug auf den Frihlingspunkt oder die Zeit, in welcher die Linge nm 360° zunimmt.

Bei der Evde betrigt die siderisehe Umlaufszeit 365,25636 mittlere Sounentage, die tropische
865,24220 Sonnentage, Demnach betrigt die tigliche Zunahme der mittleren Linge oder die
360 . 60 .60 '
365,24220

Die Berechnung der heliozentrischen Linge der Erde fiir irgend einen Zeitpunkt findet nun

mittlere tigliche tropische Bewegung jorensekunden = 3548,33047,

in folgender Weise statt (vel. die Beispiele in § 6).

Man bestimmt zuerst die mittlere Linge, indem man zur mittleren Linge in der Epocho
dig ..".nlllil.‘l'lllll‘_';' der mittleren Linge in der Zwischenzeit hinzuliigt, dann die mittlere Anomalie,
indem man von der mittleren Linge die Liinge des Perihels abzihlt. Da aber diese infolge dex
Storungen durch die fibrigen Planeten einer langsamen Anderune unterworfen ist, so findet man
den richtigen Wert, indem man zur Linge des Perihels in der Epoche die Anderung in der
Zwischenzeit zuzithlt. Die Gleichung (1) liefert dann, wie im nichsten Paragraph niher dargelegt
wird, die exzentrische, die Gleichung (2) die wahre Anomalie. #%ahlt wman zu dieser die Linge
des Perihels, so hat man die heliozenfrische Linge der Erde gefunden.
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Der 30 bereehnete  Wert  unterscheidet sich aber von dem wahren noeh um etliche
Sekunden.  Denn der Ort der FErede wird noch etwas dureh die Anzichung, die sie von dem Monde
und den tibricen Planeten erfihrt, verindert. [n der Astronomie werden diese ]-_'in'n'irkungeu als
Stirungen bezeichnet und aus dem Newtonschen Attrakfionsgesetz berechnet. Endlich erleidet
anch die Lage des Friihlingspunktes und damit die Linge jedes Himmelskirpers infolge der
peviodischen  Schwankung der Erdachse, die man als Nutation bezeichnet, kleine Verschiebungen
wm- einige Sekunden.  Alle diese Korrektionen werden im Folgenden nicht in Betracht gezogen.

§ 5. Auflésung der Gleichung u—e sin u=m.

Um die vorhin angedeutete Rechnung auszafiihren, musg man die sogenaunte Keplersche
Grleichung
1 81 = N
nach = auflosen, Dies geschioht durch das Verfabren der Funktionswiederholung, das lhier rasch
konvergiert.
Man berechnet der Heihe nach

o M-+ £ =in m
Hg = mi 4 € 8in
s = 4 esin s
i 3. W.
Um zu beweisen, dass die Zablen w, we, ws . . . einem Grenzwert zustreben, hat man zu
seigen, dass der absolute Wert wvon w;y ,—u; (er soll durch Wyt My | bezeichnet werden)

beliehig klein wird, wenn A nur hinreichend gross und w ganz beliebig gewihlt wird.
Nun ist
|

th. i, = £ 310 u S0 ) = Z #0038 e . ) 810 L — L )
A A A A A—1 =) A A—

also 15k

und demnach sehliesslich
U3 <= ¢ A1
daher ist

it 3 s eh-1 -+ o |

H.--i-_u VAL
Da nun die Exzentrizitit ¢ der Ellipse kleiner als 1 ist, so ist die Reihe rechts konvergent
; N e
und gleich Tt demnach kann man 4 so gross withlen, dass W — ty  dur Jedes u
kleiner als jede noch so kleine gegebene Zall wird, Folglich hat dic Reilie der w, einen cnd-
lichen Grenzwert, der mit « bezeichnet werden soll,

Da nun !

-"",I,k_] = m+ e .ﬁir: ity -
ist und bei hinreichend grossem 4 sich yrq und m + e sin w; der Reihe nach beliebig wenig il
von o und # 4+ ¢sin g unterscheiden, so ist die Differenz 1
o — (M - ¢ 8in @)

kleiner als jede beliebig kleine Yahl, also Null, und der Grenzwert w geniigt der Gleichung

o — ¢ 810 2 ="m.

:
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Zum Sehluss noch folgende Demerkung: Bs war vorausgesetzt, dass in dieser Gleichune
und m als Bogen mit dem Radius als Einheit gemessen werden. Da sie aber in der Rechnung
als Winkel in Sekunden ausgedriickt werden, so ist auch e durch Multiplikation mit

260 . 60 . 60 BASO0)

2 T

in Sekunden zu verwandeln.

§ 6. Beispiele fiir die Berechnung der Linge.

Elemente der Erdbahn.
(Nach dem astron. Kalender der Sternwarte von Wien mitoeteilt in den Blementen dér theoretischon Astronomit

von De: Israel Holtzwart)

lipoche : 1850. 1. Januar, miltl. Pariser Mittac,

Mittlere Linge in der Epoche: 100° 46 435

Liinge des Perihels in der Epoche: 100° 217 215"

Exwzentrizitit in der Epoche: 0,0167703

Tropische Umlaufszeit: 365,24220 Tage,

Tigliche Anderung der wmittleren Liinge: 3548,3304",

Jithrliche Anderung der Exzentvizitit: 1244 Einheiten der 7. Dezimale.

Jihrliche Anderung der Liinge des Perihels: + 61,7007,

I. Bereehnunpg der Linge der Sonne und der deitgleichung fir den mittleren
Berliner Mittag des 1. Januar 1903.
A. Berechnung der mittleren Anomalie m.
Vom 1. Januar 1850 bis 1. Januar 1903 sind 53 Jahre verflossen. untor denen 12 Sehalt-
jahre waren, also 365.53 + 12 = 19357 Tage.
Nun sind 53 “'”pi.‘il‘llt' Jahre = 19357,83 66 'J'il,ii'l". ferner |r-.'|.1'-"5_'_4’|' der Zeitunterzehied
Derlin—Parig: 00 44m 13 98 = (,0807 Tawe,
Also betrigt die Xwischenzeit: 53 fropische Jahre minns (LBG73 Tawe.

Da in einem tropischen Jahve die mittlere Linge um 360" zunimmt, so betriet die

Anderung der mittleren Linge im ganzen — $548,357 . 0.8673 - N7 4600 = 51 17.5".
Mittlere Linge in der Epoche = 1009 46¢ 43,57
Anderung in der Zwischenzeit - 5Tt 175"
Mittlere Linge = 999 5560600
Die Linge des Perihels hat in 53 Jahren um 61,7007, 53 = 32701 — 54¢ 30 ZUgEnommen,
! Linge des Perihels in-der Epoche = 100" 21+ 21,5
Zunahme = a4 80w
1]
4 Liinge des Perihels (1. Jan. 1903) = 101° 15 515"
‘ Mittlere Linge = 949 55 250N
Linge des Perihels — i RS F S
Mittlere Anomalie m = L0200 a5 5H

B SEE SR
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B. Berechnung von u aus der Keplerschen Gleichung w — e sin

Wert der Exzentrizitit e fiie 1903 : 0,016T478.

e . 648000

— soll mit (e) bezeichnet werden, dann st

il |
log (¢} = 3,58838
M1 = 4 (¢} sin m
log (e) = 8,53838
log sin 1° 20" = 8,36678
log (2] =i m = 1,90516 |;1,=|I4_{4~|:i'|[||-|1,
(¢) gin me = 80,417 = 11 20 4"
i1 19321 4.5
M= M 4 e} sin wi
.lijllvl\'.g_' 3 :1'_.'9.'15;3.‘\'
log sin w1 = 837617
log (e) sinur = 1,91455
() sinte = 82,140 == 11 221"
o = 121045, 6!
log sin uz 3. 37640
(&) 8in ue S2.181,
Daher st
e ] %2147 8

(. Berechmung von » aus der Gleichung
i Ly I { rhe . :
| i e J ), wobel ¢ gin o ist
&) [y} l R, ,r
logr sin = 8,22395H

i hifesg I‘“”
‘{ — 91 4731
I Ly -
- ! {50 281 4741
3
e ; For
it ( S
log tg | 3 { )= 0,00727
' 4 2
i LS
log tg 8,07545
]lll_-:' 1u B .“:_“.\‘:'_172
: L1? 35,0

Demnach betriigh der erste Summand der

{ L oder v — 9 =

19 2380 0) (3
Zeiteleichung

45,117 L

1L

L s
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] D. Berechnung der Linge der Sonne.

1[ Wabre Anomalie = 1923 10,6
Ll Linge des Perihels — 1019 157 51,5"
T| Linge der Trde = 99597417
Linge der Sonna = 279°59/ 411
Nach dem Berliner Astronomischen Jahrbuehe 1903 betwigt die Liinge der Sonne zur ange-
gebeunen Zeit mit Beriicksichtigung der Stirungen und der Nutation: 279° 52/ 54,36".
fi. Berechnung der Rektaseension der Sonne.
! [eh ‘benutze hier den genauen Wert des Astron. Jahrhuchs. Infolge der Aberration des
- Lichts wird die Linge der Somne noch vermindert um 20.82", daher ist die scheinbare Linge =
II 279952 33,54, Die mittlere Schiefe der Rkliptik belrigt am 1. Jan. 1903: 23° 27 6,85,
Die wahre (d. i. die durch die Nutation beeinflusste) Schiefe = — 239 260 57.67/.
|
'|‘ te s to leos s
s logtgl = 0,7592112
| log cos & = 9,9625645
’1 log tg r = 0,7217757
f <
p=280°7 44 42 617 = 188 42m 58 B4s,
, was mit der Angabe des Astron. Jahrbuchs genau iibereinstimmt.

Rechnet man dagegen mit dem Werk I = 2799 52! 41# und mil fiinfstelligen Logarithmen,
80 erhiilt man ;9800 441 517,

Dann wird der zweite Summand der Zeitgleichung

¥ — = (52" 1" = gm 208
Erster Summand » — m = e
Aweiter Summand » { =+ gm 20

Zeitgleichung pegmi]ge

{nach dem Astron. Jahrh. + 3% 16.698,)

Il Berechnung der Linge der Sonne fir den mittleren Berliner Mittae
des 1. Mai 1908.

Mittlere Linge der Erde am 1. Januar = 99" 557 26,07
Zunahme in 120 Tagen = 116 16" 59.6"
Mittlere Linge am 1. Mai — 218120 56"
Linga des Perihels am 1. Mai = 101%16" 12,07
: Mittlere Anomalie m = 116* 55’ 53,6"
i Darang ergibt sich o= 117% 46! 501
ﬂ p=118" 87" 35"
1

Linge des Perihels = 101" 16° 12"

-—

Linge der Erde = 219"53 47"

Linge der Sonne = 39953 47/

i
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1!_: » l.s,_: l.coss
log tg [ = 9,92222
|||5_" s & ':I,!;rll‘_‘_}.‘}"i
|LI',J|' Ts{ =0 B8478
Rektascension der Sonne 270 200 141
Frster Summand » I + 19411 41 4" = - Gm4TE
Yweiter Summand » = ARt Do s = Om 3gs
Yeiteleichung 2mn]s

inach dem Astron. Jahrbuch — 2™ 50,845

§ 7. Das Maximum und Minimum der Mittelpunktsgleichung = — » und die
zugehorigen Zeitpunkte im Jahre 1903.

Differenziert man die Gleichung

e = it { 81N i,
o erhilt man
.r' I = af-f .J — & (05 k.
Logarithmiert man die Gleichung
1 . i q |
L i gl { J | L i
2 ! 2 2
und differenziert, so ergibt sich
o o it
sin®  sinwu

Folelich entsteht dureh Elimination von dwu die Gleichung

sin (1 £ 08 1)
f? e = . flr v
sin 1
Fiir das gesuchte Maximum oder Minimom ist d m == d v, also
ging = sinu(l —e cos ).

Nun ist nach § 4
fosin u

sin v
1 2 008§
demnach
=11 —ecosi)?
lllll'T
| 'II'Illl‘
COs M =
5
Setzt man wieder ¢ = sin ¢, also b = cos ¢, s0 15t
r be I
| Veos i | CO8 Eg ¥
b T — - - :
sin o sin g (1 + V ros )] 1 + ¥ eos i
: L : G T 0 1
Hat man hieraus » bestimmt, so findet man » aus der Gleichung tg o U ter | | e AL
und damit anch ¢ -— . Ferner ist w —m = eginw.  Durch Addition der beiden Werte » — u

und w — w erhillt man daz Maximum der Mittelpunktsgleichung,

ERRUNE S —

s sl EIES
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i Ausfithrung der Reelmung :
. g = 57" 34,6"
f g
. .': — ol .EF?H”
Daraus ergibb sich
A 0V — gy = 14f 28,7
N =84 45" .'_:Ii!,'l'”
| i 0 3
— ".r_.'-jlr
Yo 14° 521 48,2
I
! log te | o _f):ll,l\ll?ﬁh
i (e
] log tg 099818
[ =1
¥ u - u
log [_: o = H!IIH.a-llm

B
oo

= 459911 86/

g9 437 1/

u o= 89" 45! 36"
P v—t== 0*5T" 86"
. w— = (&) 8in 1 = 3454,6' . sin u
: Nun ist sine innerhalb der Rechnungsgrenzen gleich 1, also
H i i -"i-]._ni_.fiu" — ()% 77" .'il__ﬁ"

Demnach ist das gesuchte Maximum = 1%55° 11" = Tu 415,

Berechnung des Yeitpunkts 1ir 1903, in welchem

dieses Maximum der Mittelpunktseleichung
| eintritt.

S ST

b
Al
ol
|
A

Die Zwischenzeit betriigh demnach 524521 :
Die Mittelpunktsgleichung
um 1oh 59m nachmittags seinen
Berechnung des Zeitpunkts fiir das Minimum.

i M=

m
Liinge des Perihels am 1
Zdunghme fir m = 88°
Liinge des Perihels
Mittlere Anomalie
Mittlere Linge
Mittlere Liinge am 1.

Zunahme der mittleren

m = 360" - .’o.“*‘"

— e L Bl

0° 57!
HE0 48!

Jannar

Januar

Lilnge

48" () -

3048.33 Tage

= 01,458 Tage -

L4 R
5.4
080 e
B 481 ()
1905t | e

G010 551 25

900 8¢ 414 — 324521"

oder der erste’ Summand der Zeiteleichung erhilt also am
orissten Wert.
Dann isk

2710 12* 0

=¥

”i 'llul‘_f". ||1|| _‘I”'IHI

1l|||'il




20

Linge des Periliels am 1. Janvar = 101° 15* 51,5"
Zunahme fir m 27309 - 46,8
Linge des Perihels 101° 16" 38"
Mittlere Anomalie = B e
Mittlere Liinge = 472998334
Mittlere Linge am 1. Januar - 049° 551 26
Zunahme der mittleren Linge = 272933 129 =481192"

Zwischenzeit (981192 : 3548,33) = 276,522 Tage = 276 Tage 12h 32m,

Der erste Summand der Zeitgleichung erhiilt also am 5. Oktober (Ot g2m vormittags seinen
kleinsten Wert — 7% 415,

§ 8. Berechnung der Zeitpunkte fiir 1903, in welchen die Summanden der
Zeitgleichung gleich Null werden.
Der erste Summand { — 4 oder » —m wird Null, wenn die Erde in Sonnennibe oder in
Sonnenferne steht, oder wenn m = 09 oder 1809 ist.
L =105
Mittlere Anomalie am 1. Januar = — 1°20' 25.5"
Mittlere Anomalie im ges. Zeitp. = 0o
Zunahme der mittleren Liinge . 12204 25,5" = 4825.5!.
Zwischenzeit = 4825,5 : 3548,3 Tage 1,35994 Tage = 1 Tag 8 38m
Also war'die Erde in Sonnenniihe im Jahre 1903 am 2. Januar 8t 3gm nachmittags.
25 m = 1802 .
Linge des Perihels am 1. Januar — 101°15° 51,5
Zunahme fir w 180° = 30.97
Linge des Perihels = 101" 16" 22,4"
Mittlere Anomalie = 180"
Mittlere Linge = 281° 16' 22,4
Mittlere Linge am 1. Januar — 99955 26,0/
Zunahme der mitfleren Linge = 181° 20’ 56,4 = (528564,
Ziwischenzeit = 652 856,4 : 3548,330 Tage — 183,990 Tage = 185 Tage 234 45m,

Also FErde in Sonnenferne 1903 am 4. Juli 118 45™ vormittaes,

Der zweite Summand der Yeiteleichung wird Nuoll, wenn die wahre Liinge der Sonne
0% 90%°180° oder 270° ist, oder, anders ausgedriickt, wenn die Sonne den Friihlingspunkt,
Sommersonnenwendepunkt, Herbstpunkt oder Wintersonnenwendepunkt erreicht.

1. Berechnung von Friililingsanfang 1903,

Dann ist die wahre Linge der Erde [ 50"
Liinge des Perihels am 1. Januar = 101°15' 51,5"
Zunahme fiir etwa m = 78° = 13 .5
Linge des Perihels = 101%36! B
Wahre Linge — ] 8df
Wauhre Anomalie = | 78943 5h

3

L3

399 21 57,5




=

e
1[|rr5u
‘o 'a o

p = 9,91403

1= 0,00727

9,90676

389 535445 "

o e

[} s11n 4
1 ]
Loz (¢
|ll_:_[' .'iiﬂ i
log (¢) sinw =

(e) 8in u =

Mittlere Anomalie m
Liinge des Perihels
Mittlere 1.i'l|1'r_{1‘
Mittlere Liinge am 1. Januoar

Zunahme der mittleren Linge

’ i DOl
T 47 33

= d,008:35

999007

= :—pl.ll Il"1_[..-

7651417
o1 16" 5
|TH|| i :2;.

999 55

26"
187 115a6" =2381°516°

: - 70 Tage 81 7m,

Awischenzeit = 281 516 ; 8548,3 Tage = 79,358 Tage

Demnach trat die Sonne in das Zeichen des Widders (Friiblingsanfang) un Jahre 1903 am

L. Mirz 8" 7™ nachmittags (mittlere Berliner Zeit).

(Die mitteleuropiische Zeit unterscheidet sich von der mittleren

2. Berechnung von Wintersanfang 1903,
Danu ist die wahre Linge der Erde 430"
Linge des Perihels am 1. Januar
Zunahme fir etwa m = 344"
Linge des Perihels
Wahre Linge
Wahre Anomalie v

lPLil']'

038/

o

) ergibt sich

jerliner Zeit um -+ 6'

D A s e [

el
T e e
-‘1'—)””

348 43" B.5"

11%16' 51,5

2‘_-":}“

'ElILl'I




(¢} sin wu folgt

i — 0% 54" 87" = 34490 5* 23"

Mittlere Anomalie == 3499 523"

Linge des Perihels — 101%16'51,5"

Mittlere Liinge — 450022/ 14.5"

Mittlere Linge am 1. Janvar = 99" 55' 26,0

Funahme der mittleven Linge = 350° 26/ 48,5" =1 261 605,5"
Ywischenzeit = 1261 608.5 : 3548,8504 Tage = 355,550 Tage = 355 Tage 14" 120
Demnach Wintersanfang 1903 am 23, Dezember 1% 12™ vormittags (mittlere Berliner Zeit).

[lbenso findet man, dass im Jahre 1903 die Sonne die Linsge 90° erreichte am 22. Jun

3t 58" nachmittags und die Linge 180° am 24. September 6" 38™ vormittags.

s

Auf dieselbe Weise kann man berechnen, wann die zweite Kurve (v {) ithre Maxima und

Minima erreicht. oder wann die wahre Linge der Sonne die Werte
_":ll.'Jub RIS
16° 14" 5"

133° 45! 55!

o)
erbiilt (vergl. § 3 Man findet dafiir im Jahre 1803 die Tage
3. Februar nachmittacs
8. Mai vormittags
7. Aungust nachmittags
9. November nachmitfags.
#

§ 9. Reihenentwickelungen.

Um die Mittelpunktsgleichung » — m in eine Potenzreihe von e zu entwickeln, werden wil
der Keihe nach u — m und ¢ — u als solche Potenzreihen darstellen und dann beide addieren.
[is war
" ¢ Bin i = .
Die Auflosung dieser (leichung ligss sich als Grenzwert der unendlichen Reihe
— ) (e — ) 4.
alffassen, wobei
Hi = i+ ¢ sin #t

w2 = M 4 ¢S M

war. Ist ¢ positiv und kleiner als 1 und m eine reale Xahl, so konvergiert die Leihe, wie wir
in § 5 gesehen haben, und
Uy = - — ) 4 (w2 i1} -
unterscheidet sich von dem Grenzwert « um weniger als e/+1 (1 — ¢),
Es lisst sich nun leicht nachweisen, dass alle w; als besténdig konvergente Potenzreihen
vou ¢ dargestellt werden kinnen, und dass in der Entwickelung von w; — u; ¢ als niedrigste
Potenz et anftritt.




Angenommen, die Behauptung sei schon fdr wi, we . . . uy_ | bewiesen, so gilt sie auch

Denn
| |

L A —_— g +1 p " 3 2 - oA 2 T s ,--' . iz 1
iy | = { | 8111 Tl'._';_ i =11 My :?l = 2008 5 |.-f‘,_ i -|—-|",_ _a s1n o I“’.’: == ”,_ al

x . |
Nun sind - (u; 1 +uy_a)und _ (u;

| — ;o) bestiindig konvergente Potenzreiben

1 2L ;
e, also auch cos - (u;_y + ;o) und sin ) und das Produki von beiden.

Da ferner u; § — u;_ o mit der Potenz ¢4—1 beginnt, so gilt dies auch von sin-_ (it 1 — wu;__9),

la niedrigste Potenz hat. Nun

Daher ist w, — ;4 eine bestiindig konvergente Potenzreihe, die ¢4 a
gilt aber unsere Behauptung fiir w1 und w1 — e, also ist sie anch allgemein bewiesen,
Jebzt lisst sich '
i e (e — ) 4 (e —

formal in eine Potenzreihe von e entwickeln, aber damit ist ilre Konvergenz noch niché nach-
gawiesen. Uber den KWonvergenzhereich dieser Heihe, die gewidhnlich aus einer von Lagrance
entwickelten Heihenformel abgeleitet wird, sind erst in neaerer Zeit Untersuchungen angestellt worden.
Dr. 0. Dziohek teilt in seinem Buche: ,,Die mathematischen Theorien der Planetenhewegungen't
aul Seite 21 folgendes Ergebnis mit:

Ist ¢ < (LGG1Y5, so konvergiert die Reihe bedingungslos; ist 1 > & = 0,66195, so

=
konvergiert sie nur fiir einen Teil der Bahn: ist e = 1, so divergiert die Reihe.

Sehon bevor diese Konvergenzuntersuchungen angestellt worden waren, erwies sich die Reihe
als sehr braunchbar fiir die prakiische Rechnung.

Im folgenden sollen nur diejenigen Glieder entwickelt werden, in welchen der Exponent von
¢ kleiner als 5 ist. Dann braucht man von den Reilien fiir we — wi, #s — ne und we — us hzw,
our 3, 2, 1 Glieder zn bestimmen.

Man benutzt” die Formeln:

sin (m + ) =sinm +zcosm— 5 w*sinm— -z 3cosm. ..
: G

; . | el
CO8 (M + &) = CO8 Mt — & 81N it — —— &= GOS8 I r 33w ..
»
Nun ist
M1 — 0 == e 8in m
also

= ¢ [sin (m + ¢ sin m) — sin m]

e * gin me GOS8 ;m = Y cretsin fmeosm ...
}

ihenso
wy — ne = [8in (w1 4 we — w1 )— sine | = e (w2 — ) cog o ...

= e (2 — w1 ) cos (m + esinm). ..
]

2

-

== (¢ ®8in m cos m — etsin *m—. . .)(cosme— esin ®m

e ¥ gin m cos ® m — == bgin 3 cos e -

Ui —=ils = £ JH]'II I:H-_' + by — Ha) — sin e J — ¢ [Us — -'.f-_':l COB 2 +-. ..

elginmeas *m 4 . ..




W=

ist.

oder

Wenil

oder

Daher ist

e YA

m esinm 4 ¢ sinmcos w4 e fsinm (1

7 itens ist jetzt v — w in eine Reihe zu entwickeln, wobei

2 1—e¢ = 2

Die Gleichung tg y = n tg @ lisst sich auch schreiben

i

gl — g—iy NeE —n e

ey . g—1¥ P 1

£+ 1 iz 1

Dureh korvespondierende Addition und Subtraktion folgb

in der Form

iE 4

. 14 1) eZir — (i 1)
gty = {1 : - 3
{n+ 1) 1 1) pBix
n—1 !
Setzt man = F. 80 18t
R I
! 1
i 'C.)'._-'.' e 6e) — J-J i .

Logarithmiert man auf beiden Seiten, so ergibt sich
2iy=2ix + log(l fi p—2i

=

Nun ist bekanntlich

0 8
log (1 — &) SR e
ol < 1 jat. Wenn also | k! < 1 ist, so ist
23 [ IO T Al 1 Dz Ji# ol gt
2 — 1—;’. et — g ) 4- el (e

gz L hein2 e sin 4 @
Dies lisst sich jetzt anf die Gleichung

1 (Al
g v = l_.f‘l “| S

—

anwenden. Hier ist

e [ff: Uil
1 3

Ve —Vi—e 1 — V1 —¢?
Vite + Vi—e e
Demnach st

L2sin 2+

w=2(ksinu I

|ll'_f' | — ez

v}

L
(a )

T e e

i
— COB
sin g

_II:' a

- —gin ) 4+ etsinmocos (1 -

8in & 1. 00




Wenn ¢ = gin ¢ von 0 bis 1 wiichst, so wiichst ¢ von 0 bis 1, wund k= g IJ g von O
bis 1. Daher ist die Reihe fiir reelle Werle von ¢ konvergent, sobald ¢ << 1 ist. Bricht man
. o : ; ke+1
sie nach dem p. Gliede ab, so ist der Fehler kleiner als - ¢

s S | [

Alle Glieder der rechten Seite lassen sich als Potenzreihen von e darstellen, die sicher
konvergieren, wenn |e| << 0,66195 ist. Demnach lasst sich auch die rechte Seite formal in eine
solche Potenzreihe entwickeln. Man kann aber nicht ohne weiteres, wie dies von Dziobek a. a. 0.
geschieht, behaupten, dass der Konvergenzbereich dieser Reihe mit dem der Potenzreihe fiir u
iibereinstimmt. Dies wire nur dann mdglich, wenn die Konvergenz der Reihe
1 g 1 %oy ol
5k °sin 2 u + 5 k3sin3u+ ...)

& "

v—u=2(ksinu +

fiir alle komplexen Werte von e innerhalb des Konvergenzkreises und die daraus resultierenden
komplexen Werte von « bewiesen wire. Die Untersuchung iber den Konvergenzhereich der gesuchten
Potenzreihe scheint also noch nicht abgeschlossen zu sein.
Jetzt sollen digjenigen Glieder der Reihe, deren Grad kleiner als 5 ist, entwickelt werden.
Es war

| — Vi
f— —
@
Nun ist
e | 1 1.3
[l = r’""] III =1 — gf— i 1-"
2 2.4 2.4.6
Daher
1 1 Ty
b = ¢ - el (BT
g C gy Sttt
1 1
f® gttt X,
4 8
1
Ele=—ett,.
B
1
k4= ko
16
Ferner ist
2 w—m : : s e i il
BN 8 = - =ginm +esinmcosm + e*sinm (1 — 58I *m)+etsinmcosm (1 — 3 gin *m)+. ..
-] i
Da
AEE 1o y Bt o
sm (dm+x)=sindm4-xcosim— o @ ® Ein 4 m - :
ist, so ist 2k Syl ot s i,
sind# =sin(Amyedginm +e*dsinmeosm+...)
= sindm -+ edsinnicosdm+ e®LsinmcosmeosAm 4 ...
—— e*l%ein*msinim—...
=1
Daher ist
8in 2w =2 ginm cogm + ¢ 8in m (2 — 4 sin 2m) + ¢ 2 sin m cos m (2 — 8 sin ? i T e
gin 3w = sin 3 g 4 Sesinmeos 3m 4 ... = sinm (3 — 4 sin 2 m) + e sin m cosm (3 — 12 gin Ep)nets .

sindu=sindm4...=sinmcosm(4d—8sin?m) 4 ...

4




Folglich ist

; ; St : R il : o ey
2k sinw = esin m + ¢?sinmfeos m+elsinm(l— s m) + e 1 gin e cos i (1 - 3 B E L s
calk : 1
F e " 510 . | : 4+ et sin meos m . | i
@ [ 5 0o+ F ]- . ") L ] R |
L %sin 2w = 5 GTSHmeos T ¢ * sin ot (- — S - m) +etsinmeosa (5-—2smm) 4 ...
+ e 3in m cosin . : e
4
2 ) i, ; el 1 2IF
— kisindu= ¢ % sinm {--1 — _ein*m)+ e *sin mecos m T SiN ) 4= .
1 [al 4
| ERAL Aaid . 1 198=wit L
-kisind u = edsinmeosm(———8in ) +...
2 g 4
Daher
LA, o LI 4 TN o 19 "7
v—u = esinm+ e sinmcos m +etsmm (23— & ginfan) ¢ Ysinom cosm {-R- e sin fam) ...
& ] ] &
' Nun war aber
w—m—esinm + ¢ ®sinmcosm +¢*sinm(l— 5 sin®m)+e*sin m cos m (1 — g 51 [ e
Also ist
. B i Al I 2 1085
t—m=2¢sin m + - ¢ sinmeosm + edginm (3 3 8in *ne)+ et sinm cosm (5 75 810 ne) ...
oder auch
. : ST calia s 103 . j VS :
p—m==2es8inm+—e*sindm+e”’ am 3 om — sinm)+ et —gin 4 m — sinZ2m)t. ..
4 12 4 U6 24 -

§ 10. Anwendung der entwickelten Reihe auf idic im § 6 berechneten Beispicle.

Bei der kleinen Bxzentrizitit der Erdbahn -kann man sieh auf die drei ersten Glieder der

Reihe bhesehrinken. Soll v — e in Winkelsekunden ausgedriickt werden, so ist demnach

G48000 . -
p—_ = — sinm(Z2et+3et+
iT

Fiirtdas -Jahr: 1903 ast

b o

#2008 m— =L 5in 2 m).

- 3, o 13 s
¢ = 0,0167478, 2¢+ 3¢ = 00835097, log : e®=10,84584—4, log ,.5) ¢ ¥ = 0,30867 —5

Ferner ist

log

14800
.—fU#,;:}"Ej:: 5,31443

¥
1) Berechnung von v — o fiir den 1. Januar 1903.
Dann ist m = — 1°20' 25,5
log sin m = B,36909 »

Fid o i . o
¢ Sgin *mhato hier keinen. Einfluss mehr.

Dag! dzlied

[
Ly

JE———

e S —t




log - ¢* = 0,84584 — 4 (48000

I)g

y01443

! log cos i = 9,99988 : :
, 8 g log sin m == 8,36900 n

i T 84570 — - . :
i !'ﬂg Prod. = 0,84572 { ]U}_{ Kl = B.53416
! 2 2 08 = ()L.O0OOTF010 E
5 ¢ cos m = L,U0UDTU log (v — m) = 2,21768 n
Klammerwert = 0,0342107 p— i = — 165,1" = — 2' 45,1 (genau wie in § 6.)
| 2) Berechnung von v — m fir den 1. Mai 1903.
{
| m = 116° 55’ 53,6"
log 2 ¢ ¥ =0,84584 — 4 log 13 ¢t = 030867 —5
g5 ¢ .84 g5 ¢ e !
log cos m = 9,63602 n log sin * ;e = $,90030)
log Prod. = 0,50186 —4 »n log Prod. = 0,20897 — 5
.3 o e o 15 g ot "
E 5 efsinm= — 00003176 —n 3 GBI — 0,0000162
i Klammerwert = + 0,0331759
i
648000  _ ... ..
1 log = 5,3 1444
] log sin m = 9,95015
log K1. = B,52083
log (v — m) = 3,78541
I v—m = 6101,1" = 1241 41,1"
! (im & 6G:1%41'41,4")
|l
{
E ——
“
4
|
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