Der Unterschied zwischen dem Richtungswinkel (Azimut) und

Stundenwinkel eines Sterns in seiner Abhéngigkeit von dem

Stundenwinkel und der Deklination des Sterns und von der
Polhohe betrachtet.

Von

Professor Dr. Carl Schmidt.

Es ist vielfach bekannt, dass man mit Hilfe der Uhr und der Sonne die Himmelsgegenden
ziemlich genaun bestimmen kann. Der Grundgedanke der Methode ldsst sich in folgender Weise
klar machen. Die Sonne macht in 24 Stunden einen vollen Umlauf am Himmel, der kleine Zeiger
der Uhr dagegen in derselben Zeit zwei volle Umldufe. Folglich bewegt sich der kleine Zeiger
gerade mit der doppelten Winkelgeschwindighkeit wie die Sonne, er wird also in derselben Zeit
einen doppelt so grossen Bogen zurdcklegen als diese. Nun steht die Sonme genan im Siiden,
wenn gie ihren hiichsten Stand am Himmel hat, d. i, um 12 Uhr wahre Sonnenzeit. Im Folgen-
den wird voransgesetzt, dass die Ubr nicht die mitteleuropiiische Zeit angibt, sondern die wahre
Somnenzeit des Orts, wie sie durch eine Sonnenuhr angezeigt wird. Nimmt man dann zu irgend
giner Zeit, z. B. am Nachmittage, die Ubr in die Hand und hélt sie wagrecht so vor sich, dass
der kleine Zeiger nach der Somne geriehtet ist, so sieht man auf der Uhr den Bogen, den der
kleine Zeiger seit 12 Uhr mittags zuriickgelegt hat. (Genau den halben Bogen hat aber in der-
selben Zeit die Sonne am Himmel zurickgelegt. Demnach gibt die Mitte des Bogens die Rich-
tung an, in welcher die Somne um 12 Ubr gestanden hat, d. h. die Sidrichtung. Die Richtung
von Norden nach Siden erhilt man also, wenn man den Mittelpunkt des Zifferblatts mit der
Mitte des Bogens verbindet, wilhrend der kleine Zeiger nach der Sonne zu gerichtet ist. Genau das-
selbe gilt von einer Beobachtung am Vormittag, nur dass es sich dann um denjenigen Bogen
handelt, den der kleine Zeiger bis mittags 12 Uhr zuricklegen wird.

Man sieht unmittelbar ein, dass die Methode nicht genau sein kann, weil die Bewegung der
Sonne in einer anderen Ebene erfolgh, als die Bewegung des Stundenzeigers. Die Sonne durch-
liuft wihrend eines Tages am Himmel eine Kreisbahn, die gegen den Horizont geneigt ist und
deren Ehbene auf der sogenannten Weltachse, der Drehungsachse der Himmelskugel, senkrecht steht.
Der Stundenzeiger dagegen bewegt sich, wenn die Stellung der,Uhr nicht geindert wird, in einer
horizontalen Ebene. Es ist daher von Interesse, die Genauigheit der Methode zu untersuchen,
d. h. zn bestimmen, welchen Fehler man an irgend einem Tage und im Verlanfe des ganzen
Jahres im ungiinstigsten Falle machen kann, und wie sich dieser Fehler mit der geographischen
Breite des Beobachtungsories andert.
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In Figur 1 sei ABCD der Horizont und zwar A der Nordpunkt, B der Sidpunkt, C der
Ostpunkt und D der Westpunkt. Der geneigte durch C und D gehende Kreis stellt den Himmels-
dquator, P und P: die beiden Himmelspole, % den hochsten Punkt der Himmelskugel, das Zenith,
und N seinep Gegenpunkt, den Nadir, dar. Ist nun
S der Standpunkt der Sonne, so ist ME die Richtung auf
der Horizontalebene, in welcher die Sonue gesehen wird,
und Winkel BME = « der Winkel, den diese Richtung
mit der Sidrichtung bildet, das sogenannte Azimut der
Sonne, dag durch das Verfahiven bestimmt werden soll.
Dieser Winkel stimmt mit dem Bogen BE oder dem
sphirischen Winkel BZE dberein. Der sphirische
Winkel Z P8 = t ist der Stundenwinkel der Sonne. Er
ergibt sich, indem man die wahre Sonnenzeit fir den
Augenblick der Beobachtung durch Multiplikation mit
15 in Grad, Minuten und Sekunden verwandelt, denn der
Halbkreis P8 P: heschreibt bei der Bewegung der Sonne
v 8 in 24 Stunden einen Winkel von 360° also in jeder
1.-{;,1,; i Stunde einen Winkel von 15 Da nun auf der Uhr
einer Stunde ein Bogen von 80° (360°:12) entspricht, so stimmt t genau mit dem frither ge-
nannten halben Bogen auf der Uhr iberein. Wir haben also e—t, den Unterschied zwischen «
und t, in seiner Abhingigkeit von dem Stundenwinkel £, von den Polhohe A P = ¢, die bekanntlich
mit der geographischen Breite des Beobachtungsorts iibereinstimmt, und von der Deklination der
Sonne & — SF, die bekanntlich im Verlaufe des Jahres sich in den Grenzen + 23%s® bewegt, zu
betrachten. Insbesondere ist der Verlauf von e—* bei bestimmten Werten von ¢ und d withrend
eines Umlaufs der Sonne zu untersuchen, und es sind die grossten und kleinsten Werte davon zu
bestimmen. Dabei geniigt es, t von 0° bis 180° zu veriindern, da die Bewegungen eines Himmels-
korpers anf der ostlichen und westlichen Halbkugel vollstindig symmetrisch sind. Wir behandeln
die Aufgabe ganz allgemein und beschriinken uns weder in der geographischen Breite des Orts

noch in der Deklination d, ziehen also statt der Sonne irgend einen Fixstern in Betracht.
In dem sphirischen Dreieck PZS ist PZ = 90%—¢, P8 = 90°—d, Z8 = 90°h, wo
h = SE die Hohe des Sterns bedeutet; ferner 3T SP¥ = t und 32 PZ4S = 180%—«. Nun

ist in jedem sphirischen Dreieck

; sine ¢ colg bh—cos ¢ oS «
coty f — ¥ —
E S

also erhiilt man, wenn man diese Formel auf das Dreieck P %S anwendet,
(1) oolg o= sin o cos .l"- —cos pig d
st
Wir ‘die spitere Untersuchung ist noch folgende Bemerkung wichtig. Die Gleichung (1) wiirde
man auch aus dem Dreieck PiNS erhalten, in welchem PiN = 9”“-:--:;, P18 = 90% + J, N8 =
90° 4 h, 3¢ SPiN = 180%—t und 2 PiNS = « ist. Die Stiicke des einen Dreiecks unterscheiden
sich von den entsprechenden Stiicken des anderen dadurch, dass h und J das Zeichen dndern, und
dags statt t und e ibre Supplemente eintreten.
Betrachten wir zundchst den Fall, dass  — 0 ist. Bei der Sonne tritt dies am 21. Mérz
und 23. September ein, wenn Tag und Nacht einander gleich sind. Dann ist
colg @ = cotg ¢ sin .
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Daher ist il
e ('n!{j‘_ t sing -|- 1
; cotg & (1 — sing)
Bei der oberen Kulmination des Sterns ist t =0, bei dem Untergange (bezw. Aufgange) ist
b= 90% bei der unteren Kulmination ist t = 180°,

Wenn t von 0° bis 180° wichst, so nimmt cotg t von + oo bis — coab, und wwar ist
colg b im ersten Quadranten positiv, im zweiten negativ. Sehen wir von dem Falle ab, wo der
Beobachtungsort anf dem Aequator liegt (¢ = 0), und & immer gleich 90° ist, so ist

e =1t wenn t = 0 ist,

@ > t, wenn t zwischen 0° und 90° liegt,

a'= 1, wenn t = 90° ist, G

e <&, wemn t zwischen 90° und 1809 liegt,

e =, wenn t = 180° ist,
Bezeichnen wir fiir den Augenblick cotg t mit x, so wird « —t ein Maximum oder Minimum,
wenn die Ableitung von

v ,w-u.lJ:T e Ay & sing + i

verschwindet, wenn also

y 1
st p — =0
o

also
tgt = + V sin (7Y
ist. Dann ist
Vsin i

f'lJl{")‘ ':_'ff — |J,l| - + .Iql”_z{-;‘.'j”—' [.'l',jl’,!' )

Das Zeichen + gibt das Maximum von e—*t, das Zeichen — das Minimum.
In der Breite von Mainz (g = 50°) ergibt sich aus der angefithrten Gleichung

= 41° 11' 38" = 2h 44m 475
(v = 2l aat 4ol
d. h. am 21. Mirz und 23. September wird 2%/s Stunden vor und nach dem wahren Mittage im
mittleren Deutschland & — t seinen grossten Wert von etwa 7'2° erreichen. An diesen Tagen
ist also der grésste Fehler, den man bei der Bestimmung der Himmelsgegenden durch das
anfangs angegebene Verfahren machen kann, gleich einem Winkel, dem auf der Uhr ein Bogen
von etwa 1%s Minuten entspricht.

Wir betrachten von jetzt an den Fall, wo J nicht Null ist, und kinnen uns bei der Unter-
suchung auf positive Werte von J beschréinken. Betrachten wir nimlich zwei verschiedene Sterne
S und Si, deren Deklination sich nur durch das Vorzeichen unterscheidet, so werden infolge der
Bemerkung auf Seite 4 die Dreiecke ZPS und NP1 S in Gestalt nnd Grisse ihereinstimmen,
wenn die Stundenwinkel von S und 8 sich zu 180° erglinzen. Dann werden sich auch die
Azimute beider Sterne zu 180° ergiinzen, und der eine wird ebensohoch iiber dem Horizont stehen,
wie der andere unter ihwm. Nun ist in dem ersten Dreieck die Summe der Winkel bei Z und P
gleich 180° + t — «, in dem zweiten die Summe der entsprechenden Winkel bei N und P: gleich
180% + & — t; also findert sich « — t bei negativem J, wenn t von 0° bis 180° wiichst, genau
80, wie t — « bei positivem 4 von gleichem Betrage, wenn t von 180° biz 0° abnimmt.




Wir wollen nun zuniichst feststellen, wie gross « bei der oberen und unteren Kulmination
des Sterns, also fiir t = 0° und t = 180% ist. Aus der Figur und aus Formel (1) ergibt sich,
dass bei der oberen Kulmination @ = 0 ist, wenn ¢ << ¢ ist. Ist aber & > ¢, so ist der Ab-
stand des Sterns vom Nordpol kleiner als der Polabstand des Zeniths, und dann ist bei der oberen
Kulmination e = 180°% Ist aber ¢ = ¢, so kulminiert der Stern im Zenith und « hat firt =0
den Grenzwert 90°% Ibenso folgt, dass bei der unteren Julmination e im allgemeinen gléich
180° ist. Nur wenn dJ negativ und dem absoluten Betrage nach grisser als ¢ ist, isb « dann
gleich 0° st aber J = — ¢, so steht der Stern bei der unteren Kulmination im Nadir, und
@ hat bel t = 180" den Grenzwert 90°.

Wir wollen jetzt ermitteln, bei welchem Stundenwinkel der Unterschied e« — t gleich Null
werden kann: dabei ist t= 0" und t = 180° ausgeschlossen, da im Vorhergehenden dieser Fall
gchon besprochen ist. Dann folgt aus (1)

cos t = st qp eos t — cos @ by 0
cos b, (1 — sitnq) = —cos g ly o
2 cos ¢ sin? (45° — Yag) = — 2 sin (45° — Yag) cos (45° — aq) tg O
also
g o

g (45" — Uag)
Wenn J dem Betrage nach kleiner als 45° — Ysqp ist, so hat diese Gleichung eine Auflosung, die
mit to bezeichnet werden soll.

Aus den friiheren Ergebnissen fiir den Fall = 0 kénnen wir jetzt schliessen, dass wenn t
von 0° bis te wichst, « > t ist, und wenn t von to bis 180° wiichst, « <C t ist. Ist J positiv
und geht zunehmend in den Wert 45° Yag iiber, so hat to den Gremzwert 180° Ist also d
gleich 45° — Ysg oder grisser, so ist immer « > t. Ist dagegen d negativ und geht abnehmend
in den Wert — (45% — Yfoq) iiber, so hat to den Grenzwert 0°. Ist demnach J gleich — (45° — Yz q)
oder kleiner, so ist immer « << .

Wir wollen jetzt noch betrachten, wie e — t verliuft, so lange der Stern sich iber dem
Horizont bewegt.

Ist t: der Stundenwinkel des Sterns beim Untergang, so ist bekanntlich

(2) Cos & =

tg (90° — ¢)

Bei positivem & sind to und ti stumpf, bei negativem J spitz. Nun ist 90° — g > 45% — Tfaqs,
also ist bei negativem & ti grosser als te, bei positivem J dagegen to grosser als ti.

(3) cosh = — lg g lgd =

Daraus folgt:

Ist die Deklination des Sterns positiv, so wird « wibrend der Bewegung des Sterns fiber
dem Hovizont immer grosser als t sein. Bei der Sonne ist das im Sommerhalbjahr der Fall.
Ist dagegen die Deklination des Sterns negativ und dem absoluten Werte nach kleiner als 45° — faep,
s0 ist @ — t positiv, so lange t zwischen 0° und to liegt, aber negativ, wenn t zwischen to und
t: liegt. Wenn aber die Deklination negativ und dem absoluten Werte nach gleich 45° — g
oder grosser ist, so ist wahrend der Bewegung des Sterns iiber dem Horizont « immer kleiner
als t. Das gilt bei der Sonne fir das Winterhalbjahr. Man vergleiche die Werte in der Tabelle
am Schlusse der Arbeit.




Nun soll bestimmt werden, wann bei gegebener Deklination «— t ein Maximum oder
Minimum hat®).
sin g cos t — cos g fg d

Da colyf e = - = f (t)
s o
ist, so ist
« = are colg [ ().
Daher ist
duleas B il o i Db ki) P ()
& iin el L () 1+ frt)°

Im Falle des Maximums oder Minimums muss also 1 + £ (t)® + " () = 0 sein.

Nun ist
- sin o sin® § — sin @ cos® £ + cos g fy d cos't
sin? ¢

f () =

- sin g + cos g fgd ocos i
sin® ¢
Daher muss
sin® t + sin® qpeos®t — 2sin g cos gty deost + cos® gtg® S — sing + cos g tg dcos it =0

sein. Setzt man hier sin®t = 1 — cos® t, findert die Zeichen und ordnet, so ergibt sich

cos* tcos® g + costeosplgd (2sing — 1)+ sing —cos®glg®d —1=0.
Daher ist

: Fite Y e T e e o e
tosteosg = — S (2smg—1)lgd + 3 Viasin®gtg®d — 4sing tg*d +tg*d — 4 sineg + Leos gty J 4

_ —(2sing — 1) sind + V5 sin*0— 4 sing + 4cos® 0
i 2 cos d

also

4 08 t = -
(4) £08 2 cos p cos d

Das Vorzeichen dieses Ausdincks stimmt mit dem Vorzeichen der Wurzel iiberein, weil im Zihler
der absolute Wert des 2. (ilieds iiberwiegf. Bs ist niimlich 4 sin ¢ (sin ¢ — 1) sin® J negativ,
4 (1 — sin ¢) positiv, folglich, wenn man auf beiden Seiten sin® J addiert,

(£ sin® @ — dsing + 1) sin® & < 4 (1 — sing)+ sin®d

Daher ist der absolute Wert von (2 sin ¢ — 1)sin d kleiner als V4 (T — sin ¢) + sin® 4.

Zieht man nun den friher geschilderten Verlauf von « — t mit wachsendem t in Betracht,
so ergibt sich Folgendes:

Gibt man in (4 der Wurzel das positive Vorzeichen, so erhdlt man denjenigen Stunden-
winkel 9%, der das Maximum von e — t liefert; gibt man dagegen der Wurzel das negative
Vorzeichen, so erhidlt man denjenigen Stundenwinkel S, fiir den das Minimum von ¢ — 1
aintritt,

Y ist ein spitzer, Y2 ein stumpfer Winkel.

*) Vgl die Aufgabe 1838 im Aufgaben-Repertorinm der Zeitschvift fiir mathematischen und naturwissen-
schaftlichen Unterricht, Bd. 32, Jahrg. 1901, Seite 193 und meinen Nachtrag dazu in demselben Bande, Seite 370,
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Fiir die weitere Betrachtung sind zwei Fille zu unterscheiden :

I. ¢ > 30% dann ist sin ¢ > é, 280 g — 1 > 0; ferner ist dann ¢ > 459 — Yzp.

AL 1 . : : =
Il << 30°% dann ist sin ¢ <, 2 sin ¢ — 1 < 0; ferner ist dann ¢ << 45° Yegp.

L ¢ >30°% Wir beschrinken uns wegen der auf Seite 5 gemachten Bemerkung anf
positive Werte von J. Fassen wir zunichst den zweiten Wert cos s ins Auge, der sich aus (4)
ergibt, wenn die Wurzel das negative Vorzeichen erhilt. Beide Glieder des Zihlers sind dann
negativ. Wenn J wichst, so nimmt der absolute Wert des Zablers zu, wilrend der positive
Nenner, abnimmt, daher nimmt der absolute Wert von cos $s zu, und @y nihert sich dem Grenz-
wert 180% der fiir o = 45° — 'fag erreicht werden muss, wie wir schon aus dem friher ge-
schilderten Verlaufe von « — t schliessen konnen. In der Tat wird dann die rechte Seite von
(4) gleich

— (2 sin ¢ — 1) sin (45° — "ag) — 3 sin (45°— Yag)
4 sin (45" — 1,-xq|:'l cos? (45° — Yy gi_u}
— 2.5in (45° — ‘py) (1 + sin ¢)

= 1 sin (45° — Yep) cos® (45° —aq) =
12 i

4 sin (45° — ) . cos® (45° — 'sg) LA
4 sin (45° — Yaqp) cos® (45%— aqp)

Wird d = 45° — s, 80 gibt es kein Minimum mehr.

Wie verhiilt sich nun der erste Wert cos %1, der den Stundenwinkel fiir das Maximum
von ¢« — t liefert, bei zunehmendem #7 Um diese Frage zn entscheiden, setzen wir zur Ab-
kiiraung 2 sin ¢ — 1 = a und 4 (1 — sin ) = b. Da wir den konstanten positiven Faktor 2 cos i
im Nenner unbeachtet lassen kinnen, so handelt es sich um den Verlauf folgenden Ausdrucks:

—asind+ Vi SRz d - §
a Sin d + .-’—+ L e i [/ E: e
cos o rosE & g
=—atgd+ Vo + (b + 1)ty

bei wachsendem J. Hierin betrachten wir tg J = x als unabhingige Variable, die von 0 his 4+ o
sunimmt, wenn J von 0° bis 90° wiichst. Die Ableitung dieses Ausdrucks nach x

b+ 1)z
Vi (3 + 1) *

— 1

ist fiir x = 0 negativ. Demnach nimmt ecos %1 zunichst mit wachsendem & ab, % zu.  Nun
wird aber fir d = ¢, wie man sich leicht iiberzeugt, cos h = 1, also % = 0. Demnach muss
th hei wachsendem J einen grossten Wert bekommen und dann wieder abunehmen. Um diesen
Wert zn erhalten, setzen wir die Ableitung gleich Null und finden

a*b + a® (b + 1) 2* = (b + 1) 2?
afb= b+ Nz b+ 1— a?




Nun sk b -+ 1 — a? = 4 cos? ¢, folglich wird
s it = a '/ b 2sin g — 1 | / 1— sing

Jeos @' b+ 1 5 e0s 5 — 4 sin 'q.'
oder
Qsmg—1
(5) tgd = = ' e
V (5 — £ sin g) (1 + sin ¢)

Diese (leichung liefert die Deklination do. So lange d von 0 bis do wilchst, nimmt St zu, bei
Jo erhilt 91 seinen grossten Wert, daon nimmi & mit wachsendem o wieder ab. Wird 4 =g,
o0 wird cos 91 = 1, also &1 = 0. Weni'd = ¢ ist, so hat « — t kein Maximum mehr. " Dann
hat e — b, wie schon frilher angegeben ist, fiir t = 0 den Anfangswert 180% (ba. 90") und nimmt
mit wachsendem t stetig ab.

Ist ¢ = 50% so erhiilt man aus (5) do = 16° & 157, und aus (4) S =45 HE! oM =
gh gm 489 . Die Sonne erreicht diese Deklination am 5. Mai und am 9. August, so ‘dass an
diesen Tagen der Augenblick, in dem « —t seinen grissten Wert in unserer Breite erreicht,
vormittags am frithesten und pachmittags am spitesten eintritt, nimlich 3 Stunden 3 Min. 3 Sek.
vor bezw. nach dem wahren Mittag,

Wir wollen nun fiir die verschiedenen Werte von & den Verlauf von e — t, withrend t von
0° bis 180" wiichst, zusammenstellen,

Ist der absolute Wert von ¢ kleiner als 45° — Yag, so hat ¢ — t den Anfangswert 0, wird
dann positiv, erreicht bei das Maximum, wird bei to gleich Null, dann negativ, erreicht bei
99 das Minimum und wird sehliesslich bei 180° wieder gleich Null.

Liegt ¢ zwischen 46° — Ysp und @, so hat « — t den Anfangswert Null, wird dann positiv,
erreicht bei 1 das Maximum und wird schliesslich bei 180° gleich Null.

Liegt d zwischen — (45° — 'ag) und — @, so wird « —t von Null ausgehend negatiy,
erreicht bei ¢ das Minimum und wird bei 180° wieder gleich Null.

Ist ¢ = @, so nimmb ¢ — t stetig von 90° bis 0% ab.

[st § = — ¢, 80 nimmt « — t stetig von 0° his 90° ab.

Ist d = ¢, so nimmt « — b stetig von 180° bis 0° ab.

[st § < —— ¢, 5o nimmt « — b stetig von 0° bis — 180° ab.

II. ¢ < 30°% Dann ist 2 sin ¢ — 1 negativ und ¢ << 45° — ‘lagp. Die Gleichung (4), aus
welcher die Stundenwinkel #1 und & fir das Maximum nnd Minimum von & — t berechnet
werden, schreiben wir jebzt so:

e 2ing) s 0+ VAT g) o
2 cos g cos d

Das erste Glied des Zihlers ist jetzt bei positivem J positiv. Wenn J wiichst, so nimmt
cos 1 bestindig zu, ¢« mimmt also stetig ab und ereicht fiir d = ¢ den Wert 0. Ist J gleich
¢ oder grosser, so hat « — t kein Maximum mehr.

cos 2 ist negativ, sein absoluter Wert betrigt

— (1 —2sing)sind + V4 (1 — sin g) + sin® d
~ Beos 0§ cos d S

Fiir diesen Ausdruck konnen wir genaun dieselben Betrachtungen anstellen, wie fir cos 1 im
Falle I, Nur tritt jetzt 1 — 2 sin @ an die Stelle von 2 sin ¢ — 1. Der absolute Werf von
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cos Y wird also mit wachsendem J zuerst abnehmen, dann bei' einem gewissen Werte do seinen
kleinsten Wert errcichen und schliesslich wieder zunehmen. Dabei ist [vgl. (5)]

g 1—=2sng
' V(5 — 4sin g) (1 + sin ¢)
dzwird also zuniichst abnehmen; bei do seinen kleinsten Wert erreichen und dann wieder zu-
nghmen., Wird § = 45° — Yeq, so wird Y2 = 180°. Wird 4 noch grisser, so gibt es auch
kein Minimum von ¢« — t mehr.

Wir wollen nun aunch im Falle II fir die verschiedenen Werbte von J den Verlauf von e — t.
withrend t von 0° bis 180° wiichst, zusammenstellen.

[st der absolute Wert von d kleiner als ¢, s0 hat « — t den Anfangswert 0° wird dann
positiv, erreicht bei %1 das Maximum, wird bei te gleich 0° dann negativ, erreicht hei s das
Minimum und wird schliesslich bei 180° wieder gleieh 0°.

Liegt 0 zwischen ¢ und 45° — 'eq, s0 hat « — t den Anfangswert 180° nimmt danm ab,
wird bei to gleieh 0° dann negativ, erreicht bei s das Minimum und wird schliesslich hei 180°
gleich 0°  Ist d == ¢, so ist der Verlauf derselbe, nur betrigt der Anfangswert 909,

Liegt' &' zwischen — ¢ und (45%— o), 80 hat' e« t den Anfangswert 0° wird dann
positiv, erreicht bei 1 das Maximum, wird bei to gleich 0° und fillt nun bestiindig bis anf 1807,

[st = — ¢, so ist der Verlauf derselbe, nur betrigt der Endwert — 90°.

Ist & gleich 45° — Ysq oder grosser, so fillt e« — t bestindig von 180° bis 09,

"Ist d gleich — (45° — Y2¢) oder kleiner, so fallt « — t stetig von 0° his — 180%

Es soll jetzt moch untersmeht werden, wie sich das Maximum oder Minimum von e — t in
einer bestimmben geographischen Breite mit der Deklination ¢ fndert, ferner Dei einer bestimmten
Deklination mit der geographischen: Breite.

Aus der Gleichung (1)

cotg e sint — sin g cosd + eosqplgd =0
folgt' munichst’ bei konstantem J und ¢ die Differentialgleichung
st t

—— (& = (cofyg e cos i st sint)d i
sin® e (coty 2 : )
Da_nun fir das Maximum: oder Minimum de = dt sein muss, so ergibt sich
sin ¢ . :
(6) g = eoly « cos t + sin o sin f
SR- e

Durch: die Gleiehungen (1) und. (6) werden fir das Maximum und Minimum von AT
¢ und t als Funktionen von J und ¢ bestimmt. Um nun die erste Frage zu beantworten, be-
trachten wir in (1) ¢, t und J als variabel, ¢ als konstant und erbalten dureh Differenzieren

sin ¢ : , CO8 o1
Aot EE A (cotq ee cos &+ sin g sin 1) df + 2 ?g dd =0
cos® o

]
ST owe 5

oder infolge von (6)
: sin it £os oo
b3 L= T g
sin® o e ) cos® d L
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ool (ee — ) , il
Denmmach ist - -'“-] ; ~ immer positiv, d. . Maximum und Minimum ven e« — & wichsen
U«

stetig mit zunehmendem d; da aber das Minimum negativ ist, so bedeutet das, dase der absulute
Wert des Minimums mit wachsendem ¢ abnimmt.

In einer bestimmten geographischen Breite erreicht also das Maximum von « — t fiir die
Sonne seinen grossten Wert am lingsten Tage, wenn d = 23°27" ist. Das Verfahren zur Bestimmung
der Himmelsgegenden ist also im Hoehsommer, insbesondere am lingsten Tage am ungeniuesten.

Um die zweite oben gestellte Frage zu beantworten, betrachten wir jetzt in (1) e, t |md i

als variabel, J als konstant und differenzieren. Dann folgt
< ;::gf d e + (cofy e cos t + sin g sint) dt — (cos g cos £ + sing lg d) dgp =0
3] (¥4
oder infolge von (6)
st t
sin® «
Nun ist aber infolge von (4)

d (e —t) = — (cos @ cos &+ sin g tg d) d o

! m i +T 4 (1 in @) + sin?d
cos g cosd + gip gy d = e l‘ i) e

,-é cos o
Demmnach wird
sint  d@—t) sind + VLI —sing)+ sin® o
sinfe | de . e e !
e o : e ; L e —t)
Der Zahler der rechten Seite hat aber dasselbe Vorzeichen wie die Wurzel, also wird &g -

fiir das Maximum negativ und fiir das Minimum positiv; das bedeutet:
Mit wachsender geographischer Breite nehmen die absoluten Werte des Maximums und
Minimums bestindig ab, das Verfahren wird also genauer.

Die folgenden Entwickelungen sollen dazu dienen, fiir den Augenblick, wo e —t' 'seiunen
grissten oder kleinsten Wert erreicht, die Hohe, das Azimut und den Stundenwinkel des’ Sterns
moglichst einfach zu berechnen.

Durch die Gleichungen (1) und (6) werden die gesuchten Werte von « und t bestimmt.
Nun ist aber in jedem sphirischen Dreieck

o8 y = — co8 e c0s 3 + st o St 3 Cos ¢
also ist, wenn der sogenannte parallaktische Winkel des Sterns PSZ in Fig. 1 mit 'y 'be-
zeichnet wird,

Cos y = (08§ & c0§ ¢ + Sin w sin t sin g
oder infolge von (6)

.':m ¢
608 ¥ =
Sin @
oder wegen des Sinussatzes im Dreieck PSZ%
cos h
0§y =
}J Cis fi

Daraus folgt, dass y ein spitzer Winkel ist und dass h dem absoluten Werte nach grisser als d
ist. Es sei nun gunichst h > 0, also Z8 < 90% Verlingern wir (Fig. 2) S% iiber % hinaus
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und machen ZA gleich h, so dass SA gleich 90° wird, ziehen wir ferner durch 8 den Haupt-
kreis, der A zum Pol hat, und den Hauptkreishogen AP B, so 1st

C ASB = 90%also 3L PSB = 90° —y

FABS = 90° und

AB = 90°
Aus dem rechtwinkeligen Dreieck PSB ergibt sich
i 2 ; P T
sin (90° — y) = cosy = h{n f—,J-.U = 2 L
z sin SP cos d
Daher ist PB=90° — h und AP = L. Folglich ist das
Dreieck AZP gleichschenkelie. Nennt man darin  den

90= A Winkel ZAP = 4 und denkt sich die Hihe gezogen, so ist

4 59 —aep
g (45 29) = {g (45° — Yagp) coty h

5 I.?:| COs ¢ — f_rj h
A uni
Figur 2. 3 2 0L Alon
(8) sin = ﬂn(éﬁ =)
2 sin b

Ferner ergibt sich aus dem Dreieck S AP, in welchem SPA = t + « ist, durch den Cosinussalz

(9 sind = sin h cos A
und
0 = zin d cos h + cos d sin h cos (t + «)
oder
(10) cos (¢ + ) = — {g d cotg I

Aus den Gleichungen (8) und (9) ldsst sich der Hillfswinkel X sofort eliminieren, da cos A

)

2 .‘:‘e"-ﬂ.ﬁ (450 —_ 1,1'34;(\-} =)

A A
5 ist, daher ist

=]

1 — 2 gin? D sin (4501
Dgan B =1 )
gin d = sin i (I il ( .D-- — [19)
sint h
oder

sin®*h — sind sin h —

folglich
sin d + Vsin® & + 8 sin® (45°—agp)
- Thenkr

Da nach Voraussetzung h grosser als 0 ist, so bekommt die Wurzel das positive Vorzeichen,

daher ist
: sin d
st b = su;r (1 + ,/1 -~

Fihet man nun den Hilfswinkel p ein durch die Gleichung

sin h =

85in? (45°—hy)
sin® d

VASH;SIJS (45°% — ’J'!fp)
sin &

(11)

so wird die Wurzel gleich 1-—* also
COS [t

L

tg o=

sind (cos p+1)  sindcos® (Yap)

sin h =
2 COS [t c0s

(12)
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Man findet demmach fir das Maximum von e — t zunichst aus (11) den Hitlfswinkel g,
dann aus (12) die Hohe h, dann aus (7) das Azimut e und gehliesslieh aus (10) die Summe
t + e und demnach auch .

Soll auch die Lage des Sterns unter dem Horizont bhestimmt werden, fir welche & — &
seinen kleinsten Wert erreicht, so betrachten wir das Dreieck NPi 8, fiir welches jetzt genan
dieselben Betrachtungen gelten, die soeben fiir das Dreieck ZPS angestellt worden gind. In den
entwickelten Formeln sind demnach die Vorzeichen von h und J zu findern, wilhrend an die Stelle

yon t und & ihre Supplemente treten. Daher ergibt sich

sin d — l-"'rs.".liE d 4 8 sin ® [’_-i':;h =1 laep)

; 2
sind (—eosp + 1) sindsin®('pp)
SRR T T Tk €08 Ju-

st i =

wobei p derselbe Hiilfswinkel ist, wie oben. Die Formeln (7) und (10) bleiben unverindert
bestehen. Hat man auf diese Weise fir ¢ das Minimum von e — t hestimmt, so hat man

damit aueh fir — J das Maximum von e — t berechnet, man braucht bloss die oben angegebenen
Anderungen vorzunehmen.
Die folgende Tabelle gilt fir die geographische Breite von Mainz (¢ = 507). Die erste

Spalte enthdlt die Deklination der Soune, die zweite das Datum, an welchem die Deklination
eintritt; die Spalten 3—6 enthalten den Stundenwinkel (in Zeit und Grad ausgedriickt), das
Azimut und den Wert von « — t fiir den Augenblick, in welchem & — t seinen grossten Wert
erreicht, die Spalte 7 enthilt den Wert von e — t bei Sonnenuntergang.

Maximum von e—t el
& Datum ks 3 : bei Sonnen-
t in Zeit | t in Grad [ a—§ untergang
| |
23224 91, Tuni | 2b 59m55% | 440 587 38! | 69% 35 9 | 24° 86 311 | 79 7" 20"
|
51 Mt
20° op TM | gnomgos |450 407 30/ 6709/ 437 |21° 29 187 | 6° 26/ 23"
16°3' 15| o iup | B 3m48® |450 56 55" | 64° 11’ 13" 18° 14'18") 5° 25/ 32
15° 5 A | gngm4gs (45055 517 63° 21 47 17925/ 137 5° 7 20
: 16. April : o : T ’ oA E ‘
10° o8 Abn. | b 1m14s | 45018 23" | 59° 65 8" |18% 47" 45m|| 3° 32" 33"
: 3. April i _
50 i1, St [ 2 35m8s (430 45/ 451 | 54° 18/ 07 110 32/ 15| 1° 48 29"
: 21, Marz | : : : - :
0° 23 {LE‘P'; oh 44m 47 | 410 11/ 384 | 48° 48" 231 | 7° 36 45" 0°
_50 | %Mo on oom g1s| 370 990 420|429 230 387 | 50 0/ 567 | — 1° 48/ 297
23, Febr. el ' i F = 2 i : ;
—10° | 55 %P | on qmoge | 810 521 0 | 840 38! 537 | 2° 46/ 58" | — 8° 82/ 337
— 5. ebr. | 1h ggm 508 | 230 27/ 36/ | 240 27/ 56| 1°07 207 | — 507 207
) «
— B (b 0° OESRESIE e — 6° 26 231
— 28° 27" | 21, Dex. - — : ; - — 707 20"
1
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Aus dieser Tabelle ersieht man z. B., dass am 21. Juni « — t vom Mittag an in 2 Stunden
59 Min, 55 Sek. von 0° auf seinen grissten Wert 24° 36/ 317 anwichst und dann allméihlich
bis zum Sonnenuntergang auf 7° 77 20 abnimmt, oder dass am 20. Oktober und 28, Februar
e — b vom Mittag an in 2 Stunden 7 Min. 28 Sek. von 0° auf seinen grossten Wert 2° 46’ 537
anwichst, dann abnimmt, negativ wird und bei Sonnenuntergang den Wert — 39 32! 83" erreicht.

Wie aus der Tabelle hervorgeht, wird beim Untergange «-— t mit zunehmendem ¢ griisser.
Das muss jedoch eine Grenze haben. Wird nimlich ¢ gleich 90° — ¢, so erreicht der Stern den
Horizont bei der unteren Kulmination im Nordpunkt, dann wird « = 1809 t = 180° also
¢« —t = 0" Ilolglich muss « —t beim Untergange fiir einen bestimmten Wert von J ein

Maximum erreichen.
Nun ist beim Untergange

cos bt =—dgglyd
sin o
008 = -
GO

Durch Differenzieren dieser Gleichungen ergibt sich

i T o
sin it dt = g .." ~ ¢l o t
£os* d
x ; oz o
SN e t!'fc = o
(il i
Nun ist aber auch
: St e = sin t.cos d
:U:-;qr
: e §in ¢
sint (de -——a”jz [ — — -.,I.,'
! LOS 4 cas® d
Wemn ¢ — 1t seinen grossten Wert erreichen soll, so muss d ¢ — dt = 0 werden, also
cos & = Vsin i
sein. st ¢ = 509 s0 wird ¢ = 28° 55! 53", was fiir die Sonne nicht in Betracht kommt.

———
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