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Bon den Kugelfpiralen.
§. 1.

Bovbemerfungen.

S den jwet veranfyebenden Progranumen ded Domaummajinms (Fite 1846/47 und 1847/48)
habe idy die Anfangsqritnde der Analpfis auf der Kugeloberflide entwidelt und uleit geseigt, dag
alle &egelidhnitte der Planimetrie hier nur ein eingiges Analoqon in der fogenannten S ngels
elliyfe baben, deren werfihicbene orthographifde wnd perjpectivijd)e Peojectionen anf die Eentralebie
balb al$ Ellipjent), bald als Hoperhelns), in befonderen Fallen aund als Pavabeln®) exjdeinen,
fe nad) der Lage der Projectionsebne jur fugelellipfe; dadurd) wirh ein neued Lidht anf den jdon
beim Seqelduvdidmitt fidy evqebenden Sufommenbang wifden den Garven jweiten Grabed auf
der Gbne unter einander geworfen; bauptiadliy aber wird aus dem Bange der fpbivijdanalytijden
Cntwidlung das flar, daf bie ebuen Kegeliduitte in jwei Hauvttlaifen, Ellinfen b Hy-

) of. Cap. 1L §. 8—0 unbd 18, Programm filr 1847/48,

4 Cap. 1L, §, 9—11, §. 18—20.

% Cap. HL §. 22—23, Sierbei find einige Beridtigunaan nadzutragen: s muf Cap. I1L §. 23, (pag, 21.¢
Aeile 13—14 v.0. der Freine Sap: =bieje Curpe — Kugeleltipjes geftrichen werden, bedaleihen Jeile 8 v. w. ift vas
— ber Formel (5.) in =~ wmzuwandeln; ferner Seife2. v. u. bdic Worfe: ber Rugelelipfes weazulaffen, Wnmers 2.
auf pag. 22, Seife 3—7 v, 0. 3 freidhen,
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perheln [allgenteine Falle] gu teenumen find, wibvend Pavabelu wnd Kreife [bejoubdere
Salle] den evften nur fuborbinivt werben Edunew. Das Folgende foll ald vorlaufiger Nbfdluf der
Abhandlung die Mefultate enthalten, die idy bei der Beftimmung ver Gleihung, bes Flideninbalts
und der Bogenlinge ciner newen et vou Kugelewrven ecyielt Habe, welde idy, der Unalogic ebnex
Gurven zufolge, Sugelfpivalen nennen will

g5
Ueber bas Wejen und die widtigiten Glajjen ber Sugelfpivalen

Denft man iy einen Novmalbeeis wm yoei, fid diometral entqegenjtebende Puncte deffelben
qedrebt, und von einem diefer Pole auf dem MNovmalfreife aud cinen anbern Panct beweqt, Ddeffen
Gefdwindigleit in eiment beftinunten, fidy gleidh bleibenden BVerbiltniffe sur Drebunagdgeidnindioleit
Des -gangen Mormalfeeifes fteht, fo it Der Weg diejed fortbewegten Puncted eine fogenannte Kugel
fricale. Der Name ift der Elajffe vou Gurven in der Gbue entlehut, bei Demen cine wm ecinen
feften. Punct bewegte Givade [bei ftetem BVerbarven in derfelben Drehungdebne] die Stelle wnfres
Sretfed auf ber Kugel vertvitt, und von der 3. B. die Spirale ded Ardyimedesd (uad anbern
ped Eonon) ein befouderer Fall ift.

Je nadhdem nun dad BVerhilinif der Gefchwindigleiten Ded Punctd und des Kreifes cin arvith:
metifdied ober ein geonetrijdes i, wollen wir von Spiralen I) des avithmetifden oder
) bed geometvijdhen Berbdaltnifies foveden, audve venfbare Fille aber filv jegt Nbergeben.

Un bie Spike ber Sp. arvitbmetrifder Proportion jelle id der Ginfacdhbeit wegen
biejenige, bei welder Punct wnd Kreid gleide Gefduindigheit Haben und nenme dicjelben Sp.
erjter Deduungsy Doberer Drduung find jomit alle dicjenigen derfelben Claffe, welde ein hi:
Deved Derhiltni dev Gejdnvindigleiten, al8 bad 1 : 1, [allgemein n : 1], niedever Srduunng
bie, welde ein nicbrigeres BVerbiltnig, [3. B. 4 : n] haben. Bon jeder dicjer Arten geniigt ein
Beifpiel; daun folgt die allgemeinere Betradyinng iber die begiiglide Trdnung. .

Die Spivale erfrer Drdbnung mit avithmetifchem BVerhaltnif.
8. 3.
Bletdung und Gefalt (Fig. 1)

Die Puncte E und F feien die feften Pole der Vewequng des Novimalfreifes EAFC; Aus:
gangdyunft devjelben fei A, die Bewegquug jei vou A nady B geridhtet; ift aljo: 3. B. ber Tuabrant
EA in Die fage Ea gefommen, fo muf von E aud ber Punft foweit hevabgelaufen fein, tag fein
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Beweguugdbogen = Aa, b. b. gleidh der Bogengefdhwindigheit des MNovmalbreifes ift; man made aljo
== £ = - = . .l - .} -
ke = Aa, oder wad Dafjelbe ijt Ba = ace, fo i, (wenn B Coorbinatenanfangdpunct, EBF die fpbha-

tije Y-Udhie, BaA bie jugehivige X-Achfe):
E‘E'E:e; T R T )
Die GBleidung der Kugelfvivale erfter Orduung mit avithmetifdhem BVerhiltnip
Diefe Gleidung foll aber: wod) auf trigonometrifdye Form gebracht werden: ¢6 ift alfo [weil, wie
jwiter erbellen wird, % und & fowohl + ald8 — 3u nehmen]:
tang &

bl

sl B s 4 ooy emm——— = tinp %" 050
"1 + tang* & '

alje aud):
tang® %’ = tang® & (1 4 tang® &) RIS 4 )

als eine Gleidung fite diefe Kugeljpivale in trigonometrifder Form. Jhre Unterfudung fithet auf
pie weitern Gigenthitmlicdhfeiten der Gurpe (Fig. L)

1) Gin Novmalfreis Foun die Curve in 4 Puncten fdhneiden, denn ihre Gleidiumg ift 4ten
(Brads, bie bed Normalfreisbogens nur vom erften Grade. Die Gurve hat alio 4 M,

2) Dic Lofung ber biquabratifthen Gleidung fiv tang & fiibrt auf 4 Weethe biejer Tan-
qente, die einander jum Theile (e gwei nud jwei) bis aunf das Bovieiden gleid find. Die Wur-
seln lauten:

(Lw2) g & =+}"— ; + VYo F tang®

@GudytangE=+] — Uy — Tﬁ:_mﬁg_?mq'—

Davand folgt: a) I tang o' = o, o it (1. u. 2) tang & = o

b) Jjt tang® #° == o, fo {it (1. w. 2.) tang &' reell, Bis ins O, wad angeigt,

bag, wenn x* = 909, aud) & = 90° wird, abgefebn vom Vorzeidhen.

¢) Die Wurzeln (3. u, 4.) tang & find ftets imagindr;
Sl bie Figur ergiebt fih baraus ad a): daf bie beiben obern und umtern Avme der Gurve fid)
tm Goordinatencentrum fdmeiden miffen, alfo exft von da ab in 4 Fweige auseimanbergehen; ad b):
paj Die Wrme 3u beiden Seiten der Y-Adje fommetvijd) verlaufen, und filr %' =90¢ (aljv in beiden
Folen der Novmalfeeisbewequngy) fidy wieder mit einander veveinigen. ade, dag weitere
Ausdliufer der Curve nidt vorbanden find, welde mit obigen 4 Avmen ecin qleidhes ' qe:
meinjdaftlid Haben.

Gudlich 3.) da die Gleidung fiiv tang® % in (2.) in allen Glicdern von gerader Dimen-
jflow ijt, alfo die Bovieidenvon tang & feinen Ginflu auf die BVevfdicdenfeit der jwei + Wiy
jeln ber L fite tang 4 haben Fonnen, fo giebt ¢8 fite feden mdglichen Punct der Curve fiber wund
unfer der X = Adpfe der Kugeloberflidhe wnd vedtd und linfd von ber Y = Adhfe bevfelben ecinen .

{*
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fonmieteifd qelegnen, 0. b. bie Spivale it aud) in Begug anf die Lage gegen die fohirifhe X-Udie
vollfommen fymumetriit,

Nus alledem qebt flar hevoor, dap der Weg des Punfted nady obiger Bedingunyg cine in
Form einer 8 gejdlungene Gurve jei, die fidh fiber die eine Halbfugel nusbreitet, Ddevenw Lol das
Goordinatencentrim der Oberfladye ift D) wnd die von jeder jpbarijden Goordinaten - Adyje tm Kreus
sungdpuntte halbirt wird.

§ 4
Rrojectionen auf die Ebne.
{) Sn Ranmeoordinaten eehalten wicv die Gleidhung unjrer Spivale, wenn wi %:
: ;
z
il s B i AL S5 e SR el € )
pber, D x2 4 2f =¥ — ¥, wo r Der Madind ver Kugel,

tang & unbd — tane #* fegen; [ef. Cap. L § 1. (30]: alsdmmn ijt die Ferm Dderfelben

rEioxd — y(xPel2t) o oo oL )
Doraus: ‘T-’..—_-rﬂ- pher + 2 =E e (B obemiitE = X3 28 L L )
X+ - z# ey x? f e

92) Daraus folgt mad) (4)], dap die fenfredyte Projection der Curve auj die XZAEbue ein
fereis fei. Do (cf. Fig. L) da BM bie Z-Ncbije, MD bie XAAdfe ber Mautmecoorbinaten vepvifentict,
jo ift fiir Den Tunct p in Dex XZ:ABbne (ald Project von P auf dDer Kugel)

.z = BigM

oip: %t 4 2P = pg2 + qdF = pAE, alje it = BMgM =pM= . . . . . (3]
oo b Die Gleidnung eined Kreijed, der dber Dem Salbmeffer ber Kugel alio mit
T : ; < L S | A = ) .
5= 0 als Mabind bejdrieben ift. Die Kugeljpirale erfier Drduuwng mif avitl-
metiiden VWerhdltuiiie it alfo dic Durdidunittdcurve ywifden ber Kugelober:
Flade und ver Dberflide cined fenfredt auf jenem Kreife () evriditeten G-
“finbers.
3y Die fenfrechte Peojection auf die XNY-Gbne qiebt, durdy Glimination vor 2* aus, (2.),
(o

dle Gurvengletdung:

v R e e e R L R

<) Fin Shiff wirde 3. B. im Fale das Deer die [vollig Pugelrunbe] Erde dberall bedeckte, vom Tord:
pol BEd durch ben Ueauator welich sum Siidpol, von da wieder Silich auvild durds venfelben Vunce ves Hequa:
]

tors auf ver weftliden Seite tes Meridians gum Tordpel gelfangen und bdiele Eurpe befibreiben miffen, wenn es
Jbets ungey gleidier ¥anae und Dreife fortfeuerte.

1__

e
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b B, vierten Grabes und aljo wvon einey Giraden mbglidermeife in 4 Punctew yu jehneiden;
audy diefe Gurve gebt durdh den Mnfang der Goordinaten tm Kugelcentrum, dafiivy =0 aud) x=0
ift.  Die Wurzeln find:

(1w 2oy = + M%-{- ’/1:;__ i r:

e eremoe

P, el
jett

A

i T 2k
wobei ju bemerfen, Daf, ¥ umd y** rveell yu madpen, l/f — x2r? peell und

muf, und dag fiiv y (1. n. 2) = =+ r wod) etmal X = 0 fein muf, 0. b bag die Y-AUdfe der
YX-Ghue diefe ebne Gurve ywetmal aufer in bem Coorbinatencentrum jdjneidet. Ferner wird fiiv X2 >

T alje fiir x > 4+ —- Dbie gange PWurzelreihe fitr ¥y tmagindr, b b die Gurve evfivedt fid

L z ¥ W r
Boditensd auf eine Entfermmg = -+ pon Der Y-2dje. Damn ijt (u.nu][r[: it X = & ?)

T
21

' [

i

I e
- (Dedgleichen ¥

b ¥ = — -j-L-; unb ¥ bemt ¥y umd ¥ an Werthe

¥ = 4

aleidh.).
4) Die fenfrechte Projection auf dic YZ-Ebene erqiebt fich ans dev Gleidyung (6. und 3.) duwedy :
pla— il Heprie—iple o o s i o )

wobei 3u bemerfen, Daf fiic y = 0: z = + r, fiir z = 0 bdedgleidhen y= -+ r wird. Da aber

fein ¥y > 1 fein darf, fo gilt in (7.) mue das Jeiden — vou beiden, ebenjo and) bet 3 die Buxpe

it alfo nue auf einer Seife der Y-Adhie, aber auf ywei Seiten der ZAdhje (fymmetrifdy) gelegen.
5) Die Gleihung fitr die perjvectivifde Peojection auf eine Tangentenebene, die Durd)

e Anfangspunfe der fphivijden Cootdinatenw auf ber Kugeloberfliche gelegt ift, witd Duvd) bre ($lei=

o

g d

X ¥ . i - I ¥ - i il
= tang & und - = tang 7 Dergeleitet [ef. Cap. IL §. 10. (3) uubd (4)] aljo ijt fie:

X
dingen -
r

e S5l €, ol S
ERTS e g
LTy Al S B o S A B A S - e S - 1
eine ®leichuna, welde mit (6.) viele Aehnlichfeit bat; fie gebdrt ju einer vierdjtigen Gurve, die
durd) das Goordinaten-Centeum (Beriibrungspunct der Tangentencbene) gebt, da fiix x=0, y=0
wird. Da die vier Weethe vou x* wnter der Wurel fein — enthalten, fo ift fiv beibe Eoordinge
ten Feine MWerthgrange gefest, b b die 4 Avme dex Curve jind OO.
6) Gndlidh die Gleidung filr die fphirijbe Gurve wvou einem ifrer Sceitel G. B. B in
Big. 1) aus geredmet, wird dadurd) gefunben, daf man (ibrer Gntftehungsart sufolye) tang l—
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tang « fdreibt, wobei g den Winkel AEee (EAF af8 XUdyje geredmet) und Ee das & Bbebeutet:

voraudqefept, daf die Midtung der YAdje mdmlid) EBF) bleibt,
Ta aber tang?d = tang*t” 4 tang” (wewe Goordivaten)
tang2y’’

T tangi’

tangp (cf Cap. L §. 4 wnd § 1)

jo ijt (tangE”’ 4+ tang%y') tang®f’ — tang®" . . . . . . (9.

Dic nene Gileidung unferer Spivale auf dber Kugel; legt man wun eine Tangenten:
Gbue an Das nweue Goordinatencenfrum £, und projicivt davauf die Kugeleurve perjpectivifh, jo it
vie Gleidung der Projectionsenrve:
:..ln'._u !_.H! },.'_.«3
5 :-__ = g ober X  yaxit iy,

‘ﬂ v

ober + T g et P!

(10, .
+ !.r-‘\._-_

» abulid) iff, daf man bie Gntwidlung ibrer Gigenjdaften

welihe Der vorigen tn vielen Stiden |
gang in gleicdher MWeife vormehmen Fann.

-

S
Luadratur ber vorliegenden Kugelfpivale auf elementarem Wege.

W den Flichewrawm zu Deredhmen, ben ein Bievtel der in Rede ftebenden Soivale (im e
ften Sugelquartier. gelegen) einjihliet, obne babei die Jnteqralredimung nithiy su baben, jerleqt
mait fid) diefers von E and burdy wiele anf ber X-Uchfe fenfredht frebende Normalfreidbogen in fiu-
fenartige Steetfenr, Dberen Bafis je aud Heinen Bdgen parvalleler Kreife, von der Gurve aud
bis jum  nacpjten Novmalfveisbogen ved)ts wnd [infs, gebildet wird. Um Ddies erfihtlicher 3u
madien find Deven it ber Figur HOL nur drei im Junern bed Flddenranms (nimlidy Eam, Een,
Eep) und vier dufere Streifen (Epf, End, Emb und EBG) conjtrnirt worden. Jedenfalls ift
{ > al8 bie Summe der inmern
< al$ Dic Summe der Aufern
vie (rdnge Des Flachenwerthes F anndbhernd gewip bis ju jeder, beliebigen Menauiqbeit beredhmet
werden; demn Fowied durd) ywei wnen®lidhe comvergivende Meiben su beftimmen fein, Die burdy
Amabme wwendlich vieler folder Streifden in ihm entiteben und 3wifdhen die der wabre Werth
vort I fillt.  Nuw findet man aber leidt durdy Beredynung, daf, wemn der Dmabdrant der X = Aie
in n glejhe Vogen zevtbeilt wird, deven jeder = a ift, die Flade besd EStreifens EBlr =%:.'T

A

mimn F ©treifen, und fann daber bei wadfenber Anzabl derfelben

: o L ey A ; : riT
pie Ded Srreifend Emb = o {1 — cos (m — 1) a) bed folgenden = - (1 — cos (n — 2) a)

2n




3

ot aallety i rig ; g 2ol s Ay
o f. f big sum legten und flemften = o (1 —cosa), wobet su Demterfen, Daf der exfie Streifen
; i, e L 7 : v \

EBG aud) = ST (1 — cosna) su jdyreiben ijt, da cosna = cos 90° = 0 fjt.  MNennen wir nun
X (a) bie Summe alfer der dufern Streifen, und ber Syirvale EpnmB Flidie B, wibrend 2 (D)
bie Sunmnte der mnern Streifdien it fo war @) > W, dagegen (@) < W, MUbex

.+ cos (n — {)al); (1)

rﬂ: (n [cosa 4 cos2a 4 cosda -+ .

2(a) = 5

2 =T)—: (h— 1 [cosa + cos2a 4 cos3a + . .. + cos (n— 1) a]); (2)

e P2y | i 08 21 psda 4. ... 05 (n—1)a
l‘t‘ﬂ'mutl;t‘}';%i o _H_I‘cﬂsw-i—w 28 +- €08 _—i|1— + €08 (0 ) J{ 2
7 a.)
rim | “cosa + cos2a 4 cosda 4+ . ...+ cos (n — 1) a I :
= )

wobei leidht erfichtlich, wie Ddee gamge Unterfdhied fich wm den Brud) — banbelt, der fiir n

eine verjdwindende Groge wird.
Jest Fomt e bavauf an, die in der Klammer ftehende durd) n getheilte Gofinusreibe 3u

jummiven, wobel wic gleidy davanf anfmectjam maden, daf
: e (4)

cos a4+ cos2 4 .... F+cos(n— 1)a=sna+sn2aa+....+80Mm—1)a
went na = 900 {ft, weil sin (90 — a) = cos a ift. Tenuen wir fede diefer Reiben = S fo ijt

SR e . : rim [ 148 ri s . it
alje F zwifden die Goingen - - [ — -II-l ] unb 5 [1 — E] eingefchloffen,

Rach eimer befamnten Reihenentwidehung ift:

a* . a al .. af
(D) G ians smaza—-a'-i—a' “l+ﬁ_m‘
5 Quas  Dig1 i
folglich sin 2a = 2a — 23 %5! -~ 35} 3,',—?-—]-%?3 — ele.
ele. efe. eic.
alp =al +2+34+....+ @— D]
as i 3 AL | .
__.'?L 13 4 3% 4 e A — 1)1
Rt i )

+%{-. (34 9s g L 1))

ele. ele, ele. i
Nad) den Grundjagen fiber die arithmetifhen NReiben Hohever Ordnung lafjen fich aber die.

i’ Paventhefen ftebenden Ausbritde fo fummiven:

LS




o (n.—1)

(7 o v B2 FBE v p— )= 5

E )i
... BT = p=n—g+EDED

121 m—2) (n—3) § {iv{:ln —1)(n—2(m—3) [@- —if)
1. 2. 3 Rk | 2. Frun

f el A1)
9y ... . v 42+ 354+ .. ..+ O—1)F=n—1+43 Ln—-l—!—J—(—"?—}

—1)(n— 2)(n—3) =1 m—2) (n—3) (a—4 4)

HIBE s 590 ¢ T
w—I)(:1—*-"}(:1——3}0:—1‘,1{:1 " 1}{n-—2_}(u— -3)(n- -4)(n—5)(n—6)
RS i = e aEr Sy ) 4 120, T T PR S
2. 2, 20,

Ylje & = a_ [Neibe in (7] — : [Meibe in (8] —[— .5 Reibe in (9] 2. — Fir a fann man

JI
aber felen: %r pemn er Movmalquadrant ift = T, effen nter Theil = a i,
b LI
I Neibe in (7. s wpReibe in (B
(10.) . . Folglidy it & = T w%“_j e i";l I.utl,f I:I ( _}I

Reibe 1 (9.
; _— 2.
) s | n*

Sept nam mun 1= GO, fo i
i o t"_"[ 1 0o.00 rhed [U 40 4004 6. 0. 00.00. 00 ST

1 22r co.ccd 2.3 411 CDI0D-00. GO
. lst — .6 ;;;1. + 120. ;—:b‘ — ete.weil von-Den Meibenglic:

Perm it (T (B) und (9, 2o wumv Bie Lesten von gleidher Poteny mit bem QD
gqrofen Menner find, die maw (der gleiden Maturuud Abffammung wegen), ohne
cinen endlichen Fehler ju begehen, gegen die Jabler Heben fann. Die Coefficienten
{, 6, 120, 5040 2c. der lelsten Gilteber tn Dem’ Swmmenwerthe der Meilen obew find aber aud jo

=1
0=23!

au feiben { 420=51} -« [wl.e v - (12)

5040 =7
LAY

folglidh, bied iw (11.) cingefept giebt:

—
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s m i SRS L L
{ wTaa a4 toe g8 T Y
{ __prriat rimt | piat Crime (13.)

=5 o — ot w e
Der Werth von % ijt aber, fiir n = GO, fleiner al§ jede angebbare Grdfe geworden, folglidy

with ausd (3.) in ‘Dicfﬂu Falle:

I e 4 rizt rixd
_.,.- & (1 R i .—|- —G? + ete. t) el P b ¥ L

eine NE;: i n!cubc Steibe, bie an; bmd} tajded Convergiren (1d;un ["tE pent 8. Giliede) bem Grangwerthe

e ————

bald nuhm Man findet (15) — = 0,63661977 . ... = : [ef. fphtes 8. 7. (7.)] . alfo

| F="17 036338022 . . .o, b. D
gleid dem fo wielten Theile ber Sugeloctantenfliche, i weldser der Theil unfrer Spivale lieqt,

(TWeiteres fiber bie Suabratur fiehe §. 7.)

§. 6.

i Rectiftcation dex vorliegendenw Kugelfpivale auf elementarem Wege. (ig- 1)

; D) die im vorigen § conjtenivien: Kugelitreifen auf dber gleiden BVajis BG = GH ete.,
i peren Seitenbogen EB, EG ete,, auf dbev XUdhje AB fenfredit frehende MNormaltreidquadranien find,
| witd bie Spivallienie it eben jo viele Abfdmitte Bm, mn, np ete., jecleqt, deven Linge von einer
Graben, jwifden denjelben Gubpmncten um o weniger abweidt, je grofer die Gintheilungs:
bl n it Jjt alfe n = GO, fo fann mon obune meckliden Febler jornhl: die Dreiede BGm,
munb, etc., ald die: Bam, men ele. ald gevablinige vecdhiwintlige Dreiede anfeben, alfo iff, wenn

pie Bange Bumn . . . . pE = L,
O i — V Be: 4 G + Vo + 1t . Sl V- pf* 4 Ef%;
| et SR S et doe NG o O e
| nun it Bo = o pDEE =5, sinna, Do na= 909 ¢ben jo mb = 5y Sib (n---1) a, nd =
f r : ~ , Im . N i T T
wt a5 sln (m—2) & ....pf = o sin a, wibrend mG=mnb = . .. .. = Ef=a= - Umd:
ber Gurvennatur,) alje it Cumgefebrt gejdrichen):
)],_ s 5i"1 +sinfa + V' 14sin2a + ¥V {+sin®3a + . SO :[:Si"iiih_ﬁf
@) p. Lifm,lﬁm@ V1 o
t =‘; i o307 “4etc.. ...+ [
P I n n
2
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Nady dem binomifchen Lebefase fitv gebrodhene Totengen entwicelt man aber:
(1 4 sin®a) @ =1 4 s sinfa — ' sinta + '/ sinfa — %/ise sinFa 4 ele.
(1 4 sinz2a) !' !=1 + Y2 sin®2a — 4 sin'2a 4+ 4y, sin2a — /ey sin®la + efc.
(1 4-sin? |1a}‘:d'= { 4+ *;sinna — /s sin'na 4 4y, sinna — %/,s sin® na 4- elc.

. : _ra(n 18 18 is 5 8 ;
(3.) . v sry . folglidy i= B top O & = fen (O 1280 (® + elc.
wobei 3w bemeefen, bafi:

%E} = sin*a + sin*2a + sinzda + sindda + . . .. + sin'na;
%) = sin‘a -+ sin*2a 4 sin‘3a 4 sin*da 4 . . . . -~ sin‘na;

2. 2. 2¢. jei;
auf die Swmmation diefer Meiben Fommt o6 jebt Hauptiidhlidy ans eine jede befteht aus den St
nuffern der Bielfachen vou a bis yu 90°; am leidyteften witd ihre Bevedymung nacy einer Fovmel,
dic ald ein Grgebnif dev Moivre'jdhen im Lefebure de Fourcy's 9nalvt. Geomefrie in der Gbene 2.
(ltberfest vou Gruner 1848, pag. §2) cf. Lacroix Cale. difll. pag. 71 aufgeihyt wird, wimlid):

2m 9 5 iy {
PRoT g &gt R e pen gyisin 2WM—A)
(2 1) sin - p=cos2mp— == cos2 (m—Dg + =, e

2m(2m—1) (2m—2) ., . .. (m4-1)
. i, T Bt et P T 48t YR B TTARE{ T Lo FLEE
CRE SR g + % S R 3. A1 m
Hiernady wird sinta = Som ,;ﬁzﬂ:

. . cosda — 4decos2a 4 3
i e
e cos ba — Geosda 4 15cosa — 10
sinfa = — — T AT A —3

cosSa — Seosba 4+ 28cosda — 5H6eos2a + 35,
128 :

sinfa =
2. 3.

n — [ecos2a 4 cosda 4 cosba 4 . . ... =" ¢cos 2na]
) ?

fio:
aljos: L,):

= 3n — 4 [cos2a + cosda + cos6a + . . . 4+ cos2na] + [cosda 4 cosSa+ ... 4 cosdna],
emd L8 B AV L Bl & ahle e b v O ST i b ek |

e B
und wennt 22 = [c0s2a + cosda 4. .. + cosZna], 2% = [cos4a 4 cos8a 4. .. 4 cosdna], etc.
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jo D ferner:
L 10n — 152 4- 624 — 2°

Ot s aTgL o 1
§  35n— 562 + 2834 — 8X¢ 4 Z¢
(D 128 :
Nuu ift aber, wie leidt g evweijen:
sinta 4+ sin®*2a 4 .. .. 4 sinfna = -"—;_—I, folglidy, Dies in (5.) eingejeist, qiebt:
B (6)
Gbenjo leidgt exgiebt fid: =+ = 0, & = — 1, 2% = (, elc.
4p éip“i‘"
fibechaupt: & =0, & = — i s (1)
iy R n-l-I.'!i _Sn4+48  fn+15 8 __.'3 n+6
Diernad) wird; (5= B e C = (o tlE‘lLtlmupl
et QI}__(_?_E___—___H @—2.... 0+
(RRTE-di ¢ . 2. 3.

SR S 1 TR, .
Zp—1 4+ ezl L (B)
9

Darnady wicd, wenn man 0 = QO fet:

¢ . ; .
D Sy L= ; B e Vs — Yas ¥ b Vs o Wen— Yias 3 ook 26.]
Die Formt ded allgemeinen Glieds if, vhue Rickfiche auf fein Borgeichen:
10 M Q1) (th—2) . . s ("a—m___]_ i "E! @—0D.2—2)....0+D
e ik 2 O Sl T 2 R, W D
~ op—1 A
2
; | grabe AR pm’iiil‘-{ .
b = e =il ) { Y013 . 3
went p = (m—1) ijt. Jft m eine i‘uliqm‘oc Aabl, fo ijt baé Borzeiden {“fﬂ“i“’. jedod)
crgiebt i) Dafjelbe ofne weiteres aus dem Producte: Vs (o—1) . . . . (Y2 —m),
Durcy Berednung findet man: L = P HRS L %
g 1.

Suabdratur undRectificationdber Spivale mit HUlfe Dex glatugmirtd;l g (Fig. ML)
1) Suabratur:
Tean denfe fich duech Drehung bes Novmalquadranten EH nad) EG um einen wiendlich fleinen
Bogen GH = dep cin Stitd der Eurvenfliche (Enm) entibanden, bad ald unendlidy fleiner Juwad)s
des o exzengten Flidenfiids I = Epn mit dF gu beseicdhuen ift. Da mn unendlidy flein, o ift
2'4
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Der Febler, wenn man Emn al$ gleidjdientlides Sugeldreied anfiebt, audy unendlidh Heiny alfo
(nad) §. 5.), wenn 0 = QO iff, |

..., iF = —Q:: (1 —cos8); wo 6= En ift; mennt man aber AH = ¥, o

~

b Py = f
ift, weil En= AH, nad) der Matur unfrer Syivale,

O - [E rim e N
(R i EnnT IF = 7 (1 €08 s
B S - Run it andy: dp = 1:,:—: (ald unendlich Fleiner Theil bes Normalqua-
pranten ,-';._I;), alio L
(A Codediiats i = rdp (1 — cosg); folglid:
" :j rdg (1 — cosy) = rj'- dgp — rfcusrf LT e A (5.
Das Shid B liegt wifden ben Gringen @ = o wud ¢ = 4, aljo ift (mady Fig. L) ,
r{-:.-j' a}c.:t}' |

Epn = 1 fdg —r [ cosp dep |
f!’::{! rjl':'ﬂ |

= rd — rsind 4 const.
Da fitt d=0 aber Epn =0 ift, fo ift const=o0, aljo das vollftandige Jntequal
Epn=r (§—sind) . .. ... (6.) ‘
Um bas volljtindige Biertel ber Spivalenfliche im erften Kugelquartier ju bevedmen, ift die Gringe
jwifden ¢ =0 md ¢ =90° ju nebmen, affo fiiv r=1:

v, Spitalflide = '2‘ a8
& wir e et )
folglid gange Flade=4 ('6' e 1)
Rady §. 5 war mun, fiix r = 1,

7 O W B T
2 0 al i sl
folglidy it %—i: '1-—1(-1 Lol % + 2 )

1y El"[l’ﬁ[f[\il:fr'lt = i [{ AL (:'T" b j_qi + E b1 H )]

2 T B
me il a2 h P ; i
A= (Gt g ) ®)

wad eine neue Relation jwifden 7 und enblichen Jablen ergiebt.

WUnmerfung 1. MNady Gruierts Statif p. 392 ift fiic die ebene Cyclois, wenn bie Bajis
berfelben Ddie Abfeiffenadyie, ibr Anfang der Anfang der x: x=r (@ — sing), wo ¢ der Wilzungs-
minfel I made auf die mit (6)) oben merfwoficdig fbeceinftinmende Gileidhung aufmertiam,
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nmerfung 2. Die Quadratur diefer Curve it der Gegenftand cined mathematijden
Rithield (aenigma geometricum), weldyes Biviani, dev lehte Schitfer Galile’s, 1692 der gelefrien
Welt aufgab, ,eine Dalbfugelige Domfuppel mit 4 gleiden Fenftern fo ju durdybredien, daf Dder
fbrige Gewdlbdraum vollftindig yu quabriven fel.” Die Fenjier find nady feiner eigenen Lofung

vier jolde Spivalviertel, deren jedes = -f:— — 1, folglich alle-zufommen = 4 (% — l) filr

r = 1. Deun, da die Halblugeloberflide — 2, die Fenfter sujfummen = 27 — 4, fo ift der
iibrige Maum = 4 (eigentlid) = 4r?). (S. Montucla Hist. d. M. I, pag. 71 wad Lacroix Cale. int. pag. 219.
2) Rectififation.
Dad vorber mit conftvnivte unendlidy fleine Dreied mne ift al8 vedtwintliq wnd gerabdlinig

angunehmen, affo ift: mn = ds, wenn s = Gurvenbogen Epn, dann ift ferner:
o ahit (= sind. degp ; o
me = nb = = dp, ne §__ — [ef. 8 6. Bei (1.)],

alfo, wenn: mo® = me* + en?, fo ijt
ds = V1 Fsindpdg ... (1)

Die Integration diejer Diffeventialgleichung gefdieht am bejten durd) Reibenentwidiung, indem man
Vi sinip= (1 + sing)”* = 1 + tusindp + fﬁi‘;.;ﬁ_simrp +
Ylth — 1) — 2) /

153 sinfp 4 2. madt;
alsbann it (wady Grunertd Statit pag. 326. Ed, 1826.)
ol e, Ly T 3 iy Us(Yy — 1)
: T 8 _fT 1 + sintp dp .._J{Irp 1 1 jsm’f,c-drp 4 -—i—-j—i-—z—
J sindepdep 4 2c
Nun it nad) der thethweijen Fntegration und nady befannten frigon. Shfgen:
. f sin®
1) fsillﬂrpdrp — ﬁ,(i — €082p) @, 2op = ¢, ,f[l. 2p — 'J:'}ftﬂs?rpﬂ?(p = 3.;“ —— __4?_‘_
2) f gin*pdp = — sin*gpeosp + 2 f singpcosadep
= — sin*gcosp + 2 [sing (1 — sintg) dy
alio: 3 [sindpdp = — sin*gpcosp + 2 [“singpdep

= — sin*pcosep — 2cosp

sin¥pcosg D e0sm
ober: [sindgpdep = — (gm bl ;3_4: ““f[)
3) [sin‘gpdp = — sinsgpcosp + 3 [/ sin*geostde, aljo:
4f$iﬂ4rf[|rp = — sinigcosy 4 Fikf.siilfirl]rp
Jp Lk 3sin2ep

= — sinﬁrr-c:}srp + = 1




14

3p  3sin2ep  sindgeosg

afjo: [sintpdy = e o e
'y fsinﬁrllrdrp = — sintgcosq + 4 [sindpeosipdy, alfe;
5f'sin3r;drp = — sin‘geosp — 4 ‘,f' sinvgdep
qufdrr___(am‘r;casr; +4(qmir,rm5m -+ Ecnsm})
5) [slusgdy = — sinigeosp + 5 /sin‘geostpdy, aljo:
6 fsinfepdp = — sin*ep cosgp + 5 [sintyp dep
J{'S’in“rpﬂq’- = — sinfpeosp + g — W/eSin2p — 5 sindgeosp
b
= #/tp = 3[p8ln20p — %o 8iN%pC0SH — EL "'!-'t:-‘“'"! *
2. 2L .
Fiir die Grangen ¢ = 0 bid8 ¢ = 900 wird alsbaun weun r = 1,
b 2 E Lo S .
i + s 5 Ysog Yoo g — 20 wie oben,

pa alle anbeve Antégralglieder ity beide Gringen = MRull werden.

2) Die Kugelipiralen arithmetifeher Progreffion hoherer und nieberer Drbnung.

Nad) GrFrlivung wnjerer Ausdrudsweife giebt ¢8 aufier der in vorigen §§. bejprodenen Kugels
ipivate wody wnendlid) viele andre Avten, die durdy fdhnellere oder [angjiamere Beweguug ded
Puncts auf bem {idh drebenden Rormalquabranten erzeugt werden; jedod) o, dap die Progreffion,
welde das Wadyfen feines Wegs anzeigt, eine avithmetijdhe bleibt. (cf. §. 2.0 Gin Beifpiel davon
reidt Bin, wm Danad) die allgemeinen Fale v bebanbdeln, i

§. 8.
Gleidung ber Sugelfpirale jmutcl Drdbnung. (Fig. V)
Senw der Punct P bei der Bewegung ded Movmalquadranten von EA bi§ ED von E bis
p fo [iujt, dbag Ep — 2DA 2. fo ift bic Gurve Epmno 2. ecine Spirale jweiter Ordbnung auf
der Stugeloberldde. Berlegt man den Anfang der {pbarijdien Covrdinate nady 0, fo ijt, weil 20h =hn,
L S R (1)
bie einfachite Gleicung der Gurve; folglich i aund)
2s5in &’ cos &’ = siny
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Hang & tangy’
E‘hﬂ': - m____"‘_t_‘= R e ————

i4tang®s’ ™ V' 1 4 tang®; + tangst’

. 2 (2 4 lang2y") tang*y’
] 5= =it AL i 1o il e e R e
alje: tang's + 4—tang"y tangis A=t e ket (2.)
folglidy tangE (1. u. 2) = + 2+ [ang*a;’+2'l”“ﬁ33£a_ng=,f T ()R
lﬂﬂg"ig'—-i — .
: S 01 T D

und tangf’ (3. u.4) = + ,/Eilang e A T e (3) b

tangy’ —4
Drebt man aber dad Spftem der fphivifden Coorbinatenadjen um bie riumlide Y:Adje EC wm
459 nady B juciid, fo ift (wadh Cap. L §. 3., 3.) tangd’ == tang (&' — 45)
tange’ — 4 und tang ' ==

ok e = {7 ge)

1 4 tang e’
wo e und A die newen {phirijdhen Eoorbinaten jtatt £ und ' fiud.
Died in (2, (3a) wnd (3b.) ecingejest, giebi:

lang*e’ —1 fang3" 1

tang*e’ + 1~ ¥7{ Fiang'e’ + iﬁﬁﬁf’

alfo:

1 tangte’ — tangle’ — tange’ +
2Hang '

tangd’ (1.u.2) =+

fangea’ —
— 2tange’

= o Vit g

tang 2o

Die ju obigen Gleidungen conjvuivte Kugeleurve qebt jwetmal durdy jeben Pol Des

Novmalfreifes, der die X-Udhfe der fobrifden Goordinaten bildet; bemn & wird (jammt tang &)
piermal = o [wegen feiner 4 Werthe in (3a.) und (3b.)]. Sie ift tm Algemeinen vierten Grabes
und beftelt aus ywei fidh abwdvtd wieder beviibrenden Schleifen, Derew jede die efne Hilfte Dex
Sugel einnimme, fo bag eine colindeiffie Oberflidhe mit dem grdften Duvdpmeffer = 2r, die ber
Z-MUchfe dev gweiten Eoordinatenlage povallel [Auft und duvd) die erfte Schleife geht, auf der eitts
geaengefelten  Hemifphive die andre Sdleife abjdmeidet. Der auferhalb bes Gulinbers
ficqende Kugeloberfladenvaunt befeht and ywei eben jo gefdlungenen, aber nm:
gefebrt gelegenen Kugelfpivalen, dic den vorigen comgruent jiud. [cf Fig. V.] Ulles
bies [t fich feidht aus den vbigen Gleidungen ableiten. Daber ift der Raum, den die gange
Sypirale auf der Kugeloberflide cinninme, = 2%, der einer Sdleife = 17, b. b =
ber Flide cined Mormalfreifes der Kugel

¥ tangia’ +1 R S (6.)
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ML

Gileidhbung der Sugelfpivale niederer Drdnung, deren Gejdwindigleiten fidh wic
1:2 verhalten (Fig. VL)

Dex Punct auf dem fidy drebenden Rovmalfreife iuft balb jo gefdwind berab, als die

Drehung befragt. So ift, wenn ber Unfangspuntt der Coordinaten in € liegt, CM = 2eM, aljo:
&l i e S

bie (Gleidung der. entjtandenen Spivale, deven Hiljte Cebk . . . pE ift. St bﬂqcﬂ,clt ber Mnfang

ber Geordinaten in E mnd beginnt die Drebung von ber 'J[c{m A, o ifb wenn AL‘L i, f{;:ﬂ':
a1 2@ Nt o @23
cine antere Gleidung der Spivale.
#iir die erfte Geordinatenadfen-Lage ift aus (1.):
tangl’ 2fangy’ l

{+tang®e — 1 + - lang®E + tang?y’

S L el KR s e Rl S (3.)
4 A 14Htang2é &
oder: tang*y” —2 mnmi_ tangy + 1 <+ tang*& = o
A tang2E’ 1 iang:E’
jolglidy tangy)’ = it 22 i1+ al:s‘:f"' :
i tangs’  — tang?E
2 1 ;
oDer tan ,J‘_r = — 4 v = A B e 2 R AT -‘,
8 sin2E — sink* (4.)
Fiir die yweite Lage dev Goordinaten-Adbfen ift nady (2.):
; 2langy ]
fang d = ——"=2F _ ' v
1 — tang® .rf Uk ()

ober: (tang'S — tang'y)) (tang*s’ — tang?y’) = 4tangs’ [’l[l"’-u!

Leptere Gletdung ift vour 6. Grabe; die Curve wird alfe von einem Novmalfeeiie in ibrem Verlaufe
Gual gefbnitten (cf. ihre Gejtalt Fig. VI 6e.); fie umfdliept die Kugel natiwlic) exjt dann volljrindig,
febet aljo tn fid) juvitd, wenn der Novmalfeeidbogen, auf dem der Punet fich bewegt, 7200 diwveh-
laufen bat.  Daraus folgt, dag Dag £ det Gurve bis 7200 wadfen fann, wibvend %! nur 3600
evveid)t.  Dic Spmmetvic der Gurve, ihre Lage gegen die Pole fowohl, als geqen bie Goordinaten:
adpfen 2¢. At fidy Leicht aué der Gleidung 4) tn der einen, aud dev 5) in der andern $age Ded
Eoprdinatenanfongs berleiten. :

§. 10.
Lerallgemetnernng ded in § 8 und § 9 Borgetrdgenen

Aus bent in genannten §§. Abgehandelten exgiebt fidy als die allgemeinfte Bogengleidung
einer belicbigen Kugeljvivale mit acithmetifdem Gefdwinbigleitsqefes:




entweber: & =0y .. o s (1.)

eher: & =mp; . .. v .. (2.)
Die erfte fitr tediwinflige fpbirijde Trdiwaten, bie andre fiiv Polarcoordinaten, wobei nody ju be-
merfen, Dag n jebe pofitive gange oder gebrodhene Jabl fein Famn. TWill man die hihern
und niedern Trdnungen diefer Kugeleurven fdeiden und ihve Gleidung trigonometvijd) darfellen,
jo findet man:

@) Fiv dic bobere mie Srbnung:
sin . (m&) = siny, woraud man echilt:

sig _ m ., mm—1)(m—2) & mﬂn—f){m—?}(m 3](m —4) " it

c———osm?._.. TR E tangs&’ 4 5 3 7i tangs & — i, =
[angr T tanotEam t ; (s 3 i

£ “-_J:L—}_ s S e ey b n[[gcmcmcu fitr tang&’ eine (-i)lrtd}mlg

T l+lau" n' + tangit’
2miten, fite tangyn" dbagegen nur 2ten Grades; bie Gurve legt, tn ibrer Projection aunf die
XZ:Bbne ber vanmlidhen Goordinaten betradtet, gegen beide Adfen fommetrifdy, bie
Projection qebt durd) dad Eoorbinatencentrum jweimal bindurdy; da fiir & 2m Wurzeln gefunben
werden, jo fdneidet ein Novmalfreid die fphivijde Gurve in 2m Puncten.
Mud der Bogengleidhung d = me exhilt man eine dbnlidhe trig. Euvvengleidhung:

v (1 +tangig)y” . 1 |an2“‘+iana-r; m{m—1) (m—2)
4) . fange — s tang? 2,
: ¥ 1+ tang*= + tang?;’ 1 o L A gy +
b) Fiir die niebere mte Orbuung:
ﬁ i S e (5.) fix die eine Goordinatenlage und:
o e B
Pl ACICRTE (6.) fiir die anbdre;

alio:

(1) tang& V(1 Flang*f + tangiy )™ = 1;1 tangn’ ¥ (1 +lang*t)® —
m(m—1)(m—=2)
| b 3
und eine abulide Gleidhung fiix sind = sin (mep). Beide find fiir die Bevedmung von & und 7'
jdmwicriger, da bie Tangend beider in den Wurjeln aller Gilieber jorobl, al3 auferhald dexfelben
jtebt. Gin Mormalfreid fdmeidet im Allgemeinen audy diefe Eurve in 2 (m4-1) Puncten, die Gleidung
ift alfe vom 2 (m4-1)ten Brabe ficr lang &,

tang® ' ¥ (14tang2EHm™—2 x
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6 11.
Suadratur und Hectification folder Kugelipivalen beiber Drdnungen.

O Duabratur und Rectification der Spivale ansd § 8 (Fig. IV.) auf elementarem
We e

1) Wm fidy uerit den Abfehnitt W' ber Gurvenflide zwifden bden Deribiamen EA und EO

i Deveciuen, theile man dew adten Theil ded Uequaterumfongd, alfe von A bis 0 in n gleide

G ot 3 b ; o 4 @
Theile AD=DF="....= T jiehe Dic Quadranten ED, EF 2c. fo it (nad) ber Matur der Gurpe)

i ] 2 1119 oy Irm T . P !4 ]
Ep = 2. E-, fm = 4. T;T:, 2. B0 = 900 = 2n .:i%; alfeift bod Sugeldreied Epb =r}: sin® r{;:

§itory Y 7 L riz . iy S 7 R :
ferner. Emd = 19T L endlidd Eoh=—-= sin® n === &ins 45" &
ferner: Emd TR 2 T endlidy T i} To— oy oo 45", Sind nun
alle Diefe Fladenelemente unendlidy flein (bei n= GO fo ift Onit wnendlidy fleinem Feller), wenu
Ej;:: = 1, alfd nyr = 459;

| i : e A
B = B [sin*w 4 sin®2wy 4 sin*3yw 4+ ., o .+ 8I0%5] . .. L (1.)

Nun it Glad §. 6

1—c0529 i—cosdy %

smﬂ:p::-——-z ol -ifteesint 2y =
Mithin B = %I [“jw’i cosdy + cosby .. oot “”52”""}] i
o 2 3
Sebt man mun 2y = o, fo it
lF::_r:::_r [n_—l{_c_mcg +cos2w 4. . . .+ E:IjS'[_Ifff}]
2n 2
Dicje Neibe gebt bis gu cos 90 hinanf, i aljo = sinw 4+ sin2w 4 sndw + ... + shpw =B

[§. 5. (4]

Sept mom ferner r = 1, fo ijt @ = %, aljo ift:
Al 1".’.';1’ 2 3] a0, 1'! ¥ &
= [J = Fj == = B

Pergleidt man diefen Werth mit bemt der Flade in'§ 7. (7)), welde den abnliden Abfdmitt der
Epirale crjter Drbnung bildet, o finden wiv, dag jener boppelt fo grof ift, afd der in vorlie
gendent §. enbwidelte.

Davaud [t fidh der leidt su beweifende Sdluf sleben: Die Abfduitte Dev S pivals
Gurven, die vom Pol aud bis jum eviten Durdidnittdpunct derfelben mit dem
Nequator [iegen und durd cinen Meridian begranyt werben, verhalten Jich wm:
gefebrt, wie die Gefhwindigfeiten ded befdhreibenden Punctes,
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Der gweite Curvenabidhnitt wifhen den untern Meridianen BC und €O e dem vorigen
congruent. Die Flide Epm....0....swC, bie durdy den Normalbogen EBC beguingt wird, ift aljo
= ben Kugeljweied EBCOE = Y5 RKugeloberflide. Ferner ift das Kugelfiidenviertel EBCAE bdurd
genannte Gurve: halbirt.

2) Pur MRectification ber Curve gelongt maw dhnlid) wie in § 6., durd) Berednung dex
Gurvenclemente on, nm ete., bie in Dex fajt gradlinigen Dreiedfen onh, mnf ete. bie Hopotenufe
Bitben. Alfo ijt:

(1) ... ML =00 fum+.. .+Eﬁ:1"u:.2+hue+?’nr=+:'m=+ v o Tpbt o EbT

Tap it —mit = —Fb = 2 — {{'f oben), dagegen oh = = sin (?n . % anE=

4u
i : £ I gk
— . gn |2 (n—1 -l s aph == an siehe ,— =, fo with:
T [ ( ) I |’ I VT 2i Tan felie wicber o g, o witd

@) L — I ﬂ {4 ?ﬂl_Jﬁlﬁ_l_}ﬁi-j—gin‘iu '].fni-[—siliﬂfi1;J+ +'}/—gﬂu*-2mp_
2n 4 4 4 ¥ B
folglicy, [wennt 2y = w, alfe 20w = 90! = nw]:
3) L I ﬂ/-l + al_n P Vl—l—::]u 20 I/"j.-f.sm T +V"1 _!L.bmam”
R e T o
Nad) der binomifden Enmwidlungsreibe fliie qebrodene Potenzen {jt ferner:
VI o g sin® w R "-m Y Sl UEING T oEinde, St
S T 4 3 3""4',3— ",-'u-.-.T—“_-':-laT ','i:.nT = .
'Vj_-f—_filllfiw_l A gin*2m g 82w o BINRew o sinRe | sin'Rw
=141 B e "_i?- e JAsas e ‘.«':wT =
iﬁiu'—'mu . Ein®new sin'new sin®new . sinfnw, o . sintne
V _:'I-l—dl-__,.- i _1_5_4__‘ 41 _f__iJ__ TRt A - i
s Ti78 (SO0 g5 i . s = N
jolglidys (4) L = T8 el o Fh 0 o ,w o fsatas {J+ ") .n.;
Sept man e die e §. 6. (3) entwidelten Werthe von &, & 20 ein, o crbilt man nady
ber Divifion mit n CET
L= ':' J_l = eots — Yigsa s F Yiers - g — Sannes s s 60500 *
) (D.)
IT
=% 1,06884°5 . . ‘
§. 12

gortiepung.
a) Quabratur und Mectification der Spirvale ausd § 9. GFig. VL)
. i : 3 . A it s
Paw theile den Tuadvanten AB in n febr ﬂﬂur "[Ind‘um'., Fn pafi BG = GBH = ¢ =
el e 2 el 2ra

- I'it i
L.—l=2—u'. ferner nad) der Ratur der Gurve ijt: Ep._. =T % Bl —n iu-:-ia”. Beredmet
3 )
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man affo jierft den Curvenabjdmitt swifden EA und EB, fo findet man, (wemn n = J0 wird)
mit verfdwindenbem Febler:

F =Epz 4 Env 4+ . ..... <+ Elr;
r’T r
[n — (u}s —+coa 4 + cos 3 P o P -+ cos 450)] .....
Seht man mm :in = g, fo ift su Devedhnen, wie qrof bie Summe: cosa 4 cos2a + ... + cos45d®
fei. Dan fese fic = &, dagegen sina + sinZa 4+ . ... 4+ sindd = &, jo if,

Vnsua—w) =Rat oy, )

cos2a 4 sinZa

cos (45—2a) = T T .
HHEATT e e M DI TR (2.

c0s2a = 25 {43_233;;% sin [43—211‘}

cosa — cos (xia—a}T;l; sin (45— a}

audy in Der Summe:
) [cosa+-cos2a+- . + cos(45—a)] + [sina+-sin2a+-. -f-sinfda—i)']

cosafcos2a+4-. .. +c08(4dh—a) = —m—— 7
B - s = s 4+ 8, — }(ﬁ?ijﬂ + s1u-i'i")
gifo B 11 —— ?’:"':d I = U 39
ober B, = (172 — 1) (8, + 1)
P ift (a8, 5. ¢4y S _onaF st ... bMWD _ 63661977 1. .. wem
ma = 90° ijt, aljfo it {ba aud) sin (45 4+ a) = cos (45 — a) 2. wud Dn m = 2n,] % =

% gegen bie anbern Grofen

bt 1)
Ak "_'f’_'_“ij_‘g_]_; ... (4); Da aber n=0p0, fo ift

§ 27 2n

: ; s 2] 1 :
alé verjdwindend ju betradien, alje aud: ﬁ= i :i-{-sn“]; nun ift aber nady (3.) &, eine
Function vou &, alfo durd) Subftitution:

[ AR !'T:'- = 172 . 0,63664977 . . .; (nad) Weglajfung des wnendlid) Kleinen).

Tied felen wiv jefit in die Meibe (1) ein, und finden fomit den Werth:

F="" (1 —17.0,63661977 . . . )

r'a 2772 L 9 :
=gl S omeE gt ) e
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Unmerfung 4. UWm die Gleihung ded Flacdeninbaltd fiiv die Sypivale erjier Drdnung
in § 5 unb 7 biefer dbnlider ju madien, fanw man jene andy fo fdhreiben

Br iy 2
ikt = [1 i f'r.cusl'.l"]

MAnmertung 2 (8 [agt fid leidt beweifen, dag wenn die Gefdoindigleit Ded Puncts
vom Pole E berab (Fig. VL) nody. einmal fo langfom, ald vorbin angenonmen worden wart
b. b, bag fie fid ju ber ded Novmalquabranten wie 1:4 verbielte, die Flade ywijden EA wnd B fid
ausdriden liefe burd)

rix 2 3
F=: (1 B fz,cus.ifi"ﬂsﬁﬂi.-',ﬂ) """ (%)
Denn die Reibe in der Gleidhung (1,) ginge fite diefen Fal von cosa nur bi cos2214,°, ftatt n
wdve alje nfe ju jhreiben; MNun iff aber:
£0s (22, /58—a) = c0s22v." cos a 4 sin 2215 sina 'i
cos (221, —2a) = cos251/; cos 2a 4 sin 221/ sin2a (8.)
c0sa = ¢0s224/; cos(221/;—a) + sin221/, sin(22'/;—a)
(cosa 4 cos2a 4+ .... 4+ cos(22',—a)=u
sina 4-sin2a4....4sin(22:—a)=v
U=—ucos22"4" 4 vsin224/;"
Nun iff fermer:
€08 (2215 4a) = c0s 221/ cosa — sin 22, sina

aljo: aejefst:

€05 (221/,4-2a) = c0s224: cos 2a — sin 224/3sin2a (9
€08 (221/,4-221/,—a) =08 221/s c05(22%/;—a)—sin22Y/; sin (221/;—a)
alfo, wenn cos(224,4a)+. . . . +eos(db—a)=w, fo iff
W=—uc05224y — vsin 221,
folglidy u+w = 2ucos224,%; . . . . (10)
] ?," A 3 T i
Wber u+w =98, —c0s221,°— cos45°, folglid h G;Lisi;di'ﬁa = u. Huf beiden Seiten
: . e : R, =, i R
mit n bividirt, giebt (nad) Weglaffung ded wwendlich Kleinen,) o C0s220h it folglidy, da
F= [i':l f1— — Jwird, B = (i — 2 ) wie oben i (7.) bebauptet
¥ 7. €08 450, cos 221/,0)7 : i

wurde.

Anmerfung 3. Set man dieje Berdopplung der Gefewindigleit -des Normalguadranten
AE fort, jo bap fie fid) gu Der Ded Puncts verhilt, wie 8 : 1, ober wie 16 : 1, vber allgentein
wie 2° : 1 fo erbdit man fitv diefen Fladenrawm jwijden AE wnd BE im erften Kugeloctanten
allmilig die TWerthe:




et
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F. (AT

@:H=7 1

i = 1]
' -zl:ﬂs,( ) €08 (“) €0s (g”)i
TR (“”") (‘"‘") o O

allgemein I-‘(:]n 1) =F;ﬂ} o (q[‘r) (Qﬂ[&) (Q“")
7T GOS8 Stz )ioe vnt Dn

we n alle FWerthe vor 1 bis QO Daben darf.

§. 13.

gortiebung ber Quabdratur 2.

Stebren wir jur Quadratue ber Spivale tm §. 9. (Fig. VI) gurid, jo fuw ferner die Aus-
mefiung des Flideninbalts gefordect werden, der wifdhen den Quadvaten AE wnd EC aui demt
Biertel der Kugeloberflidie fiegt wnd dburd) die Curve Epnm ... , heC begrinat wird. Seben wiv
piejen Maum = M, o ift

(1).... R = EMC+Ebg +Edh+....+ Evn + Ezp, wenn der Aequator AC in 2p
unendlidy fleine Theile getbeilt wirh. Dann it aber and), wenn AK = KH = 1. — a

2

'\'LIIL‘ = TIF [1—cospa]; wo pa = 90¢;

Ebg = r—f [t—cos(p—1)a];

reT
o T LS = l‘-1} i I
Bine— D [1—cos2a];
Ezp = T; [1—cosa];
folgli)y 1R =F—]T-¥{p—(ccrsa+cr{r52a+ e v o oispaY]y . . L ()
Nun it [nach § 5. wnd §. 7. cond f cns?n-:]-. ﬂﬂuﬁ:é alfo:

B =iy f s 3) = (,36338022 . . . . (4)

D.h. bao Doppelte M1 cntipredenden Flade der Spirale erfter Drbnungim erfien
Detanten (Fig. UL

Drevaud [GHE fid ein leidit - erweifender Sdhing per induetionem ichen:

Jit: bie Gefdmwindigteit ded fid bewegenben MNormalouadranten nmal
qrofer, ald bie ded auf ihm fid bewegenbon Puuncts, jo ift die #lade, die die
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Gurpe bid yum Aequator hHinad mit dem Teften Mevidiane thtfd;:fti:ﬁt nmal fo

grof ald bei ber Spivale exfter Drdnung, alfo M[;;emem—n 036338029 <l

Anmevfung 1. Jjt aljo das Gejdwindigleitdverhiltnif 3. B. wie xi B

rim 2
R=43 fi — =
= 2r*z — 4r® (wie Dei dem Problem ded Viviani; el §. 7. Anmerfung 2.)
Aljo Dletbt ald Meft von der Dberfliche der Halbfugel die Flide = 4r2, b. b. eine vollfommue
quabvable Fladye. Diefer Saly findet fid), ifolivt ftehend, ebenfalls wnter den Problemen der

altern Jeif.
g 14.
Rectificationen 2 (Fig. VL)
1) Mectification des Gurvenbogens Epnml im eriten Sugeloctanten.
Gs wid L=1Im +mn + .... 4+ Ep = V2 Fmr? + ¥V 'mi® +nt® -

o 900 it
— =, [erner, wenn & = —, 10 IJI:
__Luf r (] 2“: ] f

.+ VB LB

Jhin 1t Ez = mr = nt .

pz—r]sma ny _;‘: sin2a, . . . enbld Irzg sinna = ;—: sin45%, alfo:
I - f/y 2% sin®a — v/, isinta + 4/ 20sin%a — . . o

Ay = ra ) o+ Y32%sin*2a — /s 24sin2a 4 ¥ 26sint2a —

40} 1 v, 2%5in3a — 1/, 24sin3a 4 14, 2%5ins3a —

+ ‘fe*.lﬁslu-i:}” —_ -gd'bill WD0 - 4/ 20 sinednt —
T |“ + 12 220 20G) — e 28 20D + e 28 () 0 o 20

-Ul
wenn () = sin®a+sin*2a . . .. 4-sin245, wnd dhulidy =() = ber vierten Potengreibe 2.

2 20)
-2 -y ¥ v e W -
= ibren Grangwerthen u beftintmen.

un fommt es davanf an,

Nady 8§ 6. (5.) iff aber:
1--—cas'?’a

=

sinta =

= 1—£'0Q’Ift ( Folglidy () = n — (cos2a -+ cnsgg_l-{- -« 1 €05909)
(sin 90 4 . . sm?a}

sin? 2a
s i—cnw‘?na
sinEna = {[1!]} iy fi et U

(. 8 7.(7) = 1..'_;'-"" — 048169011 . . . (2)
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Verfibet man dbulidh mit sinda 4 .. . 4 sin*na e, fo fEEt man auf Goftundreiben folgenber
Giejtalt:
o A v W Yl
(2) b Lﬂsaa:'.__._.'-q-wg Lalat e yn = 0; (wenn n = J0D)
osba 4 cos12a 4. . . 0s27()°
(3.) e da el -E L @S2I .
. . x *o A
) Lusaa+tnsibn—1|; S .icc-s:}hu S gl Rd i 0
6) l:_{:ﬂl[:ic:asﬂl[ia—!-uus:-mu +.. .+c_q_:¢_iﬂ' i {Eq_+_,. 4cos80 i

n n
. b. e8 Eebren wun alle 4 MWerthe 2w, — 0, — ¥a, + 0 wieder.
Feenerbin findet man bie Gleichungan:

) = In—4 (cos2at-cosda+ ..—|—c@ﬁ)+[mmi?+cnsha+ .. e05180")
) = : E : i
(7.
{ On—15(c0s2a + cosda+. 4 c0s90)+-6(cosda+.4-cosl 80)—-( cosbatcosi 2a+4 +cos270
=,
-lg) = = e o =
; 32
ic. 2. 1.
folglidy tjt:
) _34n 3() - A0—/atyn I _3d—Yatwn . €
SR S R 32 Rl |k 128 i . (8)
Davaud folgt endlid):
I 1—%n J—4m e 3H—06 |
- 2 e ) - b
L i 1 + 2 : 2 + 4 T 10 28 W49 - )

= ? [1 4+ 0,36338022 .. — 0,11338023 ..+ 0,13521540 .. —2c.]

eine Reibe, die wenig oder gar nidt ju comvergiven jdeint.

§ 15.
Fortfebung (Fig. VL)

Diefe gange Beredmung Lepe fidh eben fo leicht mit Integralvedymung anjellen. Mix wollen
pad Werfabren bier nod) mittheilen, wm endlich zu der allgemeinfien Formel fiie bie Rectification
ver arithmetifden Kugelivivalen ven vorgefdricbener et 3u gelangen.

Es el (wic abnlid in & 7. 2 Ddag Curvenjtid ﬁl-l? = & ber Juwads m = dis,
En = d, affo um = d3, un = 6H .sin 8, wnd da GH =dp wd =g, fo ift. 48 =7 um

=TT Eawd =0 i+ y2dsrd + Yo Cha==1) ypanip y

{ o
1.3_1£l_%ﬂ_(lf—§_-g) 64 sin® & + 2.

T
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Afo & = 10 + 2 fsinddd—2 fsinddd+ 4 f sincddd — xc.
sin2 & 3sin 20

2 2
3/:5in50 eosd . . . 2. (1) (nad) § 7. 2.)

2 Al . . I - ; st
Sefst man nun die Gringen pon d = 0 bis J = 7 ¢ To pebilt man bie Rectificationen

=d 45— + 2 sin3d cosd — 35 -+ 4 5,0 — ¥/s8indd — 5/ sind eosdi—

per Gurpe von E bis I; ;

@2)....8 = F (r,7) in ciner fortlaufenben Sablenveibe obne trigonometcifde Fun-
tionen, ba sin 45 = ¥V v,

%n ber Formel (1) legt jugleid bie Bevedmuing der Gurvenlinge in jeder geqebenen
Husbebnung begrimdet, da man wur & nad) und nady = r;f, = %‘—1, =R R 5 ==
360° = 2tz cingujeen hat. Die Unsfibrung defien lieqt jedod) auperhalb der emgern Gringen
biefer Abhandlung.

Eben fo tiberlafien wir die BVearbeitung Dder Gigenfdaften, welde den Kugelfpivalen
wit geometrifdem Berhaltniffe sufommen, fpitecen Mujefiunden wud jdhlichen mit Dex
Bemerfung, wie fidh fhon aud den vorlicgenden Ddrei Abbandinngen Ieidht der Beweid filr die
iplichfeit Der jobavijden Analvfis bei Untexfudung won Gurven mehriader Krimmung
(3 B. Kugelellivje und Kugeljpivalen) becleiten [AfE, deven Formelw mit nur jwei Goordinaten
eine febr feidte und einfade BVerednung Caud Inteqeation) mbglid) madern.

Bervidhtigungen.

Seite 23, 3415 1. o, [tmfg; 14. (1.)] ftatt (1) = % ! { su fesen (1) & = i ] |

Geite 24, 3.9 v 0. feblt am Ende vor ; (7)) die Sdluf-Klanumer )

3
- W.:‘

; ; 2 — s : {5/, are
Gben ba, F. 14 v oo n ber Fovmel (9 fjt ftatt 2 1—~n-'—1 3 felsen 2 —0—'.{, unp 2 33 -
d—tlz G :

ftatt 2 = e

@ben ba, J. 15 v. o. Hes 4+ 0, 13591540 . ., . fatt 4+ 0, 13521540 . . .
Nuferdem ift €. 14, F. 11 b o, ginmal bad 4 zu jiveidhen, wo ¢3 doppelf flebt
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