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Vorwort.

Jm vorjabrigen Dftervrogramm ftellte idy die widytigften Lehrjabe der fpharifdyen
Analpjie tber die Beftimmung der Lage von Punften und Normalfreisbogen auf der
Sugeloberflache, und uber bdie widitigfien Eigenfchaften ber SKugelfreife jufammen, unbd
leitete Diefe aus einer Reibe entfprechenver Sage der Analvfid im Raume mit Hilfe bder
fentredhten und perfpectivijhen Projectionen her, um dbadburdy die: Berwandjdaft beiver,
ver Kugeloberflidie und Ebne, in mannigfacdyer Begiehung davsulegen, jugleich aud), um
ju geigen, wie die Kugelcuvven fich al® Durdy{dnittalinien Fwifdien beftimmten gePrimmten
Dberflachen (cvlindrifhen und conifchen) und ver Dberflache der Kugel ergeben.

Diefe Lebrfabe umfapte Cap. L, 1L und I, 1.5 zulebt wav der Kreis, als Gurve
sweiten Grades auf der Kugel, Gegenftand der Unterfudung, Iy gebe nun im vorlie-
genden  weiten und folgenden Abfdhnitte Des dritten Gapitels die Theovie der fobdrifden
Gurven, die den Kegelfhnitten auf “ber Gbne entfpredhen und daber ald Kugelfegel:

fehnitte begeichnet werden follen.



Ueber Ddie

HAnalyfis auf der Kugel.

(Fortfebung ber im vorigen Dfter-Programm gelicfevten Abhandlung.)
Lon

N. Gorgas,
Gandidbat bes hoheren Sdulamts.

———y A —

(Fortfebung des britten Capitels.)

Bou den Kugelenrven jiweciten Grades.

I. Die Ellipfe auf der Kugel.
§. 7.
Hevleitung der Sleichung dbuvey fenbredhte Projection.

Eine burdy ven Mittelpunte dev Fugel und die raumlide XY -Cbne gelegte Ebne enthalte
eine €lipfe, deren Goorbinaten aud ihrem, jugleich der Kugel, Mittelpunkte gevedynet werden, und

beren ImIbc] Fleine {Qidjfcl ]; :fnber’ ;E .E‘.defc bed raumliden Syftems liegt: ibre Glei:

qrofie )
dung iff algbann:
x2 }l‘;‘.
(1.) ot = 1
Nady Gap. I, §. 1. (3.) ift abet x = r sin &, y = r sin 7, folglich iff

: r? sin? £ r® gin? !

(2.) -—SEI:——‘ -+ 1-—--%‘—3 = 1 audy eine Gllipfengleidhung; wirdb barin
3 s { fowird ? ; :“f; , wobei 2A bie grofe Adfe, 2B bdie Heine Adfe der Kugel:

ellipfe bebeutet, bie durdy Mormalfreis-Bogen dargeftellt find; .



r? 1
A jaﬂ _sinﬂA] : HES sl L
algbann ift tn (2.) & 1 )5 |0 bafi Die Gleidyung der projicivten Sugelellipfe
b = st B
; 4, Bin® & sin? ¥
witd : R} : = 1.
i sin® A sin* B
= f sin® .: = tang® &' cos® Oy ) :
Seken wir nun [nady Gap. 1., §. 1. (5] e b tan%ﬁ e r'11 ![u wirh
o tang? & tang® n' { S :
(£ sin? A sin® B T costp + tang*® ¢ 1 + tang® & + tang® s
woraué endlidy hevzuleiten ift:
_ lang?® Ef tang® 7 L I R =i ; .
(5.) TRy T B = 1, cbenfalls bie Gleidhung einer Rugelel:
fel =]

Livfe, bercn; %lr;\iﬁz,f!_m[bc Achfe gf;fiﬁ, und beren Mittelpunft mit dem ber

fphdrifchen Goorbinaten' zufammenfdlle,

§. 8.
Perfpectivifde Drojection dexr Ellipfe

Auf einer der raumlidhen XY -Ebne pavallel - laufenden Tangentenebne der Kugel fei eine
Gllipfe verzeichnet, deren grofie Achfe in bie XZ-GEbne, deven Fleine Adfe in die YZ:Ghne, bderen
Mittelpuntt alfo in den Beriibrungspuntt dex Kugel und Ehne fdlit (0. . i den Anfangspuntt
ver fpbdrifden Goorbinaten): fo iff die Gleidiung der Glipfe

'

%z ¥
@i g =15

bic Melationen ywijdyen x, y und dejjen perfpectivifher Projection auf der Tangentenebne &/, 7

S st ;x—‘_lt'lll-='§‘,i_. - Lmfa=riang A} oL
find aber: ly r tang o §) ferner lﬂl! b r tang B | aljo wird:
tang? &/ tang* r;r‘
b e S sy SN ol 5 s
(2) tang® A T ans' B = 1; die Gleidhung der projicivten Kugelel-

lipfe, Deren Mittelpunbt im Anfange dev fphdvifden Coordinaten liegt.

Anmerfung. Aus §. 6 und 7 folgt, daf eine Kugelellipfe
1) bie Durdfdnittdcurve ywifden einer gevraben elliptifden Enlin:
peroberflade und bev Sugeloberfldde fei, wenn die Adfe ded Gylinders durd
Das Gentrum der Kugel gebt; und ferner aus §. 8, vaf fie:
2) bie Durdfdnittdcurve ywifdhen einer gevaben -:fli;;rif:lircn Kegel-



4

oberfladye und der Kugeloberfladie fei, wenn die Spise bed Kegeld im Gentrum *-,i'*
ber Sugel liegt.
Jn beiden Fdllen wird diefelbe fdhneivende Dberflidhe, ju beiven Seiten bded Kugelmittel-
punftes genugfam verldngert, 3wei diametral entgegengefeste Kugelellipfen von véllig
gleidper Geftalt und Grife geben, wie e8 fich bei der fuiiher erwdbhnten Doppeldentig:
feit ber trigonometrifd-quabdbratifden Glipfengleidung, (wo felbft der Unterjdyied ver
Ein_rjcid}m von sin. und tang. verfdywindet), nidht anbers erwarten [4fit.

§. 0.

Andervweitige fenfredte Brojectionen der Kugelellipfe auf vie vaumlidhen Coor
vinaten-Ebnen.

Nadh §. 6. hat ecine aus dem Mittelpuntte dev fphdrifhen Goordinaten verseidynete Fugel:
Cllipfe juv fenfrechten Drojection auf ber XY-Cbne cine CGllipfe mit der Gleidung
:— + z = 1. Jeht wollen wir dle MNatur ibrer fenfredhten Projectionen auf anbere Adhien:
ebnen unterfuchen:
a) Auf der XZ-Ebne:
Die Gleidhung der Glliple auf der Kugel iff:

tang? &’  tang? %'

(1. —=2 =1
(1) tang® A tang®* B
38 Y. i Yo, , : o
Da nun fiie bie fenfredite Projection tang & = o tang ;' = 5 ift, fo erhalt man aus (L) daburdy:
L D = _1"__
(et tang*A tang®B,

Run ift aber, der Kugeloberfladien- Gleidung regen
(3) y* =1 — (x* + y9;
alfo baraus:

x?* zt
(4) 1 tang® A'm_i"}i_cdﬁ als Gleidung bder Kurve, welde durd
la:agﬂl — lan;fﬂ
Projection der KRugelellipfe auf die XZ-Cbne entfieht. Diefe Kurve ift cine Elipfe,

r tang A I
veren halbe gl‘nﬁeﬂdﬂe:i} o ; beren Balbe Fleine Udhfe = r cos B und beren

tang? A-—_tlahg* B
a: : 3 : tang A - .
Mittelpuntt im Kugeleentrum i, Da aber ber Brudh -—-—— - ——— > 1'ift, ‘weil unter

V‘tang* A — tang® B

-
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allen Umfidnden tang® A > tang® A — tang® B, {o ijt aud) bdic halbe grofie Achfe viefer Ellivfe
guifier, ald ber Kugelradiug; daber wird ‘auf dbem, die XZ-Gbne bildenden qriften Kuqelfreife
viefe Ellipfe nicht gany jur Bollendung gelangen, fondern nur in zwei congruenten Bogen
auf beiden Seiten bes Kugelmittelpuntts, in gleider Cntfernung von ihm, erfdheinen, wie beifte:
benbe Figur anbeutet. Jeber diejer Bogen GH und gh fifv fidh iff die Drojection einer Sugelellipfe,
vie gange ProjectionsEllipfe alfo bezieht fidh) auf jwei Kugelellipfen, vie ein:
ander biametral gegendiberliegen, und die ju dberfelben Gleidung gehiven.
b.) Projection ver Kugelellipfe auf dbie YZ:Gbne:
Wenn wir die Gleihung der Vrojection einer Elipfe mit der Gleidung:

(1. tang? A tang* B
Abfciffentinie, auf der YZ-UAdhe entwiceln wollen, fo muf aus der Gleidhung, die fir (L) ju
fefsen ift, ndmlidy:

tang, &' tang? 7’

= 1, bargeftellt durdy bie Fufpunkte ibrer rdumlichen

x? y:
2. S ———— = 2% ba5 x elimini ; :
(2, g tang? B z?; bas x elimint werben. Mun iff aber
(d.) x* = r* — (y® 4 2%); alfo wirb:

2 &

R

(£) 12 cos* A ritang: B —1als Gleidung der YZDrojection fiir
[i'llugﬁ.fil.-—;.I..iill'llg.;f B

bie Sugelellipie; diefe Gleidhung gehdrt aber yu einer Hyperbel, deren Gentrum

indem Mittelpuntte der Kugel liegt, deren E}ﬂ[l)t‘ilfittt'!fdj!’f:l,, ] 1.an;: =

tang® A — tang* B’

deren halbe grofe Mdhfe = r cos Alift, die alfo auf dev Normalfreidebne der YZ-Goor:

vinaten jo erfdyeint, wie die beifichende Figur angicbt. Die beiden zufammengehirigen

gleidhen Hyperbelbogen GH, gh, weldye auf diefer Ebne liegen, bebingen alfo

wieber ywei, von einanber diametral abftehende Kugelellipfen, vie ju derfelben
Sleidung gebhdren.

§. 10,
Anbdere Projectiondcurven der Kugelellipfe

€5 fei (Fig. 1) NX der Durdhichnitt eciner Langentenebne an bdie fugel in bem Enbd-
puntee der X-Uchje; ABD fei bie cine Halfte einer Kugeleliipfe; die Vrojection derfelben auf der
YZ-Gbne fei die (in §. 9 betraditete) Hyperbel ACD und ad fei ||AD; venft man fidhy nun vom
Rugeleentrum O qus einen eitfivahl durdy alle Punkte der Elipfe continuitlich fortbewegt, fo be-
fdhreibt Diefer auf der Tangenrencbne NX cine Gurve «F9, beren Natur unterfudyt werden foll.
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Man nehme an, Dem Punfie a dev Kugelellipfe entipredhe ver Punft « dber Tangentenebne, und
a fei buvd) die Goorbinafen bes Maums x” y” z* gegeben, o aber durd) x* y' z', fo hat man
folgende Melationen:

(L) xli="p}
; :\J :\h ‘!..r il [ e
(2.) ) 27 == i =7 55 Cws fermer it
yia YH:
L) e T = = 1; als Sleidhung bder Kugelellinfer folalich:
5 Al [ilJJ,‘:.-' .I"l + A [Eu;g'-' B L ) El ﬁ '}-1-[.' 1o lhEldJ

¢

re i \_'
\_ z'? tang? A z* tang? B

# z'e v

r® cotang® A r® tang®* B cotang® A

== [, L\bi‘l’
()

= 1, b. D dbie Gleidhung eingy
Hyyperbel, deven balbe grofie Udje = r cotang A, bderen halbe Nebenadfe =
r tang B cotang A iff,

Jufaf. JNad § 9. it die Hyperbel ACD als die fenfredhte Projection bderfelben
Gliipfe auf die YZ:Gbne, burd) die halbe Hauptadife A’ = r cos A und dig Dhalbe Neben-

: r tang B
adje B =

- ; gegeben; find die Glemente ber eben gefunbenen Huperbel A Y
rl:‘mgf A — tang? B 23 i : el >
und B, jo ijt alsbann: A°: A" = sin A: 1 und B’ : BY — tang A : ’Ptnhg'—"}l_— tang® H.

§. 11.
Serbfefhung.

Legt man aber eine Tangentencbne an bag Ende der véumlichen Y-Adfe, alfo parailel
mit ber NZ=Gbne, jo erhdlt man quf diefer chenfalld cine Gurve durdy perfpectivijche Brojection,
n{i:u[ild; (H19-2.) g0’ unb ey (undunterhald der Kugel oo’ und o 37), beren Gleichung gefudht wird.
Gé entjpriht 3. B. vem Punfte R der linfen Kugelellipfe oberhald der Kugel auf der Gbne ber
Punft o mit ben Goordinaten x’ y* z*, wdbrend R durd) x" y“ z* gegeben fei. Damn ift

L)yt =
! _\u ‘,r W
) =2 AT e
L) F TR P i uno R Terner i
e it { bie Gleid
e N n Ty = ie yung ver Suaelellinfe: bavaus:
2% tang? A 2 tang® B letchung ver Sugelellivfe: bavaus:
4) 1 3 x?
() - ey T — e = peny e, Bz g L (453 f1 b
r* cotang* B ré tang? A cotang? B’ ble Gleidung einer Oy
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perbel, deven halbe Hauptadfe = r cotang B, deren halbe Nebenadyfe
= r tang A cotang B i {t.
Anmerfung 1. Nennt man diefe bHalben Adfen A und B, jo ift (aus §. 10.)

tang B tang A
A? ;A" = tangB : tang A, unp B": B = ——: "0 —
tang A tang B

tang® B : tang® A, alfo
A“: A =1 "BV B,

Anmerfung. 2. Alfo ift eine Kugelellipfe die Durdyfdnittdcurve ywifden
einer Kugeloberfldde und

1) einem grabden elliptifdyen (-Ewliutsc” 13 gised .

2.) einem graben Hyperbel-Gylinver ) V5E ik ivte UG Quarht.

3.) ber Dberflade von 4 jujammengehdrigen bHyperbolifdhen Kegel:
fddern, deren Spite im Centrum der Kugel [egt. Ale diefe Oberflidhen geben in
threr Fotalitdt bei gehbriger Errveiterung 3w ei Kugelellipfen, die einander diametral gegon:
tiberliegen, und unter {idy vollig congruent {inb.

ok 1

Analogon jur Fadenconfiruction der ehnen Gllipfe.

3n ywei Puntten der Kugeloberflade, welde um O befdhrieben it (Fig. 3.), fei cine biegfame
Linie befeftigt, beven fange (= 2 A) grdfier, al8 die Enifernung (= 2 E) ifhrer beiden Gnd-
puntee P und Q iff. Durd) nfpannen bdicfer Linie entftebt ein, in allen Yagen varzuftellender
fpbarifder MWinfel; 3. B. PRQ, der von zwei Novmalbreisbogen gebilvet witd. Sein Scheitel
wird bann eine gefriimmte, in {idy suriictfebrende Linie auf bder Kugel um P amd @ bejdyreiben

s % % T N "
veven Gleidung gejucht werden foll. Man Dalbive PQ in M, made MY | PQ und = U0,
alebe 3 B. dburdy R den fenfrechten Bogen YT (= 00%), nenne den Bogen RT = #, ben Bogen

» L AL AN : =
MT = &' (el Gap. L §. L); fo it VW = 2 A, PM = E, MN {ei = B. un findet man
leidht: cos PR = cos 1 cos (E — £'); und cos QR = cos 7 cos (B + £1):

Uber cos QR =cos (2 A—PR) = c0s 2 A cos 7 cos(E — &) +sin2 A o TR (B—&):
i - Y

baraus sin? 2 A =-cos*y (¢os? [E + &'] 4 cos?® [BE— &] - 2¢os [E+ &] cos [E—&] cos 2 A): aljn

1=—cos* [ y e s

1 | sin® E kS arenst .
ﬂDS’_?;' cos® t mr cos? 0 sin® A tangis cos® A’
tang* &' tang? 3/
tang* Vi tang* B
geloberflade,

sin® H sin® & vos® E cos? :’J
weshalb audy:

und baraus: = L. o b die Gleichung eimer Ellinfe auf ver Ku:
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UnmevEung 1. Diefe Gleichung crgiedt fich audy, wenn man bdie Summe ber Radii
Vectores flatt = 2 A ju nehmen, — 180 — 2 A annimmt; dann aber eehdlt man von: ven-
felben (Gllipfenbrennpuntten P und Q ‘aus auf ber andern Halbfugel vie der vorigen diametral
gegenfiberfiehenbe, congruente Glipfe  deven Brennpuntte denen (P und Q) dev vorigen ebenfalls
diametral gegentiberliegen.
Anmerbung 2. Die Cllipfenclemente A, B und E haben unter fidy folgende Begichung:

cos A = cos B cos E;
ift aljo cos A = cos B, jo muf cos E = t fein, b. h. E = o, weldje Bedingung auf ven

RKugelEreis hinfibrt.

it aber 2 A = 1809, fo ift cos A = cos 90" = 0; bann muf entweber cos B — 0o,
b. b cos A = cos B, b. b. die Gllipfe cin gréfter Kugelfreis fein, oder cos E = ¢, b. b,
E =90 alfo E = A; dann iff B = o ju fegen, und audy cine folche Glipfe wird ein

qréfrer Kugelfreid werben.

§..13,

Die Tangente ber Kugelellipfe

Die Gleidhung der Cllipfe fir den Punkt &4 57 ijt:

tang? & tang® 7’ e T i .
- - = 1; bie Gladung eines Normalfreifes durch benfelben

tang® A tang*®
Punkt iff ferner
‘ tang &' tang 7' :
(2. il —2— — 1: baraus:
lang m tang m

Gt 2 tang m tang® A tang®n tang & (tang®*n —tang* B tang®* mtang* A
(3.) tang? & — ———— 2 i CER R T
! B tang*ntang? A 4 tang*mtang*B * tang? n tang? A + tang®m tang:B’
alip (%) tang & =

tang m tang? A tang®n tan m lanz A viaengl 1o i i), i i -
e et T B (tgtn gt A izt mig* B — gt m tgin);

igintgt A-tgimag B—iginig*A 4 ta?mig® B g
Dicfe Gleidhung fiir tang & zeigt durdy ibr + an, daf ein Normalfreiz im Allgemeinen
ywei Punfie mit einer Clipfe gemeinfhaftlidy baben Fnne: foll baraud aber eine Tangente
werden, fo mup bies Paar von Durdyidnittépuntten ju einem Dunkte yufammenfallen, d. b. bas

Glied mit T in (4.) muff = o werben
2l3bann wird, fiir den Fall der Beriibrung:

(9.) tang? n tang® A + tang’® m tang® B = tang® m tang’ n al5 Bebingung fiiv
bie Gonftanten,



T
tang m ; S ] g
£ Tge alg Bedbingung file bie Coortinaten des Berlihrungépunits,
l tang 5’ = — 5
tang m
tang & tang 7' (0P
Da nun, nad (1. _lal_lg_m i -laii_g_ll_ = 1, fo ift fiir bie Fangente
.. tamg® A tang® B : } ; 2 :
) ST g u i Shre allgemeinfte Gleidbung ift aber, in Beyug

auf ben Punft & n':
tang X' — tang &'~ tang X' —tangy’

(8 tang m tang n o
woraus, mit Hiilfe von (6.), entiteht:
: tang X' tang &’ tang Y’ tang %' : :
(9. oA = gthﬁu{é -B’" — = 1 qals bie Gleidhung ber fphd:

rifdhen Gllipfen-Tangente,

Anmerfung. Diefe. Gleichung ift febr leidht aus ber fiir eine Tangente an bie ebne
Glipfe beryuleiten. Diefelbe ift:
Xi gl o Yooyt . . . : ; s
s N 1, wenn bdiefe’ Gllipfe auf einer Tangentenebne liegt, bdie die Z-Adfe in
ibrem Gndypunfte beriibrt. Projicirt man biefe Ellipfen - Tangente fammt ibrer Curve perfpectivifdy
auf bie Sugel, aus deren Gentrum, fo ift fiir fie nady dem oben angefiibrten Reductions - Berfabhren

2 tang X' tang &’ tang Y’ tang %’ J
su entroiceln: T tang: B = 15 wie oben.
§. 14

Weber bie Pole eciner Gllipfentangente
Nach Cap. 1L §. 9, (3.) gehbrt ju jeber Glipfentangente von ber Gleidyung:

Cht £ tang Y’ tang %’ * : .
tang X' tang 5, lang D L — 1 ¢in Paar von Dolen, bdie durdy die Coordinaten a’ b,

tang* A tang® B
und e @' beflimmt werben, fo dafi:
~+ tang & <+ tang '
[p— T ! L,
(1.)tanga T GgTA und tang b’ = gt B
— ‘tang £’ — tang 7’ _.
9 == = (e R ol - 2 WL A
(2.)tang c'= tang’ A und tang tang? B fein mug. Aus (1) Lt jidh

fobann Derleiten:
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(3.) tang® a‘ tang® A + tang? b’ tang® B'= 13 fegt man nun a’ und b’ al8

|
verdnberliche Goorbinaten, wenn & unb #* fich Gnbern, und tang A = tSn'g"'J'ﬁ‘ o mwie tang B =

1 A=90+ M ;
Gﬂwg N:’ ﬂ{l_ﬂ'.. B=90—§-|- N i: fn' wird aus (3.)

(4.3 :Z:i ;; :2:?—;:: 1; als ®leidung einer neuen Ellipfe, in
Der alle bie Tangentenpole der exfi-gegebenen liegem, unbs deren halbe Adyfen
fidy um 90° von denen der frihern unterfdeiden. Dasfelbe gilt fiix den biametral von
a’ b’ verfhiedenen zweiten Pol « F%.  Da aber A > B, alfo aud) tang/A > tang B, fo
ift jebenfall3 tang M [= tang (90° + A)] << tang N [= tang (900 .+. B)] alfo fteht bie
Fleinen

1 ?;‘E‘)‘Ei ;Md}fe ver Pol:Ellipfe fenfredt auf bex ot fiem ; Adyfe ber nnfﬁnﬂlid’?

gegebenen, unbd jwar im Anfangspunfte ver fphdrifden Coordbinaten, ber ju-
gleidh beider Gllipfen Mittelpunkt iff.

Anmerfung. Wir wollen diefe von cimander in der §. 1% gefdhilbevten Weife abhdngi-
gen Gllipfen auf der Kugel complementdre llipfen nennen, fo wie man die fidy diametral
gegeniiberftebenben, durch diefelbe Gleidhung gegebenen, fupplementdre Ellipfen nenntn
fann, da ibre YAbftdnde durcd) 2 R, jene aber durd) 1 R bejtimme werben.

§. 15.

Ginige Gigenfdaften jweier complementdver Ellipfen.

1) Die Ubhdngigleit zweier complementdrer Ellipfen von einander ift gegenjeitig, . b.

jebe von ihmen Fann bie urfpriinglidhe, bie anbere die abgeleitete fein; benn ba tang® A = e
unb tang®* B = PR ) tdn 2I\r{———}—wn':htan N = — 4
ang =3 |a:“;:;;‘! M 'En". |0 |ﬂ' au g _t&ﬂgg B 1 o p— Iang'i A

2) Die complementdren Ellipfen e und e’ pweier {ich diamefral, gegeniiberliegender Ellipfen
E und E’ find unter fidy wieberum biametral entgegengefest.

3) Desbhald find bdic Beffimmungdgleihungen von Linien ., bie zwei complementdren
Glipfen zugleidh angebbren, fo befdaffen, baf fie durdy Umtaufdy ibrer Clemente nidht verdn:
Dert werben.

4) Bu ciner Gllipfe E qebdrt alé complementdy nidyt blos ibre eingefehloffene e, fondern
audy beren biametrale e’,
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5) Sicht man an bie einanber jugehdrigen Punfte P wnd' pogweier tomplementarer Ellipfen
E und e jwei Fangenten, fo ftehen beide auf Pp (bem Verbindungé= Normalbogen ywifden F, p)
fenfrecht, fibneiven: fidy,alfo in den dem Bogen Pp jugehbrigen Polen. — Denn der Puntt 54 '
ber Tangente an E Dhat die Gleichung:

- N} F2) L
::::?:‘ :::::—i — 1, ber &' B ber Tangente an e, ald £/ 5’ entjpredend,
lang o | (angd simy Nun ¥t aber | “! '3: ber “Pol’ von' der  Tangente an ; = ’_‘J ;
1ang m’ tang n' [ _ 3 o g
folglidy iji &
( N, 3 1
(1.) ’Iang i lang_i-i;’ 1mgﬁ-=_t-an,,';' n’
& | i 1
[lang S tang e A tang o'’

Die BVevbinbungslinie Pp jwifden £ »/ und-e’ S Dat aber als Gleidungen der Goor-

binatenadyfen - Ubjdhnitte:
tang ' tang n’ — tang 3 tang &'

tang. 1 — et - = und
2 tang 7% — tang o
rs tang &' tang 7' — tang G’ tang &’ il :
—_— e e R T sl T
tang ¥ P il : folglidy ift (nady Einfesen
ter Merthe aud (1.)) leidyt ju finden, baf:
1 |
e — = =i unbs
3 tang /. tang m tang ¥ tangn
1 1
o e . - e i H 3 i t
ling Glas Yng v g S 1 ift, b. be-baf Pp auf beiben Sangen

ten fenkredt fiebt.
6) Die beiben FTangenten an bie fich entfprechenden Punkte & 4" und «’ £’ fiehen audy

A 2 tang o' tang 3’ 1

auf einanber fenfredit, Denn da SRR umg_aiil ='1 und tang " = laﬁg = tang &' =
5 4 fo 1ft E&ﬁ;ﬁi{aﬁg = tang_nl%ang = 1, b. . die eine auf der andern fenfredt.
7) Sind A, B, E bie Glemente der Gllipfe E und A/, B/, E’, bic Glemente der Gllipfe e;

fo it cos B = E:ETI: (1.)

cos A i

Dy abercos B = o B fo ift

L tang B
cos, E cos E’ Eaig A (2.)5 und

[ )
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cos B sin2A : i
(3.) s B = :: o B ba aber alle diefe Glemente durdy die Gleidhungen

A = 90° + B/
B= 9 + A’
(3.) leicht die Glemente A’, B’ einfiihren.

; unter fidh yufammenbdngen, fo fann man in die Gleidung (1.) (2.) und

§. 16.
Die Normale auf der Tangente ciner Ellipfe. (Fig. 4)
@5 fei MN Zangente an bie Glipfe im Punfte R und SR fei fenfredyt barauf ervichtet;
fo ift bie Gleidung ber Fangente, wenn R durd) &’ n* beflimmt wird:

) ::_"s.s?i tang 7'
ng m tang n
Die Gleidhung der Glipfe fiir dbiefen Puntt ift aber

tang? &/  tang® '

) tang® A + tang® B~ 15
Die Normale RS geht duedh & »’, daber ift ibre Gleidhung:

tang & tang %’

=l.‘,

g tang ' : y ’
(3.) R R 1; [NB. bad negative Borjeifyen von n’ madyt basd
aweite Glied fubtractiv;) unb, da fie auf ber Bangente fenfredyt ifi:
1
) - =

tang mtang m’ tang n tang n
Mit Hiilfe diefer Relationen echdlt man
(5.) tang m tang m‘ = cos? B (tang? A — tang® B); folglid muf tang® E =
tang m tang m' fein. Daraus enfroidelt man:
tang m - tang K E __ tang m’ 4 tang E
©) El_g_m — tangE tang E — tang m’

Da nun g: E j__ 'E’ QS&__.EE 4l m? ift, fo wird aud (6.):

(7.) sin QM:sin PM = sin QS: sin PS; bareus folgt, dafi der MWinfel PRQ durdy
bie Mormale RS balbict worben fei. Sebdbe Normale auf einer Kugelellipfen-Fan:
gente halbirt alfo ben Winfel, den bie jum Beviihrungdpunfie gehdrigen zwe
Rabitvectoren bilben.

§. 17.
Ueber Tangentenfehnen,

@rElarung. 3Sieht man von einem Punfte der Kugeloberfliche auferhalb einer Kugels
ellipfe cin Rangentenpaar an diefelbe und verbinbet bie beiden Beriibrungspunfe beffelben mit
einanber durdy ecinen Novmalfreiébogen, fo nennt man diefen eine Langentenfehne.

i

B,
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Lebrfats 1. Gehen von beliebigen Punbten cined MNormallfreifes, der
auf ber verldngervten grofien Gllipfenadife fenfredit fieht, Tangentenpaare an
bie Ellipfe, fo fdneidben fidy bie zugehlrvigen Tangentenfehnen alle in einem
Punkte auf ber grofen Adfe,

Beweis. (analptifjdy:) E3 fei bad Centrum bder Kugelcoordinaten im Miftelpuntte der
Elipfe, bie grofe Adfe fei die X:=Udfe berfelben: fo ift

& ol @ '
[:LJ tang > + m_!lg ?}

— = 13 ald Gllipfengleidyung.
Won einem Punfte a’ b’ bed Normalbreifes geben zwei Fangenten an bdie Ellipfe in

tang? A tang® B

[ i
bmﬂ}unftzn:] :.« ;r; ], alfo ift

tang u’ tang a’ tang v’ tang b’

— =2 4 B T i
tang® A tang® B
(2.) 2 : 8 wegen ber Fangenten.
tang x' tang a tang vy’ tang b’ "
tang? A tang® B .

i i
MWerben biefe beiben ‘Jﬁunfte; ﬁ: J‘;a I burdy einen Novmalfreisbogen verbunben, fo fdyneibet
berfelbe auf ber X-Adife bad Stiid m ab, bdeffen Gleidhung [mady Gap. II, §. 5, (3.)] ift:
tang x' tang v/ — tang y' tang u’
Izng v — _ta-lah_}’_‘a_ d
Nun ift aber aus (2.) berguleiten:

(3.) tang m =

tang x' tang v’ — tang y' tang u’  tang® A

&) — tang v/ — tang y' _ — tang a’'’ alfo ift
I tang® A . : : :
(6.) tang m = "[a.;g'";.v‘i weil aber der MNormalfreis, auf dem (a' b’) liegt, fent-

vedyt auf ber X -Uchie ftebt, fo iff bad bavauf abgefdhnittene a’ 2. jebes Punfied bdedfelben con:
ftant, folglid wirb audy tang m einen conftanten Werth erbalten, 0. h. bie fibrigen, eben
fo conftruivten angentenfehnen {dneiden fidy auf der X-Wdhfe in demfelben Punkte, deffen tang m
ang? ‘A

: t
(ober Ubfciffentangente) = T ift.

ebhriab 1L (Berallgemeinerung des Lebrf. L) Gebhen von beliebigen Puntten
gined beliebigen MNovmalfreifed auferbalb einer Kugelellinfe Langentenpaare
an biefelbe, fo fdhneidben fidh bie jugehbrigen Tangentenfebnen alle in einem
punfte innerhalb der Ellipfe

&8 fei bie Gleichung bed beliebigen Novmalfreisbogens fiiv den Punkt (a’ b'):
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Die Gleicdhung der Ellipfentangenten find dann fiir die %eruhmnqﬁpnnﬁe , { verfelben:

tang u’ tang a’ tang v’ tang b’ .
.( tang® e tang® B @)
\ tang x‘ tang a’ tang v’ tang b’ : s
l tang? A tang® B i

V1fo wicd, [wie in Lebrfat L] der Abfchnitt m, den die Tangentenfebne jwifdien } : :‘I

auf ber X:dhfe madt, qegeben burdy:

tang® A : . :

{3.) tangm = --‘m{’r = und der Abfdnitt auf der Y:=Adfe, aljc n, dburd
] -]

i tang® B

(1) tang n —= Mue,b

Fiiv cine anbre Fangentenfeline, gebdrig sum Vumete @’ &' bes beliebigen Tormalfreifes

(1.}, wird alfy

tang® ."1
1 tang i =
w54 ' tang o'
2.
’ tang® B
lang v = "re—=m=r)
) tang '
Beive Tangentenfebnen jdyneiven fich im Punkte o &, fo ijt [nad Cap. . §. 8. Buf. 1]:
Ian?- A (tang b' — 1E||1n' |
l tangylt=— TR —_T L
s ‘ Eanﬂ' e’ tanﬂ' b — l.-ing a’ tang 7'
L 0 8
tang® B (tang (c — tang a’)
l tang 8" = e e
\ tang e’ tang b’ — tang a’ ting 3’
Da aber a* b’ und o’ ' auf demfelben Mormalbretfe (1) legen, fo iji:
tang b' — tang ' |
\ i/ r I T -..-'I' e : i 11!!r
o tang ¢ tang b’ — tang &' tang f tanz m
i) i
,| tang ' — tang a’ 1 i i p
T v e — Srallo e aus (6.
tang ¢’ tang b — Ian" a tang 5 tang n' qus (8.
5 , mng . tang® B R )
(&) tane S i # — A o P
5.) tang T e e unb tang s tanpai weldye MWerthe conftante bleiben,

fo Tange Tir gegebne Mormalfreis (1) feine Bage beibehdlt. Folglidy if
Desfelben ber Durdhidnittspunft r/ s’ ein conftanter

Unmerfung Da durdy diefelbe Gleichung swei fich’ diametral entgegengefeste Ellinfin
aegeben find, fo Fann man audy bie Sdte §. 17 auf foldhe Fangenten "tnd Tangentenfchnen aus-

fitr alle’ Banaenteniehnen

 — e o

e

-
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Debnen, iweldye von ben Punffen: eineé Novmalfreidbogens aufierhalb nadh ollen beiben Gllivien
gegogen weeben. Jieht-man 5 B. mady Gen Punkten Pound P/ der Gllipfe E Zangenten: und
Sebne, fo geht lehtere, bei hinreidyenver Berldngevung, audh durdy die Punfte pound pf ber
Ellipie e, Die bon demfelben Dunkte qufierhatd ihre Sangenten baben, wie P und P'. @3 i
alip audh ftatthaft, - von: diefem Punfte  aufierbalb der 2 Ellipfen tine Zangente . nach P und p’,
ober madhy P’ unb p 3u gichens man witd jur Beriihrungsfehne beiver Virten denfelben Nors
malfreid P P’ p’ p erhalten, da bie Punfte P und P/ benen p und p’ biametral gegeniibers
liegen.  Betradyten wiv aber jede biefer Beviihrungdfebnen als ganzen Normalkreis, fo werden
fie fidy jweimal, in 2 gemeinfdaftlichen Punften fdhneiden, bie einander wicverum diametral
gegentiberliegen.

§. 18.

Unwendbung ded Vovigen auf ebne Kegelfdnitte.

Der n §. 17, 1L aufgefiellte Saks enthdlt in feiner allgemeinern Faffung die Lebrfdke Ober
Tangentenfebnen ebner Kegelfdhnitte aller At in fich, die ous ihm leicht burdy Projectionss
perfahren: entwicelt wexden Ennan; dber gra plinige Werbinbungen dey sugebdrigen Paare von
Beviihrungspuntten: diefer Regelfdnitte wird die perfpectivijde Projection auf die Sangentens
ebnen: (ef. G XL 10, §): befondevs Auffdliuf geben  Eonnen, weil alle Novmalfreife irgend
weldyer Nidtung hier als gerabe Linien exfdeinen; wdbrend bie orthograpbifde Drojection
ber: Kugelfiguren: audy CGurven zwifden ben Beriibrungspunften  barftelen wird, bdie
alle ficdy in einem Punfte fhneiden.  Hier follen, der Kiivze wegen, nur einige abgeleitete. febrs
fate oer Planimetric angefiibrt werben

a) 3iebt man von einer: Gevaben auferhald eined Kreifed, einer Glipfe ober Hypecbel
(fpdter wird audy bie Parabel ald bievher gehbrig fidy evweifen) auf ber GEbne, an biefe Guroen
Zangentenpaare, jo {dneiben fidy vie jugehrigen Sangentenfehnen in einem Puntte. [Died qilt
bei ‘e Hoperbel filv beide Haliten, Fowobl jede filr fich, ald audy beive mit einander verbunden
betradytet.) © (Aus ber perfpect. Projection.)

b) $Hat man innerbalb eined RKreifes eine Fleinere Gllipie e, deren Mittelpunft im Sens
trum ‘Dedfelben ltegt, und unter devfelben: Bedingung wm fie cine beliebige anbere, E, beren grofie
Acdpfe = dem Diameter beé Kreifes ift, und weldpe die e gang umfdlichit, fo confrruive man von
per Pevipherie dber E tangivende Ellipfenpaare an e, deren qrofie Adfen audh = 2 r und deren
Genfrum Dad der evflen iff, und burdy die Verlihrungspuntte jeded Paard mit der Glipje e je eine
Ellipfe, beven grofe Udfe = 2 r, deven Mittelpunit wicderttm bderfelbe ift, fo fdmeiden {idhy alle
diefe legstconfiruivtens Ellipfen in ywei Puntten innerhalb bder Gllivfe e, die mit bem Genteumr
0e8 Rreifed in berfelben Graden liegen und gleidh weit von ihm abfichen. (NB. Nady ber Theorie
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per ebnen Kegelfdnitte ift die Conflruction einer Glipfe ftets mdglidy, wenn man Mittelpuntt,
Grofe der grofen Achfe und entweder ywei Punfte dev Pervipherie, ober einen Durdymefjer verfelben
Fennt.) (Aud ber orthographifden Projection).

) Daffelbe gilt audy fiir eine Huperbel, die flatt der Cllipfe e in ben Kreid vergeichnet
ift, nur mug dann audy ibhr Mittelpuntt der bed Freifed jugleid) fein, und bdie Glipje E wifden
beiven Halften derfelben liegen, obne fie ju fdneiven. (Cbenfalld aus ber orthograph. Projection.)

. Die Syperbel auf der Kugel.

§. 19.
Ableitung aus dber Kugelellipfe,

Gonjivuirt man auf ber Kugeloberflidie zwei {id) diametral entfprechende Gllipfen, deren

gemeinfdyaftliche Gleidung fei:
o2 E1 i ’

(1.) -t:l:#& t—::-]ngg!:; = 1; [§ig. 6. ACB und ach] und verdnbert die Lage
ved fphdrifdien Goordinatenfyftemé um 90°, obme die Lage ber X -Adyfe desfelben (Ke) 3u dndern,
fo bafi YO bie neue Y-Adyfe bavon wird, fo wiec O bder neue Anfangspuntt der Goorbinaten, fo
erhdlt wan: auf der obern Sugelhdlfte ywei Ellipfenbdlften, beren jede einen Brennpunkt [F und ]
in gleidier Entfernung ven O und den Sdefteln C und ¢ in fid) trdgl.  Nimmt man  auf der
$Hilfte ach rechyts einen Punkt d an und verbinbet ihn durdy Normalbogen mit F und f, fo gebt
Fd verldngert audy durc) Den F Dbiametral entgegengefeten Bremmpunft F/, ber in ber recdhten
Glipfe liegt, und der gange Normalbreisbogen von F bis dabin ift = 1800  Nun ift [nady §. 12]:
fd + Fd =24 = 180" — Cc; und F* d = 180 — Fd, folglicy, wenn wir Cc = 24"
feben, ift

(2) Fd = fd = 24"
b b jeber Puntr einer von ywei diametval Tid® sugeordneten Gllipfen auf der
fugel ift von den ywei nddiftliegenden Brennpunbten, dDeren jeber einer anbern
Gllipfe angehbrt, in ber MWeife entfernt, baf der Wnterfdied beider Bogen:
Ubftande einer conflanten Grdfe, ndmlidh dem UAbftande der cinander ndditen
Sdheitel beiver Ellipfen (= 247 gleidy iff.

Da aber biefe Eigenfdaft ber ebnen Hoperbel aud juPommt, fo fonnen wir, ber
Unalogie jufolge, die beden Ellipfenbd(ften in bder newen Adfenlage ald Kugelhyperbeln
gelten laffen, bie aber Feine unendlichen Arme haben, wie die ebnen, fondern auf dev abgewanbten
Rugelhdlfte in gleicher Weife gefehloffen find. Daber fommt 8, dag in biefer Lage bie Sugel:
ellipfen al® ibre Projectionen Hyperbeln haben, wie died in § O und § 10 bewiefen worben iff.

EEEENE

—
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§. 20.
Anderweitige Herleitung.

Man lege fidy bas Goorbinatenfyftem auf der Kugel, wie in § 19, und laffe die Gurven
ACB unb ach aus den jufammengehirigen Brennpuntten F und f jo entfichen, bafi bie Diffe-
veng der Abfidnbe ftetd = 247 ift; nennt man dbann Ff = 2E/, {o ift
(1) cos Fd = cos (2A’ + fd); ferner

B cos Fd = cos 7 cos (E/ 4 &) ‘
<) l cos fd = cos 7 cos (K — &');

alfo cos 7 cos (B 4 £) = cos 2 A’ cos 7 cos (E/ — £') — sin 2 A’ sin {d,

= cos 2 A’ cos 7 cos (E' — &£') — sin 2 A’ Wiaqvas cos? 7 cos? (Ef —-_E"i

alfo: sin® 2 A’ — cos®# [cos® (E'+ &) 4 cost (E' — &) — 2 cos (B’ + &) cos (B' — &) cos 2 A']
o L cos? E’ cos? & sin® B sin® &' p

baraus: 1 = cos? 5 ["'_cﬂsf__ei"_"_ + — 'si'n_f_A'_"—]’ welde Formel vollfommen mit der

Glipfengleidhung in § 12, diefes Capitels fibeveinflimmt. Davaus leitet man ferner ab:

: o cos® B sin? E/

(3.) 1 4-tang:d= A SRtAl tang

Pun ift aber bet der Hyperbel (nadh Analogie der ebnen Kegelidnitte) die halbe Greens

tricitdt bic Hypotenufe eined redytwinfligen Dreies, veffen Katheten die Halbe grofie und fleine

Uchfe bilden, aljo ift:

cos E' = cos A’ cos B'; folglidy, bies in (3.) eingefesst, erhalten ywiv:

i e T 1 — cos® A’ cos® B i, ]
1 4 tang® %' - tang® &' = cos® B’ - - T S tang? &’; aljp:

g E/
S

J 1 . sin? B’ vl S
l + tang® 5 = ¥ tang® B i tang—eﬂ; tang® &'5 folglich

tang® B’ ; sin? B' tang? &
—_——— —gn* B = ———— »—Ta — tang '
i 4 tang® B’ tang® A’ &
tang® & tang® '
(dyoder:l=—"—= — —2 T 415 Gleichung bder ber Hyverbel anas
* tang? A’ sin® B’ G hung Dy

logen Kugelellipfen.
Sest man aber in (3.) cine andre Hiilfsgrife B ein, dberen Gleidung ift:

cos® A' — cos* E/ )
ol W o— I o
tang? B ) , fo ift
tang® & tang® %' 1 .. : -
(hal= B0 ~h A chenfallé eine (nodh gebrduchlidyere) Slei-

T tang® A’ tang® BY’
dung der Hyperbel-Ellipfen  Beide entforedien in ibrer Form bder analogen Hypesbelglei:
chung auf der Ebne:
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Rennt man die Halben Adhfen der ald Ellipfen betvaditeten Gurven [nady §. 7.]
tang B

tang A (cf. ihre Projectionsgleichung §. 11.)

A unb B, fo iff tang B" =

§. 21,
Langentengleidhung.

Legen wiv bie Gleichung (5.) ded vorigen § unferer fernern Unterfudbung ju Grunde, fo
ethalten wir, al8 Gleidung fliv ben doppelten Durdyidnittspuntt eines Normaleeifes
tang X' + tang Y’

R o = 1 mit ber Peripherie ber Ellipfen=Hyperbel, folgende:

(1.)tang & =

tangm tang* A’ tang®n | tang m tang A’ tang B
tﬂ.—ntg A‘_ﬂg—mtg B —igin t‘r-.&’—tg‘. mtg? B
Soll nun tang &' nur einen Werth haben, 0. b. foll ber TMovmalbreid ur Hyperbel
tangente werben, fo muf tang®m tang?n — tang? A’ tang® n — tang? B" tang? m fein, alfo:
., tamg® A' S S T : o
(2.) tang & = E-nn'_n-.tu unb tangy’ = "_taur' (nady verfelben Analogie); alfo
bat bie Zangente an eine Kugel-Hypevbelellipfe bei verdndertem Coordinatenfyitem faft
biefelben Gleidungen fiiv ihren Beriihrungspuntt, als bie der Ellipfe, welde § 13. (6.)
entwidelt wurben.
Seken wiv die Gleidungen (2.) in die gegebene Gurvengleidyung ein, fo erbalten wiv:

¥ tg?mtg?n — (tg® A’ 1g 'n— tg? B tg? 'm).

tang® / A" tang®* B"

(3.) t,mg Tl tang® m = 1 unb

tang X' tang £’  tang Y' tang o/ : . :
4' T — == o
(%) tang® A’ tang® B" 1 alé die Gleidungen diefer

Zangente an bie Hyperbel-Ellipfe

Sufag I Ueber ein Analogon der Affymptoten bei dber Hyperbel-Ellipfe.
(Figue 6.)

Jieht man vom Unfangépunfte der Goorbinaten O an bdiefe Gurve eine Tangente, fo
fieht biefe im Beriibrumgspuntte a auf dem Gringfreife aeb fenfrecht, benn ba = ST :: (’

- i .. f == 90 5 : :
fo :ﬁg t::g 7t f = OO, aljo ift = i 90: I, was auf dem Granyfreife allein fiattfinder,
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PWird nun die Kugel unendlidy eoweitert, fo wird der Grdngreis mit dem Beriihrungs-
punfte a in’s Unenblide geriidt, b. §. die dann al8 Grabe erfdheinenbe Linie Oa with eine
Uffymptote der ebnen Hoperbel ?f:l;. Shre Gleidyung ouf der Kugel ift jedevseit [nady
Gap. IL § 1 (12))] tang Y’ = tang X’ tang B, wenn B bie balbe Fleine Adhfe der Gl lipfe
iff, bie man jet al8 Hyperbel betvadytet.

Nun ift aber nach dem oben Angenommenen tang B — tang B'. tang A

ng B”

1 ta
- oy O e A e~ i P - S sl Ty 1
und ba tang A = tang (90 — A') = fang A"’ fo ift tangB= tang A’ ; folglich ift
tang Y' tang B - .
tang X = _t'an:z.;_lf‘_ bie Gletchung ver Der Affymptote analogen Tangente, weldye
Y

: b ;
in ber Ebne fiiv lehteve lautet: T = a5 Wenn y unb x ibhre allgemeinen

Goordinaten, und b und a diec halben Adhfen der Hyperbel find. —

Bufa I Die fonft nod zu erwdbhnenden Cigenfdhaften der Glipfenbyperbeln auf der
Kugel follen fiir jett fibevgangen werben; im Gangen bedarf e8 nuv einer Ynbeutung, daf alle
fdhon Dbei ber Gllipfe abgehandelten Gigenfdhaffen Dhierher ebenfalld ju vechnen find. Wi geben
Dalber endlidy zur

IV. Parabel auf der Kugeloberflacde
tiber, wm aud) von diefem Regel{dnitte bie Analogie aufyufuchen. TWir legen dabei Fig. 7 ju Grunbde.

§ 22.

Gonfiruction mittelft dDer Divectrir

Ga fei AB ein Normalfreidbogen, worauf andeve Normalfreife fenfredit fteben, (3. B. CE,
DE), bdie fidh [nach Gap. IL § 8] in dem Pole bes erfteen, in E, [dneiden; F fei auf CE be-
liebig gefelst unb auf jebem fenfrechten Novmalfreife ein Punft angenommen, bdeffen Bogenentfer:
nung, von biefem F gleich ber vom Bogen AB iff, (alfo F¢ = GC, FH = HD 1) fo
bilben diefe continuirlich fortedicenden Puntte (G, ..., H,) eine ber ebnen Vo
vrabel analoge Gurve auf ber Kugel

Tun ift Eﬁ et TR 5 900, alfo audy GF + GE = 909 und ebenfo FH + HE =
900 = Gg, wenn GF = Eg gemadt witb; b. h. die Guroe ift eine Kugelellipfe, ba bdie
Summe je yweiet conjugivten Brennfivahlen eine conftante Grbfie, ndmlidhy = 900 = 2 A ift
Demnady ift, vom Mittelpuntte derfelben aus, bie grofie Adfe ald fpharifde Wbfciffenadife be:

tradhtet, ibre Gleidung:
e
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(1.)tang* & 4 ;ﬂggi ;‘;— =
Dreht man bad Syftem um die fefle Naum=y=Adbfe (innerhalb bder Kugel) um 45°, fo
wivd ber Sdpeitel G ber Parabel-Ellipfe ber Anfangspunft ber fpbdvifdhen Coorbinaten,
(cf. Fig. 8.), bann wird [nach Gap. L §. 3. (3)] aué ben bisherigen Goordinaten:
: (tang ' — 1}
(2.) tang® &' — tang? (a¢' — 45) = (4 + fang &) :
2 tang® 3’
(I + tang o)?’
Alfo in (1.) bied eingefent:
(4.) tang® 3' = 2 tang® B tang «'; al8 biec Gleidung einer Parabel-El-
lipfe, vom Sdyeitel aus gerednet.

1; weil tang A = tang 45° = 1 ift.

(3.) tang?y =

§. 23.
Projectionen.

1) Auf die ber XY-Cbne pavallele Tangentenebne; (perfpectivijdhe Projection)
[conf. Fig. 8.]

Gs ift [; :: ::::E ;‘J’ folglich wird aud §. 22. (1) bie Projectiondgleichung

(1) ’i i |§.¥=1* b. . bie Gleidung ciner Gllipfe, vom Mittelpuntte
aud bevedinet, berm halbe grofie Adhfe = dbem Radius ber Kugel iff. — Projicict
man bie burdy die Gleichung (4) in §. 22 beflimmte Gurve, beven Scheitel im Anfangépunfte ver
fphdrifdhen Goorbinaten liegt, perfpectivifdh auf die Langentencbne, die der Ghne ber X, Y parallel
lauft, fo erhdlt man eine ebne Gurve mit ber Gleidyung:

(2.) y* = 2 r tang® B.x; ober

(3) y* = p.x, b.b. eine Pavabel; nad) Fig. 8. ift GHNg bie Kugelcurve, Ghn...

oM tang B
bie Projection derfelben, der Bogen MN = B, MP = r tang B; da nun T : ::1

r

umd mn = Vr.p, fo iﬂTp = r* tang® B, 0. . bie linedre @angente yur halben
Eleinen Ahie der Davabel-Ellipfe auf der Kugel ift die mittleve Proportionale
gwifdhen dem hatben Kugelradiusd und dem Parameter bder prn;mrten ebnen
Parabel in 3.)

Unmerfung. Ju ber Kugelellipfe, bdeven grofie Udyfe = 900, qehbrt ebenfalld cine
fupplementdre auf ber entgegengefebten Halbfugel, bdie durd) biefelbe Gleidhung beftimmt wird.
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Die Projection berfelben auf eine Tangentencbne, die dev obigen biametral entgegenfteht, ift daber
eine ber burdy (3.) beftimmten congruente ebne Pavabel, in entgegengefepter Ridytung fich ause
breitend, beren Leitfirablen (verlingerte Kugel-Durdymefjer) biefelben Graden find und daber ju-
fammen zwei conjugivte conoidifdhe Oberflichen mit ber Spike im Kugelcentrum bilden, ald deren
Durdidnittscurven mit ber Kugeloberflddhe bie beiden conjugirten Pavabelellipfen fidh ergeben,

2) Auf dbie XY-Cbne ausd ber in § 22. (&) angenommene Rage gegen die
fpharifden Coordinaten: (fenfredite Projection) [Fig. 8]

Segt man burd) die beiben Sdyeitel Gg eine auf der XZ-Gbne fenfredt ftehende Ghbne
und projicivt davauf bdie Vavabelellipfe GHNg fenfrecht, fo erhdlt man (nady (1.) biefes §. 8.) cine
Ellipje, beren Ebne gegen die YZ:Ebne fowohl, ald gegen die ver XY um 45 geneigt ift: ibre

arofie Adfe 2awitdo =172, alfo a = -, thre Dalbe fleine Adyfe b = r sin Bj wenn man

12
diefe wicberum fenfredyt auf die XY:Gbne projiciet, fo iff ihre Projectionscurve wicder eine Ellipfe,

peren balbe grofie Adfe e = ;,

aber gugleidy aud) die fenfredyte Drojection jener Kugelellivfe; ihre Goo:-Adhfen liegen im Gentrum
ber Sugel, jugleid) in cinem ibrer Scheitel. Jhre Gleichung ift daber von der Form:

(r )2
o T a

(dopM=e

beren balbe Eeine Ucdife § = b = r sin B. Diefe Gurve ift

(ng"”_ T amp
2

Projicict man Ddiefelbe Elipfe in bev gegen bie Achfenchbnen um 450 qeneigten Gbne auf
bie YZ=GEbne fenfredit, fo erhdlt man eine ber in (4.) gefundnen Glipfe villig congruente, beren
Syeitel ebenfalls im Anfangspuntte der Coo. liegt; ihre Gleidhung ift:

G-~
3 T e
r ety D Lalott g L PP }_ ‘
(3 (r)= r sin® B — 1
o
Fwifden den Coordinaten, welde zu cinem Paare von Punften bdiefer beiden Projectionen

o XX s
g aﬂtt::e ? Y.} g;{l:;}i[: Projection  beffelben Punkts bder Para-

belellipfe ift, findben die Gleidyungen ftatt:
G)y =y
(7)z' = — =,
nmerfung 1. Sollen jene beiven Projectionen (4.) unb (5.) der Pavabelelipfe Kreife

gehiven, von Denen bey

r d b i . : .
fein, fo muf.—z- = r sin B werben, b b sin B = Y., alfo B = 30% Dann wird aus bder
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aligemeinen fphédvijden Gleidhung verfelben tang® F¢ = 2 tang® B tang o’ die bejonbere:
(8.) tang®* @' = 2/; tang o',
Anmevfung 2. Davaus folgt, dafi, wenn ein grader Gylinder mit einer
o

5} ift, eineg Kugeloberfldde, fo {dneidet,
bafi die Kreisbafis bes Cylinders den Novmalbreis, worauf der Gylinder fenk
redyt fieht, von innen beribhrt, dbie Durdfdnittdcurve ber beiden Oberfldden
cine Parvabelellipfe fei, beven halbe Eleine Adyfe = 300 iff.

3) Auf die XZ-Gbne, aus derfelben Bage. (Senfredite Projection).

Rady §. 9 (4) biefed Gapiteld ift diefe Curve eine Ellipfe, die bden Normalfreis, in
weldhem ithre Ebne bie Kugel [dneibet, in 4+ Punkten frifft. &8 ift in obiger Formel alédann
tang A = 1 ju feken, und dann wird:

x? (1 — tang®B) z! (1 + tang® B)
e
aus; foll fie von ihrem Scheitel aud genommen werben, fo mug bad Syftem der XZ-Adyfen um
45° gebreht werden: bann iff (nad) der Goorbinatenverlegungéformel)

Sl VN s I

(10.) xt =— —5 und z: = g

freisformigen Bafis, dberen Radiusg =

(9). = 1 ihre Gleichung vom Mittelpuntte

in (9. einyufesen, fo baf Dbaraué

entitebt ;
(11.) z? 4 x'2 4- 2 2z‘ x* tang® B = r al3 bie Gleichung bderfelben Projections-Ellipfe
in ber XZ-Cbne.
Anmerfung. MWird davin 2 B = 90°, b. h. aus der Cllipfenparabel auf bet fugel
ein Sugelfreis mit bem Nadius = 90°, fo wird qud (11.) die Gleichung
Xt e =t b x =ri—zd (12:)
0. i bie Gleidyung einer gegen die XZ-Acdhfen um 45 geneigten graden Linie.

§ 24.
Die Fangente an die Parabelellipfe

Die Gleidyung eines Novmalfreisbogens, weldher die Parabelellipfe beriihrt, deren Gleichung

; i tang® 7' : it
nady §. 22. (1.) vom Mittelpunfte aus gevedhnet tang® &’ T(nn?i -1-: 1 ift, 4Bt fich aus ber
e
aligemeineren Gleidjung der Clipfentangente (§. 13, 9) berleiten, indem man A = 45° feft,

Dann wird
‘ ; tang Y’ tang 7'
(1.) ta S £ 4 ——

(1.) tang X' tang &' tang® B

=1 bie verlangte Parabeltangenten-Gleidyung.
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Berlegt man wieberum diefed Coordinatenfyfiem in bie neue Lage, fo dafi ber cine Scheitel
ber “Pavabelellipfe Anfangspuntt ver {pharifhen Eoordinaten wird, (alfo durd) eine Drehung um
45 um bie Y-Udhfe bed Haums), fo ift aud der Gleichung der Vavabelellipfe mady §. 22 (4.)]

& tang 7' i
und aus der Gleidiung ciner Sefante berFerm a1 —— 1 — 1 ¢ine neue Gleidhung filx
g m lﬂ.l]g n
bas &/ bes Durchfdmittdpunited ber lebtern ju brrmirm'
tang?Bt tang® B tang® ol eimy
2,)tang & =tangm - : jmg %+ ’/ = mg (2 m”—"—"--BmH“—r—n :
mnﬂr n = huf' tang® n )

eben fo fiiv beffen 7 eine dbnlidye.
Soll nun aqud der Sefante eine Tangente werben, fo miiffen die Werthe fite & 5 ein:
fad fein, 0. . vas Glied + 77 7 1yg verfdywinden, alfo muf:
(3.) 2 tang? n + iang® B tang m = o werben.
Dann wird aber zugleid) audy:

5 tang® n 4 tang?® B tang m -
(4.) tang &' — tang !Il( lﬁil;;n i ) = — tang m, alfp
B

(5.) tang ' = 2 tang n; 0. b. Die Abfdhnitte, weldie eine PVavabelellipien:
Fangente von dben {phdarifden Coordinaten-Adfen madt, fiehen zu dben Goor:
binaten bed BVerthrungspuntis in etner folden Bejiehung, daf die tang. desd
auf der X:Udfe = ber negativen Tangente des &, die des auf der Y-Adfe
boppelt genommenen, gleid) dev tang. bed 7’ ift, wenn der Anfangspunkt der
Goorbinaten in den einen Sdyeitel ber Curve fALIL

Anmerfung 1. JIn Fig. 9. ift alfo tang MO = — tang OR, d. h. — OM = OR
(in entgegengefehfer Ridiung) und tang 0Q — 2 tang NO, woraus fiir bie ebne Varvabel
ber febriat Dersuleiten, tafi bic Subtangente MR = 2 x, bad Stiid der Sdeitel:
tangente NO aber = 2 y fein miiffe.
Anmerfung 2. Die Linge bed Tangentenbogens MP = T wird aljo durdy die Glei-
dungen befiimmt: cos T == cos 2 &' cos %5 oder in &' u’ = Goordinaten ausdgedriickt:
e 1 — tang?® § B T Y
1 -+ :angTT (s 1+tang E’rl—i—taug £ —Hamg P

(Fortfebung folgh.)
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