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Die Rechnung mit gefrimmten Coorbinaten auf einee frummen Dberflache ift eine ecft
neuerbingd in Franbreich verfudite TMobification ber bisher gebrdudlichen Analyfid; aus. diefem
Grunbe 14t fih von ibrer Litevatur nur Weniged fagen.  AlS: einleitendes et iiber Dbie ana-
Intifdhe Gntwidelung von Gurvengleidhungen auf ber Kugeloberflide indbefonbere ift ju nennen:
»Unalyfis auf dev Kugel von Garl Dietridy 1843 «, in reldhem bid ju den Segel-
febnitten die wichtigfien Berhdlmiffe von Puntten und Linien auf fobdvifdhen Dberfliden abge
panbelt werden, wobei ald Guorbinatenadfen ywei fid) rechtwinflig fdneidende Rormalbeeife 3u
Grunde geleat worden finb,

Meine Abfidht ift ¢ nun, in vorliegender Abbhanblung das genannte Wk ju grroeitern,
sugleich aber audh die gange analytifthe Entwidelung aud einem andern Pringipe Herguleiten , ins
bem idh jede Gurve auf der Kugeloberfliche als den Durchfchnitt dev lestern mit einer gegebenen
Oberflddye betrachte und alfo von den raumlidhen drei Goordinaten auf die Novmalfreidcoordinaten
ben Uebergang made.

Wie eng dbrigend bie Analyfis auf der Kugel mit Der auf Der Gbene zujammenbange,
ift theilweife fhon von Undern Dargethan voorben , theils werden” {id) audhy im Laufe ver Ent:
widelung Beweife genug Ddaffiv finden,  Eind foll nod) angeveutet werden, was einen Borzuy
ber analytifdien Sphdvif vor ber ebenen Analyfis bebingt : baf ndmlidy felbft Kurven mebrfader
Sefimmung burdy 3wei Goordinaten beftimme werben tonnen, bie ein leidytered Eliminiven und
Bevechnen mbglih madyen, als bie brei Goordinaten ber Analnfid im Raume,
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Crltes Kopitel.
BVom Punfte anf dDer Kugel.

§. 1.

Bejtimmt man cinen Punft P auf der mit bem Rabiusd v confiruivien Kugel durdy feine
brei HMaumcoordinaten x, y, z, beyogen auf ein redhtwintliged Adbfenfofiem im Gentrum, und
legt burdh lebtered jwei Ghbenen, Deven eine durd) bad x, bie anbere durdy bdad ¥ bed Punkes
aebt, fo fbneiben Ddiefe bie Kugeloberfliche in ywei Novmalfreifen, auf denen im Durdiidynites-
punfre jened P jugleidh liegt; e5 geht auferdem bie eine durdy bie X:und bie anbere durdy
bie Y-Udhfe der Naumcoordinaten. Den Bogen bed erften Normalfreifes wifhen P und bes
YZ+@bene, nenne man &, ben anbern Bogen jwifdyen P und ber XZ-Cbene, jum gweiten Nor-

malfreié gebrig, nenne man #, ferner ben Bogen, in weldem cine dburd) bie Adfe ber {E 111[ Elt

gelegte Ghene bie SKugel [dhneidet, nenne man g:g f{:}fﬁ;& gbrq fphdrifchen Syftems; ber eine

Puntt, in dem beide lebtgenannten Acdfen fidhy fhneiben, beiffe ber Anfangspunkt ber fphds
rifdyen Goordinaten. Gin auf beidben Adpfenbogen fenfrechter Mormalkreis , deffen Pol ber
Unfangspuntt der fph. Goord. iff, werde ber G rdnzFreisd genannt; bie Normalentfernung bes Punkis
P vom Anfangspuntt ber fpbdrifhen Coordinaten fei = J. Alsbann findet man folgenve Gileidhungen :
(L) x=rsin & y=rsin 5, z = r cos 4.
unb baraud: (2.) sin® & 4 sin? y = sin? 4,

Den Bogen auf ber E=Adyfe vom nfangspuntt bid jum Fufpunfte bes Bogend % nenne

man &/, ben auf der ?3-1'[{1}1’2 ebenfo bid jum Fufpuntte bes BVogend & nenne man 7, fo ift

X ¥
(d.,.l et = [Brjge_;J = —; :mgr
baraud: (4.) tang® §' + l.'mg- %' = tang® d
und (5.) sin & = tang &' cos J; sin i = tang %' cosd,
§. 2.

Da aber bie frigonometrifdhen Functionen eine Bielveutigheit hinfidtlidh ber jugehirigen
Bogengrdfie involoiren, wenn man nidt auf deven Vorjeidyen Riidfidt nimmt, fo ift e
ndthig, su unferfuchen, weldhe Lagen ver Punft P annimmt, je nachdem bie LBorgeichen pofitiv
ober regativ genommen werben. Die fpbdrifde Oberfidche gerfdlit aber burdy bie qeborige Grs
weiterung ber 3 rdumlidyen Goorbinatenebenen in adht Quartiere, weldhe fo benannt werben follen :

Redytd von ber YZ»Ehbene, oberbalb der XZ: Ehene auf ber vordern HalbEugel liegt bas
erfte (L) Duartier, auf ber hintern Halfte das zweite (IL) Duartier. Links von ber YZ-

hinfern | o Dritt 1L
Ebene oberbalb ber XZ-Ghene auf ber ’b::bgm Kugelfeite bas “br:”” jwz Duartier, auf
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per Kugelbdifte aber, weldye unter bev XZ-Gbene lieat, liegen bie Quartiere 1. 2, 3. und 4,
polarifd den gleidinamigen entgegengefetst.

Hieraus ergeben jidy folgende TabellenData:

- —~- —~ - e ————————
Grdfe pon Borgeidhen von: ‘ Rage
3mi.§d§r|t amiﬁ&m ‘ :-.mﬁr‘ljm | .:,11.1?[;}:'1: | sin | sin 7 | [ tang & "‘ﬂ"’*flbfqhmm b
00— 90° 0°— 90°| qé:_gnv 00— 90° 4 | -;- | ! + |1 ‘ﬁuﬂrmr
T 09— 909 09— 90°| 90°—180°| 90°—180°| + | 4 ‘ T i'- L » »
fziqu_aﬁoo_oc— 90°|1800—270° 'JDD—-ISU“' & wfindgs + | 'l:i_IE}, "
270°—360°| 0°— 90°|270°—360°| 0°— 90° | F | =+ v »
180°—270°(270° —360°|1800—2700(180°—270¢| — | — | + | 4 |1 :
180°—270° 2700 — 360° |270°—360° 270°—360° 1' R SR _:_i-? »
90°—1800(270°—360°| 00— gu"l.z“ou—smo o+ | = |_+ — |3 '»
90°—180° 270° —360° *}U”——ISO" 80°—270°| + | — | — | + |4 » »

wobei ju bemerfen, Daf alle Goorbinaten:Bogen nad derfelben Nidtung von P aus ge
rechnet werden, nady welder fie im evften Quartieve der Kugeloberflddye laufen.
Aud obiger Tabelle erfieht man

1) Dafi alle Punfte, welde um den Kugeldiameter (polarifdy) auseinanderliegen, in
ben Gootbinaten £ £4, # um ywei Quadbranten, in den Goordinaten » aber um drei Duadvanten
verfdhieben findy

2) bafi bie Borjeichen von sin &
pon einanber unterfdyeiben, daf vielmehr die Betvadytung der Vorgeicdhen von tang &
ju Ddiefem %mcfe nothwenbig mit gebve, unb endlich

) baf je pwei biamefral audeinanber Iwgenb-. sufanmnengehorige Punfe (5. B. beb L

und 1. Eumt:cré} basfelbe Worjeidhen der tang £/ und tang 7', aber entgegengefeited
flir bie sin & und sin % baben.

unb sin u allein nidt Hinreidhend alle 8 Punite
unp tang '

§. 3.
Goorbinatenverlequngen.
Werlegt man bas Syftem ber 3 Goordinaten im Naume, ohne ben Mittelpunft dedfelben
su verdnbern, fo find folgende Fdlle dberhaupt miglidy:
1) @& brebt fid) bad Spftem um ben MWinfel w (vor= ober riidwdrtd) um bdie Z-
9dhfe, fo wird aud den alten Coorbinaten x, y, z bes Punkts P bdie neue Fernion a, b, ¢, wos

bei folgente Gleidungen Statt haben:
[k




(1.) mi=yos
(2)y = asin @ + b cosew; (Das BVorzeidyen -+ begieht fich  auf die Drebung
(3.) x = acos w I bsinw;

9lfo die entfpredyenden fphdrifdhen Coordinatengleidhungen :
(4.) sin % = sin & sin © -+ sin F cos w:

vor: ober riifwdrts)

(5.) sin & = sin «cos w 7 sin 7 sin w;
(6.) tang o' —tang c' sin w + tang 3 cos wy
(7.) tang &' = tang «'cos w T tang fsin w;
wobel &, @, ', §' bie entfpredienden fpbdrifhen Goorbinaten fiiv &, », &, #*, bebeuten.
2) Dber b breht fidy dad Syjtem ber 3 Coorbinaten xyz um die fefte X-Udbfe, um
pen #Rinfel w, {o ifi, wenn a, b, ¢ bie newen Goordinaten barftellen:
[-l] X =1
(2) y=csin w 4 b cos @
(3.) & =.0,:008" © T b sin w3
Unb barvaus bie fpbdrifden Formeln:

(1) sin & = sin w;
L)

(5.) sin % = cos 4 sin @ + sin 5 cos w;
(6.) c0s d = cos 4 cos w q_ sin & sin w; 31
: | mober dem alten d bad neue
A e budiie o vihinot 33
i i by — — . { oy
cos 4 €08 @ T sin § sin A entfpridyt:

cos 4 sin @ 4 sin 8 cos @

A a

Sjtang ' = ———e— = |
(8) g cos A cos w -+ sin F sin @’

/
Durdy Divifion mit cos 4 im B&bler und Nenner von (7.) und (3.) with
tang o'
(9.) tang & = ——— —?—_--;-f-——-_
cos @ i tang 4’ sin w)
sin @ + tang 5’ cos w
10‘-\ tang 3)'=— - e : .
(109 e CO8 @ 4 tang g sin w fang (k120
3) Dber ¢5 drebt fid) vad Softem ber xyz um bie fefte Y - Uchie um ben Winkel w, fo ift:
) y=hs
(2) x = ¢ sin @ <+ a cosin w;
(3.) 2 = ¢ cosin @ I a sin w;
Darausd hergeleitet fiir bie Sugelcoordinaten:
(4) sin 1 = sin £
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(5.) sin & cos 4 sin w -~ sin & cosin @}
(6.) cos § = cos 4 cos w T sin « sin o}

sin [

{7.) tang %' = T e
cos 4 cos w -+ sin & sin o’
cos 4 sin @ -4 sin & co8 ©

(8) tang & = — = ERT
cos 4 cosw - sIn (& g0 W

ober:
tang 9
(9.) tang n¢ = ERERE . = T

cos o ;|- gin w tang o

y gin @ -+ tang « cos o
(10.) tang &' = — — = tang for == ']
co8 @ + sin ( tang c o

4) Gefchehen swei Drehungen verfchievener Adpfen nady cinanter, fo hat man nady 1)0id 3)
aburdy wird man in den Stand gefent,

bie entfprechenden Formeln nady einander anyuwenden, D
8

jebed beliehige fpbhdrifde Coorbinatenfvftem tlicfodrfd wicterum auf bad ju rebuciven, welde
bie einfadyfien Gleidhungen lefert, ba man ben Drehungswinel fo beftimmen fann, baf alle, bie
Ginfachheit der Gleihung fibvenden Funitionen, fidy baburdh aus der fphdrifhen Goordinaten-
gleihung eliminiven [affen.
§ 4
Polarcoorbinaten

Bieht man von bem Punfte P nad) dem MUnfangspuntte es fobdvifdyen Goorbinatenfvftems
ben Mormalkreisbogen = &, fo bilbet er mit ber Achfe Der Abfeiffenbogen ben Winkel o, beffen
®rifie yugleich mit ber von & ben Punft P bex Lage nady vollfommen beftimmt; algbann ift:

(1.) sinn =sin § sin ¢ |
(2.) sin & = sin & cosin @ |

. sin 7% :
baraud —— = teng @ (3% e
T Tk g1n 7 tang 2+
e baraus =0
(4.) tang ' =tangd sin g | tang ' s 15 =
S5t & el AANE P y :
(5.) tang & =tang J cosin ¢ baraus tangE tang ¢ (6.)3 (7.)

SRebuciet man biefe Formeln auf die Raumcoorbinaten, fo eehdlt man

: ¥
(8) =———— =+ sin @;
F—r"‘ T o ¥

(0= ghe s =+ cosin ¢}

-~
¥yr — 22

(10.) -i:- = tang @;
weldhe Ausoriicde jugleich einen Rugelwinkel beftimmen, Deffen Sdheitel in dem fpbarifdyen Coor-
sinaten s Mittelpuntt, deffen einer Schentel in der fobdvifdien Abfeiffenadfe liegt, und deffen anbrer
Shentel burd) ben Punft x, y, z ber Kugelobarflice gebt.




Dweites Rapitel.

Bom MWormalfreife anf dDer Kugel.
§. 1.
Allgemeine Gleidbungen,
Die Gleidung einee Gbne, bie durd) den Anfangspunct der Raumcoordinaten aebt, it
(1) AX + BY + CZ = o, fie gebe dburdy ben Punit x, y, z der Kugeloberfldche, fiie weldyen
(2) x* + y? + 2 = r® ift. Beide Gleicdhungen gufammen ergeben bie Gleichung der Dureh-
fdnittdcurve, cines grdften Kugelfreifes. Da nun aud (2.) [nady Gap. L § 1. (3.)] bdie

: X y - 3 ' ;
Gleidyungen — = tang &' und L — tang 7' fidy ergeben, fo ift, wenn wiv leftere in (1)
A

einfeten:
(3). A tang & + B tang %’ + C = o, woraus

A L B :
4.) G tang & 4 i tang 5’ + 1 = o.

Bur Beftimmung der Conftanten, feben wir in lepterer Gleidung tang &' = o, o ift

.l

tang 3 = — B (5.) felsen voir tang o' = o, foijt tang & = — A—' (6.);

ben aus (5.) fidy evqebenben confanten Lerth ber fpbdrifdyer Orbinatentangente febe man —
tang n, ben aud (6) refultivenden conftanten MWevth ber fobivifhen Abfeiffentangente = tang m,
fo witd aus (4.):

v . tang :j tang 7 : e} ) it /

(7.) Bith + Biga 1. als Gleidung cines belicbigen KugelsNor-
malbreifed burdh bie 5/ FI':Goordinaten.

Sebt man aber [nady Cap, L §. L. (L)) x = r sin &, y=rsinwy, z = r cosin J
in (1) ein, fo with
el RLLS 2l

(8.) :; sin £-4- c s + cos d = o;

und nady Obigem:

sin £ sin g

(9.) - = cos O3 ald Gleidhung besdfelben Normallbrei

t:lng m 3 Iang‘ n
fes burdh bie 5 I-Goorbinaten.

Hierbei iff leicht ju entwideln, baﬁj 1:; ;ber Bogen vom Goorvinatenanfang auf ber Fugels

oberflddie an Bi8 jum Durdfdnitt bed Mormalfeeifes mit dex f }'} ; : Udhfe bed fphdr. Soflems fei.
Bufab. Geht der Novmalfreis ourd) den Unfangdpunft ber Kugelcoorbinaten, fo it




: n-: : 5 Eblltd} welde befonbere TWerthe bie Gleichungen (7.) und (9.) formlos werdben. Die
ndbere Unterfudiung diefed fpeciellen Falled muf alfe auf bie Gleidungen tang m = __:1[_ unb
.
—_ G lang m
tang n = -—— uriicdgeleitet werben. ngﬂl tang = o0, fo with C = o, alfo die Sleichung

(d3.) qebt nber in:

(10.) A tang £’ 4 B tang %' = o0}
jo wie bie Gleidung (8.) in:

(11.) A sin £ 4 B sin 5 = o}

A tang %' _ sin 7

Hus Deiben lefstern jolgt: == ‘tang 7
ang 7' __sill g RN
Tun ift mady Gap. L §. 4. (3.) u. (6.)] ;{;-E-- T B lang @

alfo, in (10.) unb (11.) eingefent, wicd
( tang n' = tang Y tang @3 | " ;
(12.) } sin n = sin & tang P jals Glethungen eined durdy den An:
fangépunct ber fphdrifden Goordinaten gehenbden Norvmallreifes, der mit ber
Abfeiffenadfe ben Wintel ¢ madt.
§. 2.
Andere Herleitung diefer Normaltreisgleihungen.
Gine Glipfe auf dber XY :Ebne der Raumcoordinaten, deven Miftelpunct im Cenfrum ber
Stugel liegt, beren grofie Adhfe = r, bderen Fleine Wchfe = b ijt, bat ald Gleichung

-3 w3
(1) r?; + ;_, =1, alfo

tang? &  tang? 3 : e
(2.) % i Em—’— 7 fete man nun b =r sin n, fo withb ausd (2.)
tang? n’ r? ) S ¥
ang* = — = = ang? 9;
(84 4amg s&inod sin n o cos o b 186 o
olfo, nady Gay. L § 1. (4)
; _ tang? %'
wird barausd: ey tang? 7' = 1
tang %'
: — = 1 (4
L tang n j_ ( )

b, b. bdie Gleichung eined Normalfreisbogens, deffen tang m = QO , 0. b. deffen m = 90°, beffen
n aber = + tang %‘ ift. Der gugehirige Novmalfreis gebt alfo entweder auf der redyten ober
linfen Seite ber Ordinatenadife auf ber Kugeloberflidie burch bie beiden Gndpunfle der rdums
lichen X = Udyfe, Davaud folgt :
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1) Die Durdfdnittdcurven cined gradven elliptifdhen Eplinders, —
peffen Adfe durd) dben Mittelpunft ber Kugel gebt, und deffen Erzeugunge:
Ellipfe mit der halben grofen Adfe = confiruirt ift, — mit einer ju r ge
horigen Kugeloberflddye find zwei {ich freuzende Novmalfreife, deven grifter
Bogenabfiand jum Sinud die halbe Eleine Ellipfenadfe hat ‘
2) Die fenfredite Prejection eines grifiten Kugelfreifes, der auf ber
Projectiondebene nidt fenfredht fteht, aud nidt mit ibr yufommenfaile, iff ‘
ftets eine Gllipfe, beren grofie Adhfe = 2r, beren halbe Eleine Adfe = dem
Gofinus bed Neigungswinfels der Novmalbreidebne gegen die Projections:
ebene, fiit Den Radinsd = r il
3) Awei jufammengehBrige Kugelgweiede haben flets diefelbe Gllipfe
als fenfredte Projectionscurve quf der Ebene ded dburd) ibre Sdheifel gelegten
fie balbivenven Normalfreifes.

§.43;
a) Yeredhnung bed ywifden dben fphdrifden Goordinatenadfen ent
haltenen Stiickes eined Normalfreifes:

{ e tang & tang 7' | 2 :
Gefetst ver durch die Gleihung ———— 4+ ——— = 1 gegebene TNormalfreid habe bas
il tang m tang n i ;
Stiid D gwijden beiden fpbdrifdhen Adpfen, fo ift |
(1) cos D = cos m.cos n ! ‘*
i, i 1
alfo: T s - i r g 1
-+ ‘tang®* D (L + tang? m)(1 + tang® n}?
5 i ; ; i ! {
2,) tang? D — tang® m lang? n e e
\ i 20 ? ( " tang® m tang? II)
Sufat. Sft baber D = 902, fo muf tang m ober tang n unenblidh grof werben, . b.
entweder aud) m = 90° ober n = 909, ober enblich beibes sugleidh. |
b) Berednunag bed auf dbem Stiide D vom AUnfangdpunite ber phd- |
{ i)
rifden Goordinaten conftruivten fenfredten Normalfreisbogens .
Der fenfredite Normalfreisbogen muf vad Minimum aller Entfernungen fein, weldye durdy
qrbfte Kreife vom Anfangépunkte der Kugelcoordinaten aud bis zu dem burd) die Gleidhung (1.)
in a) gegebenen Normalfreife dargeftelit werden, unb bdie man allgemein duvd) & begeichnet batte.
Nun war tang? § = tang? & + tang? 7': [nad) Gap. 1. §. 1.(4)] Differentiiven wir, um
vaé Minimum 3u finben, bdiefe Gleidhung, fo ift: |
(3.) tang 8.d (tang ) = tang £'.d (tang &) + tang 7'.d (tang #'); {

Fir § = A4 muf alfo d (tang §) = o fein, folglid
(4) tang &.d (tang &) 4 tang n' d (tang %) =03
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Nun ift aber die Differentialgleidung des Novmalfreifed fm Algemeinen :
d (tang &) d (tang %)
t&} e N s

= o ; baraud, burdy Elimination ber Diffevential
tang m tang n ) ' ) ¢ Diffeventiale,

refultirt:
(6.) tamg m tang n' = tang m tang &’ al8 Gleidung bes dbem Coorbdis
naten:Gentrum nddiffen Punftes,
Seit man biefe fpeciellen Werthe von tang £ und tang %' in bie Gleidhung tang> A
= tang® §' 4 tang? %’ ¢in, fo ift bie gejudyte Gleidyung:
tang® m tang? n

——— fiir bie Fleinfie Entfernung vom Goor,

(7.) tamg’d = Eﬁ_g_z m *I" lang®n

binaten:Gentrum.
§. 4.
Ueber bie Winkel, bie ber gegebene Novmallreis mit den [pharifden Goorbis
natenad fen madt

: : tang & tang 7’ | ;
Ber burdy bie Gleidhung mn;,- = + tani?v :: = 1 gegebene Formalfreid  fdhneive die
(%]

fphavifdhe Abjciffenadife unter bem ZWinfel @, bie Orbinatenadbfe unter bdem TWinfel w, fo iff
sin J :sin @ = sin m: 1 (L), und sin A :sin 1 = sin n:1 (2)
tang m tang n

n = Ve
lang* m

Run ift (mady IL § 2. (7.)) + &

9o foud (1) und (3.]:

“LeTi Ll t'i'.}

= - e
. tang n } 1 -+ tang?® m i
L B £ g i s e e e R B e - (4.

Vinug3 i —i—Ta'l_lg'—'mn_—]—_iﬁi';uﬁang: 1
.I/'—-_...l:FT
und -+ sin w = tang m ' 1 + tang “.___._.::; (5)

Irﬁligf m + tang? n -]—'1-;;3'.;* ‘m tang® n
Nady eimer betannten fphdrifden Formel ift aber audy:

tang SRS A
(6.) tang 0 = e BT Ly tang n ' 1 +-tang*m

: = und:
Sin m tang m

P il o
- tang m tang m 7 1< tang? n
(PelinnE it Daa RSt e ey
sin n tang :

Da nun nad) Vorigem [§. 3 (2)] tang D = + ¥ tang? m + tang?n + tang” mtang? n,
jo ift, wegen (4) und (5.), ferner:

tang n 1 + tarngé m

sinfl = .
i tang I

tang m V1 + ang”n

und + sin p = D
o

().
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§ 5
Der Novmalfreisbogen, ber burdy swed fefte Punfte qebt, beven fphd:

(s S

i

rifdhe Goorbinaten ‘; Bt g ffind.

Die allgemeine Gleichung des Novmalfreifed fer [
tang S tang Hi’
(i B. - —— =1
© tang m tang n
tang e’ tang 3’
fo mug (2.) z =2 o
; tang m tang m P :
,_ gugleidy fein, alfo
tang &' tang 7 {
tang 1 tang n
tang ¢! tang y' — tang ¢ tang &'
3. ooh—n T ==
LR tang 4 ' — tang 3‘
i tang o’ tang " — tang 3’ tang &
(-]-_:l lﬁﬂg n — - Srie—— Sy T
Mg tang " — dangic
alfo in (1.) bied eingefeist:
yhed tang E"d[.tang y' — tang ') + tang H* (tang e’ — tang -;“i',}. (5.
T tang o’ tang 3’ — tang 7' tang &' PR .
ald Bleidung eined Normalbreifes, dev buvd) zwei fefie Punbte geht
i i
ZE
Sufas 1, Liegen alfo brei Punkte { ! G } in einem Mormalkreife, fo muf: e
ol o
B3 4 tang o' (tang %' — tang ') 4 tang o’ (tang ' — tang &) i .
= : e [{11
( tang c’ tang %' — tang 7' tang &’ :
Sufat 2. Aus (3.) und (2.) folgt, vaf
.. tang m tang c«' — tang &‘ i
TREEE R Ty
tang n tang %' — tang '
Riegen alfo brei Punfie in vemfelben Normalfreife, fo ift fie diefelben aud):
! .. tang @' — tang & tang o' — tang &' tang o' — tang o’
tang %' — tang ' — tang ' — tang o' " tang ' — tang a'"
§. 6.
Die Entfernung yweier feften Punfte auf ber Kugeloberfldde. !
g - : e’ 5 <1 Hi .
! Dad Stiuct bed durd) 2 Punkte } By #gﬂm:ben NRovmalfreifes swifden diefen Punften
fei = R, fo ift, wenn man bie dazu gehirige grablinige Sebhne = S nennt, nady ver Analyfis 1

! im Haume:
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(1.) § = 2 rsin — s "'r(_;_—‘”a_}?_—I—' f_],_ —b)% + (z — o), wenn {::{:zl‘

) ¢
; :,} S¢ ( finbs alfo:
(2,) 2 — 2 cos R = (sin £ — sin @)* 4 (sin 4 —sin F)* + (cos & — cos a/)2
[wo & bie Entfernung bes Punfts £ x4, 4 bie Entfernung ves Punftd ¢ 2 vom fphdrifdhen
Goorbinaton = Gentrum E‘Eit‘fﬂj]tti.]
sin &£ = cos J tang &)

‘J ooy . T
Ttun ift aber j A R mnﬂ_ ! 165 alfo:

2 — 2 cos R = cos? §' (1 + tang® c’ + tang® B°) + cos? 0 (1 + tang® &' 4 tang? #)
- 2 cos & cos &' (tang o’ tang &' 4 tang 3 tang 7' 4 1),
tworaud ficdy berleiten Idft:
(3.)eos R —— ¢0s dcos §' (1 + tang o' tang &' 4 tang 5 tang %'); ober
i 4 tang ¢’ tang &' + tang G tang n*

pie Goorbinaten von

(4. dos’ B == ==l T e o
| 1+ tanz? &' 4 tang? 3¢ I 14 tang® &' - tang? o

PR e (tang & —tang a')’ -|—|'!an-'r.r, —tang )2+{rmw1, tang « —i‘lng.:‘t'lng,‘i“l
(8.) sin? R === (L - tang® e’ —|— tan-g—- .J-?"J {_[ + tang? &£ L + tang?® 7”) ;
3ufas 1. 3t R = 90°, mithin cos R = o, fo ift bemgemd§ [nach (3.)]:
(6.) 1 + tang ' tang &' + tang 3 tang ' = o0;
welde Gleidung alfo swifden jebem Paare von Punften befieht, die auf der
Kugel um 90° qudeinander liegen.

aufap 2. ,.jﬁ .; f : ;, fo liegt B mit dem einen Enbdpuntte im Unfangspunfte ber

tang? £/ 4 langZ %’

foharifchen Goerbinaten: aldbann ift sin® R = ST e ) = sin? &, alfo bann
R = 0 ober R = 180 — 43 wie nady ber Annahme ju envarvten war,
§: 7.

Der Winfel, ven gwei Movmalfreife bilben.
Bieht man in ciner belicbigen Midhtung von dem Mittelpunfie dev Kugel ywei Hadien, beren
Gileihungen finb:

(1)

: : : 113{; :mtb
(2.) 3 ;( 2 \. 54§+ [0 treffen biefe bie Kugel in ben beiven Punbren, beven fphd-

: ; tang £' = M ta e e
vifthe Gleidhungen find (3. 1; l:"‘; g — N § und ?m:E i’n SN .,E-I-,J
Diefe letern Punke haben, alé ihre Novmalentfernung, wifden fidy den Bogen V, der jugleidh

bas Maaf fiiv ven von den beiben Radien gebilbeten Centrirwinfel v iff.
2'




RNady 11. §. 6. (%) ift alfe:

i 4+MM' 4+ NN
(5.) cos V = cos v = L 1 :

VT + N VL4 Mo o

beftimmt man nun einen britten Punft auf der Kugel fo, daf er vonejedem bder Puntte in (3.)
und (4.) um 909 entfernt iff, [nach IL § 6. (6.)] fo bildben bie 2 Werbindungd - Normalbogen
swifdhen 1bm und den beiven erften Punften mit einander einen fpbhdrifdhen Winkfel v’
beffen Mach ebenfalls V == v ijt; alfp aud) fiiv diefen fpbdrifden Winfel v* muf

1 M M N N’
(6.) cos v’ =cos V = b ______+ . {fein

VieM: + 8 VL +M2 + N2
Um nun M, N, M, NY, burdy Ausdbriide biefer Winfel einfdyliefenben Normalbreife ju
beftimmen, muf’ man ven Sdyeitelpuntt bed fpbévifden Winkeld finben, bver von £, n¢ und
e', A7 um 90° entfernt fein foll. @8 ift aber, wenn feine Kugelcoordinaten t/, w' find:
@) { P E N e N e D o] e 11 §. 6, (4)

N'— N M— M’
S o S RS - o e M e i R
alfo tang 1 = WN N (8.) unb tang u’ — (9.)

M'N— M N
[ tang I tang u’
) !a.:g_m tang =y I als Gleidhungen ver beiden Normalfreife,

Nun ift aber aud:

(10.) tang 1, " tang bie (al8 Sdyenfel bes fobdrifhen Winkels)
o« i [ ; i Ll
l mn...,,. tang n' vor t‘, u’ audgeben; folglich mug [nad
(7.) und (10)): ;
[ i
el e e =
- tang m tang m
(11.) i i _ fein, fo baB alfo [mit Hiilfe
= taey i Wpest e = W
tang n tang n
von (8.) unb (9.)] endlidy gefunden wird:
1 4
{ s e e i
_ + 1ang m tang m’ + tann‘ n tanv n’
(225 can st e e
1 i H
, ]/1 I ’/r 8 ity A1 it o
und (13.) tang® m tang" tang® m’ tang? n’
' | |
g , s
tang t' — ——— i e s e 0 tangm tang m’' — Sange n =0 L S
T o o tang mtangn’ — tangniang m’
<, tangm’ lang n i tangm tang n’
| 1
tang rn tanﬂ' m luig m — tang m'
tang 0/ — ——=- = lang n tang n’ ce-
! 1 _tangm tangn’ — tangn tang m,

tang m’ tanﬂ'u " tangmtang n’

S PR S—— S S — et
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wobel alfo t* unb u’ bie fphavifden Goorbinaten bed TWinfelfdyeitels, j ;bie Stiiden ber

Goorbinaten - Adfen bis jum Goorbinaten= Gentrum find, weldye die Sedyentel barauf abfdneiden.

m! 1. n'

§. 8

Jufage
Sufag 1. Die beiven unter (13.) aufgefiellten Gleidungen geben jugleich bie Be:
flimmung bes Durdfdnittdpuntred yweier gegebener Novrmalbreife

tang & tang %' 1 ‘

tang m " tang u [ untereinander an.
tang e’ tang [3° (

tang m’ tangn' ~

Bufal 2. Sind aljo jwei in Bufah 1. bezeidnete Normalfreife auf einanber
fenfredit, fo muf cos v/ = o, alfo

1 1
(14) 0 =1 4+ —— s :
} _I lﬂl’l"' m lﬂll" .‘lll'r + [ﬂ!’l“‘ n tﬂllg l'l ]““
Bufab 3. MWenn ywel Novmalbreife 1L und 1T, brrj nf:tgt:re fmir pen Adyfenabfdhnitten
i mr n' 5 o v = ol
B gl e Inu[ bemjelben Novmalfreife I fenfredt fichen, fo ift:
: 1 1 0
tang m tang :n_“ + tang n tanﬂ' n 3o = .
i |
tangm tang m” n: tang n tang n” o S0
tang m. —_— tang m’ l:*mg n' -— lang n'
—— 2 = 15,
folglidy audy tang m t'm"' m’ tang m" t’mg‘ n lang n’ 1anr n' Sl

Der Durdyfchnitidpuntt von den Normalfreifen IL und I fei durdy die fpharifden Coor-
binaten a’, b’, gegeben, fo ift, [nadh U'l] 1:

tang m’ tang m " Ll'mﬂ' n" — tang 11,1
g at—i—ee—— -

tang m° tlang nt — t'm'r m tang n'

— tang n’ tang n" (mnﬂ‘ m' — ftang m )
tang b’ = —— e T T

hmg m’ Hng n" — tang m tﬂng n'
alfo ift, [bies in (15.) eingefet]:

ungs o aueh
tang 0~ tang m ;

Diefe Gleidhung swifden a’ und b’ ijt aber nidt abbdngig von ven Abfdhnitten Dev cine
selnen Novmalfreife 1L und L 1., fondern ridytet fich allein nady dex Eage Ded Mormalfreifes L.
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&ie gilt daber fiir alle Durdiichnittdpuntte a”, b* 1w, zwifden dbnlichen Novmalfreifen wie il
und I, felglih audhy fiiv en einen, der burd) bas Goordinaten:Gentrum auj der Kugel gebt.
Diefer aber bildet mit der fobdrifhen Abfeiffenachfe cinen Winfel ¢, ber durd bic Gleidung
tang H

=
=; beftimmt wird. Scyneidet diefer den Kreid L in bem

[Gay. 1L & 1. (12.)] tang ¢ = e
[Eap. HL. § 1. (12.)] tang ¢ g =

e i
Punfte, deflen fpharifde Coordinaten & % find, fo ift [nach Gay. II. §. 3. (6.)] :—:Eg; = E:_if_::‘
/ o o R
Folglich i :%:g—:l = :—::‘:—E e :Z:’g‘ k= :::;—w? b, b, Alle bdie Puukte a’, b?, a*,
b“, w. £ u’ liegen auf demfelben Movmalfreife, bder durd) bas Coordinaten: Centrum gebt, unbd
auf L fenfrecht jiebt. Nacdh Bovausfesung lagen aber die Punfte a’ b’, a” b* 1c. audy auf den
tibrigen Moemalfreifen TL und IIL o, bie nidyt durd) dad Goordinaten=Centrum auf der Kugel
gebn: folglid falléen, um dben TWiberfprud su [8fen, alle Puntfte a’ b, a” b" .
im den cinen a’ b’ jufammen, 0. b alle auf dem NormalFfreife I fenfrediten Mo
malfreife fdhneiden fid in demfelben Puntie, deffen Gleidhung in (16.) angege:
ben iff.
Fufafs 4. Wenn vie Normalfreife L und HI, quf dem' Normalfreife 1. fenfredyt ftehen,
nnp zwifden fidy ben Bogen 4 des lebtern baben, fo it nad befannter Formel:
(17.) cos 8 = cos 8’ cos A} I
wobet 8 unb 87 bie Girdfe ber Bogen L und NI von L an bis zu ibrem Durdhfdnittépuntte
begeichnet. JMun ift aber aud
(18.) cos 8/ = cos S cos A
betde Gleichungen (17.) und (18.) tdnnen aber, bei der beliebigen Girdfe von 4, nur bann jus

: : { o ] - = 300 )., 5
gleidy beftehen, wenn jugleidy } :3:.‘5‘ B :: : alfp § = &7 { —27()° ;t!':. Dabher {dnei:

den fid) gwei auf einem dritten fenfrediten Novmalfreife in ywei entgegenge
fepten Puntten ber Kugel, die ju dbem Mormalfreife, auf dem jene fenfredt
find, ald Pole gehbren,

L
& O
Berbaltnif eined Novmalfreifes ju feinen Polen a* b’ und a” b2

TWenn bie Gleidhung cined Novinalfreifed allgemein biefe iff:

T oM tang Fl' b6 e : Dole durd bie Glei b
; R e . ¢ 3 ) H
(45 gl e o ift jeber feiner Pole durch die Gleidungen gegeben:

(29 1 + tang a’ tang 5/ o4 tang b’ tang H':
s |l 4 tang a” tang 5/ 4 tang b" tang H';

Demn nady ay, 1. §. 6.(6.) finb, die wnter (2) angegebenen Gleidhungen foldien Punfren
eigen,  bie wm 90° von cinander abfiehen, was audh die CigenthimlichFeit des Pols audmad.




Ulfo ift, durdy Bergleidhung von (1.) und (2.)

(3.) ; = 1 ] i alfo &' = 90° 4+ m
! N tang m ? tang b’ = tang n ’ a¥ = 270° 4+ m
ey 4 ey b! = 90° 4 n
(it oy it = Ry —_— P — ] .t
( tang " — FrE tang b = PRt b = 2700 4+ n

Dicle Gleidungen ergeben fidhy audy aud Gap. IL § 7. (11.), wo u jwei Puntten ein
3ter, von febem um 90° qbftehenber gefiucht wurbe; berfelbe Fall it bier nur allgemeiner, fiiv
alle Punfte eined Normalfreifes , aufgefafit,

Hat man nun ned einen yweiten Novmalbreis

tang U’ tang V'

& i_é_rn:f; m’ tang n’ =
und veffen Pole find e’ F' unb «” 5%, fo ift audy fir dicfen
S| v
tang ' = E;'EFI.'; tang 3' = Elﬂ'_;
A F ok t e e I
iE S R e

Nun ift ver Winkel v’ jwifden den beiden Eﬂ::rnmihu[cu beftimmt burdy

’/ 1 1
{ Ll

lﬂll{; m tang m tang n tang n'

08 V' = ———

i s a5k TR ' !
V. it e +ims Vbt e + e

tang*m tang® n tang® m
[nady Gap.11. §. 7. (12.)] alfo ift aud:
e M 1 m_f-_-_t_a_'l'r a' tmlr' (f‘ + tang b’ tang 7 :
T+ tang? a’ 4 tang? b/ V1 + tang? g t,mfrz ‘f‘
Diefe Formel ift aber [nad) Cap. 1L § 6. (4.)] sugleidh Der mmbrud’ flile cos R, mwenn
R bie Gntfernung von a‘ b’ unb e’ 47 angieht.  Davaus folgt:
Diec Bogenentfernung jweier gleidhartiger Vole ift sugleidh audy dad
Maap fiiv bie Grdfie bes von ben beiden yugehérvigen NovmalFreifen gebildeten
MWinkels; unb umgefehet.

§. 10.
Perfpectivifde Projectionen vom Kugel:Centrum aud auf eine Fangenten:
ebene.
Die bier entwidelten Gleidhungen de8 Normalfreifes, der Senfredhten, bes MWinkels auf ver
Sugel w. T. w. Taffen fich audh nodh dburdy ein andered Drojectiondverfabren aus der Naum=Anas
vfis herleiten, ndmlidy duvdy Profectionsfivablen vom Mittelpunkt der Kugel nad) ciner Sangentens
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¢hene, welde an ben Anfangdpunft ber fphdvifdyen Goordinaten, (aljp an bas Enbe ber rdums
lihen Z=Adje) gelegt wird. Durdlduft ndmlidh bag Gnde bed durd) bad Kugel: Centrum
gtlegten Projectionsfivahld (ben wiv Leitfrahl nennen wollen) auf bder Ebne eine Gerade,
fo fdneidet er bie Kugeloberflidhe in einem jugehSrigen gréfiten Kreife, veflen Gleichung
mit ber ber Geraden im Sufammenbange fieben muf.

Geht ein Leitftrahl durdy der Punft x¢ y* z/ der mit der XY-Ebene parallel Taufenben
i Kangentencbene, fo ift, wegen ded Abflands r (Kugelvadiug) beider Ehenen, vad 2z jened Punkted
| fietd conftant, ndmlich = r, fo baf alle Linien der Tangenfencbene nur durch x* y” ausgedriictt
G | su weeden brauchen.  Bu dem Punfre x’ y’ z' gehfrt alfo auf der Kugel ein yrociter x y z,
I' vurdh folgende Gleichungen ju beftimmen:

l 163 G — E[ii'_r:.i uh 2y x' = Eog_{j’ wenn 4 bie alte Bebeutung bebilt, den l
Bogenabftand bed Punfts x y z der Kugeloberflidhe von dem Unfangépunfte der fpbarifden J
Goorbinaten (jugleich dem Beviibrungspuntte ywifden Gbne und Kugel) ju begeichnen.  Da
| aber y = r sin n und x = r sin £ war, fo it [nady I §. 1. (L) und (3.)]

(3) x’ = r tang & unbd (&) y' = r tang 5'; dburdy weldpe beiben Gleichungen
pie BWerwanbt{dhaft bder proficivten ebnen Figur mit ibren Kugelprojectionen leidht jur Darftellung
su bringen ift.  Durd) biefe Are der Ubleitung ber fpbirifden Figuven aus ben eonen gewinnt
man aufer an ber Reidhtigheit bed Uebergangs in bie entfprechenben Gleidhungen audy bavan, bdaf
man nun jede fobdrifdhe Formel leidyt in die entfprechende ¢bne redbucirven fann, inbem man
ben Kugelvadius = QO annimmt, b b bie Kugeloberfliche mit dev Fangentencbene vertaufdt.

@o find 3. B. dvie Formeln
tang__g_' tang 9 ¥

xl’
— BN i L — 1 auf biefe TBeifl e nb (e ma
Y e i 1 ke f biefe TMWeife unter ficdh vermantt, den

e I e

SE L

i

—

& { y' = rtang ' und n' = r tang n | , y bt
braudyt hue i e 3l feben, wm eine i antere ubergebn
‘ - | x = r tang & und m’ = 1 tang m )3 L Bl bl L

s laffen.

& AL,

g 3 Genltredite Bogenentfernung eined Punfes auf dber Kugel von einem gegebe:
lb nen Rormalbreife

i
@é fei ber MNormalbreid burdy bie Gleidhung gegeben,
' } iy EC (RREY S g
l- tang m tang o
' r wenn Der Fufpunft bes fenfrediten Bogens & n' ifi; der Ausgangdpunkt bed leatern fei o’ G,
I pann ift, wenn dbie Ahfenabfdnitte besfelben m’ und n' finb, mady Cap, 1. § 7. (14.]]
[
| |
|
.! -
i i
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| (2.) : 2 e F
© tangm tang m’ + tang n l:ln'r n’ = 0 wegen der fenfrediten Lage;
; bie Punfie £’ »' und «' £’ find untereinander verbunden, baber ift ady Gay. II. §.:8. (39
unb  (4.}]
tang {z‘ tang 7' — fang o tang L
fANE Ol = —
; @.) lang 7! — lanfr p"
i : ;
tang «’ tang 7' — tang A tang &'}
taper'n! —m —— ——
tang e’ -— I:Hl"f l"

unb [nady Gap. 1. §. 6. (5.)]:
l'h!.:l;.‘,' '.'.‘ -—1!url'.T @)? + (tang u

(&) sin R=}/ =

ang rf |'m-'rr _..m,,,r *: Ianﬂ-q e

{1 -+ tang? o' 4 mng' -9 Wi + I«-tir‘” "‘ -|— l"ln"'- r,l} +H d
wenn R bdie Entfernung von e F° und §* %/ bedeutet: alfo aud (3.) und (4.), wenn wir, jur
UAbkiivjung, (tang n' tang «’ — tang 5/ tang 9% — Z2 nennen:

Z TR T el

5.)sinR—=73 e B i :
t r{i —]—I’m »2¢ t-tang ? ‘:-")Ll -i-hmg”’—f—lang 5') tang m’) l&|:|I= ' ) Fadhi

Nun ift aber aus (2.) unb (3.)

'fﬂ"'r"‘lﬂg E __.‘rrr‘l
l'{"l.:] Sl l n,._ bl ang | tang n:___f tan &-:|
tang m tang n
Died in (5.) eingefetit, erbdlt man eine, durd) bie Goordinaten ber beiven Punfte und
| bie Achfenabidinitte ber beiden Linien ausgedriicfte Gleichung, die bie fenfredite Gnifernung  bes
) ! Punftd «’ 2’ von der Linie (1.) ausbriidt.

Drittes Kapitel.

Bon den Kurven jweiten Grades anf der Kugel.

I Der Kreisd

§ 1,
Oeber bie Herleitung der Gleidung aud fpbdrifden Formeln.
Die Formel fir die Entfernung jweiee feften Punkte auf der Kugel if [nadh Cap. IL §. 6]
1 + tang e tang &+ tang ﬁ" tang n’

s B = 5 — N S s e
TEE tang* «‘ 4+ tang® p‘* 1 + tang? & + tang* 5’
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baraus (L) tang®* R
_ (tang & —tang ¢')® + (tang n' — tang 892 - (tang y' tang ! — tang & tang@')?
ia (1 4 tang &' tang £ tang ;-?’ t:me;u 7' )8 y
nimmt man nun ben Punkt ¢’ 8¢ als feft an, wabrend der Vunft £ n* fich um benfelben in
flets gleicher Gntfernung = R berumbewegt, fo befdhreibt leptever auf der Kugel einen Kreis
mit vem Bogen R als Radius und obige Gleidhungen find daber jugleid) die ded Kreifed.

3

cns B = o

tang R — o § alfo wird

Bufal a.) Witd R = 90°, {o ift j
(2) L + tang o tang & + tang 7' tang n' = o}
als Gleidhung eines Rormalbreifesd, deflen Pol & F° ift. [f. Cap. IL §. 9]
by Mith R = 180 — ¢, fo ift 180° — R =r
_ : { 4 tang o’ tang &' <4 tang %’ tang §'
(3.) cos R=—rtosinr= ——— e e v s e i %
Vi + tang® e 4 tang? V'{ 4 tang & tang 7'’
Grhebt man aber diefe Formel auf a8 Duabrat, fo verfdhwindet dbad negative Seidhen und man
erhdlt eine bex friibern ibentifhe Rveisformel. Dad negative Gofinudzeichen bei r deutet aber
paranf Din, baf diefer Kreid dem friber burd) R beftimmten diamefral entgegen:
tiege [cf. Gap. L § 2, 3], 2af alfe gweier diametralzconjugirten Sfugelfreife
Bogenbalbmeffer fid) wic Supplemente verbalten, wenn man beibe aud bem:
felben Gentrum conflvuirt.

e e

¢) Tird 1 8 = o g, 0. b. liegt der Mittelpunft des Kugelfreifed im UnfangSpunfie

per fpbdrifben Goordinaten, fo witb: [nad) Cap. IL §. 1. (2.) und (4.)]
(4.) tang? R = tang® &’ 4 tang® n' und
(5.) sin? R = sin® & + sin? 7, die Gleidung bed jugehbrigen Kreifed, audgedriict

A el ¢ :
burdy Dbie E oAl f.I:iEL\ortl11;ztnlt.

5. 2

Hevleitung der Kreidgleicdhung mit HAlfe der fenfredifen Projection.

a.) Hat man im Mittelpuntte der Kugel bad [in Gap IL § 1. (cf. Gap. L § 1) er:
wdihnte] rdumlidhe 3-adfige Goordinateniyitem, und befdhreibt auf eciner Adfencbne, ;. B. auf
ber XX:Ghne vom Gentrum ber Goorbinaten aud einen Kreid mit dem Mabdius R, fo ijt

(L) R2 = x* 4+ y2. Da aber bei ber fenfrediten Projection diefes Kreifed auf die
Shevilddie ber Kugel, R = rsin ¢, und x = r sin & y = rsin 5 witd [Cap. L §. 1), jo ift
(2.) sin? p = gin?® & 4 sin® n, woraué folgt (nad & 1. Bufah &) (5.)]:
baf ein geraber Gylinber, deffen Bafis ein Kreid iff, dic Kugeloberfldde in

e
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einem RKugelfreije fdyneiven miiffe, wenn bie AHfe des Colinbers diivd vas
Sugelcentrum geht.

b.) Mehmen wir an, der Kugelfreis fei mit Dem Nabiud R auf der fobdvifden Y- Adhfe fo
befdyrichen, baf feine Pecipherie durd) ben Unfangdpuntt der fohdrifihen Goorbdinaten qebt, fo wird,

o' =

wenn bie Coorbinaten bes Mittelpunftsd find | o

Gap. IIL §. 1. (1.)]
3 tang? £ 4 (tang #/ — tang b2 + .Iallg?- E' tang? b*
tang? b' = e - -
(1 4 tang b’ tang 5')t

0 o2
b o aud R = b, folglih ift [nad

TRenbet man barauf biec Formeln an: tang b' = 2,1311;;._‘:“: -:-,iangi;'-: ";J wo b, ¢, x, y, z
bie rdumlicdhen Goordinaten derfelben™Punfte auf ber RKugel bedeuten], fo erbdlt man:
iy ki an B RECHC) Sion DO T, SRS b (o o b
gl (cz 4 by)* it (cz 4+ by)? 3
it man bdiefe Gleidung auf, fo erhdlt man enblich:
{2.) b2 y2 + ¢z -+ 2 beyz — ¢2 12 = (by + cz)?
alfo: (3.) by 4 ez = or, b. h. bie Gleichung ciner geraden Linie auf der YZ:
Gbene: legt man durdy diefelbe eine Cbne, welde jugleid dburd ben Anfangs:
vunft dber fpbhdarifden Goortinaten geiﬁt‘, fo fdneibet biefe bie Kfugeloberfladhe
injenem freife, deffen Gleidyung ovben angefithrt worden ift.
Gniwideln wir aber die Gileidhung (3.) nur fiir x und =z, fo echdlt man
; 12 2ctr r? (c# — h2) s
() x2 ok = £ e = 0, al8 bie allgemeinfte
Bleidung einer EIlipfe in der XZ-Ebne, beren qrofe Adife in der Ridtung der vdumlichen
Kbfciffenachfe, nidyt aber mit biefer jufammenfallt, unb beren Mittelpuntt auferbalb bdesd Unfangs:
punfted der raumlichen Goordinaten ift, beven Fleine Adbfe endlidh auf ber Z:NAdbfe liegt und im
Anfangspunfie der fobdrifden Goorbinaten endet.
Daraus folgt, daf ein elliptifder Cplinber, deffen Vafis obige Ellipfe
in ber xz+Ebene iff, wenn er auf diefer Ghene fenfredht feht, bdie fugelober:
flade in einem Fugelfreife {dneibet,

Uebnlich wird die Gleichung (3.) fir x, y entwidelt, eine anbre Ellipfen=Gleidung
gwifdhen biefen Coordinaten von ber Form:
rd 2 br :

(0.) x2 4 P —s ¥ =0, 3u viner Clipfe qebirig, béren Mittelpuntt chen-
fallg nicht im Goorbinaten=Gentrum bes rdumlidien Syftems legt, bderen cine Adhfe aber (bie
Bleine) mit eineam ihrec Gnbpunfte in biefes Gentrum fallt und jugleih mit der Y+ Achfe ber
geraben @oorbinaten coincidirt, wdbrend bie grofie Achfe der X Achfe vedfelben Softems parallel

I‘ji




20
[Guft. Aud ein durdy diefe Gllipfe gebenber graber Gylinber {dneibet bie Ku-
geloberfldde in einem Sugelfreife
Man Fann alfo im Allgemeinen fagen :
Feber Kugelfreid hat jur fenfredhten Projection
an) enfweder eine gerabe inie,
bb) ober einen freid, [cf. (a)]
cc) ober eime Ellipfe [¢f. (b.) und (e

§. 3.
Herleitung der Kreidgleihung aus dey perfpectivifdhen Projection.

Rach vem im Gap. II. § 10. angedenteten BVerfabren erbdlt man die Gleidhung eined belie-
bigen Rugelfreifes audy alé perfpectivifche Projection eined auf einer Tangentencbne aud deren
Beriibrungdpuntte (ald dem Gentrum) conflvuivten Kreifed. Deffen Gleichung ift ndmlic

(1) x* 4 y2 = p®} Dba nun x — r lang g, y=rtangn', p= rtang R,
fo wird bie Gleidhung (L) ju ber folgenben:
(2.) tang® £’ 4 tang® n’ = tang® R.

Daraus folgt :

Seber fphdvifde Kveid Fann als Durdfdnittdcurve dber Kugelfldade mit
cinem graben SKegel angefehen werben, deffen Spike im Gentrum ber Kugel
liegt, deffen freisfirmige Grundfldde aber in ibrem Mittelpuntee die Kugel
bertihret.

Da aber aud) Fegel mit elliptifdyer Bafis Freigfirmige Durdyidhnittdcurven mit befons
berd geneigten @bnen ergeben fnnen, fo Finnen biefe audy in folden Fdllen auf ber Kugeloberfladye
fpbérifdhe Sreife abgringen, wenn ndmlid) oie Gbne jebes Kreis{dnittd mit der eben errdbnten
Regeljdhnitt-Gone jufommenfalit. Wiz wollen jeigen, wie aud) Died aus ben analptifdyen Ente
widelungen leidht folgh

Giefetit, ouf der Sangentenebene, weldhe bdie auf der Kugeloberflddie ju projicivende Figur
enthdlt, fei cine Gllipfe verpeichnet, Dderen Coorbinatencentrum im Beriibrungdpuntie dbex Cohne
mit ber Stugel liegt, und bie Y«Udhfe fei in ber YZ-Ghbne ded raumlichen Goorbinatenfyftems
gelegen, fo ift bie Gleidung biefer Cllipfe tm UAllgemeinen:

(3.3 a2 x2 =2 ah® y — b2 y*;
widre die Drojection biefer Gllipfe ein Kugelfreis, fo mifte diefer folgende Gleidhung baben:
tang? £/ 4 (tang 5’ — tang R)* + tang? £ tang ° R’

(4,) tang® R = T (0 F g R g

’

(¢f. Gap. 1IN § 1. (1.); wouin die Goorbinaten bes Genfrums : gn :ﬂ {gcl’eﬁt werben miiffen.

of

=
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Entwideln wir bie Gleidung (%) in berfelben Form, wie (3.), fo ergeben fid, nadbem

X = r tang &’ . i ges
} v — : IR::E o {ge!ergt worben ift, folgenbe Gleidungen :
SOn r tang B |
i = =5 r tang R
| m"ngﬁ aljo (7,:] h = 0 o——,
i : a2 { s tang* R’
A (6.) b*~ {—tang®R |

werben biefe Bebingungen durch die Gleidhungen bder Ellipfenclemente erfilllt, fo i bie Pro-
iection einer folden llipfe auf der angentencbne ebenfalld ein Kugelfreis:

§ 4
Die Tangente an den Kugelfreid.

Der grifern Cinfachheit wegen nehmen wir an, ber Mittelpunft ves mit dem Bogenradius
R befhricbenen SKugelfreifes liege im Unfangépunfte der fphérifdhen Ceorbinatens fo wird feine
@leidung [mady Cap. HL §. 1, (+.)]
(1.) tang? R = tang? §' + tang® n';
@in Normalfreis gebe dburdh ben fpeciclien Punft & o' diefes Kreifed, fo ift feine Sleidyung:
tanz tanz 7'
o e e
Aus beiven Gileidhungen eliminive man tang o/, fo erbdlt man die quadbratifcye Gleichung filr tang &

2 tang m tang® n T e tang? m (tang® n — tang® R)
g T bt ~ ] - 1

tang*m --taug?n

tang® m - tang? n

(3.) o =tang? §'—

mit ber E8fung:
(1) tang &' =

tang m 1&n;,‘f_£ + [/I_ilﬂg'nm_ans‘," n o tangz_-:_:] ll.']._l'l_gz e ll-ﬂT‘IL:g--[’l_] I‘_[-'li!_:,‘:‘?'_;:..l:_l.l. —.i— I.‘I.llg: n)
tang®m+-tangfn (tang? m <4 tang® n)?

ver boppelte Werth fir tang &/, ber burd) bad boppelte Vorjeichen der Wurzel bedingt wirb,
peutet auf cinen jwiefadhen Punkt der Gemeinfdhaft wifden Normalbreis und
RZugelbreid, b, h. beide fdhyneiden fidh im Allgemeinen in gwei Punbteny foll aber
pas Sdyneiben in ein Beriihren fibergebn, fo muf diefer Doppelwerth von tang £
sinem einfadyen werben, b. b, die Wurzel mit + muf = 0 werdben. Daraus entfpringt alfo

folgenbe Relation im Fall der Berdhrung ywifden m, n und R:
tanz? m tlang® n
tang® m -|-mng~ n ?
Diefe Gleidung ift aber [nady Gap. 1L § 3. (7.)] die dex fleinfien Entfanung beé

5 Y a o
(5.) tang® R =

“Anfangspunfts ber fpbdvifdhen Goordinaten von der finde (2.), b. b. bie Gleidung der

Senfredten auf leiterer, woraud gefolgert werben barf:
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paf bie angentenlinie in & n’ an den wmit R confiruiveen Kugelleeis, jenh
vedit auf bem nady £ %' gegogenen Kreisradiusg fieht.
Sn bem Falle ber Beviibrung wird aber ferner:

tang m tang® n

(6,) tang &

tang® m tang® n 3
o o
tang? m tang n

1) tang nt = Lt st
(7:) tang = tang®* m 4 tang? n?j

tang ' — tang 2
o L |

)

als Gleidungen zur Beftimmung bed Verlibrungspunkrs,
G2 ift nur nody iibrig, bdie Gleidung ded beriibrenden Normalfreifes fiir ben Punft & 4
au finben: nun ift aber:
tang 5! — tang &'
(B = tang m : L tang n
pie Gileichung 0ed durdy & »' gehenden Tormalfreifes.
Fady (6.) und (7.) wird ferner:
(9.) tang &' tang m = tang 7' tang n
£ + tang I’ tang 7' = tang® R dic gefudbte Tangenten:
effen Gentrum in bemAnfangspuntte ber fpbdrifchen

paber: (10.) tang I’ tan
gleidhung fiir den Kreis,
Goorbinaten liegt

)
b

. o
Herleitnng der ZTangentengleidhung ausd ber perfpectivifden Projection.
Die Bebingungen feien diefelben, ald in § 3. Auf der Tangentencbne fei ein freis vers

jeidynet, defjen Gileidyung

(1.) x* 4+ y* = r? ifi. Die qugehbrige Tangente werbe beflimmt turdh

(2) Xx =+ Yy = r?. Der Kreis hat ald Projection auf der Kugel den durdy bie
Gleihuna

(3.) tang? &’ + tamg® n' = tang® R beflimmten: Legt man nun durdy bdie
Zangente in (2.) und bad Kugelcentrum eine Ebne, fo {dneivet viefe die Kugeloberflide in cinem
RNormalfreife, ber fiiv Den Kugelbreid (3.) jur ZTangente werben muff.  Mebucirt man alfp bie
@leidhung (2.) auf die Projectiondgleihung, fo eehdlt man als Tangentengleidhung fiiv
ben fugelfreis:

(4.) tang 2/ tang £’ 4 tang JI‘ tang ' = tang® R:
gany wie in § 4. (10.) entwidelt worben wor.  Die fbrigen Gleidungen in § 4. baben alfo
auch fhre vollformmen entfpredienden auf der Tangentenebne, 3 B, '

m? n*=

ovidht: pd = - :
(5.) entipricht: v e rper

SR

T
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mn2
(6.) S g M T
Js "entﬁ:r{rbt: s bataud xm = yn; [entfpredend (9.)]
{ (7T} m? n 3
W

went x, y bie rdumlichen Goorbinaten des Beriihrungspunkts find.

Unmerfung. G5 bebarf fidher nur einer Andeutung, baf bad perfpectivifche Projiciven
auf ber Stugel ber befte Weg fei, jugleidh die BVerwandtfdaft von ebner und fobdrifdher Unalvfis,
fo wie dberbaupt von Gbne und Kugeloberfiddhe ing Hare Lidht qu flellen; in ber hat braudt
man nur ben Kugelradius als unendlid) grof anjunehmen, wm zu bewivfen, baf Tangenten:
¢bne und Kugeloberflddye villig ineinander fallen, b. b., baf bie fpbdvifdyen Formeln fémmtlich
in die entfpredhendender ebnen Analyfis fibergehn.

§. 6.

Der Pol ciner Tangente,

it ; ; 2 ] N tang &  tang 7/
Jady Cap. 1L §. 9. (3.) ift yu einem Novmaltreife, deffen Gleidung —— 4 — - == 1
+ lang m tang n

lautet, ald Dol ber Punbt (eigentlidh ein Paar) a’ b* fo ju beftimmen, baf
— 1
tang m
e i |
2.) tang b’ =
(2] ng tang n HEs
folglidy bat bie Kreidtangente wegen ihrer Gleichung

At tang &' tang %'
(3.) =

~—tang 3/ 4 ——— tang H!' —= 1
alé Pol ben Punft a’ b, beffen fphdrifdye Goordinaten durdy bie Gileidhung

(1.) tang a’ = und

tang? H tang® R

— tang &'
fBII-g &i —_—— _-a-.- m
5 tang® R
(4.) sl gegeben finb,
tang b! — — :Em_h_?,;
g bl —

tang: R
Davausd entfteht:
i
tang? R
b b vlidt eine Kugelfreis-Tangente an ibrem Kreife continuirlidh fort, fo
befdpreibt ibr Lol cinen Kreis, veffen Rabius:Tangente dben veciprofen Werth

(9,) tang? a’' 4 tang? b’ — tang? g =
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per bed gegebnen Halbmeffersd hat, b. b, dbeffen Rabiud dasd Gomplement jum
gegebnen audmadit, und beffen Centrum mit bem bes gegebnen Kreifes jue

fammenfdllt
Anmerfung. Sft alfo R = 45°, fo iff auch ¢ = 45°, b. b. beibe freife

fallen alébann vollig in einanber.

PAemerfung.

Mieqen Mangel an Raum find die fofgenden Ubidnitte I TL IY., welde von ben mefodrdigiien
Gigenfchaften ber Sugel: Keaelfdnitre hanveln, hier nidt mit aufgenommen werben, wnd muf ihnen daber in
cinem ber folgenven Programme der Plas angemwiefen werben.

L — ey

— e
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