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Die Rechnung mit gekrümmten Koordinaten auf einer krummen Oberflache ist eine erst
neuerdings in Frankreich versuchte Modifikation der bisher gebrauchlichenAnalysis; aus diesem
Grunde läßt sich von ihrer Literatur nur Weniges sagen. Als einleitendes Werk über die ana¬
lytische Entwickelung von Curvengleichungenauf der Kugeloberfläche insbesondere ist zu nennen:
»Analysis auf der Kugel von Carl Dietrich 1343«, in welchem bis zu den Kegel¬
schnitten die wichtigsten Verhältnisse von Punkten und Linien auf sphärischen Oberflächen abge¬
handelt werden, wobei als Cvordinatenachsenzwei sich rechtwinklig schneidende Normalkreise zu
Grunde gelegt worden sind.

Meine Absicht ist es nun, in vorliegender Abhandlung das genannte Werk zu erweitern,
zugleich aber auch die ganze analytische Entwickelungaus einem andern Prinzips herzuleiten, in¬
dem ich jede Curve auf der Kugeloberfläche als den Durchschnitt der letztern mit einer gegebenen
Oberfläche betrachte und also von den räumlichendrei Coordinaten auf die Normalkreiscoordinaten
den Uebergangmache.

Wie eng übrigens die Analysis auf der Kugel mit der auf der Ebene zusammenhange,
ist theilweise schon von Andern dargethan worden, theils werden' sich auch im Lauft der Ent¬
wickelung Beweise genug dafür finden. Eins soll noch angedeutet werden, was einen Vorzug
der analytischen Sphärik vor der ebenen Analysis bedingt: daß nämlich selbst Kurven mehrfacher
Krümmung durch zwei Coordinaten bestimmt werden können, die ein leichteres Eliminiren und
Berechnen möglich machen, als die drei Coordinaten der Analysis im Räume.

t



Erstes Kapitel.

Vom Punkte auf der Kugel»
§. i.

Bestimmt man einen Punkt ? auf der mit dem Radius r construirten Kugel durch seine
drei Raumcoordinaten x, ), 2, bezogen auf ein rechtwinkliges Achsensystem im Centrum, und
legt durch letzteres zwei Ebenen, deren eine durch das x, die andere durch das ^ des Punkts
geht, so schneiden diese die Kugeloberflächein zwei Normalkreisen, auf denen im Durchschnitts¬
punkte jenes ? zugleich liegt; es geht außerdem die eine durch die X-und die andere durch
die V-Achse der Raumcoordinaten. Den Bogen des ersten Normalkreiseszwischen ? und der
A^-Ebene, nenne man K, den andern Bogen zwischen ? und der XT-Ebcne, zum zweiten Nor¬

malkreis gehörig, nenne man »?, ferner den Bogen, in welchem eine durch die Achse der ^ ^

gelegte Ebene die Kugel schneidet, nenne man ^ ^ K-Achse ^ des sphärischen Systems; der eine
Punkt, in dem beide letztgenannten Achsen sich schneiden, heiße der Anfangspunkt der sphä¬
rischen Coordinaten. Ein auf beiden Achsenbogen senkrechter Normalkreis, dessen Pol der
Anfangspunkt der fph. Coord. ist, werde der Gränzkreis genannt; die Normalentfernungdes Punkts
? vom Anfangspunkt der sphärischenCoordinaten sei — <5. Alsdann findet man folgende Gleichungen:

(1.) X — r sin K, z? — r sin 2 — r cos F.
und daraus: (2.) SIN" K -s- sin^ — sio^ F.

Den Bogen auf der K-Achse vom Anfangspunkt bis zum Fußpunkte des Bogens ^ nenne
man 5", den auf der -Achse ebenso bis zum Fußpunkte des Vogens K nenne man 7/, so ist

(3.) ^ — taox K', tanx y '
daraus: (4.) tanZ2 ^ F

und (5.) siu K — K' cos^; sin 7? — t-wA ^ cosö.

§. 2.

Da aber die trigonometrischen Functioneneine Vieldeutigkeit hinsichtlichder zugehörigen
Bogengröße involviren,wenn man nicht auf deren Vorzeichen Rücksicht nimmt, so ist es
nothig, zu untersuchen, welche Lagen der Punkt ? annimmt, je nachdem die Vorzeichen positiv
oder negativ genommen werden. Die sphärische Oberflächezerfällt aber durch die gehörige Er-
Weiterung der 3 räumlichen Coordinatenebenenin acht Quartiere, welche so benannt werden sollen:

Rechts von der ?Z«Ebcne, oberhalb der X^-Ebene auf der vordem Halbkugel liegt das
erste (I.) Quartier, auf der hintern Hälfte das zweite (II.) Quartier. Links von der

Ebene oberhalb der X2-Ebene auf der j Kugelseite das j vj^te! Üv.! Quartier, auf



der Kugelhalste aber, welche unter der X2'Ebene liegt, liegen die Quartiere 1 2. 3. und 4,
polarisch den gleichnamigen entgegengesetzt.

Hieraus ergeben sich folgende Tabellen'-Data:

Größe von Vorzeichen von: Lage
desPunkts? im
I. Quartier.

zwischen
0°— 90°

zwischen
0° — 90°

5'
zwischen
0°— 90°

zwischen
90°

sin ^ sin 1?
-I-

0»— 90" 0° — 90° 90°—180° 90°—180° -t- — — II. » »
270°—360° 0°— 90° l80°—270° 90°—180° — -l- — I!I. » »
270"—360° 0°— 90° 270°—360° 0°— 90° — — -I- IV. » »
180°—270°270°-360° 180°—270° l80°—270° — — -l- -I- 1 » »
180°—270°270°-360° 270°—360°270°—360° — — — — 2 » »
90°—180° 270°—360° 0°— 90" 270°—360° — — 3 » »

90°—180° 270°-360° 90°—180° 180°—270° — — -I- 4 » »

wobei zu bemerken, daß alle Koordinaten-Bogen nach derselben Richtung von ? aus ge¬
rechnet werden, nach welcher sie im ersten Quartiere der Kugeloberflache laufen.

Aus obiger Tabelle ersieht man
1) Daß alle Punkte, welche um den Kugeldiameter(polarisch) auseinanderliegen, in

den Koordinaten um zwei Quadranten,in den Koordinaten aber um drei Quadranten
verschieden sind;

2) daß die Vorzeichen von sin ^ und 8i'a ^ allein nicht hinreichend alle 8 Punkte
von einander unterscheiden,daß vielmehr die Betrachtung der Vorzeichen von tanA ^ und tanK
zu diesem Zwecke nothwendig mit gehöre, und endlich

3) daß je zwei diametral auseinander liegende zusammengehörige Punkte (z. B. des I.
und I.Quartiers) dasselbe Vorzeichen der tanx ^ und taoA aber entgegengesetztes
für die sio ^ und sin ?? haben.

tz- 3.

koordinatenverlegungen.
Verlegt man das System der 3 Koordinaten im Räume, ohne den Mittelpunkt desselben

zu verandern, so sind folgende Falle überhaupt möglich:
1.) Es dreht sich das System um den Winkel c» (vor- oder rückwärts) um die

Achse, so wird aus den alten Koordinaten x, 2 des Punkts ? die neue Ternion s, b, 0, wo¬
bei folgende GleichungenStatt haben:

1»
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(l.) 2 —

(2.) 7 — a sin co cosco; (Das Vorzeichen -l- bezieht sich auf die Drehung

(3.) X — s cos ti) b sin t»; vor- oder rückwärts)

Also die entsprechenden sphärischen Coordinatengleichungen:

(4.) sin — sin « sin K) -s- sin cos :

(5.) sin ^ — sin « cos ^ sin /? sin

(6.) tsnz ,/ — tsnA «' sin cn -j- tsnA cos

(7.) tanA — tsnA cr^eos t» tanK sin ü);

wobei «, /S, «', /?' die entsprechenden sphärischen Coordinaten für 5, »?, bedeuten.

2) Oder es dreht sich das System der 3 Coordinaten xz?2 um die feste X-Achse, um

den Winkel w, so ist, wenn a, b, v die neuen Coordinaten darstellen:

(1.) x --- a

(2.) ^ — c sin c<) -j- k cos co

(3.) 2 — c cos «1^7 b sin <«);

Und daraus die sphärischen Formeln:

(4.) sin ^ — sin «i

(5.) sin ?? — cos sin c» -j- sin cos t>i;

(6.) cos >5 — cos cos « sin /? sin

sin «
wobei dem alten das neue

(7.) tanA ^ —

(8.) t-lNA —

cos ^ cos t» , sin /5 sin ^ entspricht,

cos sin « sin /? cos ai

cos ^ cos w sin sin c-i'

Durch Division mit cos ^ im Zähler und Nenner von (7.) und (8.) wird

<S,)>-»z
cos c.) tsnx sin t«, ?

sin w tsnA cos «i

(10.) tanK^^— — ———: — tans (s) -z. /?').
cos c» ^ tanz sin w ^ ^ ^

3) Oder es dreht sich das System der um die feste 'k-Achse um den Winkel so ist:

(1.) 7 ^ b;

(2.) x — c sin «-)->- a cosin «;

(3.) 2 -n? c cosin a sin t»;

Daraus hergeleitet für die Kugelcoordinaten:
(4.) sin ^ — «in



5

(5.) sin A ^ cos // sin c?) sin « eosin c-i;

(6.) cos ^ — cos cos K> ^ sin « sin c-i;
sin /I

(7.) tanA —

(8.) tanA K' —

oder:

(9) tklnA

cos cos ui -j- sin « sin co'
cos «in c») sin « cos c-^i

^ ^ ioos // cos t!) SIN SIN w

tk>NA
> 5cos c» -j- sin tanA c«'

sin w tciiiA cos c>i
(!0.) tan°k L' ^ - - ^ t-inA (<-)->- « ')." cos co sin co tanA «'

4) Geschehen zwei Drehungen verschiedener Achsen nach einander, so hat man nach t)bis3)
die entsprechenden Formeln nach einander anzuwenden.Dadurch wird man in den Stand gesetzt,
jedes beliebige sphärischeCoordinatensystemrückwärts wiederum aus das zu reduciren, welches
die einfachsten Gleichungenliefert, da man den Drehungswinkel so bestimmen kann, daß alle, die
Einfachheit der Gleichung störenden Funktionen,sich dadurch aus der sphärischenCoordinaten-
gleichung eliminiren lassen.

Z. 4.
Polarcoordinaten.

Zieht man von dem Punkte ? nach dem Anfangspunkte des sphärischen Coordinatensystems
den Normalkreisbogen— F, so bildet er mit der Achse der Abscissenbogen den Winkels, dessen
Größe zugleich mit der von ö den Punkt ? der Lage nach vollkommen bestimmt; alsdann ist:

(1.) sin»? — sin F sin w > . . sin?? ^

(2.)sin K--sin ä cosin^ ! daraus ^ - tö»8 ? (3.); sin^tanA^
(4.) tiinA — tanAA sin w t ^
(5.)wnK^—tsnAFcosin i^! daraus anA^o( ( .)

Reducirt man diese Formeln auf die Raumcoordinaten, so erhält man

(8.) ^ — 4^ sin ^o;^ x2 2^

(9.) ^— — 4 cosin

(10-) ^ — tsnx
welche Ausdrücke zugleich einen Kugelwinkelbestimmen, dessen Scheitel in dem sphärischen Coor-
dinaten - Mittelpunkt, dessen einer Schenkel in der sphärischen Abscissenachseliegt, und dessen andrer
Schenkel durch den Punkt x, - der Kugeloberfläche geht.
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Zweites Kapitel.

Vom Normalkreise auf der Kugel.
§. l.

Allgemeine Gleichungen.
Die Gleichung einer Ebne, die durch den Anfangspunct der Raumcovrdinaten geht, ist

(1.) -j- -j- O2 — o, sie gehe durch den Punkt x, z--, 2 der Kugeloberflache, für welchen
(2.) x2 -s- ^2 22 ^ ist. Beide Gleichungen zusammen ergeben die Gleichung der Durch-
schnittscurve, eines größten Kugelkreises. Da nun aus (2.) snach Cap. I. tz. 1. (3.)^ die

Gleichungen und ^ — tsosssich ergeben, so ist, wenn wir letztere in lt.)
einsetzen:

(3). ^ taug -j- L taiiA (Z — 0, woraus
^ k

(4.) ^ -j- — t-,nA ^ 1 — 0.
Zur Bestimmung der Constanten, setzen wir in letzterer Gleichung tanx ^ — 0, so ist

tanA ^ (5.) setzen wir tsoZ— 0, so ist tsnZ ^ (6.);
den aus (S.) sich ergebenden constanten Werth der sphärischer Ordinatentangente setze man —
isnA n, den aus (6 ) resultirendenconstanten Werth der sphärischen Abscissentangente tsi>^ 1»,
so wird aus (4.):

tSNL' ^ tSNL 7/
(7.) ' - -i- ' ^ — t. als Gleichung eines beliebigen Kuael-Nor-

t-MA in tiiNK n > 0
malkreises durch die L' //^-Koordinaten.

Setzt man aber ^nach Cap. I. §. 1. (t.)^ x — r sin K, ^ — r sin — r cosin <5
in (t.) ein, so wird

(8.) ^7 «in sin -I- eos F — 0;

und nach Obigem:

(9.) 7^^ -i— ^ — cos S; als Gleichung desselben Normalkrei-

ses durch die ^ //-Co ordinalen.

Hierbei ist leicht zu entwickeln, daß ^ ^ der Bogen vom Coordinatenanfangauf der Kugel-

oberfläche an bis zum Durchschnitt des Normalkreisesmit der ^ ^ - Achse des sphär. Systems sei.
Zusatz. Geht der Normalkreis durch den Anfangspunktder Kugelcoordinaten, so ist



^ g ^ durch welche besondere Werthe die Gleichungen (7.) und (9.) formlos werden. Die^
nähere Untersuchung dieses speciellen Falles muß also auf die Gleichungen tsnZ m — und

t-lnA n — ^ zurückgeleitet werden. Ist ^ ^ ^ ^ ^ wird v — o, also die Gleichung

(Z.) geht über in:

(10.) ^ taiiA ^ -j- k tk>nZ ^ o;

so wie die Gleichung (8.) in:

(11.) ^ sin ^ L sin H — o;

.... ^ tanx ^
Aus beiden letztern solgt: —^ .

^ ^ lZ tiinA K" sin 5 '

Nun ist lnach Cap. I. Z. 4. (3.) u. (6.)Z — ,a..K

also, in (10.) und (11.) eingesetzt, wird

(12.) j j als Gleichungen eines durch den An¬

fangspunkt der sphärischen Koordinaten gehenden Normalkreises, der mit der

Absciffenachse den Winkel <x macht.

5-2-

Andere Herleitung dieser Normalkreisgleichungen.

Eine Ellipse auf der X'k-Ebnc der Raumcoordinaten, deren Mittelpunkt im Centrum der

Kugel liegt, deren große Achse — r, deren kleine Achse — l, ist, hat als Gleichung
V 2 V ^

tsns^ ^ tSNA^ , > 1 . , . ^ .

(2.) -—^ -I—^. setze man nun l, — r sin n, so wird aus (2.)

tiins^ 1
(3.) ^ -j — — — — 1 -i- tsnKl- 3;" SIN n oos -)

also, nach Cap. I. h. t. (4.)

litn^^
wird daraus: —^ — tsns^ ^ 1SIN^ n

od.,^ ^ l (« >
tkMA N

d. h. die Gleichung eines Normalkreisbogens, dessen taiiZ m— QO , d. h. dessen m —90°, dessen

n aber — ^ tsnz ist. Der zugehörige Normalkreis geht also entweder auf der rechten oder

linken Seite der Ordinatenachfe auf der Kugeloberfläche durch die beiden Endpunkte der räum¬

lichen V-Achse. Daraus folgt:
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1) Die D urch fchnitts curven eines graben elliptischen Cylinders, —
dessen Achse durch den Mittelpunkt der Kugel geht, und dessen Erzeugungs-
Ellipse mit der halben großen Achse — r construirt ist, — mit einer zu r ge¬
hörigen Kugeloberfläche sind zwei sich kreuzende Normalkreise, deren größter
Bogenabstand zum Sinus die halbe kleine Ellipsenachse hat.

2) Die senkrechte Projection eines größten Kugelkreises, der auf der
Projectionsebene nicht senkrecht steht, auch nicht mit ihr zusammenfällt, ist
stets eine Ellipse, deren große Achse — Li-, deren halbe kleine Achse — dem
Cosinus des Neigungswinkels "der Normalkreis ebne gegen die Projections¬
ebene, für den Radius — r ist.

3) Zwei z usammengehö rige Kugelzweiecke habe n stets dieselbe Ellipse
als senkrechte Projecrionscurve auf der Ebene des durch ihre Scheitel gelegten
sie halbirenden Normalkreises.

tz- 3-

a) Berechnung des zwischen den sphärischen Co ordinatena chfen ent¬
haltenen Stückes eines Normalkreises:

Gesetzt der durch die Gleichung ^ — 1 gegebene Normalkreis habe das
Stück v zwischen beiden sphärischen Achsen, so ist

(1.) cos v — cos m . cos ll
^ 1

' 1 -I- v ^ N,)(i -j- lctNg' »)'

^ ^ 5 ^ m ta»°^ n/

Zusatz. Ist daher v — 90°, so muß tanZ m oder t»»A » unendlichgroß werde», d. h.
entweder auch m ^ 90° oder n — 90°, oder endlich beides zugleich.

K) Berechnung des auf dem Stücke v vom Anfangspunkte der sphä¬
rischen Coordinaten construirten senkrechten Normalkreisbogens //.

Der senkrechte Normalkreisbogenmuß das Minimum aller Entfernungen fein, welche durch
g rößte Kreise vom Anfangspunkte der Kugelcoordinatenaus bis zu dem durch die Gleichung (l.)
in a) gegebenen Normalkreise dargestellt werden, und die man allgemein durch <5 bezeichnet hatte.
Nun war H ^ fnach Cap. l. H. Differentiiren wir, um
das Minimum zu finden, diese Gleichung, so ist:

(3.) t-MA (ta»A F) — ta»K . cl (ta»A t-uiZ . 6
Für S — // muß also «I (tsnA <5) — o sein, folglich

(4.) tsiiA ^. <Z (tiuiK -s- tsnA <Z (tkiiiA ,?') — o;
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Nun ist aber die Differentialgleichung des Normalkreises im Allgemeinen:
^ 6 (t-nis 5^) cl (t-mx ^ ^ .

-j- — -i- o ; daraus, durch Elimination der Differentiale,
tKNA IN t.lNA N ^ ,

resultirt:

(6.) tanK n lanK ^ tang m ^ als Gleichung des dem Coordi-

naten-Centrum nächsten Punktes.

Setzt man diese speciellen Werthe von ta»A und tüng in die Gleichung ta»^ /
— is»x- -j- ^ so ist die gesuchte Gleichung:

tsn!5" IN n « . ^
(7.) ^ für die kleinste Entfernung vom Coor.

dinaten - Centru m.

tz- 4.

Ueber die Winkel, die der gegebene Normalkreis mit den sphärischen Coordi-
natenachsen macht^

tsn? ^ tiinL i? ^
Der durch die Gleichung 4- ^ ^ gegebene Normalkreis schneide die

sphärische Abscissenachseunter dem Winkel 6, die Ordinatenachse unter dem Winkel i/,, so ist
«in : «in 6 — «in m: 1 ^l.), und «in // : «in ^ «in n : t (2.)

tSNT IN tiiNA 0
Niin ist lnach II. §. 2. (7.)^ «in (3.)

' tiiNA^ m -j- tiiNK' II -j- l-MA" m tc>NA^ n,
Also sauS <,l.) und (3.)Z:

> . laiiT n ^ l -j- wn»-^ in .
-4- «in 6 ^ ^ ° ; (4.)

> liiNA' m -j- tanK' n -j- tkn»2 tiin^^ II

. , . tk>n? m ^ t -I- tans^ II
und 4^ «in ,// — ^ ^ ^

' tsng2 NI t-»NA^ n tANA^ IN lang^ n

Nach einer bekannten sphärischen Formel ist aber auch:

. «SN? II ^ tsn? n ^ 1 -j-tsn^^m
(6.) tanz 6 — ^ ^ und:

«IN m tilNK IN

^ t-»n°' IN , lans IN -i- tank' II
(/.) tanx u/ ---- —— — > —S .

«IN n tanK II

Da nun nach Vorigem jH. 3 (2.)) tan-» 0—4^ ^tsn^ n, ^ lanA^n-j-tang^ w tsnz? n,
so ist, wegen (4.) und (5.), serner:

, . ^ tanx n taiix^ IN
-t- «in 6 — .—? —S /g.).
— tSNF v ^ '

^ m t-»nK2 n
und -j- «IN — —s ^ ?— (9).— ^ tan" I)
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§. 5.

Der Normalkreisbogen, der durch zwei feste Punkte geht, deren sphä¬

rische Coordinaten ^ ^ sind.

Die allgemeine Gleichung des Normalkreises sei

tsnK lanx ^
^ ' t-lNK m tklNA n

^ . tctiiLi t-MA
so MUß (2.) 1 ^ ^^ ^ ^ / tang in taiiK n

«anA ^ t» n^ 7/ ^ ^

zugleich sein, also

tÄN" IN

tüNF c-' tk>NK; / — «gn^ /?' tsnK ^'
(Z.) t-tn? m — ^ .——7s, und
^ ^ ^ lanA — ts»K

l->nA tsn^ — tanA ^ tan^ ^
(4.) t»n>; n — ? ^^— " :

also in (t.) dies eingesetzt:

^ tiinx (tanA ,/ — t-inK /?') tk»n-v (t»nA 5-^ — tan»
tao^ tkiiiA i/ — tanA /5^ laiiA ^ ^

als Gleichung eines Normalkreises, der durch zwei feste Punkte geht.

i ^ ^ !
Zusatz t. Liegen also drei Punkte / > in einem Normalkreise, so muß:

i ^ 1

^ ^ tKNA (tiiiiK ,/ — tanA -t- tkiliA o' tt' — tao^ .
tklllA tSNA töNK Ii,»-;

Zusatz 2. Aus (3.) und (4.) folgt, daß

/71 m tii»^ c-' — tklliss 5' ..
tciNK N tSNA »/ — tiiNK

Liegen also drei Punkte in demselben Normalkreise, so ist für dieselben auch:

tANA — tkMA ^ tanA — t-MA tsnx ^ — tan^
tilNA 7/' t-tNK ^ tSNK t»NA <7 " t-lNF — t»NF <7^ '

§. 6.

Die Entfernung zweier festen Punkte auf der Kugeloberfläche.

Das Stück des durch 2 Punkte ^ ^ gehenden Normalkreises zwischen diesen Punkten

sei ---- R, so ist, wenn man die dazu gehörige gradlinige Sehne — 8 nennt, nach der Analysis
im Räume:
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(1.) 8 — 2rsiii ^ ^ ^(x — (7 — b)^

die Coordinaten von ^ ^ sind ; also:

(2.) 2 — 2 cos k — (»in ^ — si» ce)^ -^- («in 7/ —«in /?)? -j. ^gs S — cos

swo k) die Entfernung des Punkts ^ ??, <5" die Entfernung des Punkts « vom sphärischen

Coordinaten - Centrum bezeichnet.)

, < »i» 5 — cos A tkin^ ^

Nun lst aber ^ F t-»nA '' ^lso.

2 — 2 cos k — cos^ (1 tiinZ^ -j- -j- <;gz- F ^ ,gng- K' ->- t-iiiK^

— 2 cos <5 cos (t-inA t-lnF -^- t-,i>A /?' l»NA -j- t),

woraus sich herleiten läßt:

(3,) cos R — xis ö cos S" ( 1 -s- l-»oK «' tanx ^ -j- t»»A ^ t-lNA ?/); oder:

1 -I- tiiiiA c«^ tanA ti>nA tiiNA »/
(4.) cos k — — ' .— . —

^ 1 -j- tiiNA^ t-lNA^ < 1 -j-t-iNK^ ^tailA^

>2 (tilNA t»n ^ '-i- ( tan»,/ —tittiA/?') -- t- (tkln^ »/tkiiiA a/ — taug ^ tanA /?/)2

(1 tanA^ -j- tklnZ^ (1 -^- tk»>A2 ^ tanA» ;

Zusatz 1. Ist k — 90°, mithin cos k — o, so ist demgemäß snach (3.)):

(6.) 1 t-niA t->nA ^ -I- tanF wnZ -i- o;

welche Gleichung also zwischen jedem Paare von Punkten besteht, die auf der

Kugel um 90° auseinander liegen.

Zusatz 2. Ist ^ so liegt k mit dem einen Endpunkte im Anfangspunkte der

tSNZ2 ^ -s- tk»NA2

sphärischen Coordinaten: alsdann ist sin- k — 1 taii^K' -^- ^ ' ^ also dann

k -- -) oder k — !80 — S; wie nach der Annahme zu erwarten war.

§. 7.

Der Winkel, den zwei Normalkreise bilden.

Zieht man in einer beliebigen Richtung von dem Mittelpunkte der Kugel zwei Radien, deren

Gleichungen sind:

... l x — ZI? >

(1-) t 7 U- ! und

(2.) ^ — R' 2' )' ^ in den beiden Punkten, deren sphä-
^ x-, ^ tctNK — VI i it-MA — lVl^i .

rische Gleichungen sind (3.) j F j und ^ j l4.)

Diese letztern Punkte haben, als ihre Normalentfernung, zwischen sich den Bogen V, der zugleich

das Maaß für den von den beiden Radien gebildeten Zentriwinkel n ist. 2«
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Nach II. §. 6. (4.) ist also:
1 -j- N -i- IV IV'

(5.) cos V — cos !) — -i- ;

bestimmt man nun einen dritten Punkt auf der Kugel so, daß er von-jedem der Punkte in (3.)

und (4.) um 90° entfernt ist, fnach II. tz. 6. (6.)^ so bilden die 2 Verbindungs-Normalbogen

zwischen ihm und den beiden ersten Punkten mit einander einen sphärischen Winkel v',

dessen Maaß ebenfalls V ^ ist; also auch für diesen sphärischen Winkel v' muß

1 -l- M IN' -l- IV IV'
(6.) cos l/ cos V — — - 7,- — sein.

Um nun N, IV, M, IV', durch Ausdrücke dieser Winkel einschließenden Normalkreise zu

bestimmen, muß'man den Scheitelpunkt des sphärischen Winkels finden, der von K', und

/?' um 90° entfernt sein soll. Es ist aber, wenn seine Kugelcoordinaten t', u' sind:

, t 1 -j- AI ts»^ t' -j- IV tSNA Ii' — o > rr c s X

i 1 -i- AI' tsnA t' -j- IV' tilvA u' o > II. Z. 6. (4.)

IV' — IV ^ M — III'

also tang t' — ..... ^ ^ ÄI' IV — MW

cv> ^ ^ tülix; ^ , tSN^ v' ^

Nun ist aber auch: t ^ ^ ^ 1 ^ als Gleichungen der beiden Normalkreise,

l tanA t' tsn^n' ) die (als Schenkel des sphärischen Winkels)

» tanZm' ^ ts--An' ^ von t', n' ausgehen, folglich muß fnach

(7.) und (10.)Z:
1 1

— ———7-
- tanA i« ' taiiA m'

(11.) ^ i i ) sein, so daß also ^mit Hülfe
' . ^ IV' — IV''

t-i»A ll ' t-in^ n ' '

von (8.) und (9,)1 endlich gefunden wird:

t ^ , -i-

(12.) cos v' m t»°s m' n n-

^ ^ ^ , ^ ^ , 1 ^ ^ 1
und (13.) ' t-iI>Z2 n t-»NZ2 n>- littiA-

1 1

tAI'F » t»0A n' tilNT n' — t-ins n
tilllA t' — — -— — tsng m tiMA m' — ^ ^

tÄNA m «ittiA n' — Ii»n^ n lanA m'

«Anx n tkMA n'

1 1

taiiAm' tanAN t-iliAM tilllA N'

1 1

tsnz; m' tan^ m

1 1

titNA m tSNF m'
tkINK Ii' — — — läNA Ii täNA n'

lail^M t-MAn' tSIIAN MNA m,

tiwA m'tavA N tiiNA m t»IIA n'
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wobei also t' und u' die sphärischenCoordinaten des Winkelscheitels, ^ ^ die Stücken der
Coordinaten-Achsenbis zum Koordinaten-Centrum sind, welche die Schenkel darauf abschneiden.

§. 8.

3 usä tz c.
Zusatz 1. Die beiden unter (13.) aufgestellten Gleichungen geben zugleich die Be¬

stimmung des Durchschnittspunktes zweier gegebener Normalkreise
taiiA »»NA
l-mF m tanA n ! untereinander an.
t-iNS «' tiiNLI F'-—" l- ^— l
liin^in' Mng n'

Zusatz 2. Sind also zwei in Zusatz I. bezeichnete Normalkreise auf einander
senkrecht, so muß co8 v' — o, also

(14.) 0 1 -s- » — -j- - ^ein.
tanA i» tkiiiA in' tsnA n tKNF n'

Zusatz 3. Wenn zwei Normalkreise II. und III, der ^ den Achsenabschnitten

/ in"
^ IZ^ ^
, ^ auf demselben Normalkreise I senkrecht stehen, so ist:

^ s. 1 s- i — v
tan-- m l->nA in' t»nA n taiiA n'

7i — 1 — 0
lang in tanA in

s ? < ^ ^ WNK m" — tanx m' tsnA n" - lsnK n' ^
o g lcy au ) ^ ^ ^ ^ lkinA tanA n" " ^

Der Durchschnittspunktvon den NormalkreisenII. und III. sei durch die, sphärischen Coor-
dinaten a', b', gegeben, so ist, snach (13.)Z:

tsn^ in' tiuiA m" (tanK n" — Isnx >»')
lanA a' —

t»NA !>' —

t-INA Nl' tcMK N" tl>NA IN" titNK n'
— tgNA n' tSNA n" (tsn^ in" — I-UIA m')

liiNK m' tSNA n" — <»n^ m" tsiiA n'
also ist, sdies in (15,) eingesetzt)-

a' ^ ta»A k' ^ ^
tsiiA n tanA m

Diese Gleichung zwischen a' und K' ist aber nicht abhängig von den Abschnitten der ein¬
zelnen Normalkreise II und III. sc., sondern richtet sich allein nach der Lage des NormalkreisesI.
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Sie gilt daher für alle Durchschnittspunktea", b" u. zwischen ähnlichen Normalkreisenwie tl
und III, folglich auch für den einen, der durch das Koordinaten-Centruin auf der Kugel geht.
Dieser aber bildet mit der sphärischen Abscissenachse einen Winkel der durch die Gleichung

^Cap, II. tz. l. (12.)) tanA y? — ^ 7 bestimmt wird. Schneidetdieser den Kreis I. in dem

Punkte, dessen sphärische Coordinaten^ ,/ sind, so ist fnach' Cap. II. 8. 3. (6.)) ^
tans n tanx tiinx? a" tgvx 5^

Folglich ist 7 — 7 ^ s-77 ?c. — 7 ^7; d. h. Alle die Puukte b'," ' ^ tittiK M tilnK b' tsiiA b" tsn^ ,
b", ?c. ^ liegen auf demselben Normalkreise, der durch das Coordinaten-Centrum geht, und
auf I. senkrecht steht. Nach Voraussetzunglagen aber die Punkte a' b", a" t>" ?c. auch auf den
übrigen NormalkreisenII. und III. ?c., die nicht durch das Coordinaten-Centrum auf der Kugel
zehn: folglich fallen, um den Widerspruch zu lösen, alle Punkte a' K', a" t>" ?c.
in den einen i,' zusammen, d. h. alle auf dem Normalkreise I. senkrechten Nor¬
malkreise schneiden sich in demselben Punkte, dessen Gleichung in (16.) angege¬
ben ist.

Zusatz 4. Wenn die Normalpreise II. und III. auf dem Normalkreise I. senkrecht stehen,
nnd zwischen sich den Bogen ^ des letztem haben, so ist nach bekannter Formel:

(17.) cos 8 — cos 8^ cos //;

wobei .8 und 8" die Größe der Bogen II. und III. von I. an bis zu ihrem Durchschnittspunkte
bezeichnet. Nun ist aber auch

(18.) cos 8^ — cos 8 cos //;

beide Gleichungen (1'7.) und (18.) können aber, bei der beliebigen Größe von //, nur dann zu¬

gleich bestehen, wenn zugleich ^ ^ ° s, also 8 — 8' ^ ^270° ! Daher schnei¬
den sich zwei auf einem dritten senkrechten Normalkreise in zwei entgegenge¬
setzten Punkten der Kugel, die zu dem Normalkreise, auf dem jene senkrecht
sind, als Pole gehören.

§- 9.
Verhältniß eines Normalkreises zu seinen Polen -V K' und a" Ii".

Wenn die Gleichung eines Normalkreisesallgemein diese ist:
tiiNA ^ tiMA
tai," m ^ »nn" i> ^ ^ ^der seiner Pole durch die Gleichungengegeben:

i 1 ^ tsnK .V -j- tsvA K' tklnK ;
j 1 wiiK a" «-»HA liivA b" tsoA ;

Denn nach Cap. II. Z. 6.(6.) sind^die unter (2.) angegebenen Gleichungen solchen Punkten
eigen, die um 90° von einander abstehen, was auch die Eigenthümlichkeitdes Pols ausmacht.
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Also ist, durch Vergleichung von (I.) und (2.)

(3.) / . — 1 ^ ^ also a' — 90° 4- -»

taiih a ^ ; tanx, ^ z s" — 270° »i

1 1 — 90° -j- n
tan^a"— —— ; t-ms b" — ^ ; I," — 270° II

^ t-inK m ^ taoK n " — -f- ii

Diese Gleichungen ergeben sich auch aus Cap. II. §. 7. (!>.), wo zu zwei Punkten ein

3ter, von jedem um 90° abstehender gesucht wurde; derselbe Fall ist hier nur allgemeiner, siir

alle Punkte eines Normalkreises, aufgefaßt.

Hat man nun noch einen zweiten Normalkreis

tanx tiiiis
(4.) ' 5 4- 7^ ) ^ t

tanK; in^ <»nZ

und dessen Pole sind und /?", so ist auch für diesen

— 1
tt' — - tclllT /?' —

tiiNA II
< '

— 1 , — 1
tänx «" — lanK/Ä ^--

täNA M" kiill^

Nun ist der Winkel ^ zwischen den beiden Normalkreisen bestimmt durch

cos
./ ^ l
t/ 1 -l-

^ tgn^ m lSNA ^ tsn^ n t.ln^

1

' tiiNA' n ' ' ' tSNK^ IN

snach Cap .il. 7. (12)^j also ist auch:

1 tanA a' t-in^ 4 t-inF t-inZ008 —

4- tkiiiK^ A/ tx,u°^2 sz, _s_ tanZ^ c/ -I- taii^^ /H'

Diese Formel ist abcr snach Cap. II. 8. 6. (4.)^ zugleich der Ausdruck für cos Ii, wenn

Ii die Entfernung von und /S^ angiebt. Daraus folgt:

Die Bogenentfernung zweier gleichartiger Pole ist zugleich auch das

Maaß für die Größe des von den beiden zugehörigen Normalkreisen gebildeten

Winkels; und umgekehrt.

§ W.

Perspektivische Projectionen vom Kugel-Centrum aus auf eine Tangenten¬

ebene.

Die hier entwickelten Gleichungen des Normalkreises, der Senkrechten, des Winkels auf der

Kugel u. s. w. lassen sich auch noch durch ein anderes Projectionsverfahren aus der Naum-Ana-

lysis herleiten, nämlich durch Projectionsstrahlen vom Mittelpunkt der Kugel nach einer Tangenten-
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ebene, welche an den Anfangspunkt der sphärischen Coordinaten, (also an das Ende der räum¬
lichen 2-Achse) gelegt wird. Durchläuft nämlich das Ende des durch das Kugel-Centrum
gelegten Projectionsstrahls (den wir Veit strahl nennen wollen) auf der Ebne eine Gerade,
so schneidet er die Kugeloberflächein einem zugehörigen größten Kreise, dessen Gleichung
mit der der Geraden im Zusammenhangestehen muß.

Geht ein Leitstrahl durch der Punkt der mit der XV-Ebeneparallel laufenden
Tangentenebene,so ist, wegen des Abstands r (Kugelradius) beider Ebenen, das 2^ jenes Punktes
stets constant, uämlich — r, so daß alle Linien der Tangentenebenenur durch x^ v' ausgedrückt
zu werden brauchen. Zu dem Punkte x' ^ 2' gehört also auf der Kugel ein zweiter x ^ 2,
durch folgende Gleichungenzu bestimmen:

(1.) und (2.) x" — wenn ö die alte Bedeutung behält, den

Bogenabstand des Punkts x 2 der Kugeloberflächevon dem Anfangspunkte der sphärischen
Koordinaten (zugleich dem Berührungspunkte zwischen Ebne und Kugel) zu bezeichnen. Da
aber ^ r sin 1? und x — r sin K war, so ist snach I. §. 1. (1.) und (5.))

(3.) x^ ----- r ts„A ^ und (4.) ^ ^ r tsnA durch welche beiden Gleichungen
die Verwandtschaft der projicirten ebnen Figur mit ihren Kugelprojectionen leicht zur Darstellung
zu bringen ist. Durch diese Art der Ableitung der sphärischen Figuren aus den ebnen gewinnt
man außer an der Leichtigkeit des Uebergangs in die entsprechenden Gleichungen auch daran, daß
man nun jede sphärische Formel leicht in die entsprechende ebne reduciren kann, indem man
den Kugelradius — OO annimmt, d. h. die Kugeloberfläche mit der Tangentenebenevertauscht.

So sind z. B. die Formeln

- -j- I ' — 1 und —- 's- — 1 auf diese Weise unter sich verwandt, denn mantanß in tsnA n m' n^ > > , > / ,
l — r tiiNA ,/ und I, ^ — r tc»NA II )

braucht nur j t zu fetzen, um eine in die andere übergchn^ s x^ — r tiin^ K" und m ^ r tiiNK m j ° ^ ^ ^
zu lassen.

§. 1l.

Senkrechte Bogenentfernung eines Punkts auf der Kugel von einem gegebe¬
nen Normalkreise.

Es sei der Normalkreis durch die Gleichung gegeben,

/l) tsn» ^ ^
t-INA M tgNA ll

wenn der Fußpunkt des senkrechten Bogens ^ ^ ist; der Ausgangspunkt des letzter» sei
dann ist, wenn die Achsenabschnitte desselben und n' sind, snach Cap. II. §. 7. (t4.)Z
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(3.)

(2.) ^^ -j- t — o wegen der senkrechten Laae:tan» IN tanA t»nA n tunA n I ^ ^ ,
die Punkte ^ und «' sind untereinander verbunden, daher ist snach Cap. II. Z. S. (3.)
und (4.))

tanA cr' tan» — t«n^ ti»n» 5^
tsn? — ^" tsn^ ?/ — tanA

tan^ tanz; ?/ — tklnz; tanx;tsn» n — ) ,..
" titNA tt tiiNA

und snach Cap. U. Z. 6. (5.)^:

/<, > - l/ (tiin»^ —t-ln»tt')2 ^ (t sn^,?' —t»n»^)2 -^(t-tnxi/tgn?«'—tanx,S'tiin^L')2
.)SI» ^ ^ ^ tc»>^2 -^- tSNA2 ^ tgn^2 ,/) '

wenn Ii die Entfernung von /S^ und ^ bedeutet: also aus (3.) und (4.), wenn wir, zur
Abkürzung, (tanZ ^ ta»A — tan^ t-,i>A — ^2 nennen:

(^.)sinli ^^tSNAI^ ) ^
Nun ist aber aus (2.) und (3.)

^ ^ tiiNA IN t-inx N ^ -
Dies in (5.) eingesetzt,erhält man eine, durch die Coordinaten der beiden Punkte und

die Achsenabschnitte der beiden Linien ausgedrückteGleichung, die die senkrechte Entfernung des
Punkts von der Linie (1.) ausdrückt.

Drittes Aapitel.

Von den Kurven zweiten Grades auf der Kugel.

I. Der KreiS.

§. t.

Neber die Herleitung der Gleichung aus sphärischen Formeln.

Die Formel für die Entfernung zweier festen Punkte auf der Kugel ist snach Cap. II. §. 6.Z
1 -s- tanS tanF ^ -s- tkMF /?' tünx

cos k — - — ;
^ l tanA^ ^ ^ I -i- tsn»2

3



daraus (1>) ^
K' — tan>5c^)2 — tanZ /?')' — tK>i>» ^tsnx/^)''

(1 tsn^ tiuiF -s- tii»^ t»»^ i?')^
nimmt man nun den Punkt /?' als fest an, wahrend der Punkt sich um denselben in
stets gleicher Entfernung — k herumbewegt, so beschreibt letzterer auf der Kugel einen Kreis
mit dem Bogen Ii als Radius und obige Gleichungensind daher zugleich die des Kreises.

Zusatz 5,) Wird k 90°, so ist j ^ k ^ "a- !, «lso wird
(2 ) 1 tanZ t-inA -j- tsnA tsiiF — o;

als Gleichung eines Normalkreises, dessen Pol ist. sf. Cap. II. 8. 9.^
b) Wird k — 180 — r, so ist 180° — li — r

1 ti»n^ tk>N^
(3.) cos Ii — — cosin r— ^ 17 ' . '

' 1 t-inA^ ^ ' 1 ti»n^ ^ -j- t-inx ?/ '
Erhebt man aber diese Formel auf das Quadrat, so verschwindet das negative Zeichen und man
erhält eine der frühern identische Kreisformel. Das negative Cosinuszeichen bei r deutet aber
darauf hin, daß dieser Kreis dem früher durch Ii bestimmten diametral entgegen¬
liege scf. Cap. I. §. 2, 3.)^, daß also zweier diametral-conjugirten Kugelkreise
Bogenhalbmeffer sich wie Supplemente verhalten, wenn man beide aus dem¬
selben Centrum construirt.

o) Wird ^ ^ ^, d. h. liegt der Mittelpunkt des Kugelkreisesim Anfangspunkte
der sphärischen Koordinaten, so wird: snach Cap. II. Z. 1. (2.) und (4.)^

(4.) R — ti>n^2 ^ und
(5.) sin- k ^ «In2 k ^ Gleichung des zugehörigen Kreises, ausgedrückt

durch die ^ j Coordinaten.

§. 2.

Herleitung der Kreisgleichung mit Hülfe der senkrechten Protection.

-i.) Hat man im Mittelpunkte der Kugel das sin Cap II. §. 1. (cf. Cap. I. §. 1.) er¬
wähntes räumliche 3-achsige Coordinatensystem,und beschreibt auf einer Achsenebne,z. B. auf
der XV-Ebne vom Centrum der Coordinaten auS einen Kreis mit dem Radius R, so ist

(1.) ZK- — -j- ^ der senkrechtenProtection dieses Kreises auf die
Oberfläche der Kugel, Ii rsin <x, und x — r sin K, ^ — r sin wird sCap. I. §. 1.), so ist

l2.) si»2 ^ ^ -j- sii»2 woraus folgt snach §. 1. Zusatz o) (5.)^:
daß cin^ gerader Cylinder, dessen Basis ein Kreis ist, die Kugeloberfläche in
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einem Kugelkreise schneiden müsse, wenn die Achse des Zylinders durch das
Kugelcentrum geht.

b.) Nehmen wir an, der Kugelkreis sei mit dem Radius R auf der sphärischen L-Achse so
beschrieben, daß seine Peripherie durch den Anfangspunkt der sphärischen Cvordinaten geht, so wird,

wenn die Cvordinaten des Mittelpunkts sind auch R — K", folglich ist snach

Cap. III. §. 1. (t.)Z
^ ^ ^ -I- (t»n^ -s- ^ lkins^ k'

l^"o (1 t-lNA tso^

Wendet man darauf die Formeln an: lsn^ fwo K, o, x, --

die räumlichenCvordinaten derselben^Punkt,e auf der Kugel bedeuten^,so erhält man:
t>^ x' -j- e-) so)? — x^ -s- — 1,^)2

(02 -s- (es -s- l>^)2 '
löst man diese Gleichung auf, so erhält man endlich:

(2.) t>2 <>- 2- 2 ^ -j- «?2)°
also: (3.) e? — er, d. h. die Gleichung einer g era d en Link e auf d er

Ebene: legt man durch dieselbe eine Ebne, welche zugleich durch den Anfangs¬
punkt der sphärischen Cvordinaten geht, so schneidet diese die Kugelobersläche
in jenem Kreise, dessen Gleichung oben angeführt worden ist.
Entwickeln wir aber die Gleichung (3.) nur sür x und 2, so erhält man

r- 2 0° i' r- (e- — b-)
(4.) x- -i- ^ 2' — ^ -I- ^—— — 0, als die allgemeinste

Gleichung einer Ellipse in der X^-Ebne, deren große Achse in der Richtung der räumlichen
Abscissenachse,nicht aber mit dieser zusammenfällt, und deren Mittelpunkt außerhalb des Anfangs¬
punktes der räumlichen Cvordinaten ist, deren kleine Achse endlich auf der 2-Achse liegt und im
Anfangspunkte der sphärischen Cvordinaten endet.

Daraus folgt, daß ein elliptischer Cylinder, dessen Basis obige Ellipse
in der X2-Ebene ist, wenn er auf dieser Ebene senkrecht steht, die Kugelob-r-
släche in einem Kugelkreise schneidet.

Aehnlich wird die Gleichung (3.) für x, z? entwickelt, eine andre Ellipsen-Gleichung
zwischen diesen Cvordinaten von der Form:

r" 2 i,r . .
(5-) X- -j- ^ 7° ^ 7 — 0, zu einer Ellipse gehörig, deren Mittelpunkt eben¬

falls nicht im Cvordinaten-Centrum des räumlichen Systems liegt, deren eine Achse aber (die
kleine) mit einem ihrer Endpunkte in dieses Centrum fällt und zugleich mit der 15-Achse der
geraden Cvvrdinaten cvincidirt, während die große Achse der X-Achse desselben Systems parallel

3»
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läuft. Auch ein durch diese Ellipse gehender grader Cylinder schneidet die Ku¬
geloberfläche in einem Kugelkreise.

Man kann also im Allgemeinen sagen:
Jeder Kugelkreis hat zur senkrechten Projection

»») entweder eine gerade Linie,
KK) oder einen Kreis, scf. fa))
ce) oder eine Ellipse scf. (b.) und sc.)).

tz. 3.

Herleitung der Kr ei sglei ch u n g aus der perspektivischen Projection.

Nach dem im Cap. II. tz. tv. angedeuteten Verfahren erhält man die Gleichung eines belie¬
bigen Kugelkreises auch als perspektivische Projection eines auf einer Tangentenebne aus deren
Berührungspunkte (als dem Centrum) construirten Kreises. Dessen Gleichung ist nämlich

(1.) x2 -j- )?2 —. da nun X — r t-inA r tanA r tÄNF Zi,
so wird die Gleichung (1.) zu der folgenden:

(2.) WIIZ2 ^ — tg!IF^ R
Daraus folgt:
Jeder sphärische Kreis kann als Durchschnittscurve der Kugelfläche mit

einem graben Kegel angesehen werden, dessen Spitze im Centrum der Kugel
liegt, dessen kreisförmige Grundfläche aber in ihrem Mittelpunkte die Kugel
berührt.

Da aber auch Kegel mit elliptischer Basis kreisförmige Durchfchnittscurven mit beson¬
ders geneigten Ebnen ergeben können, so können diese auch in solchen Fällen auf der Kugeloberfläche
sphärische Kreise abgränzen,wenn nämlich die Ebne jedes Kreisschnitts mit der eben erwähnten
Kegelschnitt-Ebne zusammenfällt.Wir wollen zeigen, wie auch dies aus den analytischen Ent¬
wicklungen leicht solgt.

Gesetzt, auf der Tangentenebene, welche die auf der Kugeloberfläche zu projicirendeFigur
enthält, sei eine Ellipse verzeichnet, deren Coordinatencentrumim Berührungspunkte der Ebne
mit der Kugel liegt, und die X-Achse sei in der X2°El?ne des räumlichen Koordinatensystems
gelegen, so ist die Gleichung dieser Ellipse im Allgemeinen:

(3.) »2 x2 — 2 «1,2 ^ H2 .
wäre die Projection die ser Ellipse ein Kugelkreis, so müßte dieser folgende Gleichung haben:

t»nA2 («SNA— tanx Il)2 -j- tgllg2 tanA 2(4.) täi>A2 Ii — (1 -j- tAVA k tilNA
» ^ ^ —

scf. Cap. III. §. !. (t.); worin die Coordinaten des Centrums
o
li gesetzt werden müssen.

X

./



2l

Entwickeln wir die Gleichung (4.) in derselben Form, wie (3,), so ergeben sich, nachdem

^ ^ ^ worden ist, folgende Gleichungen:
... ^ r k ^

u„d ' i
t tSNA°k

werden diese Bedingungen durch die Gleichungen der Ellipsenelementeerfüllt, so ist die Pro¬
tection einer solchen Ellipse auf der Tangentenebne ebenfalls ein Kugclkreis:

5- 4.

Die Tangente an den Kugelkrcis,

Der größern Einfachheitwegen nehmen wir an, der Mittelpunkt des mit dem BogenradiuS
R beschriebenen Kugelkreises liege im Anfangspunkte der sphärischen Coordinaten;so wird seine
Gleichung snach Cap. III. §. 1. (4.))

(1.) Ii — tSllA^
Ein Normalkreis gehe durch den speciellen Punk^ ^ dieses Kreises, so ist seine Gleichung:

tSIIT ^
(Z.) " ^ 4- — l

tanA m tiiiiA n
Aus beiden Gleichungen climinire man «anA so erhält man die quadratische Gleichung für laiiA ^

2 tlin» m ^ m n — R)
lZ > ° - ,-»z- x- >»°se -I- —,,„z-.

mit der Lösung:
(4.) lanA z' ^

m n ^ . / tiNIA^ m n tSNA2 I!) llklNA^ w t->NK° n)
n - ^ (tang^ m -j-

der doppelte Werth für lang der durch das doppelte Vorzeichen der Wurzel bedingt wird,
deutet auf einen zwiefachen Punkt der Gemeinschaft zwischen Normalkreis und
Kugelkreis, d. h. beide schneiden sich im Allgemeinen in zwei Punkten; soll aber
das Schneiden in ein Berühren Übergehn, so muß dieser Doppclwerth von tanx ;u
einem einfachen werden, d. h. die Wurzel mit -I- muß — V werden. Daraus entspringt also
folgende Relation im Fall der Berührung zwischen u>, » und Ii:

(5.) t-uiA- k — tsnA2 n, -j- II 1
Diese Gleichung ist aber snach Cap. II. tz. 3. (7.)) die der kleinsten EntfernungdeS

Anfangspunktsder sphärischen Coordinatenvon der Linie (L,), d. h. die Gleichung der
Senkrechten auf letzterer, woraus gefolgert werden darf:
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daß die Tangente'nlinie in ^ i?' an den mit Ii construirteu Kugelkreis, senk¬

recht auf dem nach ^ gezogenen Kreisradius steht.

In dem Falle der Berührung wird aber ferner:

<!>!>? M tiiNL^ 7,

> ^ " ,.»x-

<7,> ,„x -- >-»--» ,

als Gleichungen zur Bestimmung des Berührungspunkts.

Es ist nur noch übrig, die Gleichung des berührenden Normalkreises für den Punkt ^ >/

zu finden: nun ist aber:

tans — tan? 5^ > t»n? — tk>n>'
(8.) " . ^ . ' o
^ tÄNK M tSII^ N

die Gleichung des durch ^ ?/ gehenden Normalkreises.

Nach (6.) und (7.) wird ferner:

(9.) tanA ^ tsnA m — tkliiA ^ tanF n

daher: (10.) tan» lsnA ^ -j- lang tanz; tanz- z; die gesuchte Tangcnten-

gleichung für den Kreis, dessen Centrum in d em A nfangspunkte der sphärischen

Koordinaten liegt.

h. 5.

Herleitnng der Tangentengleichung aus der perspektivischen Projektion.

Die Bedingungen seien dieselben, als in §. 3. Auf der Tangentenebne sei ein Kreis ver¬

zeichnet, dessen Gleichung

(1.) -s- Z)ie zugehörige Tangente werde bestimmt durch

(2.) Xx -i- ^ — r-. Der Kreis hat als Protection auf der Kugel den durch die

Gleichung

(3.) tsn<;2 ^ -s- t-m»- ^ bestimmten: Legt man nun durch die

Tangente in (2.) und daS Kugelcentrum eine Ebne, so schneidet diese die Kugeloberflache in einem

Normalkreise, der für den Kugelkreis (3.) zur Tangente werden muß. Reducirt man also die

Gleichung (2.) auf die Projectionsgleichung, so erhält man als Tangentengleichung für

den Kugelkreis:

(4.) tanx tanA ^ -j- taisx tan» i?/ — t»oA° Ii;

ganz wie in §. 4. (10.) entwickelt worden war. Die übrigen Gleichungen in §, 4. haben also

auch ihre vollkommen entsprechenden auf der Tangentenebne, z. B,
M' N"

(5.) cntlpncht: r- ;
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7 —
entspricht: ' -t- " v Entsprechend (9.)^m^ n ^

N>2 -j-
wenn x, ^ die räumlichenCoordinaten des Berührungspunktssind.

Anmerkung. Es bedarf sicher nur einer Andeutung, daß das perspectivische Projiciren
auf der Kugel der beste Weg sei, zugleich die Verwandtschaft von ebner und sphärischer Analysis,
so wie überhaupt von Ebne und Kugeloberflächeins klare Licht zu stellen; in der That braucht
man nur den Kugelradius als unendlich groß anzunehmen, um zu bewirken, daß Tangenten-
ebne und Kugeloberflächevöllig ineinander fallen, d. h., daß die sphärischen Formeln sämmtlich
in die entsprechendender ebnen Analysis Übergehn.

5- 6.

Der Pol einer Tangente.

Nach Cap, II. h. 9. (Z.) ist zu einem Normalkreise, dessen Gleichung ^ ^ ^

lautet, als Pol der Punkt (eigentlich ein Paar) a' b' so zu bestimmen,daß

(t.) tso? a' — und
taoK m

s2.) tiMF b' — — ist;taiiA n '
Folglich hat die Kreistangente wegen ihrer Gleichung

tans ^ ^ tan?
(3.) 7 tanz--j- — tanA s^ tiiNA^ k ^ lüIIA- k ^

als Pol den Punkt i,', dessen sphärische Coordinaten durch die Gleichung
f tkiN^i tau? a ^ .. I
< . / gegeben sind.
I taoL v — .. I
^ ^ k )

Daraus entsteht:
<

(5.) tsiiA- tgng- b' ^ tklnA^ - ^ ;
d. h. rückt eine Kugelkreis-Tangente an ihrem Kreise continuirlich fort, so
beschreibt ihr Pol einen Kreis, dessen RadiuS-Tangente den reciproken Werth
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der des gegebnen Halbmessers hat, d. h. dessen Radius das Cvmplement zum

gegebnen ausmacht, und dessen Centrum mit dem des gegebnen Kreises zu¬

sammenfällt.

Anmerkung. Ist also k — 45°, so ist auch o — 45°, d. b. beide Kreise

fallen alsdann völlig in einander.

Bemerkung.

Wegen Mangel an Raum sind die folgendenAbschnitte II, III. IV., welche von den merkwürdigsten
Eigenschaften der Kugel-Kegelschnittehandeln, hier nicht mit aufgenommen worden, und mnfi iknen daher in
einem der folgenden Programme der Ptar, angewiesen werden.
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