
Die ^bsielit, velede uns dei clor ^.nsarkeitung 6es naedstslisnclsn ^uksatises Ze-
leitet liat, var eins Darstellung cler vielitigsten 8äti?ö, aus velelien clie öestiinnrung äer
^.nxalil nnä clie Trennung cler ^Vnr/eln einer algekraiselisn 6leieliunA derulit, 2U geben,
clis sieli <leni VsrstÄnclniss von Leliülern cler ?rima einer Realseliule anseliliesst^ Dureli
clen weiten, clie approximative Lereelinnng cler ^Vur/eln ketrelkenclen ^uksatü, vorin eins
v/esentlielie Verdessernng cler Xevton'seilen Netliocle kür tüleiclinngen init einer nncl mit
2vei Dndekannten gezeigt ist, Iieöen vir 2ur üenut^nng dieser Verl>esserung l>eim Unter-
riefte, die vir selbst init Lrkolg versnelit lialien, anzuregen.

I. vis 8ätiv von konrier, 8turm, kalled> übvr cke ^lliak! tler revUoll
ullll imaxillärell Mrxelll eiller Ai^vbraiselivll kleiekllllx.

K. 1. Unter einer ganzen Function von x verstellt inan eine 6 rosse, cleren
^usamnienset^nnA ans einer nndestiinraten veränclerlielien Krösse x un<l ans bestimniten,
clenr /^alilenvertlls naeli bekannten (Grössen a l> e . . . angegeben vircl clureli äie l^orin

axM -^- bx» -s- ex? . . . ,
in velelisr clie Exponenten in n p . . . gan^e positive Radien sind, äie vir nns sallenä
georclnet äenken. ^u 6en Meäern ax>» bx" . . . kann als letztes Klieä ein blosser
^ablenvertb aääirt sein.

3. Die näebstliegencle IZaupteigensebakt einer ganzen?unetion bestebt Zarin, class
cliese sieb nnt cler (Grösse x ^ugleieb stetig änclert.

Ls sei also <lie gan^e l^unetion
k (x) — axn> -j- bxn -j- exp -s- . . ;

änclern vir clie (Grösse x uin b, so ist
k (x b) — a (x -s- d)m li (x -s- li)n o (x -s- b)? . . .

Denkt nran sieb aus cler rsebten Leite clie Nultiplieation 6er gleieben ?aetoren x -s- b
ansgelnbrt, so kann nian naebber alle (Zliecler xusainmentassen, velebe clieselbe ?oten2 von
b entbaltsn, uncl man erbält

s (x -s- b) - k (x) b? 1^ <Z -j- b» k . . . -j- ab-°;
? H k . . sind ganise Functionen von x.
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I^egt man jet^t der Krösse x irgend einen besonderen ^Vertl» bei, sc> erbalten aucb

? (j k . . besondere positive oder negative ^Vertbe, aber ^edenkalls wird einer von ibnen,

den vir II nennen vollen, numeriseb am grössten sein oder wenigstens niebt kleiner sein

3.1« ^jeder andere sobald Ii 1, so ist klar, dass der absolute >Vertb der Oikkeren^

k (x -s- b) — k (x) weniger beträgt als in II Ii, unter II b ebenfalls clen absoluten 'Wertli

verstanden, l^sun wird aber in II b rnit b /uglsieb unendlieb klein, und clarnit ist clie

stetige ^enderung von 5 (x) kür einen beliebigen besondern V^ertb von x also für jeden

>Vertli von x clargetlian.

3. ^Venn Zaber k (x) kür einen gewissen ^Vertb « von x niebt ^sull ist, so wird

sieb iminer <ler (Crosse x sin binreiobend kleines Intervall von « — b bis « -j- b an-

weisen lassen, dass k (x) kür keinen ^Vertb von x in cliesein Intervall l^ull wird uncl

kolglieb in clein ganzen Intervall nur >Vertbe von demselben Vorlieben darbietet.

4. ?ür einen unendlieb grossen >Vertli. von x wird clas Vorbei eben 6er (fallend

geordneten) ganzen l^unetion übereinstiininsn rnit ibrein ersten Mede; kür einen unendlieb

kleinen ^Vertb dagegen übereinstiinrnen mit ibrern letzten Oliecle.

Otkenbar näinlieb bat man iin ersten l?alle, abgegeben vorn Vor/eieben,

bxn -s- ex? . . . (n -j- 1) kx» ,

wenn k den numeriseb grössten unter clen Loüküeientsn b e . . be^eiebnet. Ls ist aber

nuineriseli ax^ (n 1) kx", weil 1 —-

Das letzte Med der kallend geordneten I'unetion würde in der steigenä geord-

neten das erste werclen. Oenkon wir uns also clie gan?e lunetion bier einmal steigenä

geordnet uncl dargestellt dnreb

«x» /Sx-' -s- )'X-? . . .,

wo ^ ?r . . ?ür unenälieb kleine 'Wertbe von x bat man, wieder abgegeben

vom Vorlieben,

/Sx>' ^x^ . . . -j- 1) xx-',

wäbrend x dieselbe Bedeutung bat wie vorber k. Und wieder ist «x" 1) xx>',

weil 1 >> 1) x>' — /< , was natürlieb aueb gilt, wenn — 0.«

K. 2. 1. Die (Grösse amx^ — 1 nennt man Ableitung von axM; als ^blei-

tung von ax und a betraebtet man resp. a und I^ull.

Unter der Ableitung von ax-» -j- bx» ex? .. verstebt man die Lumme der ^b-

lsitungen von den einzelnen (Gliedern, also amxM—i bnxn -1 epx?^i . . .

Da es olkenbar keinen Ilntersebied maebt, ob die Exponenten m n p . . alle versebieden

sind oder niebt, so kolgt, dass wenn II V >V . . beliebige gan^e ?unetionen von x be-

^eiebnen, die Ableitung ibrer Lumme II -s- V -s- . . . gekunden wird, indem man von

^jeder einzelnen lunetion II V .. die Ableitung II, V, . . nimmt, und diese Ableitungen

sämmtlieb addirt II, -j- V, -j- . . .

2. Das ?roduet «x« (ax^ -j- bxn -j- . . ) ist gleieb «ax^ -j- » -j- «bxu->-/< ...,

und die Ableitung von dieser Krösse ist

«a (m -j- ^t) —i -j- «b (n -s- ^t) xii->-^ —i. . .

oder «^tX" 1 (axm bxa -s- «x« (amxM" ^ bnxu — 1



Nan siekt also, dass

—i II -s- «x» 11^

die ^.dleitunZ darstellt voll «x» II.

?erllerliat mall («x^ -s- ^x>' -j- ..) V — «x» V -s- /Sx-' V -s- .. und die.^dleiwnAdavon
V ux.»

-j- /S^x"—i V -j- /Sx-' V;

— (a^txu — l -s- /S>^x>^ 1 . .) V -s- («x» -j-

Nitliin ist

II, V -j- II V.

die ^dleitnng voll II V.

3. Die ^dleitllng voll Uli oder II? vird also 21111,. ^.ls ^VKIeitung voll 112 II

oder II» erZiedt sieli 311^ II,.

^Vsllll vir annelunsn, dass llll" 1 II, die ^dloitnnZ sei voll I>, so kolZt kür

die ^dleitung voll IInII oder Iln-j-i der >Vsrt!i nllull, -j- Hi»II, — ^ 1) II» H^.

Da ader das an^elloillillölls Keset^ ^utriikt kür ll — 2, so illuss es aueli gelten für

ll —3,4, 5.. I<uri? kür alle ganzen positiven ^Vertlig voll ll, llnidie es sied liier allein dandelt.

^.ls ^dleitunZ voll (x — «)u erhält man ll (x — .

4. Voll der ^.klsitiinZ lcallll wall viedor die ^dleitullZ neliinen u. s. k. Dann

llSllllt wall aueli die ^KIsitullZ clor ursprünglielien ?llllotioll dersll erste /Vdleitung, die

^kleitunZ davon die /veite der ursprüngliellen I'unetion u. s. k. Diese viederiwlt Ze-

lloillillSllell ^KIsitllllZsll diellkll ?u eilleni deillor^ellsvortdoll ^usdrue^e kür k (x -s- li), den

wall die la^Ior'selie Reilie kür Zall^o ?ulletiollsll llsvllt.

Meli deill killomisolisll Delirsat^e liat mall nandieli a (x -s-
Ii2

— axw -j- aillx-ll^i Ii ->- ain (m — 1) xm —2 —

Ii»
-j- am (m — 1) s ill — 2) x-"^3 . . . .,

unter I<! das ?rodnet 1 . 2 . 3 ... I: verstanden, also a (x Ii)---

Zl2 ^3

- axm -j- (axm), k -j- (ax-°)2 (ax-->^ . . . ,

venn dureli (ax^), (ax-->)z . . die sneeessiven ^.lzleitungen voll ax-^ lze^eielinet werden.

Ldenso ist k (x Ii)n
K2 Ii»

- kxn (dx°), Ii -s- (bx°)2 -j- (dx°)z ^ . . . .

e (x -j- Ii? )
1^2

— exp -j- (exx), Ii ->- (oxx)z -j- (exp)z ^ - u. s. k. ?olglie!i

a^(x -s- Ii)--- -s- Iz (x -j- Ii)n -^- 0 (x -j- Ii)? . . .

oder k (x -s- d)

^ k (x) Ii k. (X) 4- k. (X) -i- ^ k- (X) . . .

-USllll k, (x) k- (x) k, (x) > . . die ank einallder kolZenden ^dleitunZen von k (x) kedentell.
Diese Llltvielcluvs krielit von selkst alz und ?var init dein 6Iisde ali^. 1»
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Z. 3. 1. Ls bedeute « iigend einen liöliebigen Labien vertb, so kann man die
(salleiid geordnete) ganne lunetion

L ^x) — ax^ -s- bx« -s- exp -j- . .
Zuroli x — «so lange dividiren, bis soblisssliob ein kost kommt, vslelier srsi ist von x.
Ls sei Ii dieser Rost und (Z (x) der Quotient, vslelier sieb als eine ganne lunotion von x
ergeben vird, so babsn vir

f (x) — (x — «) (Z (x) -j- k
solgliob

R - f («),
so dass immer k (x) — k («) dureli x — « ebne Rest tbeilbar ist.

Dies neigt sieb aueli in der ?bat, denn k (x) — f («) — a (xw — «m) -s-
b(xn — «n) -j- . . . und ^jedes 6lied dieser Lumms lässt sieb dureli x—« tbeilen.

2. Iii dem besonderen I alle vo f («) — 0 kann inaii also l (x) dureb x — «
obne Rost tbeilen, oder es ist

k (x) — (x — «) <Z (x)
also x — «ein l^aetor von l (x).

l^un kann aueb (j («) — 0 sein, dann bat aueb (x) den Factor x — «; venn

vir also ^ ^ — (j, (x) setzen, so vird s (x) — (x — «)2 (j, (x) u. s. s. ^Venn nielit
etwa k (x) ^ a (x — «)>» ist, so vird sieb k (x) verlegen lassen in ein kroduet aus
einer ?oten? von x — « stva (x — »)" und einer ganzen I'unetion P (x), die den laetor
x — « niebt mebr enthält oder dureli ilin niebt mebr ebne Rest getbeilt werden kann.

3. Nan nennt einen ^ertb «, velebsr 5ür x gesetzt inaebt, class l (x) Xull vird,
eine urnsl der algebraisebsn 61 siebung k (x) — 0 und ?var eins einl' aebe ^Vur/sl,
venn 5 (x) nvar dureli x — « aber dnreli keine ?otonn von x — « getbeilt vsrdsn
kann; eins n taelie ^Vurnel dagegen, vsnn s (x) tlisilliar ist dnreli (x — «)n aber dnreli
keine liöliere Motens: von x — «. Nan kann in diesem. lalle sagen, ss seisn n ^Vur/eln
vorliandsn, von dsnsn jede gleieli «.

K. Ls ssi « eins niaebs ^Vurnel (n kann vis künftig immer au eil 1 ssin)
der Klsieliung k (x) — 0, also

s (x) - (X — «)N P (x),
vo P ( x) nielit melir dureli X — « oliiiö Ilest tbeilbar ssin, oder vas dasselbs ist, P («)
nielit Kull ssin soll.

l^elimen vir dis Ableitung von 5 (x), diese vird
k. (x) — n (x — «)n — 1 <x (x) -j- (x — «)n P, (x),

venn P, (x) die Ableitung von c/> (x) bodsutst. Lis ist tksilbar okns Rest dureli
(x — «)" — i nielit aber dureli (x — «)n.

Da P («) nielit l^ull ist, also irgend einen sndlieksn ^Vertli liat, so vird P (x)
in sinsm unondlieli kleinen Intervall von x — « — l> bis x — « -j- li nur sndlielis
^Vsrtks von demselben Volksleben darbieten. Die Ableitung <zr>, (x) muss in diesem Inter-
vall, da nämlieb « niebt unendlieb gross ist, endlieb bleiben.
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?ür x — « — li erkält mau durok Linsetzien in die odigen ^.iisdrlleks

s (« — k) — (— k)n P (« — k)

f, (« — k) — (— k)a—i ^n«p (« — k) — Ii ix, (« — k)^

oder weil das unendliek kleine Klied Ii <x< (« — k) ank das Vor^eieken der ganzen Krösse,

worauk es uns allein ankommt, keinen Niitluss kalten kann,

s« —k) — (— k)"^i n P (« — Ii).

Dagegen würde man für x — « -j- k erkalten

k (« -j- k) — k" ^(« -j- k)

k, (« -s- k) — k^-^i n P (« -j- k).

Nan siekt kieraus, dass clie kunetion 5 (x) und ikre ^.dleitung f, (x) Versekie-

denkeit oder wie inan siek ausdrückt ^Veeksel der Vor^eieken dardieten kür x — « — k,

Iledereinstiinniung oder ?o!ge dagegen iür x — « k. Oder inan kann auok sagen:

6er Quotient -> ist negativ für x — « — k, positiv für x — « -s- k.

Oasseids würde inan auok dureli Lenuti?ung 6er la^lor^eken Reiks ssken können.

K. g. lks sei nun a irgend ein ^Vertli von x, kür weleken weder k (a) noek

k, (a) l^ull wird, und d ein Zweiter 'VVertli, für welelisn dieselde Ledingung stattündst.

Dann dieten also > und destimmte VorMieken dar, entweder gleielis oder
k, (a) k, (k)

verseliiedene. Aekmen wir iin algedraiseken Linne a d und denken wir uns x stetig

waelisend von a bis 2U d.

f (x)
Ini ersten ?alle ist klar, dass die (Grösse innerkald des Intervalls von x — a

(x)

Iiis x — k gleiek viel Iledergänge von — ^n -j- und von -s- ?u — inuss geniaelit Kaden.

Im Zweiten ?alle dagegen werden die Iledergänge der einen oder andern ^.rt die der

Zweiten ^rt uin einen üdertrelken.

Lodald ader x waelisend durek einen ^Vuriselwertk « der kleiekung t (x) — 0

kindurekgekt, so maekt die Grösse immer einen Iledergang von — ?.u -s-, wie
t, (x)

olien gezeigt ist. Lin Iledergang von -j- ^u — kann dalier nur eintreten, wenn der

Kenner s, (x) versekwindet okne das gleiek/eitige Versoliwinden des Mäklers t sx), drauekt

^edoek dann nickt allemal einzutreten.

Oer Iledergänge von -j- ?u — können aus diesen deiden (Gründen köekstens so

viele sein als die tÄsiekung (x) — 0 ^wisoken den (?ren?en x — a und x — lz ver-

sekiedene Vsur^eln kat, wogegen es der Iledergänge von — ?u -j- wenigstens so viele

geizen muss, als die kleiekung k (x) — 0 ^wiseken x — a und x — li verseliiedene
^Vur^eln desitst.

Le^eieknen wir die Aakl der Ilebergänge von — ?u -j- mit u,, dagegen die

AakI der Iledergänge von -j- 2U — mit Uz, so wird die DiK'eren? u, — u- die drei

"Uertke Kaden können Null 1 oder — 1. Den ^Vertk 0, wenn ^ ^ und ^ ^ deide
(a) t, (d)
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positiv ocler deiäe negativ sinä; äen VVertli 1, venn negativ äagegen ^ ^ positiv

ist; clen >Vertli — 1, wenn äas Ilingekelirte stattiinclst.

Lö?öielinen vir serner änreli i nncl i, resp. äis ^alil cler versoliisäenen ^Vur^ela

von k (x) nncl k, (x) /viselien a nncl b, so ist naeli äeni Obigen sielier

n. > i Uz ^ i.

nnä äesliald algedraiseli

i — it -< u> — Ui

?nr clie OiKeren/ n, — n^, velel^e, vis oben Gewerkt, je naeli äen Umständen

l^ull 1 ocler — 1 sein kann, vollen vir clen lZnelistalien ^ einführen. Dann vircl also

i -< i, ^

Z. K. I)a ^ liöedstens 1 betragen kann, so?sigt sied, äass venu äis Ableitung

t, (x) — 0 in cleni Intervall ^viselien a nncl l> i, verseliisäens ^Vuri?eln dat, clie kleieliung

k (x) — O liöebstsns i, 1 verseltieclene ^Vur^eln in äsinsellisn Intervall liabsn kann.

viseben ?vei näebst auk einancler kolgenäen ^Vnr/eln cler Ableitung kann äaber

lwelistens sine (einkaebe ocler niebrkaebs) ^Vur^el cler 6Ieicbung liegen.

Oiess ist cler l^ebrsati! von Rolle.

vis Linsebränkung, äass k (x) nnä 5. (x) vecler für x — a noob Kr x — li

Null sein äürken, kann ^et^t in Le?ng ans clen liolle'seben Lats vegkallen, vsil äsr 8at^

in äiesein l?alls riebtig bleibt kür sin nnencllieli venig engeres nnä sin unenäliob vsnig

veitsres Intervall, kolglieb aneb kür äas genaue Intervall selbst.

8. 7. Nan kann die särnnrtliebsn Ableitungen von 5 (x) biläen, cleren L,n2ab1

rn ist, venn in clen liöelisten Exponenten von x in k (x) bs^siebnst, clen man aneb clen

(?racl clisssr?nnetion ocler cler (xleiebcmg 5 (x) — 0 nennt. Die letzte ^blsitnng ist

keine ?nnetion, sondern liat den ^alilenvertli in!

^Venn man clie obigs Linsobränknng kestbält, class keine clieser /Vbleitungen (nnä

anoli clie I'nnetion selbst nielit) ^nll sei vecler kür x — a noeli kür x — l», nncl venn
k k k

inan nait - ^Vsrtbs be/eiebnet, velebe in LWug auf ^ ^- ... ganx

k

äissslben sincl, vis ^ in lZe/ng auf , so ist

i« ^ i-

i^ ^ iz /V s

iolglioli, cla im — 0 ist,

i -j- -j- ^ -

Da i äer I^atnr äer Laelie naeli nur eine positive ganss ^alil oäer Xull sein kann, so ist

inan sielier, äass aneb äie Lnrnnis ^ -j- ^2 . . . viobt negativ virä, obglsieb äis
sinxelnen Luiuinanäen l^nll 1 oäer — 1 sein können.
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Der ^Vsrtli von /V l^ull, wsnn ^ uncl ^ ^ dsicle positiv oäer ksiäe
k. (a) 5, (d) ^

nszativ sinä; in äisssni I'alle vsrclen k sa) nnä k, (a) eine ?olZs oäer einen ^Veelissl clor

Vor^sielisn äarkistsn können, 5 (lz) nnä k, (b) äagsZen ülzeröinstiniiniznä clainit eine?olZs

oäer sinen V^selissl äarlzistsn inüssen. ?nr /V — 1 ist ^ ^ nesativ, ^ positiv:
k, (a) ^ (d) ^ '

also Kisten k (a) nnä k, (a) ^Veekssl, k (lz) nnä k, (lz) ?o!Zs äer Vor^eielien äar. Hin-

Zekekrt ist ss knr ^ — — 1, no k (a) nnä k^ (a) ?ol^e, k (lz) nnä ^ (lz) ^Veolissl äsr
Vor^sielzsn äardistsn.

>Venn in an nun äis Reilis diläet

5 (a) k, (a) k, (a) . . . . km —i (a) km,

in ^veloder nask. c!sr Voransset^nn^ kein Meä Mll ist, unä in ikr äie Relation sinss

^eäen Klieäes 2U cisin näelzst kolZenäen, lze^üZlioli äes VorMiskens lzetraektst, slzsnso
äie Rside

k (lz) k. (d) k, (k) . . . . km-i (lz) km,

so ist ns.cli clsrn eden dsinsr!:tsn klar, ciass ciis Luinins ^ ^ . änreli

iliren >Vsrtlz anMiZsn virä äis ^n^adl IIsberZänZe, ^velelie stattZskunäsn liadsn von

^sislisn^vsciissln in äsr Leilis a ^sislzsnkolgsn in äsr Rsiks lz nzinns äsr ^n^akl äsr

nmZekelzrten HkdsrgänZcx von Dolgen in äsr lisilis a üu 'Usedssln in äsr lisiks d.

Ls virä clalisr äis Lnwws ^ ^ -j- /^2 . . . glsieli ssin äein Hsdsrsoliuss

aller ^Vselissl in äsr Rsilis a nlzsr alls ^Vssdssl in äsr keiks lz, nnä äie ^n^alil äer vsr-

Ledieäsnen ^Vni^eln von k(x) —0 ^isolisn g. nnä d ist äisssin Hsdsrsolinsss döskstsns glsieli.

Kie-n^ls kann äis lieiiis b eins grösssrs ^g,ll ^Veelisel äai'kistsn als äis lisilis a.

8. 8. ^ir inüsssn aneli 6sn ?all dstraolitsn, ^venn in cler Rsilis g. oder d

Klisäsr vorlconainen, Ai'UMsnveiss oäsr einzeln, äis MII sinä. ^säocit soll vsäsi- k (g.)

MI1 sein noelt k (lz).

lüs ssi 2. L.

ks (S.) ks-j-1 (g.) kg-I-2 (s.) ks-i-k (a)

eins Krupps von vsi'selnvinäsnclsn Wsäsrn valirsnü ke —i (a) uncl ke-j-K-j-i (s.) niodt
vsi'selivinclsn sollsn.

k'ür sin nnenälioli kleines !i veräen naoli §. 4 clisZL-liecler

ks (a — li) ke-j-i (a — Ii) . . . ks-s-k (a — d) ks^-k-j-i (s. —li)

Isutsr ^sislisinveelisel äs-rliietsn, clsAögsn äis (xlisäsr

ks (Ä-^-ll) ke-j-1 (a-j-d) . . . kv-s-k (a-s-ll) ke-^-Ii->-1 (a-s-li)

lauter ^eielienkolgen. ?ür a — li veräen also äis ^eiclisn äer verseli^vinäenäsn (Trupps

advselisslnä äsin ^sielisn von k« -z- il i (a) sntgsAsnZesetöt oäer Zlsieli, kür a -s- k äa-

ZeZsn säwwtlieli äisssm ^siolisn Alsielz.
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^ebnlisbss gilt kür ^säs anäsrs (irupps von vsrsebvinäsnäsn (ilieäern nnä Kr ^jsäss

einzelne Klisä, äas vsrsebwiuäst in äsr lieiliv a oäsr b.

Die clrei Intervalls a . . b, a — Ii . . b -j- b nnä a -s- b . . b — Ii enthalten

äissslbsn >Vur/sIn äer Klsiobuiig k (x) m 0. Der Ilebsrsobuss äsr ^Veelissl kann grösser

anskallen lür äis 6ren?en a — Ii unä b b als kür a -j- b und Ii — Ii, aber niobt

umgekebrt. Oarunr ist es ^veokniässig sieb äieser let/tersii 2U beäiensn.

8. S Ds sei o sin solsbsr ^srtb i^visolisii a uuä b, äass in äsin Intervall von

a bis e keine anäsrsn als siniaebs ^Vur^sln äsr Llsiebung k (x) — 0 liegen; äagegeu

soll e selbst sine rnöbriasbs uuä ^var nkaobs "Uur^sl clisser Klsisbuug ssiii. Dann dat

also t (x) äsn laotor (x — o)°, clis ^blsituug ^ (x) äagsgsu nnr <x — e)n— i; äis

?vsits Ableitung ^ (x) bat nnr äsn Kastor (x — e)n — 2 ^ die clritte (x — o)^ —s u. s. I,

?ür x — s vsräen also 5 k, . . . in —i säniintlieb I^sull, aber nielit inelir kn.

Lstrasbtsu vir clas Intervall von o — l> I)is o -j- Ii kür Ii uusnälisb klein. Die

Wsrtlis von k k-, . . In —i 5n Nöten kür x — o — li lauter 'Weebsel cler Vor^eioben äar,

t'ür x — e Ii äagegsn lauter?olgsn. Oer Ilebersebuss au 'Wsolissln in clsr ganzen Rsibs

k (o — li) . . . km - i (s — b) km

über clis Wsebssl iu <Ivr gau^su Reibe

5 (o-s-Ii) . . . km—i (e-j-b) 5m

virä äabsr n betragen, vsuu kür x — e kein Kliecl ausser clsn genannten verselivinclet.

Lr kann aber in keinein ?alle kleiner sein als n.

Denn clas Vsrsebvinäsn irgenä einer weiteren Kruppe von k Olieclern (k kann

aneb 1 sein) inuss völligsten« clis Vervanäluug von noeli k — 1 ^eiebenveebseln cler

Reibe o — b in Dolgen clsr Rsibs e -j- b berbeikübreu.

Die ^abl cler Asiebsmvssbssl in äsr gau^eu Reibe

k (x) ki (x) . . . km - i (x) 5m

kaiiii lliönials grösser verclen bsiin ^uusbinsn von x. ^Vir köllllen also clas Intervall

a . . b in beliebige Intsrvalle tbsilöll, uucl cler Ileberssbuss au ^Veebsölii ill cler Rsibs a

über äis ^Vselisel iu äsr Reibe b virä glsieb ssiu äsr Lumins äsr Ilsbsrssbüsss, velebe

clissen ^bsil-Intervallen entsxrsebsn.

^Vir ssbsn äsinnaob, äass äieser Ileberssbuss niinäestsus so gross sein rnuss als

äis Aabl allsr ^Vurüöln äer Kleisbung 2>visebön a unä b, v/enn inan ^jsäs nkaebe als n

siiilaebs (glsiobs) ^Vur^sln ?äblt.

?ür x — — rv bistet äis ^siobenreibe nur 'Wsobssl äar, kür x — l» uur

?olgsn. Iin (Zan^sn verliert also äis Reibe beini Debergangs äsr Krösss x von — cv>

^u -j- <x> so viel ^siLbeuveebsel als äsr (Iraä äsr Kleiebung beträgt, uuä äie ^n/abl

äsr 'VVeobsel, velebe niebt äureb äas Versobvinäeu äer I'uuetion k (x) vsrlorsn gsbsn,

ist äsr ^n^abl äsr imaginären ^Vur^sln gleieb.

A. 10. ^Venu I (x) uuä äis n srstsn ^blsitnngsn vsrsobviuäsn, so vsräsn
äaäureb n -s- 1 ^eiobenvsobssl äer Rsibs x — b in Dolgen äer Reibe x -j- b vervanäslt.



vis ^abl n I wird ungerade sein, wenn n gsrads oder ^inll ist. vis Reilie kann also
keim Verschwinden von f (x) eins ungerade Anzahl Asicbsnwscüssl verlieren.

Dagegen Hann das Verschwinden irgend eines mittleren Klieves dsr Rsibs oder
einer Krupps von solchen Klisdern imiaer nur den Verlust einer geraden Anzahl deichen-
wecbsel bewirken.

Denn es mögs 2 das positive ocler negative Vorzsichsn dss aus dis Krupps
unmittelbar folgenden Klieves, welches von x — h bis x -^- h nicbt verschwindet, Ks-
zeichnen, so bieten (Iis Kruppe und dieses Klied für x — Ii folgende Vorzeichen dar

. . . 2 —2 2 —I? 2 2 2

für x -s- b dagegen
...2222222.

Ist daher die Zahl h der Glieder in der Kruppe gerade, so wird das erste 6Hed
der Krupps für x — Ii dasselbe Vorziehen darbieten wie für x -j h. Das der Kruppe
unmittelbar vorhergehende Klisd hat aber, da es nicht verschwindet, in beiden Reiben
dasselbe deichen. Wir haben deshalb HWscbssl in der Reihe x — h und Dolgen in
der Reihe x -j- h.

Ist dagegen die Aalil h ungerade (aucli der hall h — 1 ist hier eingeschlossen),
so wird das erste Med der Krupps für x —h das entgegengesetzte Vorzeichen darbieten
wie für x -j- h. Hs wird daher mit dem unmittelbar vorhergehenden (Glieds in einer
der beiden Reiben einen Wechsel bilden, in der anderen eine Holge. Wir haben also
^etzt entweder l: -j- 1 Wechsel in der Reihe x — h und h -j- l Dolgen in der Reihe
x -s- h oder l: — 1 Wechsel für x — h und !< — 1 Dolgen für x -j- h, beidemal also
eins gerade Anzahl.

Lomit ist dsr Vshrsatz von Courier vollständig erwiesen, dass der Ilsbsrscbuss
dsr ^eichenwechsel in dsr Reihe a über die Wechsel in dsr Reihe b mindestens so gross
sein muss als dis Anzahl aller vsrschisdsnsn und glsicbsn Wurzeln, welche die (Gleichung
in diesem Intervall hat, dass er aber nur um eine gerade ^abl grösser sein Hann, Ist
also der Ilsbsrscbuss 1, so^hgt mau sicher eine einfache Wurzel und nicht mslir.

Z. II. ^us dem ?ourisr'scbsn hehrsatzs ergiebt sieb mit heicbtigheit der Lehr¬
satz von Oesoartes.

Ls ssi gsgsbsn dis Kleicbuug
f (x) — XU -j- L., XU —i -j- x«-^2 x^^2

. . . . -j- —3 x^ -j- —2 x2 -s- X -j- ^n,
wo zunächst Heiner dsr koefficientsn . . A.N fehlen oder den Wsrth Null bah SN soll.
Rehmen wir dis Ableitungen

f, x — nxn^-i (r> — 1) x"^2 . . . . i
fi X — n (n — 1) xll^2 -s- (n — 1) (u — 2) xn —3 ... -j- 1.2 ^n—2
fx X — n (n — 1) (u — 2) XU ^-2 ... -j- 1 . 2 . 3 —3

fn —1 X — n (n — 1) (u — 2) . . . 2 X -j- (n — 1)!
fll X — n!



Die keibs k k, k- . . . kn gestaltet sieb äann in Le^iebung auk clie Vor^sieben

kolgenäerinassen:

1) kir x - — -v>

^ ^ ^ ^ . -s- n^Veobsel;

2) Kr x - 0

^11 ^11—1 — 2 — 3 . . . 1,

äie ^oekkeienten äer 61eiebung, äiese wögen p^Vecbsel biläen unä s^l'olgen, so äass

v -i- ci - n;

3) kür x — -j- <x>

^ —1^ ^ ^ n^olgen.

Med äsrn ^ourisr'sebsn Lat^e beträgt 6ann äie ?!abl äer negativen ^Vur/eln böebstens

— p <^, äie ^alä äer positiven >Vur2leln böebstens p, unä äiess ist äer b,sbrsatö
von Oeseartss.

>Venn von äen doMeieutsn ^2 . . irgenä velebo, einzeln oäsr gruppen-

-weise, kellen, so ist kolgenäerrnassen i!u vsrkabren. Ls sei lZ. ^ eins

keblenäe (Zrupps, vogegen vorbanäen ist. Dann bat inan Kr x — — 0 äiese Kruppe
so 2U ersetzen:

^4 — ^4 ^4 ^ ^4 ! ^4

unä kür x — 0 so:

^4 -^4 ^4 ^4 ! ^41

vesbalb man kür x — -j- v äie keblsnäsn Wsäsr Zar nielit ^u ersetzen brauebt.

8. IL. >Venn man ^vsi gan^s Functionen bat

ax-" -s- bx" -j- ex? . . .

«x," -s- /Sx-' ^-- /x^ . . ,,

bsiäs kabsnä georänet, unä wenn < in, so kann inan äie erste äiviäiren äurcli äie

^veite, bis als liest eine ganze ?unetion konnnt, deren Kraä ^ ^ ist. Nit äiessin ksste

Icann in an nieder äen Divisor äivicliren, unä so kann inan kortkabrsn.

IZe/eiebnen vir äie erste ganze kunetion init X, äie zweite naitX,, äen (Quotienten

init tZ. unä äen liest niit X?, unä bsäienen vir uns äbnlieber lZezeiebnungsn bei äen

kolgenäen Divisionen. Dann baben vir kolgenäe Kette von (Aeiebungen:

X - X. <Z. -j- X-

X. - X2 (Z- -j- X,

X2 - X, y, -s- X.

u. s. k. Da äer Kraä von X? böebstens — 1, von X- böebstens ^ — 2 u. s, v. ist,

so virä äiese Kette notlnvenäiZ ein Lnäe baben.

Die Liläungsveise äieser (ileiebungen zeigt, äass venn von äen (Grössen X X,

X2 . . . irgenä ?.vei näebst auk sinanäsr kolgenäe einen ?aetor geinsin babsn, aueb alle

übrigen, vcnbergebenäe vis naobkolgsnäs, äenselken baden müssen.

VVennäabsr sine von äiesen Orössen nickt als gan^e I'unetion sonäern als blosser

^ablenvsrtb sieb ergeben sollte, so können vir bebauptsn, äass irgsnä ^vei näebst aut

einanäer kolgenäe äieser Krösssn keinen laetor gemein baben, äer x entbält.
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Loll aller keine cler (Grössen X X, Xz . . . ein lzlosser ^g.ldenvertli sein, so inuss

eins clersellzen, clie nooli niolit von x krei ist, in clis vorksrZslisncle aukgelien, /. L. Xg

in X^. Da M/t Xg Zenieinseliaktliolisr I^aetor von Xg uncl X^ ist, so müssen aucli alle

vorliörZslisuclen (Grössen X X, . . Xg clen ?aetor Xg linden ocler clurcli Xg oline Rest

tlieilbar sein. Und uingeicelirt, venu irgsncl /'.vsi nächst kolgencle äisssr (Grössen einen

?aetor Zsinsin dadsn, so inuss aueli Xg clsuseldsn ?aotor liadou.

Nan nennt clesliald Xg clen Zrössten Zern eiiiseliaktliolisii Kastor oäsr

Iksilsr kür irgend /vei näolist tolgsncle cler Krössen XX, . . Xg.
In cler Reilis

^ X^ X2 X^ .

Xg Xg Xg-'-Xg^'

vo vir uns (vis aueli iin näelistsn ?araZraxlisn) clie säinnitlieli oline kest rnöglielisn

Divisionen ausAskülirt clsnksn vollen, sind -dagegen irgend ^vei näe!>st kolgends (Grössen

olins gsinsinseliaktlielien Factor, und können datier aueli niernals kür irgsncl einen ^Vertli

von x gleieli/eitig Null sein (§. 3. 2).

Menü kür einen lzesondern Vvertli von x irgend eins cler mittleren (Frössen

dieser lkeilis Null ist, so /eigen clie vorstellenden (slsielninMN, class kür denselben ^Vertli

clie näelist vorlisrgsksnds und naelikolgsncls glsieli verdsn.

I)a X, eins beliebige gan/s I'unetion ist, und nur ilir 6racl niclit den 6rad von

X übersteigen soll, so können vir kür X, clie Ableitung von X nelnnen.

Z. 13. ^Venn « eine n-kaebe ^Vur/sl (n kann aueli 1 sein) der 6leiebung X — ()

ist, so liat X clen I'aetar (x — «)n nncl clie Ableitung X, clen laetor (x — «)n—1 (Z. 4).

Ls inuss daber aueli cler grösste geiiieinscli3.ktliol>s 'I'lieilsr Xg von X und Xj clen lactor

(x — «)u—1 babsn.

vis Grösse ^ kann clureli x — « nielit nisbr tbeilbar sein, vsil sonst notli-
-^-3

vsndig Xj sins liölisre ?oten/ als (x — «)n —1 /uiu Kastor baben niüsste. Oeiniiaeli

bietet diese (Grösse in sinsin unsndlieli klsinsn Intsrvall von x — « — b bis x —«-s-li

nur sncllielis 'Wsrtliö von dsiusslbsn Vor/sielisu dar.

"Wir vissen aber (ß. 4), class X uncl X, kür x — « — li einen Vsgebssl, kür

x — « -j- b dagegen eins ?olgs dsr Vor/siebsn darbistsn. Oasselbe inuss cler ?all sein
XX X

lnit uncl voraus vir ssbsn, class dsiin OuroliMNM von x clurcli « sein

^sieden änäsi't, alsv kür x — ^ M1I ^vir6. Ls ^väre auel^ auk anders ^.rt Isielit

2!6jZ6u, äass noeli äsn ?aet0r X — tt (Ader in keiner ?0t6N2 nielir) dat.
-^3

X
Die Krö886 kann nur Zleie^eitiZ init x ^snll ^eräen, unä immer verhält sied

Xg
X X

6ann clie Laelie so, äass unmittelbar vor äein ^nll^verclen und ^ einen ^Veelisel)
Xg Xg

X

nasalier alzer eine ?olZs cler Vor?sielisn clarlzieten, välirencl ^ - in^viselien niclit Null vircl.



,2

Lobald kür irgend einen ^Vertb von x eine odsr msbrere 6er mittleren Krössen

X X
vsrsebvindsn, so sind kür diesen ^Vertb immer die beiden (Grössen glsieb,

Xg Xz

zviseben velelten eine versebvindst (§. 12), aber in dsr neuen Reibe

X, X, Xz X« X, X, X« x^
(in dsrsslbsn ^Vsise Z.Ii, mit ^siebsnänderung des 11. und 12., des 15. und 16. Gliedes ete.

värs bsi einer grösseren ^Vn/abl (Glieder zn vsrkabrsn) sind sis glsieb und entgegengesetzt.

Z^un bieten drei Vorz sieben, venn die beiden äusseren versebiedsn sind, immer

eins ?olgs und einen V^sebsel dar, vis aueb das mittlere sein mag. Ls ist daber lclar,

dass das Vsrsebvinden einer oder msbrerer der mittleren (Grössen die /Vnzabl 6er ^sieben-

folgen und ^Veebssl in 6er letzten Reibe niebt ändern l<ann.

Dagegen bewirbt das Verselnvinden des ersten (Gliedes immer den lieber-

gang eines ^siebenveebsels kür x — b in eine ?olge kür x -j- b. Die Reibe vird also

kür x — b genau so viel ^Veebsel weniger darbieten als kür x — a, vsnn algsbraiseb

a b, als die Kleiebuug X — 0 vsrsebisdsns V/urzsln zvisebsn diesen Krsnzen bat.
Disss ist dsr Rsbrsatz von Lturm.

Die Division mit Xg var nur /.um Lsvsise nötbig. Okkenbar leistet die Reibe

X X, - X2 - Xg X, X, - X, - x^ X,

ganz dieselben Dienste.

Oer ?all, dass X und die Ableitung X, keine ganze lunetion zum gsmeinsebakt-

lieben Ibsiler baben, in velebein I^alle X nur einkaebe wurzeln darbieten lcann, i8t ein-

begrikksn, dsnn man dark sieb nur Xg al8 ^ablenvertb dsnken.

S. 1^. >Venn X, niebt die Ableitung ist, so vird der positive oder negative

Ilebersebuss an ^Veebseln in der Reibe

X X^ — X2 — Xz X^ Xz — Xg — X^ ete.

kür x im a über die Weebsel in der8ölben Reibe kür x — b, gleiebgiltig ob a b oder
X

niebt, anzeigen, vis vislmal öktsr oder veniger okt der (juotient zviseben x — a

und x — b von — <v> zu -j- os springt als von -j- oz zu — os, väbrend die Variable

x sieb stetig von x — a bis zu x — b binbevegt.

Wenn Xj von gleiebem oder böberem Krads als X ist und ss sieb um Bestim¬

mung dieser letztern ^nzabl bandelt, so dividirs man X, dureb X bis der Rest X^ von

niedrigsrem Krade vird als X. Die gesuebte ^nzabl vird kür den Quotienten und kür

den äebt gebroebenen Quotienten eins und dieselbe sein. Denn die Klsiebung

^ ^ 0 -t- —
X ^ X

zeigt, da die ganze lunetion (Z endlieb bleibt, dass beide Quotienten gleiebzeitig unendlieb

werden und glsiebzeitig von — -v> zu -j- <X) springen, sovie von <x> zu — <V>.
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K. 13. vollen clis .^.nvsnclung clsr Lät^e von Osseartss, Courier unä

Lturin an einigen Leispielen böigen.

Ls sei ^nnäelist gsgeden clis (Zleielinng:
x» — 2x — 4 - 0.

Die ^eiolisnreikö 1 ^, ^ . . -> velelie äie ^alil clsr negativen V?urMln liinitirt, ist

-1- - 2 ?,

so class clis (?lsieliung döelistsns 3 negative 'Ummeln I>at. vis ?Isielienrsids kür äis posi¬

tiven 'Uur/eln ist

4- - - 1

clis (rlkieiiung dat also liöelistens eins positive ^nr^el.

Din clen ?ourier'sc:!ien 8atz^ an?nvenclen innss in an äie ^.dleitungen kilclen

k. - 3x2 .... 2x, f. - 6x — 2, kz - 6.

Die Aeielienreilis k k, k- kz vir6 also kür

x- — ^ 1- 1- 3 ^V,

x - — 0 1- IVs.

Oewnaoli l^at äie (?lsieliung 2 negative ^Vuiveln ocler gar keine. kur

x - -j- 0 j- 1 ^

x - ^ -1- 4- 4- -j- 0 ^

also ist eine positive ^Vnr^el vorkanclen. Die Rsilre kür

x — -j-3 -j—I—^

Tsigt, class cliese ^viseken 0 nncl 3 liegt.

Lei clein Ltnrin'soken Lat?s snekt nian clen grössten geineinseliaktlielien llieiler

2N x^ — 2x — 4 nnä 6er Ableitung 3x- — 2. ^ls Reste bei clsr Division srgsken sieli

mit Verrneiclung der Lrüoke — 4x — 12 nnä 100, äie Lturin'soke Keilie ist also

x3 — 2x — 4, 3x2 — 2, 4x -j- 12, —

kür x — — -v> j 2 'W

x — -j-cv> ->—>—I

x-0 > 2^V

x - 3 -I--s--I 1

voraus man erkennt, class clis einzige reelle ^Vnr^el cler Kleielinng ^visoden 0 uncl 3

liegt. In 6er Idat ist

x^ — 2x — 4 — (x — 2) (x2 4- 2x -j- 2)

- (x — 2) (x -I- 1 4- i) (x -j- 1 — i).

^.ls ^veites Beispiel wag clis Lleiclning clienen
X« — 7x» -i 17x2 — I7x -I- 6 - 0,

veleke naeli klein Lat^e von Deseartss geviss keine negative ^Vur^el kat, al)er 4 positive
^/VurMln liaden kann.

^nr ^.nvenäung cles I'onrier'selien Latzes dilclsn vir die ^dleitungen

k^ - 4x» — 21x2 -j- 34x — 17

k2 - 12x2 __ 42x 4- 34
k„ - 24x — 42

k^ - 24.



vis keilis k ^ bietst tolZencls Vor?sisden clar:
X - — ?o, -i 1 1- 4^V
-c - 0, ^ ^ 4 >V.

also giekt es keine nsgativs ^Vur^el;
-i--i--^-4--i- o^v.

Zswnasli 4 oäsr 2 oäsr keine positive ^Vuivsl;
x^-t-1, 5. -^-i- -!- 2 ^

äadsr si^si ^Vui^eln /^isolisu 0 uncl 1, 5 oäsr Icsins;
x ^ ->- 2, 5 -!- -I- ^ 1

also eins XVul^el ^viselisn 1, 5 unä 2, 5;
x — -s- 4 -j—I—I—I—^ O^V,

eins 'VVur^sl ^issliöu 2, 5 unä 4.
Inäsin ^vir, um äsn Ltnrm'solisn Lat? an^nvsnäsn, äsn Zrösstsn gsmsinssliai't-

liefen ?keilsr ^n 6er Function i' unä ilirsr ^.l)IsitunA k, susken, erZielzt äie Division
folgenäs Rests, lzsi Vsrmsiäun^ äer lZrüelie äurod Nultiplisation mit sekiokliolisn posi-
tivsn ?^c:torsn, — 11x2 -j- 34x — 23 unä — x -j- 1.

Die Lturm'selis Reilis ist also
x4 — 7x» -j- 17x2 17x -j- 6
4x» — 21x2 34x — 17
11x2 __ Z4x -j. 23x — 1.

Ois Keilas äsr Vor^eisken virä kür
x---x>, -1---l-- 3^V
x — -^--v>, ->—I—s—s- 0

ärei reelle un^leielis ^Vur^sln, von cisnen eins äoppslts ^Vur^sl ssin mnss;
x ^ 0, - ^ 3

keins nsZativs ^Vurxsl, vas sskon olzsn fsststanä;
X ^ 4, 4- 4- 0 "U,

ärei positive ^Vuiv.slu;
x - 1, 5 -I- -i- - 4- 2

eins ^Vur^sl ?^?isclisn 0 nnä 1, 5, völslis naolr äsm Odigsn äis äoppslts ssin muss. In
äsr "I'Iiat ist

x» — 7x» -t- 17x2 _ i7x g
- (x - 1)2 (x - 2) (x - 3).

^ls ärittss Lsispisl Itslinisn vvir äis (ÄsioliunA
xb — 10x^ -s- 6x -j- 1 — 0.

vis ^eioksnreiks 1 . . . 5ür clen Lat/ von vessartes ist Kr äie negativen
^Vurizsln

^1 1—3?,
also köekstens clrsi nsgativs ^Vur^sln. ?ür äis positiven Vsnr^sln

-t- - 4- 2
köelistöns ^wei positive ^Vur^eln.
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vis Ableitungen sinäi
5x» — 30x2 _j_ g
30x^ — 60x
60x2 __ gg
120x
120.

Die ?ourier'se1>s ^eielienreil^e n'ircl cleinnacli

5ür x — — -v>, > > >- 5 ^
kür x - — 0, -l- 1- 2

äie (Aeioknng dat tolglieli sicher eine negative'Wurzel nnä döelistens clrei negative >Vui^eIn;

^vei positive >Vnr^eIn oäer keine;
x - - 10, - - -I- 5 ^

Icsine >Vui^e1 ^'iselien — unä — 10;
x^-1, ^V,

eins ^Vur^sl ^>visc1ien — 10 nnä — 1;
x— -j- 3 ^V,

eine

eins "Wurzel;

eins >Vur^eI;

eins, ^VurMl.

" - 0, ^ ^ 2 >V,

x^i, -i--!--1- 1^,

x — 10, —j—I—I—j—s- 0

Die Division kür clen Ltnrin'soken Latiz giebt clie Rests
— 20x2 Z^x -j- 5
— 96x2 5x -j- 24
43651x -j- 10920

Oer erste unä ^veits Rest rnüsssn in äsr Lturin'sel^en Reilio niit clen entgegengesetzten
Voiveielien genominen weräen.

Die /eicl^enreilie ^virä ct^nn tür
X — — OZ, z > s-
X — -j- ?o, —I—I—s--j—^ 0^v,

5 reelle Murmeln;
X — — 10, — -i- - -i- - -l- Keine ^Vnr?el,
X — — 1. - —i j- 1 >Vur^eI,
X — —

?>
— --«--i---i- 1 ^VniMl,

X — 0, ^ 1—^ 1 >Vur?eI.
X — 1. — -j- -j- 1 ^Vnr/el,
X — 10. -i- -i- 4- -I- 1 Wurzel.
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^Vir stellen kier noeli äie Divisionen /nsAwrnen, ^velelis äie Ltnrin'seken Rests
ergeben:

1. Beispiel.
f — 2x — 4 — 3x2 — Z

Zx? — Z. Zx^ — 6x — 12 — x
— 2x

-- 4x.—- 1Z
— 4x — 12: 12x2 __ 8 - — 3x 4- 9

-j- 36x
36x — ^

— 108

100^

2. Beispiel.
f — x^ — 7x>> 17x2 — 17x 4- 6
fj — 4x^ — 2lx2 -j- 34x — 17

4x» — 21x2 34x — 17: 42x» — 42 . 7x» 42.17x2 — 42 .17x -j- 42. 6 - 4x — 7
— 4.21x» -j- 4 . 34x2 __ 4 . I7x

— 4 . 7x» -j- 4 . 34x2 __ 4. 3 .17x -j- ^2. g
-j- 7 . 21x2 — 7 . 34x 4- 7 . 17

„ 11x2 Isl Z4x-23
— 11x2-j-34x — 23: 112.4x^ — 112.21x2 -s- 112.34x — 112.17 - — 11. 4x -j- 95

— 11.4. 34x2 -j- 11. 4. 23x

— 11 . 95x2-j-"ll". 282x — 112. 17
-s- 34 . 9^>x — 23 . 95

— 128x -j- 128
— x -j- 1: — 11x2 Z4x — 23 - 11x — 23

-j- 11x
23x — 23

3. Leisxiel.
f — x^ — 10x2 -s- 6x -j- 1
f. ^ 5x4 _ 30x2 ^ g

5x4 __ 30x2 g ^ Zxs ^ 50x» 30x -j- 5 - x
— 30xü -j- 6x

— 20x» -j- 24x -j- 5
— 20x» -j- 24x -I- 5: 20x» — 120x2 24 - — x

— 24x2 — 5x
— 96x2 .j. 5x -j- 24
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— 96x2 _j_ 5x -j- 24: — 96 . 24. 20x» -j- 96 . 242x -j- 96 . 24 . 5 - 24 . 20x -j- 25
9 6 . 25x2 -j- 2 42 .20x

—' 96 . 25x2 ^ 76. 242x -j- 96 . 24 . 5
5 . 25x 24. 25

43651x -^-10920^
Lei 6sr Istüton Division sodrsiken vir zur ^MürsnuZ 43651 — g. unä 10920 — d.

ax -j- d: — 96s.2x2 -j. 5^x -j. 24^ m — 96ax -j- 5s. -j- 96 k
— 96al>x

(5^2 96s.d)x 24a2
5ad -i- 96d2

34^2 — 5g,h — gß>z2
Dieser Rest vircl positiv.

Z. IK. Ls dleidt noek ^n bestimmeri, venu x — « sine Wurzel äsr (Zlsiokunss
k sx) — 0 ist, 6er Kraä iiirer ViLltnolilisit 6. i. äis n in

f (x) - <x — »)° P (x),
vo P (c«) nielit Xull ist.

Die ^blsitnn^ vird
s, (x) — n (x — -1 P (x) -j- (x — «)" P, (x),

^(X) ^ ^ P (X) .
k (x) X tt

kennen wir ? äon grössten gsmsinsoliaftlieliizn Heiler für f (x) unä s, (x) nnä
setzen vir ^ (x) ^ ^ f, (x) ^ ^

^ ^ ?
so ist natürlioli auok . , . m, sx">

n -^- (x — «) ^
P (X)

X X — «
Ls ist aker (ß. 12)

X - (x — (x),
vo ^ («) niodt ^sull. Davon äio ^KIsitunZ

X' - i/- (x) -j- (x — «) i/v, (x),
kolZlieii X ^ x — «

X X
Durod NnitixUeation von unä srliält man

x> ^ n ->- (i — »1

X
Dsmnaoli ist n äer ^Vsrtk, vslolisn Zie 6rösse iür x — « annimmt.



18

Z. 17. Ls seien « -j- i/S, i/S' . . . 6is sämmtlielien glsieken un6 versotiis-

6enen Wurzeln 6sr algsdraiseken kleiokung ? (2) — 0, ilns ^n^akl also glsiok 6em

Oracle; 6is reellen 'Wurzeln sind 6arunter einlxzgriKen Mr /S — 0, /Z' — 0 . . . Nan
liat 6ann 6ie Identität

? (ü) - ? (x -j- 17)

- (x — « 4- i ^ — /S^) (x — -j- i ^ — /S^) . . .

- ? (x> 7) ^ i (x, 7).

Xelnnen wir nun einen Anfangspunkt ^ und rsektwinkligs Loor6inatsn-^xen ^ X,

^ Dann ver6en 6ie Wnr/eln « -s- iA «' -j- i/S' . . . repräsentirt sein 6urek äie

(?oor6inatsn ^ ^ ^ ^ ^ ^ . einer ^.n^akl lzestiininter ?unkte. Dieken vir iet^t
7 - /S 7 -

eins beliekige gesoklossens Lurve, innerkallz veleker alle tunkte « -j- i/S, «' -j- i/S' ...

ocler irgenä eine ^.n^akl äerselden liegen. -Ie6oek machen vir aus6rüekliek clie im ?ol-

gen6en ksst?ukaltsn6s Leclingung, 6ass keiner von clen ?unkten « -j- i/S . . . Zusammen-

fällt mit einsin Punkte cler Lurve sellist^ Denken vir uns ierner einen keweglieken

?unkt N, velelcer von einer Anfangslage Ng aus clie Lnrve in 6er kiektung cles Pfeils

6. k. in 6er Liektung von -s- x ^u -s- Inn clurokläuft Ins ?ur küokkekr in seine .-Vn-

fangslage Ng. Die reektvinkligen Loorclinaten cles lzeveglielien Punktes N seien x un6

nncl es sollen in cler olzigsn I6entität

(x — « -i- i ^ — /?Z) (x — -s- i ^ — /S^) . . .

- P (x, l) -j- i ^ (x, 7)

6ie (Grössen x äsr Heike naek äiese nncl keine ancleren >Vertke 6urok1auköll.

Letten vir

x — « — r eos x, / — /? — r sin x,

so 6ass r nncl x clie?olareoor6inaten 6es ?unktes N l)Wogen auk <len ?ol « /? uncl auf

eine 2U ^.X parallele ^xe sincl.
Letten vir elzenso

x — — r^ cos x' ^ — /?' — r^ sin

vo r^ p' <lie l?olarooor6inatsu cles Punktes N Kr 6en l'el sin6, etc. Ls ist

evident, class clnrolr clen ganzen Umlauf cles Punktes N 6er ^Vinkel p clen /5u>vaeks 360^

ocler J?r srkält in Leüiskung ans einen ^eclen ?unkt « /?, velelier innerlig.il, 6er L!urvs

liegt, 6ass 6agegsn 6er Winkel p' clureli 6en vollen Ilnilauk gar keinen ^nvaolrs erliält

in Le^ielninZ ank ^jeclen ?nnkt «' /?', 6er ansserlialb 6er Ourve liegt. lZe/eielinsn vir 6ie

Ln6vertlie resp. init p', . . so vis clie Anfangs vsrtds mit p« p', . ., so ist also
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?l — p« — 2?r, venn « /S innerbalb der Lurve, dagegen p'^ — — 0 venu /S'
ausserbalb der Lurve. Letzen vir ferner

P (x, z^) — k eos ? i// (x, 7) — k sin ?

und unterverfen vir aueli? und k den Ledingungen der stetigen ^Ven6erung mit x und ^

väbrend der Levegung des Punktes N; P und i// sind als ganze ?unetionen von selbst

stetig. Da nun

P O, i ^ (x, x)

- (x — « -I- i ^ (x — -I- i ^ — /?D . . .,

so ist Ii — rr'r" . . und vegen der stetigen ^.enderung von ?

? — ?o - x — x„ -I- p' -- x'„ -I- x" — x"„ -j- . . .,

vc> ?g xg . . die ^nfangsvertbs, ? p p^ . . die veränderlieben ^Vei'tbe väbrend der

Levegung bezeiebuen. Lecleutst nun ?, den lLndvsrtb von ? naeii dem vollen Hinlaufe

von U, so ist also -

I'v ^ l?i ?o ^ p^i — p'o ^ p"i — ?"o ^
also

— Lg — 2n?r,

venn n die ^nzabl der gleieben und versebiedenen ^Vurzeln ist, (leren repräsentirends
Punkts in der von der Lurve umseblossenen Lläebe entbalten sind.

Den ^Vertb 6er Diöerenz — Lg können vir noeb ans eins zveite ^Vrt

ermitteln. Ls ist ^ ^^ — eotg L. Verstellen vir nun unter are eotg L den ein-
^ (x, 7) ^ ^

zigen Logen zviseben ^ uncl ^-, clessen eotg — ist, so viril <ler allgemeinste, für

L Zulässige ^Vertb L — are eotg ^ m?? sein, vo m ^ecle gerade /5ald ocler

^ull bedeuten kann, venn P positiv ist, jede ungerade, venn <x negativ ist. Ils

vird nun darauf ankommen, diesen allgemeinsten ^Vertb so zu bestimmen, dass die

Ltetigkeit von ? trotz der Lnstetigkeit des Oliedes are eotg ^ gevalirt bleibt. Dieses

Klied bietet nämlieb die Ilnststigkeit dar, dass es, so oft ^ von — 0 zu 0 übergebt,

von — ^ zu -j- glso uin ?r springt, dagegen von -s- ^ zu — oder um—?r

springt, so ot't von -j- 0 zu — 0 übergellt. Leim Ourebgange von ^ dureb co bleibt

are eotg stetig. Die Lorm kann, naeb der Voraussetzung, beim Oureblauten der

Ourve niebt annebmen. Oer Ilebergang des (Quotienten ^ von 0 zu ^ 0 ist daber

stets mit einem /^eiebenveebsel von P und darum mit einer ^Vertbänderung von m ver¬

bunden. . Oer Lprung von ^ <v> zu > <v> ist mit einem ^eiebenveebsel von verbunden.

8o lange der bsveglielie?unkt N sieb nur unendlieb venig von seiner Anfangs¬

lage Ng entfernt, so ist vegen der Listigkeit von ? die Differenz I' — unencllieb
3'
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lclsin unä äai'Uin? — ?« — Lots are Lots —. ^Vir clenlcen uns nämlieli «zino

^.nfanAslags Ng, ^vo niclit — 0 ist. Inclom »ioli nun äsr ?unkt N weiter dö^vLZt,

n'örclsn Zis HnstktiZI:oitsn von ai'L Lotg. ^ dsi clsn Ilolzorgängsn clss (Zuotisntsn -^-

von 0 nu ^ 0 <Zsi' lix-ilis naoli vintrstizn. Hin g.l>ör clioss IInstotiZksitsn 5ür äen 6s-

SÄMintvöi'tli von ? js6<ZLi>uü ÄUS/.uZleieliLii, so vircl doi einsin ^jsclsn öxrungs clss arL ootZ

uin ^ ?r äis ontZsZsnMsstsits Krösse ?r liinnutrstsn inüsssn uncl naoli cloin odsn

ülzsr cli<z ert^änclerungen von n> LrLL^gten Iimnutreten Icönnsn. ^Väi'L 2. L. in clei' /Vn-

sangslaZs — -s- 1 uncl c/g positiv, so >vürä6 inan— aro eotg (-^- 1) — nolnnsn

können. ^Venn nun Zuerst P vsrsolivinäst, so ^vircl 5üi' P — -j- ?>, ? — ^ sein, akor

tür <p — — 0 viicl? — aro eotg -l- ?r — -j- ?r ?u nslnnsn ssin und so äui'Lli
7//

<len Innnutrotsnclsn Lummanäsn ?r äio Ltetiglceit von ? Zs^v^^rt klsiden. 'Wäre clagsZsu

äsr ^.ntanssvsrtii !L» — — 1 und >^>g nsZativ, so ^vürcls inan — arL ootZ (— 1) -j- ?r

— ^ ?r nslnnsn unä Ml- P — — 0, ? - — -j- ?r — 2 i 0 äaZSALn

? — Äi-e ootg (-j- 0) — so äs-ss äio Listigkeit clui'di plöt^iodes >V6gkaII<zn äss Luin-

inanäsn ?r gsvakrt vircl, sto. ?inäst nun äsr LxiunZ nin -j- ?r ^inal, äsr um — ?r

i^inal statt, inäsin äsr Quotient ^ ^uis.I von — 0 2U -j- 0 unä ^ins.1 von -j- 0 nu — V

ülzergeltt, lzsträgt also äio unstötigs ^VortliänclörnnZ 6os aro ootZ ^ iin (FÄN^sn ^?r — ??r,

so vii-cl ancli äis Luinins üöi' ausZIsiol^lZnäku, äio LtstiZIcsit von ? ^srstöllsnäon 6rösskn

don glkiclien alzor entgsgsngssst^ton ^Vertli V7r — ^t?r balzen inüsssn, nnd ins-n virä

kolZlioti Imdsn

— ?» — aro oots ^ — aro oots — -I- ^?r — /,«?r.
" ° ^ Vi V«

Ls ist aksr naoli 6oin vollen Ilinls-uss

also auoli ^olgliell
- I« - ^«

aro Lots — — aro Lots —, uncl äsranÄLti

— /-) ?r.

^-Vir liadsn deinnaeli 6is Olsioliung
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Oakei var ^ die ^.nsiald der Ilekergänge des Quotienten ? von -s- y ^u — 0,

^ dagegen die ^n^ald seiner Ileliergängevon — 0 -?u -j- 0. Da nun aber V̂i Vo

der Quotient ^ also glsioli viel Dedergängs von -j- i-u — und von — /u -j- inaelien
inuss, und er, weil </> und i// gan^e I'unetionen sind, ausser dureli 0 nur keim Ourelr-
gange durek ?o sein ^eieken ändern kann, so ist klar, dass derselde ^ — .«Mal öfter
von — ?o ^u -s- -v> üdersxringsn inuss, als von -j- co xu — <».

Loinit ist der lzsrükmteI^ekrsat^ von Lauek^ lzeviesen, dass innerlialk der
geseldossenen Lurve genau ludlz so viel gleielie oder verseldedene ^Vnrxeln liegen, als der

(Zuotient ^ ^^ lzeina vollen Oureldaulen der Lurve mekr Lprünge von — ->s ^u
-j- »s maekt als von -s- ?o ^u — ?o. .lecloeli dleilzt der lall ausgeseklossen, >vo aus
der Lurve selkst der Repräsentant einer Wurzel liegt. Die Kestalt der Lurve ist glsiel^gültig.

^m lzec^uemsten wird inan sieli statt der
Lurve eines Recliteclcs init Leiten, welelie /u den
(Koordinaten - ^.xen parallel sind, dedienen. Lind
a x d und e-<^ 7 d die Krenii - Loordi-

^ naten, so 'wird n>an dann für folgende 4 Quotienten
den Ileliersolruss der Lxrüngs von — »s 8U -s- ?o
ülier die Lxrünge von -s- ?o ^u — <x> naeli Z. 14

^ ?u bestimmen und diese 4 Delzerselüisse ^u addiren
Kaden:

1)

2)

3)

^ ^^ üvviselien x — a und x — b.
V (x, 7 - o)

^ ^ ^ ^wiseken v — e und v — d.i// (x - d, 7) ^ ^

P (x, ) ^^ieken x — k und x — a.
V <x, 7 - ch,

4) ^ ^^ ^wiseken v — d und v — e." ^ (x m a, 7) ^ ^
Lobald inan die Lurve, also das Reeliteek, in der Drekriektung von -s- x isu -j- 7

kin durekläuft, so kann die Luinine von allen vier Ilekerseküssenkeinen negativen VVertli
annskmen. /Vueli kann ikr ^Vertli nur Kull oder eine gerade ^ald sein.

Oer Krad der Vielkaoklieit einer imaginären ^Vur/el, wenn diese ikrem ^Vertlie
naek selion liekannt ist, wird naek §. 16 gan? in derselben ^Veise Izestimmt wie kür eine
reelle ^ur^el.

g. 18. ^Vir vollen den I^ekrsat? von Lauok^ auf folgendes einfaeke öeiszzisl
anwenden. ksgeken sei die sekon in Z. 15 dekandelts ouliiseke Kleiolrung

? (ü) — — 3? — 4 — ö;
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ksstiwnisn vir ciis äsr ^Vur/sln x -j- 1)', inr vsloliö — 2 -> x -s- 3 unä

— 2 ^ 3. vnreli Lmset^on von / ^ x -j- virä I' (/) ^ P ^ i^, vo

<x (x, 7) — x^ — 3x^2 — 2x — 4

i/, (x, 7) - 3x2 7 — 7» — 27.

2)

7 - - 2 <x — x^ — 14x — 4

x - — 2 . . -I- 3 ^ — 6x2 -i- 12.

x — 3 P - - 9?2 -l- 17

7 - — 2 . . 2 ^ ^ 5^ 25^.

7-^2
I-ZIIII

s-

x — ^ 3 . . . - 2 1// - 6x2 — 13.

x - — 2 P — 672 — 8

7 ^ -s- 2 . . — 2 ^ _ z.» 107.

Da äsr Kraä von P kökör als äsr von i/>, so nslnnsn

P den liest, vsloder dsi clsr Division mit i/> dlsidt.

— sx^ -j- 12: — 14x — 4 — — ^x

^ 2x

— 12x — 4

visssr ist — 12x — 4. ^Vir vsnäon nun äiö Operation clss Zrösstsn gemciinsoliAktlielien

Ikeüsi's an aut

— — 12x — 4 unä i// — — öx^ 12 oclsr ank

12x -j- 4 unä 6x2 — 12.

12x -i- 4: 6x2 __ 12 - 'x — z
->- 2x

— 2x — 12

^ ?

— 11 ^

Die Rsilis X X^ X^ > . ist also

6x2 __ 12, 12x -j- 4, — 11^

unä äis Rsi^o XX, —X^ —Xz . . ist

6x2 ^ 12, 12x -i- 4, Ilz-.

Mi' x — — 2 Iialzsn vir

-s 2 ^eiolionvecksel;

Kr x — 3

-j—^—!- 0 /kieltLmveeiissI.

Lomit döträZt äsr Ilolzorsoliuss tiir äsn orstsn (Zuotientsn 2.

2) Inäsin vir äas ^sieden von P unä von ^ änäsrn, liaden vir

^ — 257 unä P — 9^2 — 17

9^2 17: z,» — 25 7 ^ z-7
„ 17

^ '9" ^

23^7: 9)'2 17 — ^
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Die Reibe derFunctionen ist also
7- - 25^, 9^ - 17, - 23^, - 17

und mit den veränderten ^sieben
- 257, 972 _ 17, 2.^7, 17.

lur 7 — — 2 bat man
-s- -i 2 ^Vecbsel,

Kr 7 — -^ 2
!- -t- -i- 1 ^Vecbsel.

1'iir den Zweiten Quotienten ist 6er Ileberscbuss also 1.
3) Oer dritte (Zuotient ist von dein ersten nnr durcb das Vor^eicben verschieden.

Da nun aucb das Intervall x — -s- 3 . . — 2 das urngelcebrte von dein des ersten
x ^ — 2 ... -j- 3 ist, so inuss sieb genau derselbe Ileberscbnss 2 ergeben n'is beiin
ersten (Quotienten.

4) 672 — 8: — 7» -j- 107 - — 1.7

G7: 672 — 8 - ^ 7.
^8 ^

Die Reibe der Functionen ist also
— 7» ->- 107, 672 — 8, 8H7, — 8

und mit den veränderten Vorlieben
- 7- ^ 107, 672 - 8. - 8G7, -j- 8.

?ür 7 — -j- 2 bat man
—j- s- 2 ^Vecbsel;

kür 7 - — 2
j—>—1 ^Vecbsel.

Ileberscbuss 1.
Die 4 Ileberscbüsse Zusammen betragen 2-s-1-j-2-^-1 — 6, die Hälkte davon

ist 3. Ls liegen also alle 3 ^Vur/eln unserer 6leicbung in dem Recbtecl: x — —2 .. -j- 3,
7 ^ — 2 . . -j- 2. In der Ibat bat die (Zleiebun-z die ^Vur/eln

— 2, ^2 — ^ ^3 ^

II. Ilvber llik spproximstive kvree!illn»N ckvr Mrxvlo.

8. I. Dagrange bat in der Resolution des ec^uations numsric^uss die ^evton'sebe
Mberungsmetbode in lZe/iebung aus ibre (?snauigl:eit untersuebt. Lr bat sieb aber die
L.ukgabs isu allgemein gestellt und ist desbalb niebt /u einem bekriecligendenResultate
gekommen. Ibin >var es nämlicb uin ein Xennxeieben ^u tbun, ^velebes kür einen ^jeden
beliebigen Mberungsvertb entsobeiden sollte, ob der dureb die ^e^vton'sebe Netbode
gegebene neue Mberungs>vertb aueb >virl<lieli der Wurzel näber lcomine als der alte, oder
sieb iin (Zegentbeil weiter von ibr entkerne.



Wenn MAN sieb dagegen die Aufgabe enger stellt, nämlieb naeli IZedingungen

Zueilt, unter velcben sine ^nnäberung an die Wurzel Zuverlässig stattfindet, obne Mg

mö-zlieben IZedingungen erseböpfen i?u vollen, und für diese IZedingungen den der Xev-

ton'seben Netliode eigentbümlieben 6rad der Approximation nntersuebt, so v/ird diese

doppelte Aufgabe dureb Inbetraebtnaiinle des dritten tZliedes der ?a^lor'seben Reibe mit

Ksiebti-zlieit gelöst. Und die IZedingungen, auf belebe man bierbei kommt, lassen sieb

in jedem gegebenen I'alle berbeifübren.

Courier bat siek in seinem ^Verlce ^.nalvse des ec^uations des dritten Kliedes der

'laz'lor'seben Reibe in diesem Linne bedient nnd bat mittels clessellisn IZedingungen für

clis Zuverlässigkeit der Approximation, sovie ein Oeset? dieser letzteren aufgestellt. Lin

grosses Verdienst dieses 'Werkes destelit ferner in der darin »Meisten Rednetion der

aritbmstiseben Operationen, velebe bei IZereebnung der Wur/eln ausi?ufübren sind, ans

die unumgänglieb notlnvendigen. Oer mein- algebraisebe Ibsil dieses Werkes, veleber

die Trennung der 'Wnrizsln bebandelt nnd den naeb Courier benannten bebrsat^ über die

^n^abl der 2iviscbsn ?>vei Orsn^en fallenden Wurzeln enthält, ist freilieb jetsit in bissen-

sebaftlieber Ilinsiebt dureb den bebrsatx von Ltarm anti^uirt. Ooeb kann der l^ourier'sebe

8at/ vegen der viel grösseren Liniaclikeit der bei ilnn erferderlieben Reebnungen,

obgleieb er niebt die ^llgemeinbeit des Lturm'seben Latzes darbietet, in vielen ?ällen

mit Vortbeil angewandt werden.

Z. 2. Line von den lZedingungen, unter veleben der Krad der Approximation

sieker beurtbeilt werden lcann, ist, dass eine gewisse gan^e lunetion in einem gevissen

Intervall der Variablen niebt versebvindet. Oiess lässt sieb üvar allgemein nur dureb

den Lturm'seben 3at/ erkennen; jedoeb ist in diesem I^alle das folgende viel einfaebere

Nüttel ausreichend. Die ganxe I'unetion sei f (x) und die Variable x belege sieb ziviseben

den <Zrsn?en a und b, vvelebe beide positiv sein mögen und von denen a b sei. Nan

kasse nun die 'I'erme mit positiven Loefkeienten Zusammen in >x (x) und diejenigen

mit negativen OoeKieientsn Zusammen in — i// (x), so dass ix — ^>x — i/>x ist und in

P und i// nur positive Loeftieienten vorkommen. Ls ist klar, dass man dann baben ^vird

<xa — i/'b ^ f x Pb — i//a,

dass also f x in dem Intervall x — a . . . x — b niebt versebvinden kann, venn

^a — i/,b und Pb — i//a beide positiv oder beide negativ ausfallen.

Ilmgekebrt, venn f (x) für einen gewissen ^Vertb « von x, der /^viseben a und b

liegt, niebt verselnvindet, so Verden aueb notbvendig <pa — i//b und >/>b — i/^a beide

positiv oder beide negativ ausfallen müssen, ivenn nur das den ^Vertb « einsebliessende

Intervall a . . b binlänglieb enge ist.

Lind a nnd b beide negativ, so betraebte. man die lunetion f s— x), in velober

die Variable x nur positive VVertbe ^viseben den 6ren?en — a und — b annimmt.

Oer l?all, dass a und b versebisdene Vorlieben baben, ist aueb leiebt xu

beurtbeilen, bat aber bier kein Interesse.

^ueli abgeseben von der ?rage, ob f x versebvindet oder niebt, baben die

^Vertbe Pa — i//b und <^b — i//a im folgenden für uns grosses Interesse als ?^vei

Kren^en, innerbalb vveleber die ?unetion f x für das Intervall a . . b der Variablen

siober eingeengt bleibt, obne diese Kreiden selbst ^u erreieben.
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Lei äer ^Vn^enäung äer ^s^ton'soden Nstlmäe auf Kleieliungen mit 2^vei oäer

melir Ilnkclcannten lcoinmcn gan?e Functionen meiirerer Variadlen in üetraclii, Dort

Ilanäelt es sieli l»ei IZeurtdeilung clor Approximation Tunäelist wieäer äaruin, class gewisse

gansie lunotionen von melireren Variablen lür gewisse (Zren^en äicser Vaiial>Ien niclit

verseli>vinclen. Ls sei 5 (x^ . .) eins solelie gan^e Function, ss seien ksrner a unä l»

clie Kren^sn kür x, e unä 6 äie (Grenzen kür z^, s uncl k clis (ii'on/sn kür ii u. s. ^v., vo

^vir >ivisäer ^unäelist a uncl d, e uncl ä, s uncl s . . säinmtlieli als positiv voraussetzen.

Inclsm man aueli liier äie 1'erme mit positiven LoeKeienten ^usammenkasst in <x (x^ . .)

uncl äie anäersn mit negativen Loeiiioisntsn in — i// (x z>- ? . .), gg äass P unä i/, nur

positive Loskkeisntsn kalzsn uncl

k (xz^ . - P (X72 . .) — 1// (x^ . .)

vircl, so ist sicher visäsr iur a d, e cl, s k. .

P (aes . .) -^- 1// (dclk. ,) -^ f (x^ . .)

-i^ P (däk. .) — (äse . .),

uncl ss kann k (x^? . .) innsrlialb äer assignirten (^rsn^sn äer Variolen nielit vsr-

selnvinäsn, venn clis l>eiäen äusseren Klieäer äisssr Ilngleieliung ^Vertlm von clemselden
Vorbeieden erkalten.

Ilmgskslirt, venn k (xz^ . ,) iur x — v — /S, / — ^ . nielit vsrsolivinäet

unä «/?)',. resp. ^viselien a unä l>, e unä ä, e unä k liegen, so ^veräen aued notli-

venclig

P (aes . .) — 1// (däk. .) unä

<x (lzclk . .) —i/v (aee . .)

Wertlie von clemselden Vor/eielien annedmen, venu nur äie Intervalls a . . d, e . . ä,

s . . k sto. lnnrsielienä engs sinä.

In ^jeäem lalle aber, mag äie ?unetion verseluvinäen oäer niekt, sinä uns äiese

keiäen Grössen ^viektig, ^veil k (x)'/ . .) 5ür äie assignirten Kren^en äer Variadlen notli-

^venäig ^viseden ilmsn singssngt l>leil>t, oline sis sellzst ^u srreielren.

^Venn sine äer Variablen 2. L. x. oäer mslirsre, sieli in einem Intervall negativer

^Vertlie lzs^veZt, so virä äiessr I'all au? äsn vorigen ^urüelcZssülirt, inäsm man l° (—x,..)

ketraolitet, vo nun clis Variabls x äas positive Intervall — a . . — l> dat.

H. 3. ?ourisr's IZeurtlieilunZ clsr Ns^vton'selisn Approximation, im Hindlielc ani'

clis Zsomstriselis üsäeutung äsrsslbsn, ist kolZsnäs. vis au^ulössncls Klsieliung sei

s sx) ^ O unä a äer ^nkangsvertl», von clem man ausZekt um äie ^Vur^el « ^u lzereelinen.

Aan äenke siek äie Lurve ^ — 5 (x) construirt uncl an äiese eine Tangente gelegt in clem

^ur ^.l»seisse x—a geliörsnäen?unlcte

?riM clis Tangente äie ^xe in a', so re-

präsentirt äas Ltücl: aa' — — äis

Xsvton'selis ^nnälierung, velelie in äem

?alle äer?igur eins ^virlclielis ^nny,lis-

rung ist. Courier verlangt nun, äass

man äiesen ?all immer lierlieikülire,

inäsm man Zuerst äureli Trennung äer
4
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Vsur^eln nwei Kren^en a und 1z kiir « sieb versobaKen soll. iunerbal!» weleber die Ourve

weder böeliste und tielste ?unkte uoeb >Vendepunkte bat, innerbalb weleber also die

erste und Zweite Ableitung niebt versekwindet, und Zaun ausgelieu soll bei der ^unÄlierung

von derjenigen 6ren?e, wo die Lurve der ^xs ibre Konvexität /ukelirt. Lr sagt aus-

drüeklieb, vis klein der Abstund der (lren/en immer sei, so könne doeb das ^xproxi-

mationsverkabren nur aus diese eine Kreide mit Zuverlässigkeit angewandt werden, und
niokt auk die andere.

^Venn man ilurolt clen I'uukt L der Lurve, weleber ^u der ^.bseisse x — b

gekört, eine parallele ^u der "langende ^a> ziiebt, so sekneidet diese parallele die ,<Vxe

in einem ?unkte l^, der notbwendig /.wiseben b und » liegt. Lomit bieten die ^Vertke

a' — a — 7^ und b^ — b — iiwei engere krönten der ^Vur/el « dar als die an-i^a 5 a

iangliebsn a und I» Ovaren. Da

kb - ia (b — a) 5a -j- ^ ^ 5' (a . . b),

so wird

d' - ^ - ^ (b - ^

ka
un6 der l^ewton'sebe l^äberungswertb a^ — a — - entkernt sieb somit von der ^Vur^el

um weniger als

— l" (a . . b)

5a

(b — a)^

(b — a)2,

2 5a

und a fortiori um weniger als
— m

2n

wenn man mit m den numeriseb grössten ^Vertk von k" kür das Intervall a . . b der

Variablen und mit n den numerisek kleinsten ^Vertl> von 5 Kr dasselbe Intervall

bsMiebnet. Oass die erste und Zweite Ableitung in diesem Intervall keine >VurMl Kaden,

ist sekon oben vorausgesetzt; Courier verlangt ?ur Lereebnung von m, dass auek die

dritte Ölleitung keine ^Vur7.el darin kat.

Ltatt der neuen Kren^en a' und b' kann man also auek nekmen

a' und a^ — ^ (b — a^2n ^

und man siekt, dass deren Intervall an Kleinbeit das ursxrüngliebe Intervall b — a

bedeutend übertreiken wird, wenn b — a selbst sokon klein genug war.

Die Untersebeidung der beiclen Kreuzen, auk welelie Courier grossen ^Vertk ^ legt,

ist jedoelt niebt nötbig. Nan kann ebenso gut ausgeben von cler 6ren?e b, wo die Lurve

gegen die ^Vxe eoneav ist, und wircl ^u derselben ^nnäberung gelangen. Nan bat ^jet/t
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b" — b — ^ und a' — a — ^; sa — kb-^-

- d) s'b ^ ^ s" (b . . a),

solglicb

i _ — s" (b . . a) ^

a' — b' ^ (b — a)2,

so dass vieder

b^ und b^ — ^

?vei Kren/en der ^Vurizel sein Verden, deren Intervall dem obigen genau gleieb kommt.

F. 4. Die ^nvendung 6er Xevvton'seben Netbode auf Kleiebungen mit xn-ei

lünbelcarmten bestellt in folgendem. Lind s (x^-) — 0 und P (xz^) — 0 die beiden aus-

^ulösenden Lileiebungen. « und /S das ^u bersebnende "Uur^elxaar, serner a und b

bekannte ^säberungsvertbe dieser 'Uur^eln, so ^iebt man ^nnäberungen b und k aus

den beiden linearen (Aeiebungen

kab -j- Ii sab -s- I: s,ab — O

Päd -j- b <x'ab -j- k P,ab — O.

Die ^Vertbe a b und b k sind dann die neuen ^läberungsvsrtbs sür « und /S, und

die ?rags ist, ob sie und um vie viel sie genauer sein verden als a und b.

Die geometrisebe Ledeutung dieses Versabrens ist solgende. Nan denke sieb die

?läeben ^ — fx)' und x — Pxv eonstruirt und Tangentialebenen an dieselben gelegt

in den tunkten, velebe ?u x — a, zs — b gebären. Oer?unkt x — a b, ^ — b ^ k

ist der gemeinsebastliebe Durebsebnittsxunkt dieser beiden Tangentialebenen und der

Lbene x^. Ls lässt sieb aber irn Allgemeinen aus der geometrisoben Darstellung niebt

erkennen, ob a-j-b oder b -j- lc resp. ^viseben aund«, bund/S liegen Verden oder niebt.

Courier bat eine ^usdebnung seiner Verbesserung der Nevton'seben Netbode aus

Kleiebungen nnit 2vei oder ruebr Unbekannten veder gelebrt, noeb in dein sebr aussübr-

lieben?lane seines unvollendet gebliebenen Werkes überbauet davon geredet. V/ir vollen

die I'ourier'sebe Verbesserung ^>etüt rein anal^tiseb betraebten um naebber ?u seben, in

liefern sieb dieselbe aus solebe (xleiebungen übertragen lässt.

Ls sei vieder « die gesuebte ^Vur^el der Kleiebung ix — 0 und a ein bekannter

äberungsvertb. Da s« — 0 Verden soll, so bat inan dureb Lntvieklung von

s (a -j- « — a):

sa -j- (« — a) s^ (a . . «) — 0,
— sa

« — s, — ^
^ (a . . «)

Ls ist demnaeb « — a ein sxeeieller ^Vertb der l'unetion — ^ ^ , in veleber die

Variable x von a bis ?u einer sveiten 6ren?e b der ^Vur^el « gebt. Diese I'unetion

versebvindet niebt, und sie vird immer endlieb und entweder durebveg positiv oder

durebveg negativ sein, venu s'x ^viseben x — a und x — b keine ^Vur^el bat. Diess

lässt sieb dureb Zusammenleben der (Zren^en a und b immer erreieben, den besonderen
4»
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lall ausgsnommsn, vo die gssuelite 'Vsuivel « den (Gleichungen i'x — 0 und t^x — 0
geineinschkcstlich ist. ^Venn vir noch den ?all s"« — 0 ausnehmen und dis xveite
Ableitung 5"x innsrlialb der Kreiden a uncl b nbeiliau^t lceins ^Vur^el hat, so verclen

, ^ ^3,
uncl —7^7. die extremen ^Verths von —— sein, ^viselien velcben diei'a 5b ^

unbekannte genaue I?rgän?ung c« — a notlnvenclig liegen inuss. Ls vird also « liegen

^visclien a — und a — ^-, und äer eine von diesen beiden Berthen vird liegen

^viscben « und a. Lbenso vird « liegen müssen ^visehsn b — und b und

visdsr vird 6er eine von bissen beiden Berthen liegen tischen « und lz, und ^var so,

dass aneli <x /^vischen a — und lz — fällt, vis auch /visclien lz — nnclia t'a t<Iz

a — ^-. Das Intervall clieser beidsn letzteren ?aars von (Zren?.en ist, vie vir gsssben

Italien, kleiner als (lz — a)2.

I?ür (Zleichungen mit ?vei Unbekannten ^eigt die Lntvieklung von
s (a -s- « — a, b -^- /S — b) — O

P (a -j- « — a, b -j- /? — b) — l),
dass cx — a ein sjzsciellsr ^Vsrth ist von

„ ^ P ^b f, x^ — k alz P,
^ ^ 5 X^ P, ^ — f, X)' P« ^ '

/? — lz sin sxeoieller ^Verth von
' 7^- ^ ^lz ^ ^ ab 5 x^

^ ^ 5 x^ P, ^ — f, x^ P' ^
In den (Grössen II und I( müssen x nncl I, )- nncl ^ als unabliängigs Variablen betrachtet
vsrdsn, erstere bsidsn ^vischsn a nncl einer weiten (Grenze e lür «, letztere lzeiclen
Zwischen lz nncl einer Zweiten Llrsn^s d kür /?. Die nacli x oclsr gsnommsnsn /Vblei-
tungsn sincl mit 5 oder c// bs^siehnet, clis nach ocler genommenen mit I, oclsr P,.

Ls vürcle sicli nun um clie extremen >Vertliv cler Grössen H uncl X innerlmlli
clsr assignirtsn (Zren^en äsr Varialzlsn lianäeln. l^Iit ^usscliliessung cles lzesonäsren
Calles, vo

1^ «/? «/? — I, «^6 tt/A — ö
ist, vircl es sielr äureü ^usammen^ielieii äer (?ren^en a uncl e, lz uncl cl immer erreichen
lassen, class der gsmsinsoliaktlielis Nenner tür II uncl X innerhalb dieser Kren^en nicht

^ XV ^ XV
verselnvinclet. Lilclen vir clie Quotienten ——uncl , Ls seien m und n, iz unä ci

V, s»? <x S»?
clis sxtrsmen ^Vsrtlie clerssliien innerhalb der vorliegenden Kren^sn dsr Varialzlsn, die
vir rssx. von gleichen Vorzeichen voraussetzen hönnsn, so nämlich, dass mn ^>0 xcj t>.

Ialz
Osr Wähler von H vird dann nicht verschvindsn können sobald ausserhalb m ... n

PS.»



salzliegt, und der ^ädler von Iv nicdt, venn ausserdald p . . <1 liegt. Nit ^usnadme

clissss ?allss bietst also dis knnction II eins ststigs Heide endlicdsr ^Vertlie dar, clis
entvsclsr nur positiv oder nur negativ sind, ebenso die IVinetion X. Zollen nun die
extremen ^Vertde dieser Functionen ermittelt Verden, so ist clis IZildung idrer 4 ersten
^dleitungen nötdig und clis Ilntsrsucdung, od keine von diesen ^dleitungen innerdald der
assignirten (^ren^en der Variablen verscdvvindet. I^lierdei stellen sied 4 neue Intervalls

deraus, ausserdald veleder ^7^ liegen muss, venn keins der ^.dleitungen versed^vinclsn
soll. ^Venn alls clisss IZsdingungsn erfüllt sind, so Verden sied clis sxtreinsn >Vsrtds
für H oäsr X angeden lassen. Ist L. die nacd x genommens ^.dleitung von H positiv,
und sincl clis clrei anclersn nsgativ, so vircl

. c/, ad f, acl — f ad >x, sä
^ 5' acl P, cd — l, aä -// cd

clsr kleinste >Vsrtd cler positiven ?unction Ilzk (kür a a) ssin.
Oer ^Vsrtd a d»b dat folgsnds gsometriseds Ledsutung. Denkt man sied

clursd clen ?unkt x — a, ^ — d, 1? -- fad sine Ldsns gelegt parallel ^u clsr tangential-
edsns cler l^Iäede 21 — fx^ in cleni l'unkte a, cl, f (acl), ferner clured clen ?unkt a, d,
Päd eine Lksns parallel 2iu 6er 1?angentialsdsns in dem tunkte 0, cl, c/>ed cler l^läede
21 so dat cler gsmeinscdaftlicds Durcdscdnittspunkt disssr dsidsn Ldsnen mit clsr
Ldens x^ clis Ooordinats x — a -j- duk.

Nun vürden ausd dis 2U clen /Vni'angsvsrtdsn 0 nncl cl gsdörigen ?unetionen
llcci uncl Xeä 2U detracdten uncl deren extrsms "Wsrtds 2U ermitteln sein. Hätts man
so lür deicls Wurzeln « uncl /? clie neuen 6renWn a -j- dab uncl e s deä, d -s- l<ud uncl
<l -j- lceä ausgedrückt, so vürcls es sied clarum dancleln idre Intervalls durcli clie an-
fänglicden c — a uncl cl — d auszudrücken, um clis ksnauigksit von a -j- d^d oäsr
d-s-kild odne Lereednung 6er ^veiten Lren^e deurtdeilen /u können. Ltatt der I unetionen
llcä Keä könnte man au cd rssp. Leb I^Äil nsdmen.

Nan siedt, class man auf diese ^.usclednung cler I'ourier'scden Verdesserung ver-
^icdten muss vegsn idrsr viel /u grossen Lssedverliedkeit.

Z. 3. Viel einfaodsr väre es, sied cler in Z. 2 de^eicdneten Lren/n'ertde ^u
declienen, clis clursd Verkleinerung clsr positiven nncl Vergrößerung clsr negativen, clann
umgekedrt durcd Vergrösserung cler positiven und Verkleinerung der negativen 'lerme
erdaltsn Verden. und im k'alle clis Functionen II oder X nicdt versedvindsn, den numerised
kleinsten >Vsrtd des Mäklers ^u clividiren durcd clsn numsrised grösstsn ^Vsrtd des
Nenners.

Dieses Verfadrsns kann man sied aucd dedienen dei einer (ileicdung. Diess sei
fx — 0, dis ^u dsrsednsncls Murmel sei «. ^Vir können « als positiv voraussetzen, da
vir andernfalls nur die (Zleisdung f (—- x) — O nsdmen dürfen. Von den positiven
(Frenzen a und d für « sei a ->>, d. verlegen vir fx in <xx — i/>x, so dass </> und 1//
nur positive Losfüeisntsn sntdaltsn. Die (Zrsn^en a nncl d seien dinlänglicd enge, damit
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clis (Zren^werlde P^a — i//d und P'd — i//'a einerlei Vor^eioden Kaden. Dieses sei

5. L. -j-, also <// d — a 6er grössere ^Vertd. Ls werden dann

^ , kd
a ^^ und d —

P'd — 1//^ P'd — l/^g,

?.wei engere Oren^en 6er ^/ui2sl « sein. Idr Intervall, weledes sied als

<x" (a . . d) — ^ k" (a . . d)

P'd — i//"a

ergiedt, ist kleiner als

P"d 4- z ^"d — z P"a

P'a — i//'b

Lin gan^ ädnliedes Intervall erZiedl, sied kür

(d — a)2

(d — a)2.

, kd . ia
d un<l a

P^a — i^'d P'a — i//'d

Lei 2wei Kleiedunzen lxv — 0 PX^ — 0 können wir clie ^u dereednenden

^Vur^eln « /? und somit aued idre dekannten (Zren/en a und e, l> und d edenkalls als

positiv voraussetzen, uncl es sei wieder a e, d cl. Ls sei

k (x)-) - ). (xv) — (x?)

P (xv) - -- (xv) — 7r (x^),

wo X ^ 71 nur positive Loeklieienten entdalten. Oer Zsmeinsedaitlieds Kenner 6er
Functionen II und X Kai dann die Kren?wertde

? (alz) — H (ed) und ? (ed) — (Z (alz),

wo ? — X' X, 7i' ?r,

(Z — X' 71, -i>- X, /«, >>

Diese werden Kr Intervalle a . . e, d . . d, die dinlänglied enge sind, was wir dier

voraussetzen, einerlei ^eicden daden. Dasselde sei L. ^-, so ist

? (ed) — <Z (ad)

der numerised grösste ^Vertd des Kenners.

kad
>Venn —niedt in dein in §. 4 clured in . . n de^eiedneten Intervalle liegt,

so wird die Function II«K niedt versedwinden, sondern sie wird duredweg positiv sein.
Idr Mäkler

Päd k,xv — kad

wird also aued positiv sein, 6a der Nenner positiv ist. I'olglied kann niedt gleiedziöitig

Päd entgegengesetztes Vorsieieden mit k,x^ daden und lad gleiedes mit P,^. Lonaed

dleiden kür die Vor^eieden von Päd und lad nur 3 Nögliedksiten. Von dem Eintreten dieser

Uögliedkeiten wird ader der ^usdruek des numerised kleinsten ^Vertdes kür den lädier

addängen. Lind D. Päd und kad deide -s-, so ist

Päd X,ad -s- lad 7-,ad — Päd «,ed — lad ^,ed

dieser ^Vertd. Ist dagegen fad —, so wird derselds

Päd X,ad — lad ^ad — Päd ^,cd s- lad ?r,ed.

Ls sind also 3 versediedene Ausdrücke möglied kür den numerised kleinsten ^Vertd d»b

von Lgb. Ldenso werden 3 versediedene Ausdrücke möglied sein kür den numerised
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kleinsten >Vertli von Ilcä oäer Hab. Dureli Lombination äieser -MZIiedlceiteii entstellen
9 Källe. lür velelie clie Differenz

O ^ Ii<zä — a — liad

clured e — a uncl 6 — 1) auszudrücken väre, um immer Ä priori TU vissen, auf velelie

(Zenauigkeit man dei Lereelznung von a -s- ligb zu reolinsn. dat. Diese Differenz vüräs

sied äured e — a uncl 6 — d c'uaclratised ausclrüeken.

Nan siedt, class auod clieser >^eg viel zu desedverlied ist uncl class man besser

tdun vüräe, deiäe ^Vertde a -s- dgd uncl e -j- deä ocler e -j- d«d zu dereednen, clie notd-

venäig zvei Kreuzen für « dilclen uncl cleren gemeinsedaftliede AKern also cler Wurzel «

seldst angedören.

^.n Ltelle von des könnte mau aued clen numerised grössteu 'Wertd von Hzd

dereednen, sovie mau dei einer 6IeiedunZ als (xrenzeu für « nehmen kann
fa kg.

uncl a
P^d 1//^ P'g, 1//Iz

K. K. In 4 uncl 5 var es uns um clie Lereednung äer extremen'VVertde Kr clie

I'unetioneu IZ uuä zu tdun uncl um lZrmittelung idrer kenauigkeit. Da vir niedt zu

dsfrie6igen6en Resultateu gelangt siucl, so vollen vir ^etzt uoed einmal clie Dntersuedung

cler (Genauigkeit cler I^övton'seden Uetdoäe kür eine Kleiedung aufnedmen uncl cladei zvei

auäers ^Vegs dstreten, clie uns zu Resultaten füdren verclen, velede einancler ergänzen

uncl clie ^.ufgade erlecligen. Diese >Vege verclen aued 1zei zvei 6leieliungen zu clem
ervünsedten ^iele füdren.

^Vir daden clen ^.nfangsvertd a; vir zieden clie l^evton'sede ^nnäderung Ii aus

6er Kleiodung ka ^ d f"a — 0 uncl stellen uns clie I'rags: vis gross vircl « — a — d

sein, cl. d. zviscden veleden krenzen vircl « — a — d liegen? Die Lntvieklung von

f (a -j- d « — a — d) — O giedt

« — a — d ^ ^ -
f-(a-j-d . . . «)'

es ist ader

also

f (a d) - 5" (a . . a -j- d),

^ — k" (a . . a ly
tt Ä Ii — x, , j ^^^ li2.

2 l' (a -j- Ii . . «)

^Venu also a -s- Ii iunerliall) cler aukänglielzen (Grenzen a uncl d 5ür « sällt, so ist

« — a — Ii ein sxeoieller ^Vertli cler Lrösse
— l"v

li2
2 k'x '

in velelrer clie uual>Iiängigen Variablen x uncl ^ zviselien a uncl 1z lzleilzen.

Ls lianäelt sielr also ^'etzt um clie extremen >Vertliö clieser (Grösse. Nit ^.usseliliessung

cles Calles, class s'« — '0 ist. setzen vir clie (Frenzen a uncl 1z so enge voraus, class ^x

nielit versolivinäst un6 class clie (?renzvsrtlie c/>'a — i^-'1z uncl «x'Iz i//'a classellze

Vorzeielisn Kaden. I?ür äie zveite ^dleituug 5" ist keine lZeclingunz zu maelisn nötlüg.
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Der Nenner eines Lrueliss liege /^viseben den Kren^en p und <1, und es sei

p c>; beide mögen positiv sein, da man dsn niebt vsrseliwindsndsn Nenner immsr

positiv maeben kann. Oer Mäkler liege ^wisenen dsn Oren/en m und n, und es sei

algebraiseb in n. vis Kren^wertlis des Kruelies sind dann
m

I?

< n

V
wenn m und n negativ sind;

m

p

< n

V

wenn m — und n ist;

IN

<1

< Ii
wenn IN und n sind.

lliernaeb sind die Oren^nertbe N und N von ^ ^ f'x bsreelinen, von denen

nieder algebraiseb N X sei. ^s ist dann

Nb2 < « — a — li < Nb2,
also nenn Ii, 2 Ii2

1) NI^2 « — a Ii NIi^>2

kür N nnd N —;

2) Ub^2 — a — ^ ^

iur N — nnd N -j-;

3) Nb,2 « — g, — ^

für N und N 4-.

^Vir linden somit dureli den >Vertb a -j- li 2wei neue Grenzen der ^Vur/el, deren Intervall

iin ersten ?alle Xb,2 — beträgt; ibr Intervall beträgt dagegen iin Zweiten ?a1Is

(N — N) 1^2^ und ferner iin dritten lalle ^1^2 — NI>/2. Docli vergrössert sieb das

Intervall noeli nin eins Linbeit derjenigen Oseiinalstells, mit weleber man den ^Vertli

von In abbriebt.

l?iele a Ii ausssrbalb des Intervalls a . . b, so Icönnts inan die Ilntsrsuebung

von ^ ^ in dein bis 2U a -I- Ii, erweiterten Intervalls vornsliinsn. .ledooli wird inan
2 i"x

in diesein I'alls lieber das folgende Vsrfabren anwenden, das übrigens auoli allgemein ist.

Die Lntwielclung von f (a « — a) — 0 giebt

fa -I- (« - a) f'a 4- ^ ^ f" (a . . «) - 0,

, — f" (a . . «)° ^ ^ ^

Nan liat also, indem N nnd N ganü ilire obigen Ledeutungen und ^Vertlie bell alten:

1) N (b — a)2 < « — a — Ii < 0;

2) N (b — a)2 < « — a — Ii < N (k — a)2;

3)0-«^« — a — b X (b — a)2.

^Is Leispiel wenden wir das Vorliergeliends an auf dis (Zlsieliung
x^ — 2x — 5 —

weleliö aueli von Courier ausgelöst worden ist. Die einzige rsslls ^Vur^el derselben

liegt iiwisebsn 2 und 2, 1. Alan Lndst für dieses Intervall

51 - — 0, 63 N - — 0, 53.



33

lur a — 3 erliält man a lr genau, gleieii 2, 1, solglieli ist

— 0, 0063 < « -- a — d < -. 0, 0053
unä

2, 0937 < 5/ < 2, 0947.

Hätte MÄH als 6ren?isn 2 unä 3, 095 genommen, HO läge clor ?all vor, äass clis

Approximation, mit a — 3 über äie anäere Kreuts Iiinanssiiiirt. Nan vüräe sieli nun äer
(üorreetion keäisnen

— 0, 63 . 0, 0952 . 3, 1

ä. i. — 0, 0057 < « — 3, 1,
so äass

2, 0943 < « < 2, 095.

^Vir v/ünseiien eins Vergleielmng äer Kenauigicsit, velelie äureli äie olzen angs-

geizeno Lorreetion erreielit virä, mit clor von Courier orrsieliten, unä gelien äesliail) ^jet^t

nielit von einer äer seiion gefunäenen engeren (Zren!?sn 2, 0943 unä 2, 0947 aus, sonäern

vis Courier von 2, 1. Ls virä

— 0, 006 < d < — 0, 005,

— 0, 0000 33<« — a — k< — 0, 0000 1.
Da nun

a -j- Ii - 3, 094568 . .,
so ist

2, 09454 < « < 2, 09456.

Lei äer weiten Approximation virä kür a — 2, 09454

0, 0000 11 < Ii < 0, 0000 12.

— 0, 0">91 <« — a — Ir< — 0, 0^64.
Xun virä

a -j- Ir - 3, 09455 14816 16 . .,

also liegt « smseken

2, 09455 14815 2

unä 2, 09455 14815 6.

Onreli äie äritte Approximation ^vüräen vir äie ^Vur^el auk mein- als 20, clureli

clis vierte auf mein- als 40, clureli äie fünfte auf mekr als 80 Deeimalstellen genau

tinäen, välirsnä Courier clureii seine Lorreetion mittels fünfmaliger Approximation nur

32 genaue Ltellen ünäet.

Iledrigens können vir «Iis Oonvergen? cler Approximation noeli beäsutenä erliölien

inclem vir clis ^Vertlie N unä X nielit eonstant - — 0, 63 unä — 0, 53 lassen, sonäern

sie Miesmal für äas engere 6ren^enintervail neu dereelinen. üs sincl ^u cliesem ^veoke

nur solelie lieeiinnngen erforäerlieli, äie okneliin 2ur Bestimmung von Ii gemaeiit veräen.

?ür clas ^veite Intervall 2, 09454 ... 2, 09456 virä

N - — 0, 56399

X - — 0, 56297,
äalier

(5l — N) 1^ < 0, 0000 2 l^

< 0, 0000 3 . 0, 0»144 < 0, 0^3.
5
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Hieraus sielit man, dass, in<lsm man dis Division, ^velelie den >VertIi vor» a -j- Ii srAielit

nnd clie odeii mit dsr Zwölften Ltslls adgsliroelisn wurde, Iiis /ur 15te-> inel. fortsetzt,

man mittels der Lorreetionen

— 0, 56299 k-2 nnd — 0, 56297 l>,2
2ivsi Krsn^sn 6er Murmel erkalten v?ir6, deren Intervall 4 Linlieiten 6er löten Decimal-

stelle deträgt. Vovli darf man ?.n diessm ^vselce niodt nelnnen

li, - 0, 0000 11 li- - 0, 0000 12,

also

li^ - 0, 0»121 - 0, 0»144,

sonäern Ii. 2 und 1^2^ müssen, mittels so visler Ltsllen von Ii liersolinst vvsrden, dass sie

sieli erst in dsr 16tsn oder 17ten Ltslls nntsrsslisidsn.

Xelimen vir

li,2 - 0, 0-13182751

^2 - 0, 0« 13182754,

dann wird

— 0, 0^ 74Z18 < « — a — li

< — 0, 0^74215.

^.us

a -j- Ii - 2, 09455 14816 16542 . .

lolgt also, dass « ?^visolien

2, 09455 14815 4232'4

nnd 2, 09455 14815 42328

liegt.

Mt lZsnntöung disssr Lorrsction würde naeli der dritten Approximation erst

etwa die 45w, nacli der vierten die 135w, naeli cler tunkten die 405w Ltslls nngenan sein.

Lie gsvädrt also clen grossen Vortlisil, class man, lzsinads olins nsns ksolinung,

eins sdsn so starke Approximation erkält, als ol> man dis L.nnälisrnng ans cler Hnadra-

tiselrsn KlsielinnA

5a -1- li5a ^ s"a - 0

ASMZSN liätts.

Z. 7. Das in 6 gezeigte Vsrkaliren üdsrträgt sieli odns Lclnvierigkeit auk

(ZleiolinnASn mit ^vsi Ilnlzelcannten.

Die belcanntsn l^älisrnngsvertlis 6er ^Vnr^sln « nnd /? seien a nnd l>. Nan ^islit

die ^svton'sedsn ^nnälisrnngsn Ii nnd Ii ans dsn Kleieliungsn

iad -j- li^al) -j- Ks,alz — 0

y>al) liP^ak -s- lcP^alz — 0.

lZsurtlrsilt wsrdsn soll die KsnauiZksit von a -s- li — a, nnd l) -j- I: — lz, d. i. dis

Lrösss von « — a — Ii nnd /? — Ii — lc.

Dureli Untvielclnng dsr Klsielinngsn

^ (^1 ^ «— ^1, ^ — ^>1) — ^

P (a^ ^ « — a^, ^ /? — l>^) 0
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erbält man
„ _ 5, ^^b, ^

^xz^ P,^ — f,x^
/? __ Ii _ 1< - — Pg.^^ 5x^

^ — f,x^ P'^
Hier bs^eiobnen x unä ^ unbekannte Wertbe ^vviseben a b unä «, ebenso z^ unä ,/
unbekannte ^ertbs 2ivisebsn b k unä /?. ?srner bat inan

f"x^^ -l- bk f',x^^ -j- f„x^,
b2 k'

- -Z- P"^l?l ^ ^ ->
Hier sind x^ ^ neue unbekannte ^Vertbe ^viseben a uncl a -j- b, ebenso unä
neue unbekannte ^Vertbs üviseben b unä b k. Dureb Linsst^en von ta^b^ unä
Pa^b^ in « — a — b unä /? — b — k erbält inan

« — a — b - ^2 Lbk -j- LK2
/? — b — k - Vb2 -j- Lbk -j- ^k^.

Die Losküeienten L <H I) L ? sinä gebroobene Lunstionen der 8 Variablen x z? x,
? »? ??i rait äsin gsineinsebaftlieben Kenner

f^ P,^/ — 5x7
Oer Gabler von ^ ist L.

^ ^ — z f"x^,
>Venn a -j- b ^viseben äis (^rsn^en a unä e für « fällt, b -s- k ?viseben äie (Frenzen
b unä ä für /?, so sinä also « — a — b uncl /? — b — k sxseislls ^Vsrtbe cler Llrössen

^b2 -j- Lbk -j- LK2
Vb2 -j- Lbk -j- ?K2,

väbrenä äis Variablen x x^ ^ ^ zivissben a uncl e bleiben, clie Variablen ^ ^
^wiseben b uncl cl.

Den Lall, äass
f^«/? P,«/S — 5,«/? — 0

ist, sebliessen vir aus, uncl clie 6rsn2sn a unä o, b uncl cl inüssen enge genug sein,
äainit cler gsrneinsebaftliebs Kenner niebt versobvinäst.

Nan bat nun in cler ^Veise, vis cliess in 2 uncl 6 näber angedeutet ist, äis 6rsni?-
vsrtbs von /V lZ (! O L L ^u bsrsebnsn. ^us ilinsn uncl b^ b^ k^ kz ergeben sieb
uninittslbar äis 6rsn?sn für « — a — b unä /? — b — k unä inittels äsrsslben aus
a -j- b uncl b -s- k äis neuen engeren Lren/sn für « unä /?.

/?uin Lebufe cler Zweiten Approximation ist es äann vortbeilbaft, äass inan äis
(?ren^vertbe von L <ü l) L ? für äis sngsren Intervalle bereobnet, vslebs äas Resultat
äsr ersten Approximation sinä.

Lins einfaebe lZstraebtung ^sigt, äass vsnn äis Krsnüen a unä e, b unä ä bin-
länglieb sngs sinä, sntvsäsr « — a — b notbvvsnclig von böbsrsr Osoiinaloränung aus¬
fällt als b oäer /? — b — k notbvsnäig von böbsrsr Oränung als k. Ls bängt äisss

von äern init a uncl b ssbr variablen >Vertbe äes (juotisnten ab.
S'
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^uelz das /veite in 6 gezeigte Vsrsalirsn ülzerträgt sied wit I^sielitiglcsit aut den

I'all?^veier Kleielmngen.

vis Lntvielclnng von

k (a -j- « — a, d -j- /? — l>) — v

(a tt — a, 1) ^ I)) — 0

bis ?uin Zweiten Llrads giebt

0 - kab ^- (« - a) ?ab 4- ^ ^ l"x?

-j- (/S — d) i>d -j- (« — a) (/S — 1z) 5,xz^

0 — Päd -s- (« — a) P^alz -j———

-j- (/? — 1z) P,a1z -s- (« — a) (/? — Iz) <x^,^

. (/? - d)2 ^

^ 2

^us diesen deiden (?lsieliungen folgt

« — a — Ii —

A (« — a)2 -j- B (« — a) (/? — 1z) -j- C (/S — d)2

/? — Iz — Ic —

D (« — a)2 4- A (« - a) (/? — d) -j- F (/? — d)2.

A B C D E F sind gelzroeliene ?unetionen mit 6ein gemsinselzaktlielisn Kenner

^al» P,a1z — i)a1z P'alz.

Oer lädier von A /. L. ist

z <x"^/ k,al> — z <x,alz.

Visse ?unotionsn mit den Variablen x ^ ^viscliczn a unä e, ?? ^n'iselioll Iz und d sind

aber nur sxsoisllslalle clor obigen allgemeineren Functionen ^ L L! O L ? mit 8 Variation.

Ls bedark also aueli nur der olzigen Kren^^vertlis nin ans diesen und den Kren/en

g und e — a kür « — a, 0 und d — lz iur /? — lz die Kreuzen kür « — a — Ii und

/? — 1z — lc 2u lzereelmen, deren ^vir uns in ^jeclem?alle Izeclienen Icönnen, aber lzesonders

dann mit Vortltsil Izedienen werden, venn a -j- li ausserdallz a . . e oder d -j- I: ausser-

dg.1d d . . d lallen sollte.

^Väre die eins 'Wurzel in sein.' viel engere t^rsn^sn singsselrlosssn als die andere,

so ^vürcle die ^nnälierung an letztere stattönden. Oiess folgt aus clen obigen ^.usärnelcen

für « — a — Ii uncl /? — Iz — I: dureli (e — a)2, (e — a) (d — 1z), (d — l>)2.

^1s Leisjziel mögen bereelinet werden die Izeiden ^.uilösungen « und /? der

(ileiolzungen

x» — — Jx2 ^x^ — 0

xz^2 x2 — ^2 —

velelie liegen resx. ^^visolien

0, 77 und 0, 78 1, 62 und 1, 63.
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Die (^i'sn^vsrtds für ^ L 0, I) L ? vsi'äsn in cdsssn Intervallen 6sr Variablen resp.

— 0, 33 nnä — 0, 24; — 0, 88 unä — 0, 69;

— 0, 2t) uncl — 0, 11;

— 0, 28 nnä — 0, 20; — 0, 04 unä -j- 0, 02;

— 1, 31 uncl — 1, 06.

Lei äsr ersten ^xxroximÄtien vircl nur» Mr a — 0, 77 nnä d — 1, 62

0, 003 < d < 0, 004

0, 005 < k < 0, 006,
6adsr

Da sied ergiedt

8» ist

aNSZsdt,

— 0, 00004 < « — a. < — 0, 00001

— 0, 00006 < /? — d. < — 0, 00002.

a, - 0, 77359 . . .

1>l - 1, 62572 . . .,

0, 77355 < « < 0, 77359

1, 62566 < /? < 1, 62571.

Lei clsr weiten ^^proxinmtien vir6, inclein man von clen l:1eillsten ^Vertden

0, 000021 < d < 0, 000022

0, 000021 < k < 0, 0000Z2,
ässdald

Ls srgsdsn sied

cladsr

— 0, 0»7 < « — s-i < — 0, 0»4

— 0, 0»8 < /? — d^ < — 0, 0«5.

a, - 0, 77357 17770 . . .'

dl - 1, 62568 10257 . .

0, 77357 17763 < « < 0, 77357 17767

1, 62568 10249 < /? < 1, 62568 10253.

Lins Zrössers (?snaniZl:sit vvürcls man mittels 6 er ? veiten Approximation

srrsiedsn, vsnn man vis dsi clsm tinderen Beispiel clis Lreo^vsrtds tür ^ lZ 0 I) lL ?

Mr 6is clnrod 6is erste Approximation erdaltenen enZeren Intervalls neu derselmsts.
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