l}in Absicht, welche uns bei der Ausarbeitung des nachstehenden Aufsatzes ge-
leitet hat, war eine Darstellung der wichtigsten Sitze, auf welchen die Bestimmung der
Anzahl und die Trennung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung beruht, zu geben,
die sich dem Verstindniss von Schiilern der Prima einer Realschule anschliesst. Durch
den zweiten, die approximative Berechnung der Wurzeln betreffenden Aufsatz, worin eine
wesentliche Verbesserung der Newton’schen Methode fiir Gleichungen mit einer und mit
zwei Unbekannten gezeigt ist, hoffen wir zur Benutzung dieser Verbesserung beim Unter-
richte, die wir selbst mit Erfolg versucht haben, anzuregen.

I. Die Sitze von Fourier, Sturm, Canchy iiber die Anzahl der reellen
und imaginiren Wurzeln einer algebraischen Gleichung.

8. 1. Unter einer ganzen Function von x versteht man eine Grisse, deren
Zusammensetzung aus einer unbestimmten yeriinderlichen Grisse x und aus bestimmten,

dem Zahlenwerthe nach bekannten Grissen a b c . . . angegeben wird durch die Form
axm |- pxo | exp. ..,

in welcher die Exponenten m n p . .. ganze positive Zahlen sind, die wir uns fallend

geordnet denken. Zu den Gliedern axm bxn, .. kann als letates Glied ein blosser

Fahlenwerth addirt sein,

2. Die niichstliegende Haupteigenschaft einer ganzen Function hesteht darin, dass
diese sich mit der Grisse x zugleich stetig fndert.

Iis sei also die ganze Function

f (x) = axm -} bxo - cxp | . . ;
idndern wir die Grosse x um h, so ist
fxt+bD=axt+befbEfhpfcEx-|hp...
Denkt man sich auf der rechten Seite die Multiplication der gleichen Factoren x 4 h
ausgefiihrt, so kann man nachher alle Glieder zusammenfassen, welche dieselbe Potenz von
h enthalten, und man erhilt
fE4+h=f@x 4 hP 4 h2Q}hR.., | ahm;

P QR .., sind ganze Functionen von x,
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Legt man jetzt der Grosse x irgend einen besonderen Werth bei, so erhalten auch
P Q R .. besondere positive oder negative Werthe, aber jedenfalls wird einer von ihnen,
den wir U nennen wollen, nomerisch am grossten sein oder wenigstens nicht kleiner sein
als jeder andere Sobald h <C 1, so ist klar, dass der absolute Werth der Differenz
f (x 4+ h) — f (x) weniger betriigt als m U h, unter U h ebenfalls den absoluten Werth
verstanden. Nun wird aber m U h mit h zugleich unendlich klein, und damit ist die
stetige Aenderung von f (x) fiir einen beliebigen besondern Werth von x also fiir jeden
Werth von x dargethan.

3. Wenn daher f (x) fiir einen gewissen Werth « von x nicht Null ist, so wird
sich immer der Grosse x ein hinreichend kleines Intervall von « — h bis « -} h an-
weisen lassen, dass f (x) fiir keinen Werth von x in diesem Intervall Null wird und
folglich in dem ganzen Intervall nur Werthe von demselben Vorzeichen darbietet.

4 Fiir einen unendlich grossen Werth von x wird das Vorzeichen der (fallend
geordneten) ganzen Function iibereinstimmen mit ihrem ersten Gliede; fiir einen unendlich
kleinen Werth dagegen iibereinstimmen mit ihrem letzten Gliede.

Offenbar niimlich hat man im ersten Falle, abgeschen vom Vorzeichen,

bxn fexp. .. < (@ 1) ken
wenn k den numerisch grissten unter den Coiifficienten b ¢ . . bezeichnet. Es ist aber
4+ 1)k

Axm — I

numerisch axm “ @ -} 1) kxn, weil 1 >

Das letzte Glied der fallend geordneten Function wiirde in der steigend geord-
neten das erste werden. Denken wir uns also die ganze Function hier einmal steigend
geordnet und dargestellt durch

axi - SRV b gXT 4
Wo u < ¥ <« 7 . . Fir unendlich kleine Werthe von x hat man, wieder abgesehen
vom VYorzeichen,
pxr 4 ogxn L (v 1) 2
wihrend » dieselbe Bedeutung hat wie vorher k. Und wieder ist axe > (» 4 1) #x%
Wi

8. 2. 1. Die Grisse amxm—1 nennt man Ableitung von axm; als Ablei-
tung von ax und a betrachtet man resp. a und Null.

Unter der Ableitung von axm - bxn 4 exp ., versteht man die Summe der Ab-
leitungen von den einzelnen Gliedern, also amxm—1 -} boxn—1 -} cpxp—1
Da es offenbar keinen Unterschied macht, ob die Exponenten m n p . . alle verschieden
sind oder nicht, so folgt, dass wenn U V W , . belichige ganze Functionen von x be-
zeichnen, die Ableitung ihrer Summe U 4 V 4 W . . . gefunden wird, indem man von
jeder einzelnen Function U V . . die Ableitung U, Vy . . nimmt, und diese Ableitungen
simmtlich addirt U, 4 V, 4+ W, !

2. Das Product axu (axm*4 bxn - . . ) ist gleich gaxm+u 4 abxnp
und die Ableitung von dieser Grisse ist

oa (m 4 p) xm+u—1 4 gb (0 4 g) xO+H—1. ..
oder wuxu—1 (axm - bxe J .. .) | exu (amxm—1 -} bnxo—1+4 ...

x»—u , was nafiirhch auch gilt, wenn g = 0.

Ui




Man sieht also, dass

auxu—1 U 4 axe U

die Ableitung darstellt von exue U.
Ferner hat man (axe - gx» +..) V=ax« V4 gxv V4. . und die Ableitung davon
euxt—1 V 4 axe V,
+ prxv—1 V 4 gxr 'V,
= (apuxu=1 4 Bvxr—1 , )V -} (ex¢ | fxv. ) V,
Mithin ist
U, Vv4+ UV,

die Ableitung von U V.

8. Die Ableitung von UU oder U2 wird also 2UU,. Als Ableitung von U2 U
oder U3 ergiebt sich 3U2 U,.

Wenn wir annehmen, dass nUUn — 1 T, die Ableitung sei von Un, so folgt fiir
die Ableitung von UnU oder Un+1 der Werth nUnU, 4 Unl; = @ + 1) Un U,
Da aber das angenommene Gesetz zutrifit fir n = 2, so muss es auch gelten fiir
n=3,4,5.. kurzfiir alle ganzen positiven Werthe von n, um die es sich hier allein handelt.

Als Ableitung von (x — ¢)® erhilt man n (x — ajn—1 .

4, Von der Ableitung kann man wieder die Ableitung nehmen u, s f. Dann
nennt man auch die Ableitung der urspriinglichen Function deren erste Ableitung, die
Ableitung davon die zweite der urspriinglichen Function u. s. f. Diese wiederholt ge-
nommenen Ableitungen dienen zu einem bemerkenswerthen Ausdrucke fiiv f (x - h), den
man die Taylor'sche Reihe fiir ganze Functionen nennt.

Nach dem binomischen Lehrsatze hat man nimlich a (x 4 h)m

= axm - amxm—1 h 4 am (m — 1) xm—2 —]_i:
_ : |18
+ am (m — 1) (m — 2) xm—3 31
unter k! das Product 1 . 2 . 3 . . . k verstanden, also a (x 4 h)m

2 3
= wxm o (@em), b4 (@), o (axm )2

wenn durch (axm), (axm), .. die successiven Ableitungen von axm bezeichnet werden.
Ebenso ist b (x -} h)n

2 3
= bxn -} (bxn), h 4 (bxn), }—; -+ (bxn}s T—1 S
¢ (x4 he )
Rty . : h2 . h3
= cxp - (exp); h + (cxp). o -+ (cxp)s 31

ax 4+ o4+ b4 hptc@E-f bp...
oder f (x 4 h)

e h# | h3 .
=f@®4+hfix)+ 5 LE + 37 felxT)Ens

wemn f; (x) f (%) fs (x) . . . die auf einander folgenden Ableitungen von f (x) bedeuten.
Diese Entwicklung bricht von selbst ab und zwar mit dem Gliede ahm,

u. s, f. Folglich

1*
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8. 3. 1. Es bedeute « irgend einen heliebigen Zahlenwerth, so kann man die
(fallend geordnete) ganze Function
f (x) = axm - bxn 4 cxp - ..
durch x — « so lange dividiven, bis schliesslich ein Rest kommt, welcher frei ist von x,
Es sei R dieser Rest und Q) (x) der Quotient, welcher sich als eine ganze Function von x
ergeben wird, so haben wir

fx=x—a«) Q&+ R

folglich
R=1(a),
so dass immer f (x) — [ (¢) durch x — o ohne Rest theilbar ist.
Dies zeigt sich auch in der That, denn f (x) — f(a) = a (0 — pm) |
b(xn — an ) 4 . . . und jedes Glied dieser Summe lisst sich durch x—eu theilen.
2. In dem besonderen Falle wo f («) = 0 kann man also f (x) durch x — @

ohne Rest theilen, oder es ist
fx)=@&x—o Q (x
also x — @« ein Factor von f (x).
Nun kann auch Q («) = 0 sein, dann hat auch Q (x) den Factor x — a; wenn

wir also S(” = Q (x) setzen, so wird f (x) = (x — «)? Q, (x) w. s. . Wenn nicht
—

etwa f (x) = a (x — «)m ist, so wird sich f (x) zerlegen lassen in ein Product aus
einer Potenz von x — & etwa (x — a)n und einer ganzen Function ¢ (x), die den Factor
x — a nicht mehr enthilt oder durch ihn nicht mehr ohne Rest getheilt werden kann.

3. Man nennt einen Werth «, welcher fiir x gesetzt macht, dass f (x) Null wird,
eine Wurzel der algebraischen Gleichung f (x) = 0 und zwar eine einfache Wurzel,

wenn f (x) zwar durch x — « aber durch keine Potenz von x — o« getheilt werden
kann; eine n fache Wurzel dagegen, wenn f (x) theilbar ist durch (x — a)n aber durch
keine hhere Potenz von x — «. Man kann in diesem Falle sagen, es seien n Wurzeln

vorhanden, von denen jede gleich .

8. 4. Is sei « eine nfache Wurzel (n kann wie kiinftig immer auch 1 sein)

der Gleichung f (x) = 0, also
f(x) = (& — @ g (),

wo ¢ (x) nicht mehr durch x — « ohne Rest theilbar sein, oder was dasselbe ist, ¢ ()
nicht Null sein soll,

Nehmen wir die Ableitung von f (x), diese wird

f@®=n@x—aen—1g(x)} x— evq ),

wenn @ (x) die Ableitung von ¢ (x) bedeutet. Sie ist theilbar ohne Rest durch
(x — oo — 1 nicht aber durch (x — a2 . 2

Da ¢ (&) nicht Null ist, also irgend einen endlichen Werth hat, so wird ¢ (x)
in einem unendlich kleinen Intervall von x =« — h bis x = ¢ 4+ h nur endliche
Werthe von demselben Vorzeichen darbieten, Die Ableitung ¢y (x) muss in diesem Inter-
vall, da nimlich « nicht unendlich gross ist, endlich bleiben.




Fiir x = « — h erhiilt man durch Einsetzen in die obigen Ausdriicke
f (@ — h) = (— hngp (e — h)

file — W) = (— hxr—1 ,11 ple —h) — h py (o0 — h)

oder weil das unendlich kleine Glied h ¢, (¢ — h) auf das Vorzeichen der ganzen Grosse,
worauf es uns allein ankommt, keinen Einfluss haben kann,

fi (w —h) = (— hjn—1 ng (& — h).
Dagegen wiirde man fiir x = « -} h erhalten

f (¢« 4+ h)y = hm gz 4 h)

fi (6 4+ hy=hn—1n g (e -} h).

Man sieht hieraus, dass die Function f (x) und ihre Ableitung f, (x) Verschie-

denheit oder wie man sich ausdriickt Wecheel der Vorzeichen darbieten fir x — e — b,
Uebereinstimmung oder Folge dagegen fiir x = « 4 h. Oder man kann auch sagen:
f(x)
Elt lr.‘c}
Daszelbe wiirde man auch durch Benutzung der Taylor'schen Reihe sehen kinnen.

der Quotient ist negativ fiir x = « — h, positiv fiir x = ¢« 4 L

§. 5. Hs sei min a irgend ein Werth von x, fiir welchen weder f (a) noch
f, (a) Null wird, und b ein zweiter Werth, fiir welchen dieselbe Dedingung stattfindet.
f (a) T ()
—. and —==
fy (a) fi (b)
verschiedene, Nehmen wir im algebraischen Sinne a < b und denken wir uns x stetig

Dann bieten also bestimmte Vorzeichen dar, entweder gleiche oder

wachsend von a bis zu b,
s s Pa(x)il T h i
Im ersten Falle ist klar, dass die Grisse = innerhalb des Intervalls von x =a
bis x = b gleich viel Uebergiinge von — zu -} und von - zu — muss gemacht haben.
Tm zweiten Falle dagegen werden die Ueberginge der einen oder andern Art die der
zweiten Art um einen iibertreffen.
Sobald aber x wachsend durch einen Wurzelwerth o der Gleichung f (x) = 0
f (x)

hindurchgeht, so macht die Grosse immer einen Uebergang von — zu -}, wie

i 2
oben gezeigt ist. Ein Uebergang von -} zu — kann daher nur eintreten, wenn der
Nenner f, (x) verschwindet ohne das gleichzeitige Verschwinden des Zihlers f (x), braucht
jedoch dann nicht allemal einzutreten.

Der Uebergiinge von - zu — konnen aus diesen beiden Griinden hichstens so
viele sein als die Gleichung f; (x) = 0 zwischen den Grenzen x = a und x = b ver-
schiedene Wurzeln hat, wogegen es der Ueberginge von — zu -} wenigstens so viele
geben muss, als die Gleichung f (x) = 0 zwischen x = a und x = b verschiedene
Wurzeln besitat,

Bezeichnen wir die Zahl der Ueberginge yon — zu -} mib uy, dagegen die
Zabl der Ueberginge von -} zu — mit us, so wird die Differenz wy, — u; die drei
Werthe haben kionnen Null 1 oder — 1. Den Werth 0, wenn ; Et}; und I ﬂ: beide

| L 1 J




o ! AL f(a :
po.‘sutw oder beide negativ sind; den Werth 1, wenn -—{) negativ dagegen

f (b)
fi(a)y 2 (b))
st; den Werth — 1, wenn das Umgekehrte stattfindet.
Bezeichnen wir ferner durch i und i, resp. die Zahl der verschiedenen ‘Wurzeln
von f (x) und f, (x) zwischen a und b, so ist nach dem Obigen sicher

positiv

1y } i g < 1|
und deshalb algebraisch
iy vt_.’; W — s
Fiir die Differenz u;, — u., welche, wie oben bemerkt, je nach den Umstinden
Null 1 oder — 1 sein kann, wollen wir den Buchstaben A einfilhren, Dann wird also
A

8. 6, Da A hichstens 1 betragen kann, so zeigt sich, dass wenn die Ableitung
(x) = 0 in dem Intervall zwischen a und b i, verschiedene Wurzeln hat, die Gleichung

f (x) = 0 hochstens i, 4 1 verschiedene Wurzeln in demselben Intervall haben keann,

Zwischen zwei niichst auf einander folgenden Wurzeln der Ableitung kann daher
hichstens eine (einfache oder mehrfache) Wurzel der Gleichung liegen.

Diess ist der Lehrsatz von Rolle.

Die Einschrinkung, dass f (x) und f; (x) weder fir x = a noch fir x = b
Null sein diirfen, kann jetzt in Bezug auf den Rolle’schen Satz wegfallen, weil der Satz
in diesem Falle richtig bleibt fiir ein unendlich wenig engeres und ein unendlich wenig
weiteres Intervall, folglich auch fiir das genaue Intervall selbst.

§. 7. Man kann die simmtlichen Ableitungen von f (x) bilden, deren Anzahl
m ist, wenn m den hichsten Exponenten von x in f (x) bezeichnet, den man auch den
Grad dieser Function oder der Gleichung f (x) = 0 nennt. Die letzte Ableitung ist
keine Function, sondern hat den Zahlenwerth m!

Wenn man die obige Einschrinkung festhillt, dass keine dieser Ableitungen (und
auch die Function selbst nicht) Null sei weder fir x = a noch fiir x = b, und wenn

. b ; ; S T ¢
man mit A: A= As - . - Werthe bezeichnet, welche in Bezug auf -1?- - ;-- vv. gADZ
2 1z 4 :
dieselben sind, wie A in Bezug auf 7 S0 18t
i

i <i4+A

i <+ A

L <1+ As

folglich, da im = 0 ist,

i P A A A

Da i der Natur der Sache nach nur eine positive ganze Zahl oder Null sein kann, so ist
man sicher, dass auch die Summe A -+ Ai + A: . . . nicht negativ wird, obgleich die
einzelnen Summanden Null 1 oder — 1 sein konnen.




Der Werth von A war Null, wenn f—(”— und l(:—”— beide positiv oder beide
fy (2) f; (b)

negativ sind; in diesem Falle werden f (a) und f; (a) eine Folge odereinen Wechsel der
Vorzeichen darbieten konnen, f (b) und f; (b) dagegen iibereinstimmend damit eine Folge

oder einen Wechsel darbieten miissen, Fiir A = 1 ist th[;)) negativ, 'tj‘, {l!% positiv;
also bieten f (a) und f; (a) Wechsel, f (b) und f, (b) Folge der Vorzeichen dar. Um-
gekehrt ist es fiir A = — 1, wo f (a) und f; (a) Folge, f (b) und £, (b) Wechsel der

Vorzeichen darbieten.

Wenn man nun die Reihe bildet

ffa) fr(@) f£.00) ... .0 fm—1 () dm,
in welcher nach der Voraussetzung kein Glied Null ist, und in ihr die Relation eines
jeden Gliedes zu dem niichst folgenden, beziiglich des Vorzeichens betrachtet, ebenso
die Reihe

f) £fid LG ....Mw—1(0b) fn,
so ist nach dem eben bemerkten klar, dass die Summe A + A, + A: 4 ... durch
ihren Werth anzeigen ' wird die Anzahl Uebergiinge, welche stattzefunden haben von
Zeichenwechseln in der Rethe a zu Zeichenfolgen in der Rethe b minus der Anzahl der
umgekehrten Ueberginge. von Folgen in der Reihe a zu Wechseln in der Reihe h.

Es wird daher die Summe A + A, + A: ... gleich sein dem Ueberschuss
aller Wechsel in der Reihe a iiber alle Wechsel in der Reihe b, und die Anzahl der ver-
schiedenen Wurzeln von f (x) =0 zwischen a und b ist diesem Ueberschusse hichstens gleich.

Niemals kann die Reihe b eine grossere Zahl Wechsel darbieten als die Reihe a.

$. 8. Wir miissen auch den Fall betrachten, wenn in der Reihe a oder b
Glieder vorkommen, gruppenweise oder einzeln, die Null sind. Jedoch soll weder f (a)
Null sein noch f (b).

Es sei z. B.

fo (8) fet-1 (a) fot2 @) .....Te+E (2)
eine Gruppe von verschwindenden Gliedern wihrend fe—1 (a) und fe+k-+1 (a) nicht
verschwinden sollen,

Fiir ein unendlich kleines h werden nach § 4 die§Glieder

fe(@a—h) fe41 (@a—h) ... fe4x (a—h) fok+1 (a —h)
lauter Zeichenwechsel darbieten, dagegen die Glieder

fe (a4h) fet1 @<-hy ... fo4k (a4 h) fe+k+1 (a-h)
lauter Zeichenfolgen. Fiir 8 — h werden also die Zeichen der verschwindenden Gruppe
abwechselnd dem Zeichen von fo4-k41 (a) entgegengesetzt oder gleich, fiir a 4 h da-
gegen simmtlich diesem Zeichen gleich.
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Aehnliches gilt fiir jede andere Gruppe von verschwindenden Gliedern und fiir jedes
eingelne Glied, das verschwindet in der Reihe a oder b.

Die drei Intervalle a ..b,a —h..b 4 hund a 4+ h,.b — h enthalten
dieselben Wurzeln der Gleichung f (x) = 0. Der Ueberschuss der Wechsel kann grisser
ausfallen fiir die Grenzen a — h und b -} h als fiir a 4+ h und b — h, aber nicht
umgekehrt. Darum ist es zweckmiissig sich dieser letateren zu bedienen.

§. 9 Es sei ¢ ein solcher Werth zwischen a und b, dass in dem Intervall von
a bis ¢ keine anderen als einfache Wurzeln der Gleichung f (x) = 0 liegen; dagegen
soll ¢ selbst eine mehrfache und zwar nfache Wurzel dieser Gleichung sein. Dann hat
also f (x) den Factor (x — c¢)n, die Ableitung f, (x) dagegen nur (x — ¢)n—1; die
zweite Ableitung f; (x) hat nur den Factor (x — cjp—2; die dritte (x — cjo—3 u, 58 1.
Fir x — ¢ werden also f f, . . . fn—1 siimmtlich Null, aber nicht mehr fy,

Betrachten wir das Intervall yon ¢ — h bis ¢ -} h firr h unendlich klein, Die
Werthe von f f, . . fa—1 fa bieten fiir x = ¢ — h lauter Wechsel der Vorzeichen dar,
fiir x = ¢ -} h dagegen lauter Folgen, Der Ueberschuss an Wechseln in der ganzen Reihe

fe—h)... fm—1 (c—h) im
iiber die Wechsel in der ganzen Reihe

f ((' —I-]I) At [Im--l {C —i h} Elm
wird daher n betragen, wenn fiir x = ¢ kein Glied ausser den genannten verschwindet,
Er kann aber in keinem Falle kleiner sein als n.

Denn das Verschwinden irgend einer weiteren Gruppe von k Gliedern (k kann
auch 1 sein) muss wenigstens die Verwandlung von noch k — 1 Zeichenwechseln der
Reihe ¢ — h in Folgen der Reihe ¢ - h herbeifiihren.

Die Zahl der Zeichenwechsel in der ganzen Reihe

fi@) i@ .. fn—1.(%) fm
kann niemals grisser werden beim Zunehmen von x. Wir konnen also das Intervall
a .. b in beliebige Intervalle theilen, und der Ueberschuss an Wechseln in der Reihe a
iiber die Wechsel in der Reihe b wird gleich sein der Summe der Ueberschiisse, welche
diesen Theil-Intervallen entsprechen.

Wir sehen demnach, dass dieser Ueberschuss mindestens so gross sein muss als
die Zahl aller Wurzeln der Gleichung zwischen a und b, wenn man jede nfache als n
einfache (gleiche) Wurzeln ziihli.

Fiir x = — oo Dbietet die Zeichenreihe nur Wechsel dar, fir x = -} s nur
Folgen, Im Ganzen verliert also die Reihe beim Ucbergange der Grisse x von — o©
zu -} o so viel Zeichenwechsel als der Grad der Gleichung betrigt, und die Anzahl
der Wechsel, welche nicht durch das Verschwinden der Function { (x) verloren gehen,
ist der Angahl der imagindren Wurzeln gleich.

8. 10. Wenn f (x) und die n ersten Ableitungen verschwinden, so werden
dadurch n 4 1 Zeichenwechsel der Reihe x — h in Folgen der Reihe x 4 h verwandelt.

i

&
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Die Zahl n -} 1 wird ungerade sein, wenn n gerade oder Null ist. Die Reilie kann also
beim Verschwinden von f (x) eine ungerade Anzahl Zeichenweclisel verlieren.

Dagegen kann das Verschwinden irgend eines mittleren Gliedes der Reihe oder
einer Gruppe von solchen Gliedern immer nur den Verlust einer geraden Anzahl Zeichen-
wechsel bewirken,

Denn es moge z das positive oder negative Vorzeichen des auf die Gruppe
unmittelbar folgenden Gliedes, welches von x — h bis x - h nicht verschwindet, he-
zeichnen, so bieten die Gruppe und dieses Glied fir x — h folgende Vorzeichen dar

U e s 0 e N Ko
fiir x -+ h dagegen
S o Ay A b

Ist daher die Zahl k der Glieder in der Gruppe gerade, so wird das erste Glied
der Gruppe fiir x — h dasselbe Vorzeichen darbieten wie fir x -+ h. Das der Gruppe
unmittelbar vorhergehende Glied hat aber, da es nicht verschwindet, in beiden Reihen
dasselbe Zeichen. Wir haben deshalb kWechsel in der Reihe x — h und kFolgen in
der Reihe x 4 h,

Ist dagegen die Zahl k ungerade (auch der Fall k = 1 ist hier eingeschlossen),
so wird das erste Glied der Gruppe fiir x —h das entgegengesetate Vorzeichen darbieten
wie fiir x -} h. Ls wird daher mit dem unmittelbar vorhergehenden Gliede in einer
der beiden Reihen einen Wechsel bilden, in der anderen eine Folge, Wir haben also
jetzt entweder k - 1 Wechsel in der Reihe x — h und k - 1 Folgen in der Reihe
x -+ h oder k — 1 Wechsel fiir x — h und k — 4 Folgen fiir x 4+ h, beidemal also
eine gerade Anzahl,

Somit ist der Lehrsatz von Fourier vollstindig exwiesen, dass der Ueberschuss
der Zeichenwechsel in der Reihe a iiber die Weehsel in der Reihe b mindestens so gross
sein muss als die Anzahl aller verschiedenen und gleichen Wurzeln, welche die Gleichung
in diesem Intervall hat, dass er aber nur um eine gerade Zahl zrosser sein kann. Ist
also der Ueberschuss 1, so-hat man sicher eine einfache Wurzel und nicht mehr.

§. 11. Aus dem Fourier'schen Lehrsatze ergiebt sich mit Leichtigkeit der Lehr-
satz von Descartes,

Es sei gegeben die Gleichung

{ {x) = %t _;_ Ay zo—1 4. A; xn—2 _|_ A; xn—3
vevee FAn—3 x4 An—2 x2 J An—1 x } An,
wo zunichst keiner der Coéfficienten A, .. An fehlen oder den Werth Null haben soll
Nehmen wir die Ableitungen
fi x = nxn—1 4 (n— 1) A xn—2, ..+ An—1

LEx=nm—1)xo—2 4 m—1)n—2) A xn—23,,, -} 1.2An-2
fx=nm—1)(n— 2 xm—38.,.4 1.2.3 An—s

(]

faiciz=n@m—14)m—2)...2xF @— 1) A
fo % =in




Die Reihe f f, f2 . . . fn gestaltet sich dann in Beziehung auf die Vorzeichen
folgendermassen: :
1) firx = —
T F EF e+ nWechsel;

2) fir x =0
NicAf—1tAn—2 An-—gr 0 1,

die Coifficienten der Gleichung, diese mogen pWechsel bilden und qFolgen, so dass
P+ q = n;

3) firx =4 ™

+4++4+...4 nFolgen,

Nach dem Fourier'schen Satze betriigt dann die Zahl der negativen Wurzeln hichstens
n — p = g, die Zahl der positiven Wurzeln hichstens p, und diess ist der Lehrsatz
von Descartes. -

Wenn von den Coiéfficienten A, A . . An irgend welche, einzeln oder gruppen-
weise, fehlen, so ist folgendermassen zu verfahren. s sei z B. A, Ag A, A, ene
fohlende Gruppe, wogegen A, vorhanden ist. Dann hat men fiir x = — 0 diese Gruppe
§0 Zu ersetzen:

Hpi— A, A, — f&,\t | Ay
und fiir x = 4 0 so:
;34 .-\_1 i'\,; .”L_; ."\q.
weshalb man fiir x = - O die fehlenden Glieder gar nicht zu ersetzen braucht.

§. 12. Wenn man zwei ganze Functionen hat
axm 4 bxn -4 cxp . ,
oxu -} gxv b ogxE L L,
beide fallend geordnet, und wenn w < m, 50 kann man die erste dividiren durch die
zweite, bis als Rest eine ganze Function kommt, deren Grad <C u ist. Mit diesem Reste
kann man wieder den Divisor dividiren, und so kann man fortfahren.

Bezeichnen wir die erste ganze Funetion mit X, die zweite mit Xy, den Quotienten
mit Q, und den Rest mit X, und bedienen wir uns ihnlicher Bezeichnungen bei den
folgenden Divisionen. Dann haben wir folgende Kette von Gleichungen:

X =X, Q + X

X=X 0 —l— X

X, = X5 Qs -+ X
u. s f. Da der Grad von X, hichstens g — 1, von X; hochstens g — 2 u. s. w. ist,
so wird diese Kette nothwendig ein Ende haben.

Die Bildungsweise dieser Gleichungen zeigt, dass wenn von den Grossen X X
X . . . irgend zwei nfichst auf einander folgende einen Factor gemein haben, auch alle
iibrigen, vorhergehende wie nachfolgende, denselben haben miissen.

Wenn daher eine von diesen Grossen nicht als ganze Function sondern als blosser
Zahlenwerth sich ergeben sollte, so konnen wir behaupten, dass irgend zwel niichst auf
einander folgende dieser Grissen keinen Factor gemein haben, der x enthiilt.




Soll aber keine der Grissen X X, X, . . . ein blosser Zahlenwerth sein, so muss
eine derselben, die noch nicht von x frei ist, in die vorhergehende aufgehen, z. B, X,
in X,. Da jetzt X, gemeinschaftlicher Factor von X; und X, ist, so miissen auch alle
vorhergehenden Grossen X X; . . X, den Factor X; haben oder durch X; ohne Rest
theilbar sein, Und umgekehrt, wenn irgend zwei néchst folgende dieser Grossen einen
Factor gemein haben, so muss auch X, denselben Factor haben.

Man nennt deshalb X, den grossten gemeinschaftlichen Factor oder
Theiler fiir irgend zwei niichst folgende der Grissen X X, . . X,

In der Reihe

el B i iy

X o e SR

wo wir uns (wie auch im niichsten Paragraphen) die simmtlich ohne Rest moglichen

Divisionen ausgefithrt denken wollen, sind -dagegen irgend zwei niichst folgende Grijssen

ohne gemeinschaftlichen Factor, und konnen daher aueh niemals fiir irgend einen Werth
von x gleichzeitig Null sein (§, 3. 2).

Wenn fiir einen besondern Werth von x irgend eine der mittleren Grissen
dieser Reihe Null ist, so zeigen die vorstehenden Gleichungen, dass fiiv denselben Werth
die nichst vorhergehende und nachfolgende gleich werden.

Da X eine beliehige ganze Function ist, und nur ihr Grad nicht den Grad von
X tibersteigen soll, so kinnen wir fiir X; die Ableitung von X nehmen.

§. 18. Wenn ¢ eine n-fache Wurzel (n kann auch 1 sein) der Gleichung X =0
ist, so hat X den Factor (x — e)n und die Ableitung X, den Factor (x — e)n—1 (§. 4).

Es muss daher auch der grisste gemeinschaftliche Theiler Xy von X und X, den Factor
(x — w)n—1 hahen,

Die Grosse \,' kann durch x — « nicht mehr theilbar sein, weil sonst noth-
il
wendig X, eine hohere Potenz als (x — e«)n—1 zum Factor haben miisste. Demnach
bietet diese Grosse in einem unendlich kleinen Intervall von x = « — h bis x=e¢-} h
nur endliche Werthe von demselben Vorzeichen dar,
Wir wissen aber (8. 4), dass X und X, fiir x = ¢ — h einen Wechsel, fiir
X = a -+ h dagegen eine Folge der Vorzeichen darbieten, Dasselbe muss der Fall sein
mif X und - Woraus wir sehen, dass < beim Durchgange vyon x durch « sein
i ?s ‘ R T B - .
Zeichen dindert, also fir x = « Null wird. Es wire auch auf andere Art leicht zu
zeigen, dass < noch den Factor x — « (aber in keiner Potenz mehr) hat.
E
a
Die Grisse < lkann nur gleichzeitig mit x Null werden, und immer verhilt sich
X8

dann die Sache so, dass unmittelbar vor dem Nullwerden < und T{_’ einen  Wechsel,
o < g

ST . : g s ; :
nachher aber eine Folge der Vorzeichen darbieten, wiihrend 5 inzwischen nicht Null wird,
i}
L
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Sobald fiir irgend einen Werth von x eine oder mehrere der mittleren Grossen
X, X,
J\;N- inh Xa
swischen welchen eine verschwindet (§, 12), aber in der nenen Reihe
i g, e U
X Xq X, Xg Xg X, s
(in derselben Weise d.h. mit Zeicheninderung des 11. und 12., des 15.und 16. Gliedes ete.
wire hei einer grosseren Anzahl Glieder zu verfahren) sind sie gleich und entgegengesetzt.
Nun bieten drei Vorzeichen, wenn die beiden iiusseren verschieden sind, immer
eine Folze und einen Wechsel dar, wie auch das mittlere sein mag. Es ist daber klar,
dass das Verschwinden einer oder mehrerer der mittleren Grissen die Anzahl der Zeichen-
folgen und Wechsel in der letzten Reihe nicht dndern kann.

verschwinden, so sind fiic diesen Werth immer die beiden Grossen gleich,

Dagegen bewirkt das Verschwinden des ersten Gliedes 5 lmmer den Ueber-

a
8
gang eines Zeichenwechsels fiir x — h in eine Folge iir x 4 h. Die Reihe wird also
fiir x = b genan so viel Wechsel weniger darbieten als fir x = a, wenn algebraisch

a < b, als die Gleichung X = 0 verschiedene Wurzeln zwischen diesen Grenzen hat.
Diess ist der Lehrsatz von Sturm.
Die Division mit X, war nur zum Beweise nothig. Offenbar leistet die Reihe
XX, =X, — Xy K, X, — Xg— X Xy
ganz dieselben Dienste, :
Der Fall, dass X und die Ableitung X, keine ganze Function zum gemeinschaft-
lichen Theiler haben, in welchem Falle X nur einfache Wurzeln darbicten kann, ist ein-
begriffen, denn man darf sich nur Xy als Zahlenwerth denken,

i}

§. 14, Wemn X, nicht die Ableitung ist, so wird der positive oder negative
Ueberschuss an Wechseln in der Reihe
XX, —X, —X, X, X, — Xy — X, ele.
fir x — a iiber die Wechsel in derselben Reihe fiir x = b, gleichgiltig ob a < b oder

nicht, anzeigen, wie vielmal Ofter oder weniger oft der Quotient -\i'- zwischen x = a

und x — b von — oo zu -} oo springt als von 4 & zu — o, wihrend die Variable
x sich stetig von x = a bis zu x = b hinbewegt

Wenn X, von gleichem oder htherem Grade als X st und es sich um Bestim-
mung dieser letztern Anzahl handelt, so dividire man X, durch X bis der Rest X!, von

niedrigerem Grade wird als X. Die gesuchte Anzahl wird fiir den Quotienten --,-;;1 und fiir

Z y XY -, : : o
den iHcht gebrochenen Quotienten \;l eine und dieselbe sein. Denn die Gleichung

X X1

'1 —_ t:' _I_ 'l_

X X
zeigt, da die ganze Function Q endlich Bleibt, dass beide Quotienten gleichzeitig unendlich
werden und gleichzeitiz von — oo zu - oo springen, sowie von 4+ o m—
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§. 15. Wir wollen die Anwendung der Sitze von Descartes, Fourier und
Sturm an einigen Beispielen zeigen.
Es sei zuniichst gegeben die Gleichung:
3 —2x — 4 = 0.
Die Zeichenreihe 1 A, As . . ., welche die Zahl der negativen Wurzeln limitirt, ist
+ - — — 1
so dass die Gleichung hochstens 2 negative Wurzeln hat. Die Zeichenreihe fiir die posi-
tiven Wurzeln ist i
i 1iW;
die Gleichung hat also héchstens eine positive Wurzel.

Um den Fourier'schen Satz anzuwenden muss man die Ableitungen bilden

fi =838 — 2x fi=6x— 2 T =8

Die Zeichenreihe f f; £ f; wird also fiir
s R e e
x=—0 —— — -+ 1 W,

Demnach hat die Gleichung 2 negative Wurzeln oder gar keine. Fiir
x=40 R S 1 W
x =4 ™~ + + 4+ F 0 W,
also ist eine positive Wurzel vorhanden. Die Reihe fiir
x=+3 44+ +
zeigt, dass diese zwischen 0 und 3 liegh

Bei dem Sturm’schen Satze sucht man den grissten gemeinschaftlichen Theiler

zu x3 — 2x — 4 und der Ableitung 8x2 — 2. Als Reste bei der Division ergeben sich
mit Vermeidung der Briiche — 4x — 12 und 100, die Sturm’sche Reihe ist. also
M — 2x — 4 8x2 — 2, dx - 12, —
fir x = — ~ _— — = 2w
= 4™ + 4+ 4+ — 1w
x =0 s 2 W
x =38 Ll 1 W,

woraus man erkennt, dass die einzige reelle Wurzel der Gleichung zwischen O und 3
liegt. In der That ist
x3 —2x —4=(x—2) (x4 2x 4 2
=iz =2 n b e e s =),
Als zweites Beispiel mag die Gleichung dienen
x — Tx® 172 —17x |+ 6 = ¢,
welche nach dem Satze von Descartes gewiss keine negative Wurzel hat, aber 4 positive
Wurzeln haben kamnn.

Zur Anwendung des Fourier'schen Satzes bilden wir die Ableitungen
£

£ = dxd — 20t | B4x — 4T
f, = 12x* — 42x -} 34

£, = 2x — 42

f, = 24




£

Die Reihe f f, f, fgy f, bietet folgende Vorzeichen dar:
i X = — o, + -4+ — 4+ i W
= et e P S
also giebt es keine negative Wurzel;
.‘i:—|—4, +'I'+++ 0 W,
demnach 4 oder 2 oder keine positive Wurzel;
i e N T W SR e B
daher zwei Wurzeln zwischen O und 4, 5 oder keine;
x=-+25 — —+ 4+ 4+ 1 W,
also eine Wurzel zwischen 1, 5 und 2, 5;
x=-| 4 R L e e 0 W,
eine Wurzel zwischen 2, 5 und 4
Indem wir, um den Sturm’schen Satz anzuwenden, den grossten gemeinschaft-
lichen Theiler zn der Function f und ihver Ableitung f; suchen, ergiebt die Division
folgende Reste, bei Vermeidung der Driiche durch Multiplication mit schicklichen posi-
tiven Factoren, — 11x2 4 34x — 23 und — x -} 1.
Die Sturm’sche Reihe ist also
¥ — Txd 172 — 1Tx <} 6
4x3 — 2Ix? } 34x — 17
11x2 — 34x - 23
x— 1.
Die Reihe der Vorzeichen wird fiir
X = — + -4+ — 3 W
x=+4+~, ++++  OW
drei veelle ungleiche Wurzeln, von denen eine doppelte Wurzel sein muss;
e R S SR
keine negative Wurzel, was schon oben feststand;
i ol 0 W,
drei positive Wurzeln;
x=15 S e 2 W,
eine Wurzel zwischen 0 und 1, 5, welche nach dem Obigen die doppelte sein muss. In
der That ist
X — Txd 4+ 17x? — 17x 4 6
=(x—12x — 2 (x — 3.
Als drittes Beispiel nehmen wir die Gleichung
¥ — 10x3 - 6x + 1 = 0.
Die Zeichenveihe 1 A; A, . . . fiir den Satz von Descartes ist fiir .die negativen
Wurzeln
' +——+4+ 3F
also hichstens drei negative Wurzeln, Fiir die positiven Wurzeln
t—++ 2w

hichstens zwei positive Wurzeln,
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Die Ableitungen sind:
oxt — 30x2 + 6
20x% — 60x
60x2 — 60
120x
120,

Die Fourier'sche Zeichenreihe wird demnach
fir X = — oo, g C 5 W
firx=—0  fht——+ 2W
die Gleichung hat folglich sicher eine negative Wurzel und hichstens drei negative Wurzeln;
M il e e e U
zwel positive Wurzeln oder keine;

TR s R0 R S e 5T,

keine Wurzel zwischen — ~ und — 10;
x=—1 +—4+F—+ LW,
eine Wurzel zwischen — 10 und — 1;

g S g e L g
eine Wurzel;

eine Wurzel;

eine Wurzel;

SR R L S i ) a DU

eine, Wurzel,

Die Division fiir den Bturm’schen Satz giebt die Reste
— 20x% 4 R4x + 5

96x2 -} 5x | 24

3651x - 10920

1=

Der erste und zweite Rest miisser
Vorzeichen genommen werden,
Die Zeichenreihe wird dann fir

in der Sturm’schen Reihe mit den entgegengesetzien

X = — o, e Ll 5 W
X =+ & S FES i e T 0 W,
b reelle Wurzeln;

x = — 10, -+ -4 — 4 keine Wurzel,
o=t J — — F — 1 Wurzel,
R ol — — 4+ 4 — + 1 Wurzel,
Xo=rD; 4+ 4+ —— 4 4 1 Wurzel,
%=1 s L = 1 Wurzel,
x = 10. +++4+ 4+ 1 Wurzel
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Wir stellen hier noch die Divisionen zusammen, welche die Sturm'schen Reste

1. Beispiel

f=x3 — 2x — 4 fi = 8x% -— 2
8x2 — 2: 3x% — 6x — 12 = x

2, Beispiel
f = xt — 7x3 4 17x2 — 17x + 6
fi = 4x3 — 21x2 } 84x — 17

Ax8 — 2fx2 - 8dx — 17: 4oyt — 42 Txd 42, 1Tx? — 42.17x 42,6 = dx —1

— 4,21x3 - 4, 34x2 — 4. 17x

4
S Y T O e W [ B WL
7. 8x 4+ 7. 17

3hx — 23

+ 7. 21x2 —

e i | j_x_'d_- __I_

— 4132} 34x — 23: 112, 4x3 — 147, 21x2 4 112.84x — 112,17 = — 11.4x 4 95

— 11.4.34x2}11.4.23x
— 11 . 95x24-11 . 282x — {112.1
34 . 9ox — 23 .
— 128x + 128
— x4 1: — 11x2 4 34x — 23 = {1x — 23

o
v =1

3, Beispiel.

f = x5 — 10x3 } 6x + |

fi = oxt — 30x2 | 6

Hxt — 30x2 -} 6: 5z — 50x3 } 30x 4 5 = x

— 308 4 6x

— 20x% - 24x 4 5

— 20x3 4 24x -} 5: 20x — 120x2 -} 24 = — x
— 24x? — 5x

— 96x* } b5x | 24
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— 96x2 -+ 5x | 24: — 96.24.20x3 4 96.24%x | 96.24.5 = 24.920x 4 25

96,25x2 -} 242 20x

— 96.25x2 4 76.24% - 96.24.5
DL 20X i 24.25
43651x - 10920

Bei der letzten Division schreiben wir zur Abkiirzung 43651 = a und 10920 = b,
ax - b: — 96a%? -} Ha?x + 24a2 = — 96ax -} 5a } 96 b
— 96abx
(ba? | 96ab)x | 24a
bab 4 96bh?

2422 — bab — 96h?

Dieser Rest wird positiy.

§. 16. Es bleibt noch zu bestimmen, wenn x = « eine Wurzel der Gleichung
{ (x) = 0 1st, der Grad ihrer Vielfachheit d, i, die Zahl n in ;

() =x— «n ¢ (x),

wo @ (z) nicht Null ist.

Die Ableitung wird

i =nEx—an-1¢(x) 4 (x— oo @ (),

folglich . A ) 8 (x)
ho(E) S S e ).
tiE X — a
Nennen wir T den grossten gemeinschaftlichen Theiler fiir £ (x) und f, (x) und
setzen wir j(\_): X fy {\) =%,
1 I :
g0 ist natiirlich anch . o (%)
= 1| X — @) - -
Bl b i e
X X —

Es ist aber (8. 12)
X=(x—aowy(x),
w0 y () nicht Null. Davon die Ableitung

X=y @+ &—dwu @,

folglich b, U X— u
REa Y (%),
LheE=9 oe
Durch Multiplication von }i{l- und :\r erhilt man
. o (%)
. n (X — &)
E"‘...‘_ = i Ll ¢ (x)
! ; Y (x)°
1+ (x—a v (%)

Demnach ist n der Werth, welchen die Grisse ' fiir x = o annimmt.

&
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8. 17. Es seien o 4 if, & 4 38" . . . die simmtlichen gleichen und verschie-
denen Wurzeln der algebraischen Gleichung F (z) = 0, ihre Anzahl also gleich dem
Grade; die reellen Wurzeln sind darunter einbegriffen fir g = 0, # = 0., . Man

hat dann die Identitit

E (z) = Fi(x -+ iy)
x—otily—p)E@—e+ily —pD...
=5 @y +ivE )

1l

'l.‘
|
|
{
!
| r
A'__ s — e —— ._—h
Nehmen wir nun einen Anfangspunkt A und rechtwinklige Coordinaten-Axen A X,
A Y, Dann werden die Wurzeln « 4 i, e' - if' . . . repriisentirt sein durch die
FEoR X =

Coordinaten . . . einer Anzahl bestimmter Punkte. Ziehen wir jetzt

=gy =
cine beliehige geschlossene Curve, inmerhalb welcher alle Punkte « -} ig, o' -} 18" . ..
oder irgend eine Anzahl derselben liegen. Jedoch machen wir ausdriicklich die im Fol-
genden festzuhaltende Bedingung, dass keiner von den Punkten e« -} i . . . zusammen-
fillt mit einem Punkte der Curve selbst, Denken wir uns ferner einen beweglichen
Punkt M, welcher von einer Anfangslage My aus die Curve in der Richtung des Pfeils
d. 'h. in der Richtung von + x zu - y hin durchliuft ‘bis zur Riickkehr in seine An-
fangslage My, Die rechtwinkligen Coordinaten des beweglichen Punktes M seien x und y,
und es sollen in der obigen Identitit

x—oatily—B8) @—a Fily—8D...

=p@EN+ivEy

die Grossen x y der Reihe nach diese und keine anderen Werthe durchlaufen,

Setzen wir

X — o = I COS Y B = rsin p,
s0 dass r und p die Polarcoordinaten des Punktes M bezogen auf den Pol & # und auf
gine zu AX parallele Axe sind.
Setzen wir ebenso
x — g''=r' cos p! y — g =1 sin p,
wo 1 p' die Polarcoordinaten des Punktes M fiir den Pol o' p' sind, ete. Ks ist
evident, dass durch den ganzen Umlauf des Punkies M der Winkel p den Zuwachs 3600
oder 2 erhiilt in Beziehung auf einen jeden Punkt « g, welcher innerhalb der Curve
liegt, dass dagegen der Winkel p' durch den vollen Umlauf gar keinen Zuwachs erhilt
in Bezichung auf jeden Punkt «' 8, der ausserhalb der Curve liegt. Bezeichnen wir die
Endwerthe resp, mit p, p'y ... sowie die Anfangswerthe mit pg p's . o so ist also
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Py — Pp = 2m, wenn « @ innerhalb der Curve, dagegen p'y — Py =0 wemn o' g
ausserhalb der Curve. Setzen wir ferner
¢ (x, ¥) = R.cos P W (%, y) = RsinP

und unterwerfen wir auch P und R den Bedingungen der stetigen Aenderung mit x und jy
wiihrend der Bewegung des Punktes M; ¢ und ¢ sind als ganze Functionen von mlbr_-t
stetiz,. Da nun
g,y iy (x,y

=E—atily =8)&E— ¢ iy — g
so ist R = m'r" . . und wegen der stetigen Aenderung von P

P — By =0 —pyt p'—pok pl —plly iy
wo Py py p'y . . die Anfangswerthe, P p p' . . die veriinderlichen Werthe wiihrend der
Bewegung bezeichnen. Bedeutet nun P, den Endwerth von P nach dem vollen Umlaufe
von M, so ist also ®

P, — Py =p; —po+ 11y — py + Pin D e
also
P; — Py, = 2na,

wenn n die Anzahl der gleichen und verschiedenen Wurzeln ist, deren repriisentirende
Punkte in der von der Curve umschlossenen Fliiche enthalten sind,

Den Werth der Differenz P, — P, konnen wir noch aunf eine zweite Art
. 5 p (x, ‘.) y - ; o :
ermitteln. Es ist e cotg P. Verstehen wir nun unter arc cotg P den ein-
X
. T i e M o s . .
zigen Bogen zwischen — 3 und 5 dessen cotg = - 1st, s0 wird der allgemeinste, fiir

o - : T A i ; ‘

P zulissige Werth P = arc cotg —%- + mm sein, wo m jede gerade Zahl oder
LI

Null bedeuten kann, wenn ¢ positiv ist, jede ungerade, wenn @ negativ ist. Fs

wird nun darauf ankommen, diesen allgemeinsten Werth so zu bestinmen, dass die

o . - - . . v L i) . .
Stetigkeit von P trotz der Unstetigkeit des Gliedes arc cotg ’rr gewahrt bleibt. Dieses
) P 6

ah b . Y & 5 T . - 5, vy -1
Glied bietet niimlich die Unstetigkeit dar, dass es, so oft £ von — 0 zu -+ 0O iibergeht,
7 '
- It T : T Tt
Vo — 5 zu - D) also um -} 7 springt, dagegen von 1 5 A o oder um— 7
. s P e . o i
springt, so oft { von ++ 0 zu — 0 iibergeht. Beim Durchgange von P durch s bleibt
: u = Lkt {7
. e 0 - P ; :
arc cote stetiv, Die Form 0 kann, nach der Voraussetzung, - beim Durchlaufen der
By

. 1 L* L/ 1) I £
Curve nicht annehmen, Der Uebergang des Quotienten von + 0 zu + 0 ist daher
i'.,'

stets mit einem Zeichenwechsel von ¢ und darum mit einer Werthinderung von m ver-

bunden. . Der Sprung von T & zu + o ist mit einem Zeichenwechsel von v verbunden.

So lange der hewegliche Punkt M sich nur unendlich wenig von seiner Anfangs-

lage M, entfernt, so ist wegen der Stefigkeit von P die Differenz P — P, unendlich
3
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klein und darum P — P, = arc cotg -:’;-} — arc cotg :f}”. Wir denken uns nimlich eine
i

Anfangslage M;, wo nicht ¢, = 0 1t. Indem sich nun der Punkt M weiter bewegt,

werden die Unstetigkeiten von arc cotg :‘L ber den Uebergingen des Quotienten :’:;

von 4+ 0 zu + 0 der Reihe nach cintreten, Um aber diese Unstetighkeiten fiiv den Ge-

sammtwerth von P jedesmal auszugleichen, so wird bei einem jeden Sprunge des arc cotg

P ¢ > 5 s . g 22
P_ um + = die entgegengesetzte Grosse 4 = hinzutreten miissen und nach dem oben
w : e
Ly

iiber die Werthiinderungen von m Gesagten hinzutreten konnen, Wire z, B, in der An-

: o ek e d« 7T
fangslage 5:’ = -} 1 und ¢, positiv, so wiirde man Py, = arc cotg (4 1)= 75 nehmen
" - = = fan it 5
kinnen. Wenn nun zuerst ¢ verschwindet, so wird fiiv ¢ = -} D P2 5 sein, aber
. q = s .
fir ¢ = — 0 wirdP = arc cotg - -} 7= — > -+ # zu nehmen sein und so durch
(Pl

den hinzutretenden Summanden z die Stetighkeit von P gewahrt bleiben. Wire dagegen

der Anfangswerth -r':-"?'- = — 1 und ¢, negativ, so wiirdeman Py = arc cotg (— 1) } =
Yo

3 Tiin 1 fiix £ 0.P= 7t b i T i DF doicens

- 7 nehmen und fir g = — 0, P = — o 42 =55 fir ¢ = -} dagegen

=y

> = arc cotg (-}-0) = o

2'.
manden 7 gewahrt wird, etc. Findet nun der Sprung um -+ » pmal, der um — =

so dass die Stetigkeit durch plotzliches Wegfallen des Sum-

ymal statt, indem der Quotient r": pmal yon — 0 zu 4 O und »mal von 4 0 zu — 0
(118

iibergeht, betriigt also die unstetige Werthinderung des arc cotg % im Ganzen T — ¥,
1Y

so wird auch die Summe der ausgleichenden, die Stetigkeit von P herstellenden Grossen
den gleichen aber entgegengesetzten Werth »n — wpa haben miissen, und man wird
folglich haben

P1

{
P, — P, = arc cotg — arc cotg Fo + v — pm
w4 Wa

Es ist aber nach dem vollen Umlaufe

X, — X Py — G R
t ~ %0 gls0auch 71 T 70 folglich
Tiim o Y1 = Y
[
arc cotg -t = arc cotg P und demnach
Wy W

P, —Py=((— n n
Wir haben demnach die Gleichung
Vi

2
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Dahei war » die Anzahl der Uebergiinge des QQuotienten { von | 0 zu — 0,
gang o
% . : E i f
¢ dagegen die Anzahl seiner Uebergiinge von — 0 zu - 0. Da nun aber Pt 'r”,
r.l|.'1 |.-|ra
i f . - = e
der Quotient .rr also gleich viel Ueberginge von - zu — und von — zu -+ machen
(1] = N
muss, und er, weil ¢ und v ganze Functionen sind. ausser durch 0 nur beim Durch-
gange durch oo sein Zeichen findern kann, so ist klar, dass derselbe (v — pmal Gfter
von — oo zu - o iiberspringen muss, als von -4 o0 zu — o0,

Somit ist der beriihmte Lehrsatz von Cauchy bewiesen, dass innerhalb der
geschlossenen Curve genau halb so viel gleiche oder verschiedene Wurzeln liegen, als der

Quotient i{ %\—\)} beim vollen Durchlaufen der Curve mehr BSpriinge von — oozl
w(x,y !
+ o macht als von + oo zu — ~o. Jedoch bleibt der Fall ausgeschlossen, wo auf

der Curve- selbst der Repriisentant einer Wurzel liegt. Die Gestalt der Curve ist gleichgiiltig,
Am bequemsten wird man sich statt der

Y I } Curve eines Rechtecks mit Seiten, welche zu den
f , Coordinaten-Axen parallel sind, bedienen, Sind
i ta<xChwmd ey < d die Grenz-Coordi-
i | ;!1 naten, so wird man dann fiir folgende 4 Quotienten
RS S __...-_.;_i den Ueberschuss der Spriinge von — oo zu -} o0
; @ iiber die Springe von 4 & zu — oo nmach § 14
| LR A x zu bestimmen und diese 4 Ueberschiisse zu addiren
haben:
p(x, ¥y =¢C -
1) ¥ (x, 3 — ) swischen x = & und x = b.
W (X, y = ¢
p(x = Db,y . !
s _—'“—_) zwischen y = ¢ und y = d.
wix=hb,1 :
o x,y=4d ;
3) L (Eq Y — 8)s zwichen x = b und x = a.
Y (K: P d)
X =4a8,Y% .
4) ’ =8, %) zwischen y = d und y = c.

v E=a,y)
Sobald man die Curve, also das Rechteck, in der Drehrichtung von +x zu 4§
hin durchliiuft, so kann die Summe von allen vier Ueberschiissen keinen negativen Werth
annehmen. Auch kann ihr Werth nur Null oder eine gerade Zahl sein.
Der Grad der Vielfachheit einer imaginfiren Wurzel, wenn diese ihrem Werthe
nach schon bekannt ist, wird nach §. 16 ganz in derselben Weise bestimmt wie fiir eine
reelle Wurzel,

§. 18. Wir wollen den Lehrsatz von Cauchy auf folgendes einfache Beispiel
anwenden, Gegeben sei die schon in §. 15 behandelte cubische Gleichung
F@E=z8—2—4=0;
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bestimmen wir die Anzahl der Wurzeln x -} iy, fiic welche — 2 < x < -} 3 und
— 2 <y < -+ 2 Durch Einsetzen von z = x + iy wird F (z) = ¢ + iy, Wo
p(x, y) =3 — 3xy2 — 2x — 4
Wi, y) = 8xty — yhi— 2

1}-:_2 p = x3 — lix — 4
J};:—-E..—tﬂ:ﬂ w = — 6x2 | 12.
_,J_x:—I—B p = — 9y2 - 17
=l ol ) A
q_}-:,{_z g = x% — 1dx — &
rJ3.;:—|--3. . — 2 w = 6x2 — 12,

= —2 ¢ = 6y2 — 8

4) y=- 2 — 9 w = — yb¥ 4 10y.

1) Da der Grad von @ hoher als der von v, so nehmen wir nach § 14 statt
¢ den Rest, welcher bei der Division mt v bleibt.
— 6x2 - 12; x% — d4x — 4 = — Ix

L]
+ 2x
— 12x — 4
Dieser ist — 12x — 4. Wir wenden nun die Operation des grissten gemeinschaftlichen
Theilers an auf
¢! = — 12x — 4 und y = — 6x2 4 12 oder auf
12x 4 4 und 6x2 — 12.
12x -} 4: 6x2 — 12 = Ix — 1
iy
— 2x — 12
=113
Die Reihe X X, X, . . ist also
6xz — 12, 12x | 4, — 111
und die Reihe X X, —X, — X, .. ist
6x2 — 12 12x 4 4, + 113.
Fir x = — 2 haben wir
+ — + 2 Zeichenwechsel;
fiwx = - 3
+ 4 + 0 Zeichenwechsel,

Somit betriigt der Ueberschuss fiie den ersten Quotienten 2.
B v
2) Indem wir das Zeichen von ¢ und von v iindern, haben wir
w = y3 — 2by und ¢ = 9y2 — 17

9y2 — 17: y* — 20 y= 1y
17
c:
9 W
e [
——4ady Sy L Sy
R o




Die Rethe der Functionen ist also
y3 — 25y, 9y — 17, — 233y, — 17
und mit den veriinderten Zeichen
yd — 26y, 9y? — 17, 23}y, 1T.
Fiir y = — 2 hat man

4+ + — + 2 Wechsel,
— 4+ + + 1 Wechsel.

Fiir den zweiten Quotienten ist der Ueberschuss also 1.
8) Der dritte Quotient ist von dem ersten nur durch das Vorzeichen verschieden.

fir y = + 2

Da nun auch das Imtervall x = -} 3 .. — 2 das umgekehrte von dem des ersten
x = — 2 ... 8 ist, so muss sich genau derselbe Ueberschuss 2 ergeben wie beim
ersten Quotienten.

4yt =8 — gy~ 0y = — Ly

st )
Sgy: 6y2 — 8 = qﬁ%
=R &
Die Reihe der Functionen ist also
— 3 | 10y, 6y? — 8, 8%y, — 8
und mit den verinderten Vorzeichen
— ¥ 4 10y, 6y2 —8, — 8%y, + 8
Fir y = - 2 hat man
+ 4+ — -+ 2 Wechsel;
fir y = — 2
+ + -+ 1 Wechsel.
Ueberschuss 1.

Die 4 Ueberschiisse zusammen betragen 2 + 1 + 2 4 1 = 6, die Hilite davon
ist 3. Es liegen also alle 3 Wurzeln unserer Gleichung in dem Rechteck x=—2..4-3,
y=—2..+4 2 In der That hat die Gleichung die Wurzeln

gy = 2elly, = b = — i —a,

Il. Ucher die approximative Berechnung der Wurzeln.

§. 1. Lagrange hat in der Résolution des équations numériques die Newton'sche
Niiherungsmethode in Beziehung auf ihre Genauigkeit untersucht. Er hat sich aber die
Aufgabe zu allgemein gestellt und ist deshalb nicht zu einem befriedigenden Resultate
gekommen, Ihm war es nimlich um ein Kennzeichen zu thun, welches fiir einen jeden
beliehigen Niiherungswerth entscheiden sollte, ob der durch die Newton'sche Methode
gegebene neue Niiherungswerth auch wirklich {101 Wurzel niher komme als der alte, oder
smh im Gegentheil weiter von ihr entferne.
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Wenn man sich dagegen die Aufgabe enger stellt, nimlich nach Bedingungen
sucht, unter welchen eine Anniiherung an die Wmzel zuverlissig stattfindet, ohne alle
moglichen Bedingungen erschépfen zu wollen, und fiic diese Bedingungen den der New-
ton'schen Methode eigenthiimlichen Grad der Approximation untersucht, so wird diese
doppelte Aufgabe durch Inbetrachtnahme des dritten Gliedes der Taylor'schen Reihe mit
Leichtigkeit gelost. Und die Bedingungen, auf welche man hierbei kommt, lassen sich
in jedem gegebenen Falle herbeifiihren.

Fourier hat sich in seinem Werke Analyse des équations des dritten Gliedes der
Taylor'schen Reihe in diesem Sinne bedient und hat mittels desselben Bedingungen fiir
die Zuverlissigkeit der Approximation, sowie ein Gesetz dieser letzteren aufgestellt. Ein
grosses Verdienst dieses Werkes besteht ferner in der darin gezeigten Reduction der
arithmetischen Operationen, welche bei Berechnung der Wurzeln auszufithren sind, auf
die unumgiinglich nothwendigen. Der mehr algebraische Theil dieses Werkes, welcher
die Trennung der Wurzeln behandelt und den nach Fourier benannten Lehrsatz iiber die
Anzahl der zwischen zwei Grenzen fallenden Wurzeln enthiilt. ist freilich jetzt in wissen-
schaftlicher Hinsicht durch den Lehrsatz von Sturm antiquirt. Doch kann der Fourier'sche
Satz wegen der viel grosseren Einfachheit der bei ihm erforderlichen technungen,
obgleich er nicht die Allgemeinheit des Sturm’schen Satzes darbietet, in vielen Fiillen
mit Vortheil angewandt werden.

§. 2. Eine von den Bedingungen, unter welchen der Grad der Approximation
sicher beurtheilt werden kann, ist, dass eine gewisse ganze Function in einem gewissen
Intervall der Variablen nicht verschwindet. Diess lisst sich zwar allgemein nur durch
den Sturm’schen Satz erkennen: jedoch ist in diesem Falle das folgende wiel einfachere
 Mittel ausreichend. Die ganze Function sei f (x) und die Variable x bewege sich zwischen
den Grenzen a und b, welche beide positiy sein mogen und von denen a <C b sei. Man
fasse nun die Terme mit positiven Coéfficienten zusammen in g (x) und diejenigen
mit negativen Coifficienten zusammen in — W (x), so dass f x = gx — wx ist und in
¢ und ¥ nur positive Coéfficienten vorkommen. Es ist klar, dass man dann haben wird

pa — yb < fx << gb — ya,
dass also f x in dem Intervall x =a ... x = b nicht verschwinden kann, wenn

g8 — wb und gb — wa heide positiv oder beide negativ ausfallen.

Umgekehrt, wenn f (x) fiir einen gewissen Werth « von x, der zwischen aund b
liegt, nicht verschwindet, so werden auch nothwendig ga — wb und ¢b — ya beide
positiy oder beide negativ ausfallen miissen, wenn nur das den Werth « einschliessende
Intervall a .. b hinlinglich enge ist.

Sind a und b beide negativ, so betrachte. man die Function f (— x), in welcher
die Variable x nur positive Werthe zwischen den Grenzen — a und — b annimmt.

Der Fall, dass a und b verschiedene Vorzeichen haben, ist auch leicht zu
beurtheilen, hat aber hier kein Interesse,

Auch abgesehen von der Frage, ob f x verschwindet oder nicht, haben die
Werthe ga — b und gb — ya.im Folgenden fiir uns grosses Interesse als zwei
Grenzen, innerhalb welcher die Function f x fiir das Intervall a . . b der Variablen
sicher eingeengt bleibt, ohne diese Grenzen selbst zu erreichen.
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Bei der Anwendung der Newton’schen Methode auf Gleichungen mit zwei oder
mehr Unbekannten kommen ganze Functionen mehrerer Variablen in.Betracht. Dort
handelt es sich bei Beurtheilung der Approximation zuniichst wieder darum, dass gewisse
ganze Functionen von mehreren Variablen fiir gewisse Grenzen dieser Variablen nicht
verschwinden. Es sei f (xyz ..) eine solche ganze Function, es seien ferner a und b
die Grenzen fiir x, ¢ und d die Grenzen fiir y, e und f die Grenzen fiir z u. s, w., wo
wir wieder zuniichst a und b, ¢ und d, e und f . . simmtlich als positiv voraussetzen,
Indem man auch hier die Terme mit positiven Coéfficienten zusammenfasst in ¢ (xyz . .)

und die anderen mit negativen Coéfficienten in — w (x y z . .), so dass ¢ und ¥ nur
positive Coéfficienten haben und
fxyz. )= @Eyz. ) — v @&yz..)

wird. so ist sicher wieder fiir a < b, c e
@ (ace . )y — w (bdf . ) < I (xyz . .)
<o o (bdf . ) —  (ace . ),
und es kann f (xyz ..) innerhalb der assignirten Grenzen der Variablen nicht ver-
schwinden, wenn die beiden fHusseren Glieder dieser Ungleichung Werthe von demselben
Vorzeichen erhalten,

Umgekehrt, wenn f (xyz . ) firx = a, y = 8, z = 7 . . . nicht verschwindet
und « & y . . resp. zwischen a und b, ¢ und d, e und f liegen, so werden auch noth-
wendig

p (ace . ) — w (hdf . ) und

q (bdf . ) — v (ace . .)
Werthe von demselben Vorzeichen annehmen, wenn nur die Intervalle a . . hi e i
e . . f ete. hinreichend enge sind. :

In jedem Falle aber, mag die Funetion verschwinden oder nicht, sind uns diese
beiden Grissen wichtig, weil f (xyz . .) fiir die assignirten Grenzen der Variablen noth-
wendig zwischen ihnen eingeengt bleibt, ohne sie selbst zu erreichen.

Wenn' eine der Variablen z. B. x, oder mehrere, sich in einem Intervall negativer

. Werthe bewegt, so wird dieser Fall auf den vorigen zuriickgefiihrt, indem man f (-—x,..)

betrachtet, wo nun die Variable x das positive Intervall — a . . — b hat.

§. 8. Fourier’s Beurtheilung der Newton'schen Approximation, im Hinblick auf
die geometrische Bedeutung derselben, ist folgende. Die aufzuldsende Gleichung sei
f (x) = 0 und a der Anfangswerth, von dem man, ausgeht um die Wurzel « zu berechnen.
Man denke sich die Curve y =f (x) construirt und an diese eine Tangente gelegt in dem

#_—  zur Abseisse x = a gehorenden Punkte A.
//"""_/'u Triftt die Tangente die Axe in a', so re-
= // | — s

" " an < -
/_,--” ‘ priisentirt das Btiick aa' = g0 die

0 A A a’ s A | et TR D tL
I T 7 b Newton'sche Annitherung, welche in dem
| "/"' Falle der Figur eine wirkliche Auniihe-
[~ rung ist. Fourier verlangt nun, dass
/ man diesen Fall immer herbeifiihre,
A indem man zuerst durch Trennung der

4
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Wurzeln zwei Grenzen a und b fiir o sich verschaffen soll, innerhalb welcher die Curve
weder hochste und tiefste Punkte noch Wendepunkte hat, innerhalb welcher also die
erste und zweite Ableitung nicht verschwindet, und dann ausgehen soll bei der Annitherung
von derjenigen Grenze, wo die Curve der Axe ihre Convexitit zukehrt, Er sagt aus-
driicklich, wie klein der Abstand der Grenzen immer sei, so kénne doch das Approxi-
mationsverfahren nur auof diese eine Grenze mit Zuverliis
nicht auf die andere,

sigkeit angewandt werden, und

Wenn man durch den Punkt B der Curve, welcher zu der Abscisse x = b
gehirt, eine Parallele zu der Tangente Aa’ zieht, so schneidet diese Parallele die Axe
in einem Punkte b!, der nothwendig zwischen b und « liegt. Somit bieten die Werthe

fa th . : - ]
al =g — i nniibli=+h— fiy 2wel engere Grenzen der Wurzel « dar als die an-
8 a
fiinglichen a und b waren. Da
= ¥ i (h — ay? .
th = fa 4 (b — a) t'a 4 5 L R 1y )

80 wird
— M (a..h) _)
e

T]

: . fa A . . :
und der Newton'sche Nitherungswerth a' = a — -— entfernt sich somit von der Wurzel
'
um weniger als
— M @Ea.. D
Dbt e
x 21f a (b <
und a fortiori um weniger als
m
2n
wenn man mit m den numerisch griossten Werth von 7 fiir das Intervall a .. b der
Variablen und mit ' n den numerisch lleinsten Werth von f fiir dasselbe Intervall
bezeichnet, Dass die erste und zweite Ableitung in diesem Intervall keine Wurzel haben,
ist schon oben vorausgesetzt; Fourier verlangt zur Berechnung von m, dass auch die
dritte Ableitung keine Wurzel darin hat,

(b — a)2,

Statt der newen Grenzen a' und b' kann man also auch nehmen
in

P bk w e
a' und a 5n (b a)?,
und man sieht, dass deren Intervall an Kleinheit das urspriingliche Intervall b — a
bedeutend iibertreffen wird, wenn b — a selbst schon klein genug war.

Die Unterscheidung der beiden Grenzen, auf welche Fourier grossen Werth, legt,
ist jedoch nicht nithig. Man kann ebenso gut ausgehen von der Grenze b, wo die Curve
gegen die Axe concay ist, und wird zu derselben Anniherung gelangen. Man hat jetzt

A A e A R

-,

it
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L = e

L
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SN SR 1 B

B Al S e e
_'._,/r' b'=b— G und a! = a — G fa=1b4

O (e R
P ,_{,//;:_ 3 als (@ —b) fh = 5 {4 (b oA
S e 2 folglich
B o ool el Yoy :
P 1y s s o e
%{,,a--"/ g0 dass wieder
/7 % b! und b i b a)?

zwei Grenzen der Wurzel sein werden, deren Intervall dem obigen genau gleich kommt.

§. 4. Die Anwendung der Newton'schen Methode auf Gleichungen mit zwei
Unbekannten besteht in Folgendem. Sind f (xy) = 0 und ¢ (xy) = 0 die beiden auf-
zulosenden Gleichungen, « und g das zu berechnende Wurzelpaar, ferner a und b
bekannte Naherungswerthe dieser Wurzeln, so.zieht man Anniherungen h und k aus
den beiden linefiren Gleichungen

fab -} h flab 4 k fab = 0

gab - h g'ab } k gab = 0.
Die Werthe a 4+ h und b -} k sind dann die neuen Niherungswerthe fiir « und g, und
die Frage ist, ob sie und um wie viel sie genauer sein werden als a und b.

Die geometrische Bedeutung dieses Verfahrens ist folgende. Man denke sich die
Flichen z = fxy und z = gxy construirt und Tangentialebenen an dieselben gelegt
in den Punkten, welche zu x = a, y = b gehoren. DerPunkt x = a -} h,y = b} k
ist der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt dieser beiden Tangentialebenen und der
Ebene xy. Es liisst sich aber im Allgemeinen aus der geometrischen Darstellung nicht
erkennen, ob a-h oder b4k resp. zwischen aund e, bund g liegen werden oder nicht.

Fourier hat eine Ausdehnung seiner Verbesserung der Newton’schen Methode auf
Gleichungen mit zwei oder mehr Unbekannten weder gelehrt, noch in dem sehr ausfithr-
lichen Plane seines unvollendet gebliebenen Werkes iiberhaupt davon geredet. Wir wollen
die Fourier'sche Verhesserung jetzt rein analytisch betrachten um nachher zu sehen, in
wiefern sich dieselbe auf solche Gleichungen iibertragen liisst.

Es sei wieder « die gesuchte Wurzel der Gleichung fx = 0 und a ein bekannter
Niiherungswerth, Da fo = 0 werden soll, so hat man durch Entwicklung von
f(a 4 « — a)

fa + (e —a)f (a..ae) =0,

& — R —:ﬁ---

=fG..q
Es ist demnach « — a ein specieller Werth der Function —T.ng ,. in welcher die
Variable x von a bis zu einer zweiten Grenze b der Wurzel « geht. Diese Function
verschwindet nicht, und sie wird immer endlich und entweder durchweg positiv oder
durchweg negativ sein, wenn f'’x zwischen x = a und x = b keine Wurzel hat, Diess
liisst sich durch Zusammenziehen der Grenzen a und b immer erreichen, den besonderen

‘i.
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Fall ausgenommen, wo die gesuchte Wurzel « den Gleichungen fx = 0 und f'x = 0
gemeinschaftlich ist.  Wenn wir noeh den Fall ¢ = 0 ausnehmen und die zweite
Ableitung {”x innerhalb der Grenzen a und b iiberhaupt keine Wurzel hat, so werden

i‘.}‘L— und —_Mill - die extremen Werthe von —:[.J‘{-“' sein, zwischen welchen die
unbekannte genane Erginzung o a nothwendig liegen muss. Es wird also o liegen
zwischen a — f;—l— und a —:f:l— und der eine von diesen heiden Werthen wird liegen
gwischen ¢ und a. FEbenso wird ¢ liegen miissen zwischen b — j,l]]—' und b — —:JI: und
wieder wird der eine von diesen beiden Werthen liegen zwischen « und b, und zwar so,
dass auch o zwischen a — ::‘:- und h — tr‘]j fillt, wie auch zwischen b — :Ti}:— und

fa

a

— F Das Intervall dieser beiden letzteren Paare von Grenzen ist. wie wir sesehen
; . z

a)2,

; 110
haben, Ideiner als 5= (b

Fiir Gleichungen mit zwei Unbekannten zeigt die Entwicklung von
fa4+ae—a b4+ 8 —hb =20
glata—a B g — b=,

dass ¢ — a ein specieller Werth ist von
Hl= 14 ab {, \x — t ab rJr: ::,
' xy g kv — L 2y @' &y
# -— b ein specieller Werth von

R e | TR g Ey — @ ab ' Xy
]knh — R T N TR Ty s
i i XY @y sn — f, XY @

In den Grossen H und K miissen x und & y und 3 als unabhiingige Variablen betrachtet
werden, erstere beiden zwischen a und einer zweiten Grenze c fiir «, letztere heiden
zwischen b und ejner zweiten Grenze d fiir 8. Die nach x oder £ genommenen Ablei-
tungen sind mit ' oder @' bezeichnet, die nach y oder 5 genommenen mit f, oder g,

Es wiirde sich nun um die extremen Werthe der Grissen H und K innerhalb
der assignirten Grenzen der Variablen handeln. Mit Ausschliessung des besonderen
"alles, wo

f'off g 0f — 1, af ¢'.ef =0
ist, wird es sich durch Zusammenziehen der Grenzen a und ¢, b und d immer erreichen
lassen, dass der gemeinschaftliche Nenner fiir H und K innerhalb dieser Grenzen nicht

. : 2 : p iR g f xvy L y
verschwindet. Bilden wir die Quotienten '_1’ und —; ,_}-, Es selen m und n, p und «
1- q 7 "',1 En 1 1 1
(] = =

die extremen Werthe derselben innerhalb der vorliegenden Grenzen der Variablen, die
wir resp. von gleichen Vorzeichen voraussetzen konnen, so niimlich, dass mn 0 pq 0.

i ; 2 ; : fab
Der Zihler von H wird dann nieht verschwinden kénnen sobald e ausserhalbm ... n

(vl
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fab
q-;’llJ
dieses Falles bietet also die Function H eine stetige Reihe -endlicher Werthe dar, die
entweder mur positiv oder nur negativ sind, ebenso die Function K. Sollen nun die
extremen Werthe dieser Functionen ermittelt werden, so ist die Bildung ihrer 4 ersten
Ableitungen nithig und die Untersuchung, ob keine von diesen Ableitungen innerhally der
assignirten Grenzen der Variablen verschwindet. - Hierbei stellen sich 4 neue Intervalle

liegt, und der Zihler von K nicht, wenn - ausserhalb p . . q legt. Mit Ausnahme

fab
gah
soll. Wenn alle diese Bedingungen erfiillt sind, so werden sich die extremen Werthe
fiir H oder K angeben lassen, Ist z. B, die nach x genommene Ableitung von H positiv,
und sind die drei anderen negativ, so wird

heraus, ausserhalb welcher liezen muss, wenn keine der Ableitungen verschwinden

e ab f, ad — i'l ab ¢, cd
f* ad ¢, ecd — 1, ad ¢' cd
der kleinste Werth der positiven Function Hap (fiir a < o) sein.
Der Werth a -} hab hat folgende geometrische Bedeutung, Denkt man sich
8, vy = b, z = fab eine Ebene gelegt parallel zn der Tangential-

durch den Punkt x =
ebene der Fliche z = fxy in dem Punkte a, d, f (ad), ferner durch den Punkt a, b,
gab eine Ebene parallel zu der Tangentialebene in dem Punkte ¢, d, gecd der Fliiche
v = @xy, so hat der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt dieser beiden Ebenen mit der
Ilbene xy die Coordinate x = a -} hab.

Nun wiirden auch die zu den Anfangswerthen ¢ und d gehérigen Functionen
Hea und Ked zu betrachten und deren extreme Werthe zu ermitteln sein, Hiifte man
so fiir beide Wurzeln « und g die neuen Grenzen a -} hah und ¢ | hed, b -} kap und
d 4 ked ausgedriickt, so wiirde es sich darum handeln ihre Intervalle durch die an-
finglichen ¢ — a und d — b auszudriicken, um die Genauigkeit von a - hab oder
b -} kab ohne Berechnung der zweiten Grenze beurtheilen zu kénnen. Statt der Functionen
Hea Kea kinnte man auch resp. Hep Kad nehmen,

Man sieht, dass man auf diese Ausdehnung der Fourier'schen Verbesserung ver-
zichten muss wegen ihrer viel zu grossen Beschwerlichkeit.

8. B. Viel einfacher wiire es, sich der in § 2 Dezeichneten Gremzwerthe zu
bedienen, die durch' Verkleinerung der positiven 'und Vergrosserung der negativen, dann
umgekehrt durch Vergrosserung der positiven und Verkleinerung der negativen Terme
erhalten werden, und im Falle die Functionen X oder KX nicht verschwinden, den numerisch
kleinsten Werth des Zihlers zu dividiren durch den numerisch grossten Werth des
Nenners, '

Dieses Verfahrens kann man sich auch bedienen bei einer Gleichung, Diese sei
fx = 0, die zu berechnende Wurzel sei «. Wir konnen « als positiv voraussetzen, da
wir andernfalls nur die Gleichung f (— x) = 0 nehmen diirfen, Von den positiven
Grenzen a und b fiir « sei a < b, Zerlegen wir fx in gx — wx, so dass ¢ und
nur positive Coéfficienten enthalten. Die Grenzen a und b seien hinlinglich enge, damit
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die Grenzwerthe g¢'a — y'b und ¢'b — w'a einerlei Vorzeichen haben, Dieses sei

z. B. 4, also ¢' b — y!' a der grissere Werth. ITs werden dann

fa b

f———— umd b — —————

p'h — w'a ¢'bh — yha

zwel engere Grenzen der Wurzel « sein. Thr Intervall, welches sich als
g'(a..b) — ' (..h

p'h — w'a

8 —

(b — a)?

ergiebt, ist kleiner als
1 ] i A o i
ffi&_u‘_h, ‘13‘?_'1‘_ (b — a)2

p'a — w'b
Ein ganz dhnliches Intervall ergiebt sich fiir
fh fa
b — ; . und a — - -
q-ﬂ.—wb P — a_ph
Bei zwei Gleichungen fxy = 0 ¢xy = 0 konnen wir die zu berechnenden

Wurzeln ¢ # und somit auch ibhre bekannten Grenzen a und ¢, b und d ebenfalls als
positiv voraussetzen, und es sei wieder a <{ ¢, b < d. Es sei
fxy) = AGxy) — w(xyp)
PEN= v xy) — @ (xy)
W0 A w v m nur positive Coéfficienten enthalten. Der gemeinschaftliche Nenner der
Functionen H und K hat dann die Grenzwerthe
P (ab) — Q (cd) und P (ed) — Q (ab),
wo P=My 44 a2+ v 4 o n
Q=Am 44 o4 =t 4 o
Diese werden fiir Intervalle a . . ¢, b . . d, die hinlinglich enge sind, was wir hier
voraussetzen, einerlei Zeichen haben. Dasselbe sei z. B. 4 so ist
P (ed) — Q (ab)

der numerisch grisste Werth des Nenners.

fab v - R : :
Wenn — 5 nicht in dem in § 4 durch m . . n bezeichneten Intervalle liegt,
I’f- 1] ¢

so wird die Function Hab nicht verschwinden, sondern sie wird durchweg positiv sein,
Ihr Ziihler
gab fixy — fab ¢y

wird also auch positiv sein, da der Neoner positiv ist. Folglich kann nicht gleichzeitig
gab entgegengesetztes Vorzeichen mit fxy haben und fab gleiches mit ,&. Sonach
bleiben fiir die Vorzeichen von gab und fab nur 3 Méglichkeiten. Von dem Eintreten dieser
Moglichkeiten wird aber der Ausdruck des numerisch kleinsten Werthes fiir den Zihler
abhiingen. Sind z. B. gab und fab beide -}, so ist

qab L,ab - fab mab — gab ued — fab »ed
dieser Werth, Ist dagegen fab —, so wird derselbe

gab 4ab — fab »ab — gab wed -| fab ncd.
Es sind also 8 verschiedene Ausdriicke méglich fiir den numerisch kleinsten Werth hab
von Hab. Ebenso werden 3 verschiedene Ausdriicke maglich sein fiir den numerisch
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kleinsten Werth yvon Hea oder Heb. Durch Combination dieser Moglichkeiten entstehen
9 Fille, fiir welche die Differenz

¢ -+ bed — a — hab
durch ¢ — & und d — b auszudrviicken wire, um immer a priori zu wissen, auf welche
Genauigkeit man bei Berechnung von a -+ hap zu vechnen, hat. Diese Differenz wiirde
sich durch ¢ — a und d — b guadratisch ansdriicken.

Man sieht, dass auch dieser Weg viel zu beschwerlich ist und dass man besser
thun wiirde, beide Werthe a - hab und ¢ - hed oder ¢ -} heb zu berechnen, die noth-
wendig zwel Grenzen fiiv « bilden und deren gemeinschaftliche Ziffern also der Wurzel «
selbst angehbren.

An Stelle von hea
berechnen, sowie man bei einer Gleichung als Grenzen fiir « nehmen kann

tonnte man auch den numerisch grossten Werth von Hab

fa 1
—— und 4 — — -
@'h — Pa ip'a — 'b

a
8 6. In 4 und 5 war es uns um die Berechnung der extremen Werthe fiir die
Functionen H und K zu thun und um Ermittelung ihrer Genauigkeit. Da wir nicht zu
befriedigenden Resultaten gelangt sind, so wollen wir jetzt noch einmal die Untersuchung
der Genauigkeit der Newton'schen Methode fiir eine Gleichung aufnehmen und dabei zwei
andere Wege hetreten, die uns zn Resultaten fithven werden, welche einander ergiinzen
und die Aufgabe erledigen. Diese Wege werden aneh bei zwei Gleichungen zu dem
erwiinschten Ziele fithren.
Wir haben den Anfangswerth a; wir ziehen die Newton'sche Anniiherung h aus

der Gleichung fa -+ h f'a = 0 und stellen uns die Frage: wie gross wird « — a — h
sein, d, h. zwischen welchen Grenzen wird ¢ — a — h liegen? Die Entwicklung von

f@a-+h-J o

a — h) = 0 giebt

g fa 4 by .
Ay +-h...e)

¢ —a—
es ist aber
. h? | .
fia 4 h) = I) " (a..a- h)

also

— " (@ ..a+4h
g— h =—— ( £ h2,

o O (TR S TS|
Wenn also a -} h innerhalb der anfinglichen Grenzen a und b fir o« fillt, so ist
a — h ein specieller Werth der Gidsse

1

0]
— f'y
9 fx
in welcher die unabhiingigen Variablen x und y zwischen a und b bleiben,
1is handelt sich also jetzt nm die extremen Werthe dieser Grisse. Mit Ausschliessung
des Falles, dass f'« = 0 ist, setzen wir die Grenzen a und b so enge voraus, dass f'x
nicht verschwindet und dass die Grenzwerthe ¢'a — 'h und g¢'b — w'a dasselbe
Vorzeichen haben. Fiir die zweite Ableitung £ ist keine Bedingung zu machen nothig.




Der Nenner eines Bruches liege zwischen den Grenzen p und q. und es sei
p < @3 beide migen positiv sein, da man den nicht verschwindenden Nenner immer
positiv. machen kann, Der Zihler liege zwischen den Grenzen m und n, und es sel
algebraisch m < n. Die Grenzwerthe des Bruches sind dann

11 n e
< —; wenn m und n negativ sind;

P q

T :

— <, —, wenn - m — und n  ist;

P P

TN | ;
< —, wenmn m und n -} sind.

q ]1

5 S : : o o L'u *
Hiernach sind die Grenzwerthe M und N von —3—1,'—\5 zu berechnen, von denen

wieder algebraisch M < N sei. Iis ist damm
Mh? < « — a — h < Nh2
also  wenn b,2 < h? << h.2,
1) Mh.? < « a — h < Nh,;2
fir M und N —;
2) Mhs? < ¢ — a — h < Nh.?
fir M — und N 4
3) Mb2 < « — a — I < Nhy?
fir M und N -
Wir finden somit durch den Werth a - h zwei neue Grenzen der Wurzel, deren Intervall
im ersten Talle Nh2 — Mh.? betriigt; ihr Intervall betriigt dagegen im zweiten Falle
(N — M) h.2 und ferner im dritten Falle Nh.2 — Mh,2, Doch vergriissert sich das
Intervall noch um eine Einheit derjenizen Decimalstelle, mit welcher man den Werth
von h abbricht,

Fiele a | h ausserhalb des Intervalls a . . b, so kénnte man die Untersuchung
— f'y
SR
in diesem Falle lieber das folgende Verfahren anwenden, das iibrigens auch allgemein ist.

Die Entwicklung von f (a -} &« — a) = 0 giebt :
] i (1] ay |
fa |- (e 5 ) qu
— " (a ..«

_E’“(J":L ) (Grzin

Man hat also, indem M und N ganz ihre obigen Bedeutungen und Werthe behalten:
1M (b — a2 <<« a —h < 0
AMb—a2<e—a—h<N(D— a)

3) 0 < e —a—h< N (b — a2
Als Beispiel wenden wir das Vorhergehende an auf die Gleichung
xd —3x — 5 =0,

welche auch von Fourier aufgelist worden ist. Die einzige reelle Wurzel derselben

liegt zwischen 2 und 2, 1. Man findet fiir dieses Intervall
M=—0 83

yon in dem bis zu a -} h erweiterten Intervalle vornehmen, Jedoch wird man

(a..w =0,

a —a—h=-




i
}

Fiir a = 2 erhiilt man a -+ h genau gleich 2, 1, folglich ist
— 0, 0063 < oo — a — h < —-- 0, 0053
und
2, 0937 < ¢ < 2, 0947,

Hiitte man als Grenzen 2 und 2, 095 genommen, so lige der Fall vor, dass die
Approximation mit a = 2 iiber die andere Grenze hinausfiihrt. Man wiirde sich nun der
Correction hedienen

— 0,63.0 095 < o0 — 2, 1
d, i, — 0, 0057 < o« — 2, 1,
s0 dass
2, 0943 < « < 2, 095.

Wir wiinschen eine Vergleichung der Genanigkeit, welche durch die oben ange-
gebene Correction erreicht wird, mit der von Fourier erreichten, und gehen deshalb jetzt
nicht von einer der schon gefundenen engeren Grenzen 2, 0943 und 2, 0947 aus, sondern
wie Fourier von 2, 1. Es wird

— 0,006 << h < — 0, 005,

— 0, 0000 23 << &« —a —h << — 0, 0000 1.
Da nun
a -+ h = 2 094568 . .,
s0 ist :
2, 09454 < o <C 2, 09456.
Bei der zweiten Approximation wird fiir a = 2, 09454
0, 0000 11 < h < 0, 0000 12,
— 0, 0199 < & a — h < — 0, 01064,

Nun wird
a -+ h = 2 09455 14816 16 . ..
also liegt & zwischen
2, 09455 14815 2
und 2, 09455 14815 6.
Durch die dritte Approximation wiirden wir die Wurzel auf mehr als 20, durch
die vierte anf mehr als 40, durch die fiinfte auf mehr als 80 Decimalstellen genau
finden, withrend Fourier durch seine Correction mittels fiinfmaliger Approximation nur

o2 genaue Stellen findet. : ‘
Uebrigens lcénnen wir die Convergenz der Approximation noch bedeutend erhéhen
indem wir die Werthe M und N nicht constant = — 0, 63 und — 0, 53 lassen, sondern

sie jedesmal fiir das engere Grenzenintervall neu berechnen, Fs sind zu diesem Zwecke
nur solche Rechnungen erforderlich, die ohnehin zur Bestimmung von h gemacht werden,
Fiir das zweite Intervall 2, 09454 . . . 2, 09456 wird
M = — 0, 56299
N = — 0, 56297,

il

daher
(N — M) h2 < 0, 0000 2 h?
< 0, 0000 2 . 0, 09144 < 0, 0143,



Hieraus sieht man, dass, indem man die Division, welche den Werth von a - h ergiebt
und die oben mit der zwolften Stelle abgebrochen wurde, his zur 15ten inecl. fortsetzt,
man mittels der Correctionen
— 0, 56299 h,2 und — 0, 56297 h,?
gwei Grenzen der Wurzel erhalten wird, deren Intervall 4 Einheiten der 15ten Decimal-
stelle betriigt. Doch darf man zu diesem Zwecke nicht nehmen
hy = 0, 0000 11 h, = 0, 0000 12,
also
ht = 0, 00121 h:2 = 0, 0°144,
sondern h;2 und h,? miissen mittels so vieler Stellen von h berechnet werden, dass sie
sich erst in der 16ten oder 17ten Stelle unterscheiden.
Nehmen wir
L2 = 0, 0213182751
h,2 = 0, 0213182754,
dann wird
— 0, 010 74218 << ¢« — a —h
< — 0, 01074215,
Aus
a -} h = 2 09450 44816 16542 , .
folgt also, dass a zwischen
2, 09455 14815 42324
und 2, 094556 14815 42328
liegt.
Mit Benutzung dieser Correction wiirde nach der dritten Approximation erst
ctwa die 45te, nach der vierten die 135te, nach der fiinften die 405te Stelle ungenau sein.
Sie gewiihrt also den grossen Vortheil, dass man, beinahe ohne neue Rechnung,
eine eben so starke Approximation erhiilt, als ob man die Anndherung aus der quadra-
tischen Gleichung

2
fa -+ hi'a 4 '];g_ fllgi=-{)

gezogen hiitte.

§. 7. Das in 6 gezeigte «Verfahren iibertriigt sich ohne Schwierigkeit auf
Gleichungen mit zwei Unbekannten. '
Die bekannten Niherungswerthe der Wurzeln « und § seien a und b, Man zieht
die Newton'schen Anniiherungen h und k aus den Gleichungen -
fab - hf'ab -} kfiab = 0
gab -} hg'ab 4 keab = 0.
Beurtheilt werden soll die Genauigkeit von a 4+ h = a;, und b -+ k = b, d, i. die
Grosse von a a—hudg—>h—k
Durch Entwicklung der Gleichungen
fa, +a—a;, b +8—Db)=0
p@ +e—ayb +8—0b)=0
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erhilt man
¢ — 3 — h= Pby fixy — fa,b, 9ty
I'xy qfn — fixy @'ty
o ) fa b, ‘v"r:g._’." = (fa_lElEE
['Jx:r. q.r_‘.::}f, 25 j;\j 'T‘Ei‘,l .

Hier bezeichnen x und & unbekannte Werthe zwischen a 4 h und «, ebenso y und 3

unbekannte Werthe zwischen b + k und 8. Ferner hat man

: SeohE o : k2
fELI!J'l =g 1 X1 Y1 "I“ hk 1‘r:":I“.":_ + "2" 1rr:l"'ll'.I
ek hr L ol k8
ga1by = 5 @"Eym; + bk ¢4%, + 5 Pus1m

Hier sind x; & neue unbekannte Werthe zwischen a und a - h, ebenso
neue unbekannte Werthe zwischen b und b -} k. Durch Einsetzen von
ga,b, in « — a — h und § — b — k erhiilt man

¢ — a — h = Ah? -}- Bhk 4 Ck2

# — b — k = Dh? 4+ Ehk 4 Fk2

Die Cogéfficienten A B C D E F sind gebrochene Functionen der 8 Variablen x y x

E y & m, mit dem gemeinschaftlichen Nenner
I'sy @& — fixy q'dy,
Der Zihler von A ist z, B.
1 [ ot | Ty he
b 9S8y — & Y5y e

y; und #,
fa,b, und

T

Wenn a -} h zwischen die Grenzen a und ¢ fiir « fill, b 4 k zwischen die Grenzen
b und d fiir 8 so sind also « — a — h und 8 — b — k specielle Werthe der Grissen

' Ah? -} Bhk - Ck2
Dh? -} Ehk -+ Fke,

withrend die Variablen x x, & & zwischen a und c¢ bleiben, die Variablen y y

zwischen b und d.
Den Fall, dass
faf @af — fof gleg = 0

Ju T

ist, schliessen wir aus, und die Grenzen a und ¢, b und d miissen enge genug sein,

damit der gemeinschaftliche Nenner nicht verschwindet.

Man hat nun in der Weise, wie diess in 2 und 6 nither angedeutet ist, die Grenz-
werthe von A B C D E F zu herechnen. Aus ihnen und h; h, k; k, ergeben sich
unmittelbar die Grenzen fir « — a — h und # — b — k und mittels derselben aus

a 4+ h und b 4 k die neuen engeren Grenzen fiir & und g.

Zum Behufe der zweiten Approximation ist es dann vortheilhaft, dass man die
Grenzwerthe von A B C D E F fiir die engeren Intervalle berechnet, welche das Resultat

der ersten Approximation sind.

Eine einfache Betrachtung zeigt, dass wenn die Grenzen a und ¢, b und d hin-

linglich enge sind, entweder « — a — h nothwendig von hoherer Decimalordnung aus-
fillt als h oder # — b — k nothwendig von hoherer Ordnung als k. Es hingt diess

. : 3 : h
von dem mit & und b sehr variablen Werthe des Quotienten — ah.
k

5.
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Auch das zweite in 6 gezeigte Verfahren iibertriigt sich mit Leichtigkeit auf den

Fall zweier Gleichungen. .
Die Entwicklung von

fa | u——:‘ll.-i}—|—,5'-—h}_

rp(a—l—rr,—-:l:]!—i—-ﬁ_h}:ﬂ

bis zum zweiten Grade giebt

|
o

0= dab 4 (5 —i8) Pabf 20 O pugy
+ (8 — b) fab + (« a) (8 — b fixy
+ E_".E__li £, xy

b :
0 = gab 4 (¢ — 2) gp'ab-- 8 ,)—‘1) @'y

+ (@ — b pab-f-(@ — 2) B — b) ¢'En

(Ir‘fJ' =5 ]))2 =
_l'- v 2 —— PysY-
Aus diesen beiden Gleichungen folgt
to—ia — h=
N (e — )2+ B (e — a) (B — b + G (g — h)?
g—b—k=
D (a a2 + G (¢« — a) (8 — b) + F (@ —
9B 6 D E F sind gebrochene Functionen mit dem gemeinschaftlichen Nenner '“ﬂ

flab ¢pab — fab @'ab.
Der Zihler von U z B. ist
1 gy fab — & f'xy qab.

Diese Functionen mit den Variablen x & pwischen a und ¢, y » @zwischen b und d sind
aber nur specielle Fiille der obigen allzemeineren Functionen A B C D E ¥ mit 8 Variablen.
Es bedarf also auch nur der obigen Grenzwerthe um aus diesen und den Grenzen
0 und ¢ — a fir « — a, 0 und d — b fiir 4 — b die Grenzen fir & — a — h und
f — b — k zu herechnen, deren wir uns in jedem Falle: bedienen konnen, aber besonders
dann mit Vortheil bedienen werden, wenn a - h ausserhalb a , . ¢ oder b -} k ausser-

halb b . . d fallen sollte.

Wire die cine Wurzel in sehr viel erigere Grenzen eingeschlossen als die andere,
so wiirde die Anniiherung an letztere stattfinden. Diess folgt aus den obigen Ausdriicken
fir o — a — h und § — b — k durch (¢ — a)?, (¢ — a) (d — h), (d — h)x

= e T

Als Beispiel mogen berechnet werden die beiden Aufljsungen ¢ und g der

Gleichungen |
x8 — y8 — 9x3 -} dxy =0

xy? 4 ¥ — y2 = 0,

[
|

welche liegen resp. zwischen
0, 77 und 0, 78 1, 62 und 1, 63.
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Die Grenzwerthe fiir A B C, D E F werden in diesen Intervallen der Variablen resp.
— 0, 33 omd — 0, 24; — 0, 88 und — 0, 69;
— 0, 20 und — 0, 11;
— 0, 28 und — 0, 20; — 0, 04 und 4 0, 02;
— 1, 31 und — 1, 06
Bei der ersten Approximation wird nun fiir a = 0, 77 und b = 1, 62
0, 003 << h < 0, 004
0, 006 < k < 0, 006,
daher
— 0, 00004 << o — a, < — 0, 00001

— 0, 00006 < # — by, < — 0, 00002.
Da sich ergiebt

Bei der zweiten Approximation wird, indem man von den kleinsten Werthen
ausgeht,
0, 000021 < h < 0, 000022
0, 000021 << k < 0, 000022,
deshalb

— 0,07 < & — a; < — 0, 0%

— 0, 008 ‘.: e hl ‘;‘____ 0, 095,
Es ergeben sich

daher

0, 77357 17763 < e < 0, 77357 17767
1, 62568 10249 < # < 1. 62568 10253.
Eine grossere Genauigkeif wiirde man mittels

der zweiten Approximation
erreichen, wenn man wie bei dem friiheren Beispiel die Grenzwerthe fir ABCD E F
fiir die durch die erste Approximation erhaltenen engeren Intervalle neu berechnete.
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