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Sammlung

stufenmiissie geordneter und vollstindig berechneter Aufgaben
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| von

H. G. Doerk,
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g § 42. Beispiele zur Differenziation der impliciten Functionen,

1) Gegeben sei die Gleichung (implicite Function)

| 0=y 4+ a® — Jaxy
g0 ist, wenn man in Besug anf @ differenzict,
0 a0y ‘ ‘ & ) .
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| 2) Gegeben sei die Gleichung (implicite Function)
| ot gty 4+ oyl —"Baayt = Uy

g0 ist. wenn man in Bezur aut @ differenzirt,

% g - O ] : \ a
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3) Gegeben sei die Glaic}umg (im]}]ic_ih- Funetion)

y‘r —_— gy = U:

o ist, wenn man in Bezug auf & differenzirt,

— 10y x po—1 o o
2y a — Y — a¥ log nat @ == = 0
Iy ey 5, T ¥ log nat y Y & e log e
II) (= ‘y‘"_f — ¥ log nat x) :_—__:_ =.pat— 1 — ¥W.loy nat y
I[I} gy R l:,.":: fog nod ﬂ ;
o T _-,-r —3& — log nat x

}Illhip]iuii't man nun Zihler und Nenner des Bruches rechter Hand mit &y, so ist

k: e 5 &
v Oy ¥ —xy.y log nat y
_[‘,:] = ¥ — 7 o AT At e
axr A iy ;
& i e |"-'r_|:,|' nial T
| Da aus der Bedingungsgleichung _
y*— ¥ = 0
folgt, dass o =i ist, 8o ist
‘."} By s ¥ ‘J el y.x log mat y
L 2 — _n_i,-_.-"" fog natl x

ol — xy log ual x
4) Gegeben sei die Gleichung (implicite Function)
y*—Zmay + 2 — a* = 0,

50 1st, wenn man in Bezug auf @ differenzirt,

: a1 dy
D2y —2my —2ma 2 4+ 22 = (
i 4 dx J g x I
b A ; K E' e .
I (y — ma) e e
Pi.l oy == I
“ [\I R = £
rl Ax §o— max
3) Gegeben sei die Gleichung (implicite Function)
m = &y -+ .'rr.l_r; nat x,
g0 ist, wenn man in Bezug auf & differenzirt,
. el A ! I a
D 0 = i = @ = i i O . .H.'f1
i : ax x W ax

indem man auf log nat &y den § 28 Zusatz anwendet (oder Arithmetik § 188 zuerst, und dann
§ 27 Zusatz 1).
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§ 45.

1. Aufgabe.

Auflésung.

Anmerkung.

2. Aufgrabe,

Auflosung.

Aufgaben iiber das Maximum und Minimum der Functionen.

Gegeben ser die Function:

="t — B g ol SUEea ot e
man soll die Bedingungen angeben, unter denen » ein- Maximum oder ein
Minimum wird.

Es ist

a ;
= 4 2d b A4 o — 24
0
32y ALY :
und Y =12 2t — 4@ o 44,
oz

Setzt man den Werth des ersten |!iii".-n-l.-zi:l]J.Elmt'u-uwu g[c*i(:h Null, so ist
al—ga? L1l — =71

ans welcher Gleichung sich die Werthe # = 1, & = 2 und @ = 3 ergeben.

Fir e = 11t = = 4 8
ax?

" i ppe— '_) = bt = 1

e TS —— S SR

(=]

Also findet fur @ = 1 ein Minimum statt, nimlich y =

R L R R T 5 P yo= 4
w = 3 . Minimum 5 B e

Es soll hiebei nieht gesagt sein . der moclich orosste Werth von y set 4, welches
eine ranz falsche ]h-hml!-hlllq wire, denn setzt man & = 4. =so wird schon i =186,
wihrend g, wenn man @ = oo setzen wirde, auch = w= werden miisste,  Aber
dennpch findet weder fiir ¢ = 4, noch fiir @ = = ein Maximum statt, weil
das nichstvorhergehende y zwar kleiner, aber nicht das nichstfolgende y
anch kleiner, sondern orosser als [l:t-il_;--.'lii;;'l= y 15t, von dem jl'[;{,[ die Rede 1st.
Gegeben sei die Function®
y=a% =D at 4+ 5 gt 41,

man soll die Bedingungen angeben, unter denen # ein Maximum oder ein
Minimum wird.

Es ist

By : i ln I
= =5 xt — 20 & 4+ 15 &°
0
==t R SR . N ol R
= 5§ 2% (& L oa 3)

urnd _'= 20 2 — 60 22 4+ 30 &
= 1z (22 — 6z 3).

Setzt man den ersten Differenzial - Quotienten gleich Null, so is

£
-

5 = = i T, T
o &t (@t —d e+ 8) =0

oder (e —4d x4 8) =10,

aus welcher nachfolzende Werthe von & hervorgehen:

=t e o e e e
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Auflosung.

Autlosung.

Fiir

o S E
xr = et f = 1),
ax

weshalb “es hiernach auch unentschieden bleibt, ob fir ¥ = 0 die Function y

ein Maximum oder Minimum hat.

Fir @ = 1 ist E-.--',': = — 10
g.x”
w == S . = “b-" 8-

Also findet fir @ = 1
— )
statt.
s ist 22 — 12002 < 30

1200

P o—

LL!II.]

cin Maximum, namlich y
» - Minimum, i

l

Da der dritte Differenzial - Quotient, wenn man darin den ohigen Werth von x,

T = U,

niamlich

setzt, nicht gleich Null, sondern = 30 wird, so

findet fiir

=0 weder ein Maximum, noch ein Minimum statt.

“L".,{l."'-l'll ge1 die Funetion:

iy = B gt 2R gy <

man soll die linoungen

Minimum wird.

Aus der gegebenen Function folgt:

ay 3

8 =12 ¥ — 84 an®
{4 2

{_ — Ao r? 16% a0
o at

Setzt nian den

84 a* a2

aufsuchen .

unter

168 a*x —

168 =

ersten ]_}'_:ﬁ'._-|'|-,-|_;z__|:1!—1‘Juuli_t-ntt":l. :_l'||'.|l4'll Null, s0 er

12 7% — 84 44* 4 168 a2ax — 96 «®

1|'-|"'|' ,i"' - [ IRy 6 . 'L |- rf'!,|' — "'5 .f.:"

auns welcher (Gleichung sich die Werthe & = a .
Fire = a —  LBE g2
T T R - 2 g*

= 4 T2 &,

= 2a . Maximum

=4 . Minimum

Geerehen sel die Funetion:
g =2 3 — 86
man _soll

g * iy
:\} 110500 WIrd,

Aus der gecebenen Function folgt:

o o 4 ap
=6 — 6 x — 36
£

il E

— = 12 F = b

0 x

- "

Loy

R b
die Bedincuneen aufsuchen,

nnrer

denen

=2 gund ¥ = 4'a erg

denen j ein

— 96 a?x + 48 al,

] ein Maximum oder ein

e at

131t man die (leichung :

="

= a ein Minimum statt, namlich y = 11 a

16 at

y = — 16 at.

Maximum oder ein
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5. Aufgabe.

Auflosung.

b

Setzt man den Werth des ersten Differenzial - Quotienten gleich Null, so folzt die

CGrleichung : G —rhir — SGi—-"
oder 2 — x— =0,
ans welcher Gleichune die Werthe + = 5 und r = — 2 ﬁjlgr:11_
= P a Y,
For 2 = 8 18t =—= = 4 30
o x*
o T 2 " —_— Hﬂ
Also findet fiir # = — 2 ein Maximum statt, nimlich y = 4 44
und =43 5 Minimum - 3 5 y = — 81.

Gepeben sei die Function:

e Ll B i S i e e B L T
man soll die Bedingungen aufstellen, unter denen fiir y ein Maximum oder ein
Minimum staitfindet.

Aus der gegebenen Function folgt:

¥

=G0 i —bl pl— )t ——Rl) aE

 — 300 z* — 240 2* 4 180 2 — 120 =z

Setzt man den ersten Differenzial - (notienten gleich Null, so folgt die Gleichung:

60 2 — B0 ¥4 60 3@ — 60 a2 =0,
oder x® — a4 ¥ — el |
oder e ¥4 x— 1) =0,
oder il i ) L i e 3 il §

aus welcher Gleichung sich folgende Werthe von x ergeben:

=0 =0a= 1= 4 ¥— 1 gné: & —=.—}= 14
Offenbar findet fir & = == V— 1, weder ein Maximum, noch ein Minimum statt;
also handelt es sich hier nur um die Feststellung fiir die drei ersten Werthe von .

Fiir ¥ = 1 158t = <4 120. . Mithin findet fir @ = 1 ein Minimum statt

nimlich y =

e gty .
B e =G e
g xrs

Da for diesen Werth von & der zweite Differenzial - Quotient aus der 1{1*1_'.hmmg

verschwindet, so muss man den dritten und vierten Differenzial - Quotienten bilden.

Es ist 2* 1200 a® — 720 2* 4+ 360 & — 120
a.xt
=g 3
¥ — 8800 12 — 1440 » -L 360
C_I _|'. o
gty =
= (2N x.— 1440 .
o x

Da der dritte und ebenso der fuinfte Differenzial - Quotient fiir den oben ange-
gebenen Werth von & = 0 nicht verschwindet, so findet fiir # = 0 weder ein

Maximum, noch ein Minimuopm statt.
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6, Aufgabe,

f Auflésung.

Gegeben sei die Function:

£l —x

= 4 1

aufstellen, unter denen ein Maximum oder

Y
man soll die Bedingungen

derselben stattfindet.
Aus der gegebenen Funetion

1 e Fs

{ ay (x2 @2z —H—(x2—2z) 2=z
folet ol R T A B i e i
= ox (=* + 1}
o 233 4By —x? i 241 4 2 a2

Minimum

By - AR+ 85— =N 2+ 12
dimt: (2 + Ip
Bl Mat)—d@gtde— N4 T

(x2 4 I
2 N ) — S @4 de—N 2
(x* 4 1P
g4+ 24 2 -4 — 884 4
— I:_r._;'__i;_ -'IEI" D

— G B 43

224 2

3

== T

i 3

ooy o,

Setzt man den ersten Differenzial-Quotienten gleich Null, so

H
I
[

at =23 —=1=10
— 1 4 V2 undiae = — 1
— 1 - 12,

Demnach 1st, fiir @

'} —

P=(3—2V2)(—1+12)=—8+4+2124+3)2—4=5)2
und also: — 2 g — 4 14 — 10 ¥2

—Gat=—18 + 12 )2

+ 68 =— 64+ 812

+ 2=+ 2
mithin 1 — 2 —6a*+6a +2=—84+812 =8 (— 14 )
und 21 =4—2¥2=2(2—1D
also 1':.#""' -4~ 1}:' = 23 {:j < '|._—,’21 £

N g ey o] (=14 V3

Folglich ist

8zt MR W ST 2=V

e T . . 4.

geht die Gleichung:




\ e i S
| T T 20 yYR

= 20606602 .. ...

Mithin findet fir # = — 1 4+ }2 ein Minimum statt, nimlich:
1 E_i-'_—_:_..—ul.?_. 1+ V3 8 BV 4o T Y
: 22 4 1 P =7 4 —2ye

I

[ Ferner ist, fir ¢ = — 1 |

'. 2 =38 4 2 )2

: = — T — 512

I und alsoe — 2 & = 14 4 10 2
— gat=—"18 12 §e2
Lo = — 6 — 612
4+ 2 = 4 2

1 mithin — Vg Bttt 2= "8 -8 =—8(00+%¥D
6 und 22 4+ 1 =4 + 212 = 2 )

i also (22 4 1)F = 29 (2 + }2)°
| Folglich ist i e ) B TR i L
| 5 & a? 2% (@ + ¥Ey @+ ¥
| T (1 4 Va) (2 —23)
i (2 4 ¥2) (2 4= Y:y (2 — VD)
'l 24 FNE— ) — 2

b 2.(2 4+ 2 |2 T
. (15

2+ ¥y
! S A SRS SPGB TR
644 V2 3 VEy 8 — 0




7. Aufgabe.

Auflésung.

— 00606602 ..... .

Da fir @ = — 1 — V4 der zweite Differenzial - Quotient negativ ist, so findet

fir diesen Werth von @ ein Maximum statt, ndmlich

man soll die Bedingungen —aufsuchen, unter denen ein Maximum oder ein
Minimum fiir % stattfindet.

Aus der gegebenen Function folgt:

g: = (a — 2.2 2 + 2° st
= 2 a |:cr .r'_'r':'! A a2 (rr - .i-'_:l1
= a(a—ar |2 (a— &) — 3]
— ;\'rr - .f"_:l'l -:'_'J o, st ._.l_*:.
=z (a— o (e —2 v)
und g}"; = (a—a)* (2 a ba).2(a—z) (—1)++ a{a—a)?.(—2)
= (g—ua)* (L a— da)—2z(a—a)(2a 5 &)
= (a —a)* .:ﬂ a— 10 z)— 2@ f:;: — &) (2a—23 )
= 2(a—a)[la—a)(a—Dz)—x(2a—0 )]
= 2(a—a)f[al —ax—daxr+{d i —2aax-+5a
— 2 l:':' —_ .r';. ' 1) = be i O e r.{"';l

Setzt man den ersten Differenzial - Quotienten gleich Null, so geht die Gleichung

=

o A B A
& (a an)s (Moe J )

L}

hervor, aus welcher Gleichung sich folgende Werthe fiir @ ergeben, nimlich:

Fa—=—"1) ] = g e T ==

Substituirt man diese Werthe in den zweiten Differenzial - Quotienten, so ist

Hip @ =4 i R R L
o xs
R T NI = \
A | £30 w2 0 2 3
o = : — W T e S e e )
— Rl 1 a2y
: | )

et . U,
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8. Aufgabe.

Auflésung.

9. Aufgabe.

Auflosung.

Aus der _f____ru;._:&']'ri'llvll Function fol

Also findet fiir # = 0 ein Minimum statt, nimlich y = 0
s # = a weder ein Maximum noch ein Minimum

, & = % a ein Maximum statt, némlich ¥ = i at,

3T
Gegeben sei die Function:
.J — =
Y= .ell:;!_.ll,l nat x °
man soll die Bedingungen aufsuchen, unter denen ein Maximum oder
Minimum der Funection stattfindet.

Aunsz der gﬂ-gﬁbeuen Function I‘n]gt

1
= log nat # — x. —
L e x
iz (l"r!-_u_,r el .r}" 3
g'u:-'l el ¥ — 1 1 1 1
G = U]
F 1
By = (log nat )3 — (log nat 2 — 1) 2. log nat z ., =
g x2 (JTI.I_'I.' nad a)
log nat * — 2 (log wat £ — 1)

z (fog mat x)?
e — ""{"." nal x

¥ (log nat P E

ein

Setzt man nun den ersten Differenzial-Quotienten gleich Null, so folgt die Gleichung:

_."n.r .l.'u.'l x — 1 — 0
(log neat )2
log nat &8 — 1 = {}
log nat & = 1
A
Gegeben sei die Funetion
¥ = gin &,

man soll die Bedingungen aufstellen, fiir welche ein Maximum und ein

Minimum der Function stattfindet.

oL

8y
= — LoF &
gx
und Py = bin' 2.
d z?
Setzt man den ersten Differenzial-Quotienten gleich Null, so folgt die Gleichung
cos o =0
also =l — 30 = 5 Koo =ilan o 1) o
Faris = 1R gt W 2=y
o x
e — g e TR a =+ 1
Rt T n = — 1
p = TR e |
s e TR ==
L R R T |

"4
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10. Aufgabe.

Auflésung,

11. Aufgabe.

Auflésung.

Also findet fir 2 = (4 n + 1) R ein Maximum, nimlich y = 1

s #=1(4n-+3) R , Minmum, 3 y= —1

statt.

Zu untersuchen, welches das grosste unter allen Dreiecken ist,
in denen zwei Seiten des einen einzeln gleich zweien Seiten jedes
andern Dreiecks sind. ;

Die beiden Seiten der Dreiecke seien a« und b, der zwischen ihnen liepende Winkel
gei @, so ist der Flicheninhalt eines jeden solehen Dreiecks

ali stn
==

a2

und es ist die Frage, fiur welchen Werth von @ dieser Ausdruck ein Maximum ist.

Ans der .'_"'I,"[:lll'll}t‘.llﬁ'll 1"imrtiuu.-‘—('sh:"lt'hlmg I'u]l',_{_l

& it

o == —— C0F &

A i

By Rk
tnd — = — St .

8 z2 2

Setzt man den Werth des ersten Differenzial - Quotienten gleich Null, so erhalt

man die ["t]q'irhl;ln;_{r

=h
GOESEE—""]
cog x = M
mithin @ = 900 =1 R.

Substituirt man diesen Werth von x in den zweiten Differenzial - Quotienten, so ist

i e o i g R B R S

o x? 2 ]
Da fir diesen Fall der Werth des zweiten Differenzial - Quotienten negativ ist,
go findet also fir # = 1 K d. h. wenn die beiden Seiten a und b rechtwinklig
auf einander stehen, ein Maximum statt.
Man soll untersuchen, welches unter allen Dreiecken von gleichen
Grundlinien und gleichen Hohen den kleinsten Umfang hat.
Fiir simmtliche, der Betrachtung unterworfene Dreiecke sei die Grundlinie g und
die Héhe L. Theilt die Héhe & die Grundlinie ¢ in die beiden Theile 2 und g — &,
so 1st die eine der beiden iibrigen Seiten des Dreiecks Va? 4+ A2 und die andere
V(g — z)® + hi: folglich ist, wenn y den Umfang des Dreiecks bedeutet,
i ¥y =g 1 1:‘" -+ e e ]lli_‘-')'—_-:/l-r Iy &

y =g+ @+ & + [(7 — 2 + w7
Es bleibt also zu untersuchen, fiir welchen Werth von @ diese Function y ein
Minimum wird,

Man differenzire den obigen Ausdruck in Bezug auf 2, so erhilt man:

gy

-
¢

i —

Vo — o + A2

i
v

=@ (a* + k) " ' — (g — @) [(¢g — 2P + A7

4

T ey,

Ly

S T ¥




e —= Y v e . . A i » S

11

8ty 2 L gay = 4 - 1) :
und — ="z + &) " "4 =z ( Vet 4 Y —¥ 9,
gz
oy , e
— ([lg—a+ ] (=1 + (g—a). — ;[(g—=)*+A%] "~ 2(g—a) (—1)}
dty 1 : 2l
8zt~ Vzl + B (=t 4 k3 Ve 2
M=l e 6 i e o
VG = & 7 g — o8 WG =2+ R
J— -t .:.-_c — .:--'_ = {... = _‘_}-a ___,-'.-' i i i
I v Ve |
A2
T @ VR F B g — 2+ ) TR L T
Setzt man den Werth des ersten Differenzial- {J_lummt#en gleich Null, so erhilt man
die Gleichung:

— &) YaE - B2
—_ .,_-:;'2 (.4"-' o l,f..i;,

J.}:'. at ':If Y. .rjl R
—— ) k2
- 3} A
& = g — &

Setzt man diesen Werth von # in den zweiten Differenzial - Quotienten, so ist

rl
L
Da der Werth des zweiten Differenzial - Quotienten fir den Fall, dass # = 4 ¢

g

fur.2. =

= =

gesetzt wird, positiv ist, so findet also in dem Ausdrucke von ¥
ein Minimum statt.
Unter allen Dreiecken, welehe gleiche Grundlinien und gleiche
Hohen haben, hat dasjenige den kleinsten Umfang, dessen Hihe
die Grundlinie halbirt, also das :_-'lnix:ll.l_:--lwnkli:_fr-.

12, Aufgabe. Wenn man in einem gegebenen Quadrate Rectangel zeichnet, deren
Winkelspitzen in den Seiten des gegebenen f‘}u:a-lr.-lt.-- liegen, so ist

die Frage, welches von diesen Rectangeln den grissten Flichen-

inhalt hat.

. Auflésung. Die Seite des gegebenen Quadrats sei a. Ist ein Winkelpunkt des Rechtecks
von der einen Winkelspitze des- Quadrats nm @ entfernt, so ist dieselbe von der
anderen Winkelspitze des Quadrats, die” in derselben Seite liegt, um (@ — &)
entfernt: demnach wird das Quadrat in ein Hectangel und vigr rechtwinklige
Dreiecke getheilt, von denen je zwei den Abschnitt # zo Katheten, und je zwei




i
i
12
i andere den Ahschmitt (@ — ) zu Katheten haben. Die Flicheninhalte der beiden
ersten Dreiecke sind zusammen = 22, und die der beiden anderen Dreiecke
susammen = (a — )2, und folglich ist der Flacheninhalt des eingezeichneten
| Rectangels:
{ =R (a — a)?
Lll'.l —" '_a a g — :a 11".3,
Differenzirt man diese Gleichung in Bezug auf z, so ist
auy .
1 z L — i e
7y L a
daly
und ) 4.
Setzt man nun den Werth des ersten Differenzial-Quotienten gleich Null, so erhalt
man die Gleichung
|. 2 = L — ()
[l
A X = %a.
Fiir den Werth von & = + a ist aber der zweite Differenzial-Quotient stets negativ.
| Mithin findet fiir diesen Werth von £ = }a ein Maximum der Function y statt,

namlich y = tat.

b II. Auflésung. Der Flicheninhalt des eingeschriebenen Rectangels ist ein Maximum, wenn
der Flicheninhalt der vier rechtwinkligen Dreiecke ein Minimum ist. Hs ist
aber der Flicheninhalt der 4 Dreiecke

z =2t 4 (& — x)?
P e LTS R |
il i pa gz :
; i =y 'y a
Pﬂ und folglich === —2a + 42 r
bl g1z
| LT — |
| und sm = T 4.
o Setzt man nun den Werth des ersten Differenzial - Quotienten gleich Null, so ist
—2a4+ 4x=10 1
el B
Fiir diesen Werth von o = } a ist der zweite Differenzial - Quotient positiv, “

und mithin hat die Function z (fiir @ = }a) ein Minimum, und also y far

diesen Fall ein Maximum.

| (Fortsetzung folge)

f
\
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