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Vorwort.

Ii achstehenden Blättern bin ich gewissermassen gezwungen einige Zeilen voranznschicken, da

sie so vereinzelt zur Herausgabe durch den Druck nicht bestimmt waren. Habent sua fata

libelli. Für die wissenschaftliche Abhandlung zu dem diesjährigen Programme hatte ich nämlich

eiu Manuscript der reinen Differenzialrechnung übergeben, bei deren Bearbeitung die Absicht

vorwaltete, sie so darzustellen, dass sie sich unmittelbar an den im Gymnasium ertheilten mathe¬

matischen Unterricht anreihe und so eine Uebergangsstufe zu den Vorlesungen bilde, welche auf

Universitäten, Akademien und Fachschulen über diesen Gegenstand gehalten werden, dass sie

ferner geeignet sei, von Jünglingen, welche nach beendigtem Cursus das Gymnasium verlassen

haben und sie erlernen wollen, ohne einen mündlichen Vortrag gefasst und verstanden zu werden,

und dass sie endlich bei ihnen auch einige Sicherheit im Dilferenziren selbst hervorrufe. Diesen

Zweck zu erreichen schien es mir nicht nur rathsam, sondern sogar nothwendig zu sein, eine

grosse Menge von Beispielen (gegen 200) zu sammeln und zu ordnen, die Aufgaben nicht nackt

hinzustellen und höchstens das Resultat beizufügen, sondern sie vollständig zu berechnen, denn

nur durch vielfache Uebung in der Anwendung der allgemeinen Lehrsätze auf specielle Fälle

gelangt man zur technischen Fertigkeit im Rechnen; um sie zu erreichen, müssen sehr viele Auf¬

gaben behandelt werden; giebt man sie nackt, nur höchstens noch dabei das Resultat, so kann es

oft selbst dem strebsamen Jünglinge ergehen, dass er viele kostbare Zeit unnütz verschwende,

weil hier und da doch leicht ein Fehler gemacht werden kann. Liegt nun keine ausführliche

Berechnung zur Seite, nach welcher der Lernende die Aufsuchung des Fehlers in seiner eigenen

Rechnung anstellen kann, ist keine Persönlichkeit vorhanden, an welche er sich um Belehrung

im speciellen Falle wenden kann und wenden mag, so kann für ihn ausser dem Verluste an

Zeit auch noch ein grösserer Nachtheil hervorgehen, dass die für dieses Studium so nothwendige

Lust verloren geht.



6

Durch die Behandlungsweise der Differenzialrcchnung von diesem Gesichtspunkte aus

wuchs das Manuscript zu einer solchen Bogenzahl heran, dsss es die Grenzen einer Programm-

Abhandlung weit überschritt und da keine Zeit mehr mir übrig war, einen anderen Gegenstand

für dieselbe zu wählen, so erachtete ich es für gemessen, aus jenem Manuseripte die §§ 14 und 39

auszuwählen, welche die Beispielsammlung enthalten, und hoffe bei einzelnen Jünglingen, welche

sich mit der Differenzialrechnung zu beschäftigen anfangen, meinen Zweck zu erreichen.

D.



§ 14. Beispiele zur Differenziation der algebraischen Functionen.

1) Gegeben sei / (x) = a x + b, so ist
df(x)

d x

2) Gegeben sei f (x) — ax - f- b (c e x), so ist
d f (x) _

d x
b e.

3) Gegeben sei / (x) = ax — b (c — e x\ so ist
d f W I 7
■ . = a 4- b e.d x 1

4) Gegeben sei / («) = 3 x -f- 7, so ist

df (x) _ gd x

5) Gegeben ist f («) = 5 a; -j- 3 (4 Hb 2 £■), so ist

ÜfW = 5 + 6 = 1+ "d x — (— 1

6) Wenn f ( x ) = &'2 ist, so ist
d f (x)

d x
= 2,

7) Ist / (.z) = 3 x T, so ist

= 21 x^.
d x

8) Ist f (x) = ax", so ist
d / (*) n — 1= a w x

d x

9) Wenn f (x) = a 2 x &2 « 2 ist, so ist

dt W _ 2
d a; a 2 + 2b 2 x.

10) Wenn f (x) = a 2 -f- bx ■— c x 2 -f- ex 3 ist, so ist

iÜß = l _ 2 c x + 3 ex 2 .

11) Wenn / (x) — 6 — 3 x -f- 4 x"1 -5 x 4 ist, so ist
d f (x)

— — 3 + 8 x — 20

12) Ist / («) = so ist

d f (z) 4 a x 3



13) Ist / (.») = i = x ^ so ist

Af Cr)
d x

— 1 .. -2 _ ~ 1 —i »~

14) Wenn / (x) = ^ = -j-.x 4 ist, so ist

d.f C") _ _ 4 x — 5 4 ad x b x b'

15) Ist / (x) — — y . x~ n , so ist

d f (x) a „ 1 na
= 71 • ~j~ • £C = — r—7.

ax o 6 ~T"

16) Wenn / (.«) = (1 -(- x) (1 — x) ist, so ist

^2 = (!_*).! + (1 + «) (-1)= 1
x = — 2 x

oder f (,») = 1 —

d/Jx)
d x = — 2 «.

17)
/(*) = (2 + 3* - 4 x 2) ^ t *' 2)

= (I - T * + T * 2) (3 - 8 4 + (2 +-3«—4^ (-■J- + I

= i--ß* + §.--A2««+ (-■J +
5 e I 25 2

= TT — + T A 4 x 3,

1,5 5 „ . 25
1 + "fi Ä — 9" Ä 12

4« 3.

oder / (#) — i -j- 6 g

^ (x ) jj R r i ?5
<ii 6 ' 4

18) Ist / (.r) = (a -j- bx — ex 2) (e — g x 2 +- 7iä' 4), so ist

= (e — g x 2 -)- h A'4 ) (b — 2 c x) + (a -(- b x •— c x 2) (— 2 g x -+ 4 Ii x 3)

— b e — 2 c e x — b g x 2 -f- 2 c g x 3 b h x* — 2 c h x b

— 2 a g x — 2 & g x 2 -J- (2 c g -)- 4 a Ii) x 3 4 6 Ii x* — 4 ch x b

— b e — 2 (a g + c e) x — 3 b g x 2 -)- 4 (ah - f- cg) x 3 -)- 5 & Aa- 4 — & c Aa 5

oder f (x) — a e - 1- 6 e x — [a g -|- c e) x 2 — b g x 3 -)- (a A + c g~) x 4 + blix 6 — c A .

mithin f (X)
b e — 2 (a g -j- c g) «£ — 3 b g x z -)- 4 (a h -|- cg) 5 b ha* — 6 c h x b.

c £ 2

19) Wenn / (x) = " ist, so ist

d f (x) (e — q x 2 -f~ h x 4) (6 — Sex)
d x

(a -|- 6 x — c x 2) (— 2 g x 2 4 h x 3)

(e — x 2 -)- h x 4) 2

2 (c e — o j) x -(- i } I 2 — b a h x 3 — 3 b h X3 -)- 2 c h x b

20) Ist f (x) =
3 + 7x

(e — g x 2 -)- /i x 4) 2
4 x :

, SO ist
5 -j- 4 x

df(x)_ (5 + 4 x 4) (7 — x 2) — (3 + 7 x — 4 x 3) ^6 x 5

"d'i" — (5 + 4 x 4) 2

_ 3J — 60 x 2 + 2S x 4 — 48 x" — (4g x 3 -f x 4 — 64 x 6)

35 — 60 x 2 —
(5 + 4 x 4)2

• 84 x 4 + IG x 6
4v

(5 + 4 x 4) 2
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21) / « =

df(x) (1 + x) (- 1) - (/ - x)

d x (1 -|- x) 2

22) Wenn / (*r) =

1 — X — 1 -f- X

(1 + X? (l + *?•

b x -\- e x 2 .
ist, SO istm — n xV

d f (x) (m — n x V) (b -f- 2 c x) — (a -f- b x -j- e x 2) (— n p xP —

d x (m — n x Pf

\b m -\- 2 cm x — b n xP — 2 cnxP ^
— j i J : vm — n xV v

I -j- anp xf -| - b np xP c npxP + )

_ bm-\-2cmx-\-anpxP~l-\-bn(p — i) xP + c rc (p — 2) x P "f 5 '

(m — n xp) 2

23) Ist gegeben / (x) — (a -f- x) n , so ist

d f (x ) __ „ („ i „\n — 1 d (a + x ) _ „ /_ i \n — 1
- d' x~ n l a •!- x ) —dx~ — »(* + *)

24) / (*) = (a 2 - x 2 )*

= 4 ( a 2 _ x iy
d (a 2 x 2)

d x ^ ' <2x

= — 8 x (a 2 — x 2) 3.

a x n 2

= 4 (a 2 — ä' 2) 3 (— 2 x)

25) Wenn / (,z) = -j— gegeben ist, so istCL — X CL I X

d f (x) (a — x) ci a x , a 2

I (a -j- x) 2(a — a;)2

(a — #) 2 ' (a -j- x )2

= ar + i

(a — x) 2 ' (ft -)- x) 2 1

oder f (x)

2 i s s -l' 2 o x -j" lS "I" — 2 a x -\- x 2 |

— " 1 (a 2 — x 2)2 I

_ 2 a 1 (ra2 -)- x 2)

—( a 2 — x 2)2

_ — a 3 -{- 2 n2 x -f- a x 2
~ ~~ a 2 — x 2" ~

df(x) (a 2 — x 2) (2 a 2 2 a x) — (— a 3 -j- 2 a 2 x -J- a x 2) — 2 x)

dx ~ (a 2 — x 2)2

_ 2 a 4 + 2 a 3 x — 5 a 2 x 2 — 2 a x 3 — 2 a 3 x -j- 4 a? x 2 -f 2 a x 3
(a 2 - x 2)2

_ 2 a 4 + 2 « 2 x 2
— (a 2

_ 2 a 2 (a 2 -f x 2)

(a 2 — x 2)2

26) / (,) =

d/-(x) _ (a 2 — x 2)4 ■3 (« 2 4- X2)2 . 2 x — (a 2 + x 2)3 . 4 (a 2 ' x 2)3 . (— 2 x
d x (a 2 — x 2)8

_ 6 x (a 2 -|- x 2)2 (a 2 — x 2)4 -j- 8 x (a 2 -(- x 2)3 [rfi — x 2)3

— ; (et2 — x 2)8 ~

_2x(a 2 -)- x 2)2 (^ 2 — X2)3 \3 (a 2 — x 2) + 4 (a 2 -f- x 2)|
— (a 2 — x 2)8 '

<mJOnot

i •-

fOti

i!.:
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27) / (*)

_ 2i(a' + x')2 (3 a 2 — 3 j» + 4 a 2 + 4 x*

(a 2 — x 2)5

_ 2 x (<z2 + x 2)2 (7 „2 _)_ **)
— („2 _ *2)5

(g2 — x y

a 4 -|- a 2 x 2 — x 4

<*/(*)
d x

(a 4 4- a 2 x2 _ x 4) . 3 (« 2 - x2)2 d ^ ^ — («2 _ 0-2)3 (2 a2 ;

(a 4 -)- « 2 x 2 — x*)' 1

3 (a 4 4- a 2 x ü _ J4) (_ g j) _1 (a 2 _ J:2) („2 _

x')

_ (ft 2 — A-2) | (<j4 _j_ a j x2 _ Ä4j2

_ (g2 — x') 2 (— 2i) [3 a 4 -f 3 cfl X2 — 3 x 4 + al\ — 3 a? x 2 -f 2 x 4 1

(a 4 cß x'l — x 4)2
_ (a 2 — x 2)2 (— 2 x) (4 a 4 — i 4)

~~ (a 4 -f a 2 x 2 — x 4)2

_ (2 x (a 2 - x 2)2 (x 4 —_4 a 4)

— (a 4 + a 2 x 2 — x 4)2

28) Es sei gegeben: f (x) = (a 4- x) (& — .r) (x — c), so ist

1 d t' (x) i ti (a -j- i 1 d (b — x) . 1

1'(x) * d x a x ' d x b — x ' d *

1 df(x) _ 1 1 , 1
f(x) ' d x

x 2) 2 x |

a 6 — x
+

d(x — c)
d x

dJJ? =,( a + •*) (b - «) (« - 0 + ^4r" c |

= (b — x) (# — c) — (a -j- .z) (x — c) -f- (a -f x) (b — x)

= — b c -f- (6 -f- c) x — x 2
4- a c 4- (c — a) x — x 2

ab -T- (b — a) x — x 2

= ab 4" a c — b c 2 (b -\- c — a) x — 3 « 2
oder / ( x ) = (a 4- x) {b — x) (x — c)

= — ab (ab -\-ac — b c) x -\- (b -\- c — a) x* — x" T

also -4-— = + a c — b c 2 (b 4- c — a) x — 3x 2.

29) / (x) = m x'

d fi x ) — mn
d x

mn x
x n + ■*'

30) / (x) = (a + bx~ n )P

dJM = p ^ + bx~ n)P ~ 1 d (° + *«- B)O X & X

= p [a 4- b x n )P 1 (— b n x "

_ — b n p (a b x n )P — 1~' *

31) Gegeben sei / (.r) = a yx— a x ", so i
ist

ü- - 1

dM^ = ^ ax -a x n

P— fi

= ^x "
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= i iy x p-\
n

n

32) / (A) = i* n X

dj_(x)
d x

— 1
n 2

~n X

—: "|/A == X%
1

33) f{x)
dfjx)

d x

34) / (x) = y a + b xn = (a + b x n )i
d/(x)

1 _
2 X ~ 2 \x

d x i(„ + !±H

i (a -f 5«") "" ^ . n J ,r n ~

2 ] a i x"

35) / (a) — a 4 jA; 2 = a 4 .a = x
11

14
3

d f (x)
x

36) / 0) =
<*/» _

d x

,2

.37) /(a)
<2^(x)

y y ~|/A 11 = y A 3 )/A

A -f- "j/a 2 -f- A 2 "■= A -f- (a a -f" 'r2)^

1 + | (« 2 + *»)""*. 2*

1 + x
)'a 2 + x 2

iL + J^+Z
y« 2 4- x 2

(x 4- 4) ydx 2 — 6 = (a 4- 4) (3.x- 2 — 6)*

(3a 2 — 6)* -j- (a + 4) . I. (3 A 2 - 6) ~ * . 6 .

-j/3^rn-6 + (* + 4) 2x
\(3 x2 — 6f

\3x* — ff }'(3 x2 — 6)2 4- 2 x (x 4- 4)

1(3 *2 — 6)2
3 *2 _ 6 2 *2 S x

| (3 x2 _ 6)2
5 x 2 -f 8x — 6

3

}'(.Jx2 — 6)2
— 1

-38) / (a) = a 4~ b "j/a — — = « + 6a: 1 — c x ,
d/ (x)

"2" hx ~ 4- CA— 2

0 , c
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39) / (x)

d.fjx)
d x

V'-* - j 1 - * VV 1 + X — \1 + x)

(1 - A ~ k ,, Gjü) _ 1 }T+^ - j

V + XJ dx 2 yj _ x m (1 -{- xf

1_ / 1
2

— \i + x y'i — x _

(1 — x) (1 4- xf ~

}'l — x2

oder =

(/ -x) (l + xf

- yr+^ yr+~i _ y + x )

(i 4- xf yi — xfi 4-
i

( 1 — x) a |/J — x 2

■ (1 4- x) |'1 — a-2

40) / (x) = ~ 4- b 4- c fe 4- gx n — mx\X

= a x % 4- b 4- c (e 4- g x ")% — mx

dt (x)
d x 2

l'x 3

* 4" ö- c (f + £ « ") % . ngx n 1 - m

■j a . \c g n x
— ß -r

2i|'I
b

1

\e -|- g x n

c g n x n ^

2 Fe 4- y x

41) =

1^2 «p

m

— m.

— ^

d x

a -\- b x $ — c x ~ ^ — q x

2 , _ 5 , 4 _ ,
— -g- bx T |- -g- cx s 4-. 2 g x

2b . 4c 2g

3 H — + ^F-

r-3

3.x \ 'x* 3 x% i /;
l'x
2

42) / 0®) = y'o — 6« 4" 2 c« 1
= (a — 5 x 4~ 2 c « 2)^

(a — bx 4~ 2c« 2) - — 6 4- 4c«)

— 6 4- ^ 0 x

df (x)
d x

43) / (*) =

^ f (x)
d x

2 \a — b x 2 c x 2

.—IL = a (1 — ,r 2) ~ 4
yi - x 2 v

- -i a (1 - « a ) - i . (- 2«)

44) /(«)

d f(x)
d x

(/ — x2) ]'i — X2 "
3

"ija x% — b
V —3— (a x 2 — b)% x 3"

xi . -i ( ö x 2 — b) ~ £ . 2 a x 1- (a « 2 — b)& x~ ^
3

2 a x 5 y,i x2
3 3

3 ]/x a | (« — 6) Ä 3 l'x 8
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2nx 2 ,5 y a dß„— b }'(a x 2 — bf
3 3 3 3

3 x* }'x* 1\a x2 — 6)2 3 x 2 ]/x 2 |(a *2 — bf

2 a x 2 — 5 (a x 2 — b)
3 3

3 x 2 \x% | '{a x 2 — 62)

— 5ax 2 + 5b
3 3

5 *2 ] 'o;2 | (a *2 _ 6)23

_ (5 6 — 5 a x 2) y#3
3 x 3 ] 7(a # 2 — 6)2

3 _

45 ) / 0) = — « y« + = (a — «I -J- 6 a; ?)t

(a — x* 4~ b x ~ * ) _ ^ (— Y x- — T ^ x ~~

2 / 3 , ib \

3 ( 2 \ x t ,y x ) _

d f (x) 2
(ix 3

y <z — -)- b:x ? x 3 i(x\a — x ~\!x -f-

3 x* + 5b

3 x 3 ~\/x Va — x \lx -I -
1 ' x 2 y

6 _
X

4ß ) / (*) = . vünna = <* + V a2 - **> 1x -p }'a 2

= |# + ( ß2 ~~ ~ 1

d lM - _ 1 + ( a 2 _ - 2 j! ^ 1. ( a 2 _ Ä,2) -4 _ (_ 2 Ä )|<i x

— 1

(x -\- |'a' 2 — x 2) (x -)- ] a 2 — x 2) |'a 2

x — \a l — x'1

l'a 2 — x 2 (x -)- }'a 2 — x 2) 2

47 > /(*)■= , + ] ^ F y , = , + ( ; + ^

df (x) x —|—(/ —{—x 2)^ — x \1 —(—% (' -j-x 2) -5.2x1

* ~~ (x + (i + x 2)*) 2

*+yi"+^'--«(i + ,7=5)

(x + yr+T 2) 2

. + - . (g^)

( x _L |Ii + x' 2) 2
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(. + /!+?* jl -

(x + \1 + x"-f

1 — ~±=
yi + x» _ i'/ + *2 — x

x + \i + x2 ()'; + x* + x) | U + x2

_ ()'l -f xl — x)*

— (yi +^2 + x ) (]/i +. x t _ x) yi + x2 -

_ 1 + ** — 2 x ^ + * 2 + f 2

- 1 + 2x *

\1 + x2

— 2 x.
yi + *■

oder / (®V= -- = "* ~ ^ v
^ v - \l + x* + x {yi x 2 x ) (]/i _|_ a.2 _ x )

= «Vi — a; 2 — ;r 2 = # (1 a; 2) * — a; 2

= (1 + ^ + *. y (! + ^ 2 ) ~*.2x — 2x

= yrqr^ + ^_ -_

= ^-2,.
Vi + x2

3 _ 3_

yio\ / r„,\ — * —• >/x * x — x Vx 2
4°) / V27) 3 " 3

a — a y# a — a |/a?
3 3^ 3
l^*2 \ x (l -f- y#) (1 — ]'x)— 1. (Lzzl£\ — ± V + ^

a ( 3 ) x
Xi — Vx ' 1 Yx

3.

= - (1 + ]'x) = - + = - + -a v 1 ' ' a 1 a a 1 a

d f (x) 1 . 4 xh
d x a 1 3 * a

3.

3 a
3 + 4 "jx

49) / « = V-'+^+ J
\'l -f x2 + 1'1 — X

Man setze I) 1 — x 2 -j- /L -j- x = v — 1 — x 2 -(- (1 -4- x)%

und II) 1 x* -|- l^l — x = w — 1 -)- x 1 -)- (1 — xf* ,

so ist III) f (x) — -j—- = v %. w ~ %
\w

*• IV ) 'S = 1 ■»" '■»'" 5 r,+ « ! (" i-~ J ) %
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4-

Aus I folgt Y) ~ = — 2* + i (1 + f) '

II
VI)^ = 2* + i (l _«)-*,(_ 1) - 2*,-| (1 -«)"

Substituirt man die Werthe von d, w, und ^ in Gleichung IV, so erhält man:1 ' d, X a. <r ° 'd x

VII) = i- (1 + * + (1 - *)*)* (1 - ^ + (i + (- 2^ + i (l-*)-*)

— -1 (1 — X 1 -j- (1 -f- x)^) ~~ i (1 + « 2 + (1 — #)*) — 3 (2 X — J (1 — x) — %)

— 2 x -\ ~J= (2x 1+ \ (l — x2 + ff+x)\
_ 2 Vi + x V 3 Vi — xj ;

~~ 3 (l + x 2 + yr+*)t U — x2 + VM 1 "*)* s {i + x 2 + ynr^

(~ 3 ' + jw+%) <' + ■' +1""" 1 - ( 2 - - rpfe) (1 - * + l ' r +~* )

3 (i + x2 + Vi — *)ä 0 — * 2' + | i + *)t

-2«—2«»- 2« yr=^H-' - ' 2]/i+x J 2 f i + I

— 2 x -\-2x 3 — 2 xyi -\- x -\-

4 x

1 — X2

+ ir Vilti2\'l — X 2 ^^_ a;

2*(]/n^| + yi + * + + ]1

: 3 (l -}- x z -)- ]'T — x)%

(1 — x z -)- Vi +

x . i — x 2 -|- ] ;i -)- X

2 \'l"+x 2 ]/i^r^

3 (i + x2 + }'i — xji U — x a + Vi + x)f

_ 4 x ]/W - 2x I (i-x) Vi+i + (/ + *) I + ^ V'^+ ^ l^x +^+5 + ^=5

3 (i + x2 + ir^)-5 (i - x 2 + ]'TfT)f yr— xä

i_4xl /i^7ä — 2x(l-x) j'f+i + ,/r +^ ~~ 2 x + x) ]' T ~ i

3 (i + x2+ vr=Ti)j (i - x 2 + j'T^ficß yn^x*

i _ 4 x yr^r^ j r (_2x + 2x 2 + ^—^ X2) yr+i: + (— 2 X — 2x* + ^ ^ x *) yr^
3 (i + x2 + vr^r"x)ü (i - x2 + yt+~x)$; yj^x 2

_ j — 4 X ] /i^Tx 2 + ß — 2 X -f j x2) \T+lc 4- — 3 X — I x2) Vi"IT^
3 3

3 -|/(i + x2 + yi ^) 4 )'(i — x2 + l'iT«)* Vi^i-

50)/(«) = y ja Vx + V (c 2 — Ä'1) 2 J 3.

Man setze y ~ ~j— —

also p- = - 4- ~ Ad x £ 2 }V

und ^ = y^c 2 — A-2) 2 = (c* — a ,2j t

folglieh ^ = |- (c 2 — a 2) - i . (— 2 x)
4r X

3 ?

5 Vc2 — x2

dann ist / (a:) = /(a — y -}- ^)* = (a — y -f zp

I
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also = i (a-jr + »)"* (-
d f(x)

3 / d y . d z \

4 ^ d x ' d xj
(a ~ !/ + 2) *

3 6 41
2\'x* ~ ^ZIZ

' l'c 2 -

4}/|< — + 1^j/a; 1 ' N »'i 3

| 6 1 c2 — x 2 — x2 | x
. 3 4, b 3

x ) x j'c 2 — ) j a — - — + )'(c l
) x

x*y

§ 39. Beispiele zur Differenziation der transcendenten Functionen,

a) Logarithmische und Exponential-Functioncn.

1) y — log nat ,vP = p . log nat x
d y 1
di—P-~x-

IL
2) y = log nat \xP = log nat x n = log nat.x

d y p 1
d x n * x

3) y — log nat (a -j- b x -f- c.t 2). Anwendung des § 28
d y b -(- 2 c x
d x a -j- b x c

4) y — log nat (a 2 x 2). Anwendung der § 28
d i/ 1 , n N 2 x
d x a 2 — 2 x) a2 — x

5) y = log nat ] a -f b x — c x 2 = log nat (a -\- b x — c x *Ys
Anwendung des § 28 und § 12

— =. . i (a 4- b x — c x 1) ~ % . (b — 2 cx)d __ _
d x |/ a _|_ 4 x - c.q*

b — 2 c x
2 (a -f~ b x — c x 2)'

6) y = log nat (x -)- |1 -|- x2) = log nat \x —|—(1 —f- x 2)i j
Anwendung des § 28

dji _ 1 /j , •* \ = 1 x + 1>T+ x*
d x x +' \1 + X2 \ (/ + x^)k ) X + \1 + X2 ' 1>1 + X2

1 -\- X7) y — log nat -
d y 1 — x \1-.— * -f 1 -|- x \ 0
d x — 1 + x I (1 — X2) I ■1
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6) y — log nat (x -f- ~\(a2 x 2)

Man setze x -f~ ]' a2 + A'2 — z — x H~ so ist nach § 21, da

y = log nat z und z — x -j- (a 2 -j-- x 2)^ ist,
d y d y dz
d x d z * d x *

• . d y 1 1 -.dz _.l 2 x
Es ist nun -j— = — = und -7— = 1 4- .dz Z x y a 2 _j_ x2 d x 1 2 y a s x 2

dz i /# -j- x 1 -)-
d x TV;- 4- jß -|- x \ ]/ a 2 -(- x* j 'y a 2 +

mithin =J ' - ( 1/a2 +l +^ ^ ]/a 2 -)- .e:2 -)- x \ ] d l x2
1

~~ y5~+"S

?)

7) Gegeben sei I) ?/ = loa nat ° -— , man soll berechnen.; b ' J y -jb + c x2 — g x 3 ' *

Man setze II) ax = z — ax {b c .r 2 — g x 3)~ •=, so ist
}'6 -fei 2 — # £ 3

III) y = log nat z und IV) z — cp [x).

Also ist nach § 21
■€j\ d y d y dz

' d x d z ' d x '

Ferner ist VI) ** = -L = > 6 + ° - 9J?_7 (LZ z a X

und nach § 13. 8 ist

VII) ~ = a (b -)- c x 2 — g x 3) ^ax. ^ (b -j- ex 2 — g x 3)~ %(2cx — 3 gt
a ax (2c x — 3 g x 2)

}'b -f- 0 x 2 — g x 3 2 }'(6 ex 2 — g x 3)3

also VIII) ^ = V» + « x2 ~ j a ax (2 c X
d x a x [ }'b -p c x2 g x 3 2 ]/(6 -|~ c x 3 — g # 3)3 j

1 t - 2 c x2, — 3 g x 3 i
#| 2 (b + c x 2 — g a;3))
1 I 2 b -\- 2 c x 2 — 2 g x 3 — 2 c x 2 3 g x 3
x I 2 (b c x^ — g x 3)

2 b -)- g x 3
2 x (!) -\- c x% — g x 3)

8) y — log nat ^ c £ = ^°9 na ^ x — ^°9 na t — c
d y 1 c b — c x -\- g x
d x x } b — c x x (b — c x)
d y b

"i

d x x (6 — c x)'

V — l°9 nat 2 — l°9 n °t (1 — x 2 )~~% = — log nat (1 — x s ).

Man setze 1 — x 2 = 0, so ist

y = log nat z.

Da y also eine Function von 2, und 2 wieder eine Function von x ist, so ist nach § 21
d y d y dz
d x d z ' d x '

3
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Es ist aber ~ —i . — und ™ = — 2 x,l z a "

. d y 1 0 x x
mithln df = - 2J-~ 2x = T = T—#-

10) y = Zogr wa£
l'i + X*

Man setze —— = z, so ist
Mi + x2

y = Zogr nat z.

Mithin y eine Function von z, und z eine Function von x, also
d y d y d z
dx dz dx *

/-—: Tj- 1 2 x
1 1 + ^ — 9" *•:
I X —1— tO TT" «-0

t\ i d y 1 -.dz ^ yi -)- x2

Es ist aber == und ^ ± + ^
1 + X* — X2

(1 + *2) l 'i + X^
1

(1 + x<) ]U. + x^ '

folglich j! =° d x x (1 + X2) Ml + X*

x (/ -f- x 2) '

a , l'6 -f c x — l' &
11) y — — to<7 nat ■==.

174 l'A + c x -f- y 6 ' J[

TV/T , ]/i 4- c x — 6
Man setze — '—= -y= = z,

Mb M b

dann ist y == . log nat z,

also y eine Function von 0, und 0 wieder eine Function von x, mithin

d y d y dz
d x d z ' d x

XT . , d y a 1 a l'i + ei + 1 b

1 un 1St ~d ~x — " 0 — M~b ' — y"*"

cvn 7 " +1' 5 )• I• -(i/J + i/5 >• T•
un die = (yä+^ + yT) a

c [^6 -|- c x 4~ V ^ ~ + CZ + V 6]

_ 2 Mb~+~x (1'6 + ex -f- }'T) 2

0 MT

Mb c x (]'i -f- c x -|- y 4 ) 2

n 1 1. 1 J J 1^ + C g C

0 g * ~~ ys y^rpTi - yi' yr+~^ (yr+~^ + yi) 2
ß c

()'6 + cx — l'i) 1'6 + cx (16 + cx + Mb?
a

x Mb -\- c x
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12 ) y = f=7 log nat ^ 1/—1 11 ~~ x2 )

Man setze x ]/— 1=0

also — x 2 = z 2 , so ist
^

V = 7f= lo 9 nat 0 + ] /l + z 2)r — i

Nach § 28 Zus. oder § 38, 7 ist:

d log nat cp (x) 1 d cp (x)

d x cp (:c) * d x '

also ^ = -4=

(' + frp)y_ i' , + y'/ + 2*

1. ' 1 Yl + Z* + 2

ynn' * + yr+ir'

i - * v* +

und d ° = i/—I.d x '

so ist
Da y eine Function von 0, und 0 eine Function von x , also y auch eine Function von x ist,

dy d y dz
d x dz d x *

Also ^ ^ ^ ^ J ^
50 T~x~ y~~i • i-r+T 2 ' 1 — — y'y 4?^

13) . Ist y = log nat I j-lirJ" H~ 1 ^ g gegeben, so isti — X

y = log nat 1 ^ . "Warum?

Nun setze man ^ ^ — — z, so istX

y = log nat z,

eine Function von 0, und z eine Function von ,r, also

d y d y dz
d x d z ' d x '

Es ist aber = — = ?r ~dz 2 f _j_ j/f _ x 2

~ (1 +
dz 11 — x l

und -7— ' 0Tt/ x x*

- ~* 2 ~ — x2 + j ~ ^

# 2 ) i — x~ •

_ _ 1 + \i - a

und also

X2 ]'/ X2

X — (i 4- 1!l — x 2)

d x 1 _|_ yi _ x i ' x 2 1H _ £2
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yi — X2

14) y= log nat]/

y = '°3>°t lyJ-J |^r

i , ^ ^ ^ + ■*
2/ = -TT- £oo wtti -— .
J 2 ,y j'i -f x2 — Xl/7T ]7 -x~ x 2 4- x
Nun setze man: ~— = z, so istyi + & — x

y = — log nat Z

e in e Fun ct ion von z , und z eine Function von also
d y d y
d x d z ' d x

■ A d y 1 1 1 yi + x* - X
I erner ist -j- 2 — — — —

und ^ =

dz 2 • Z 2 yj -}- *2 _|_ x

( y—» -«) (1 + Tr ^)_ a /r+? + „) (^-1)
(l'i + * 2 - *) 2

_ (yr+~^ _ x ) (]/fgrgi +«) + (yr+P +«) (yr+^ - *)

yi + (l H -f ®2 — x) 2

]-i + x a (yi + x 2 — x) 2

Hf. , . d V 1 yi + X2 — X
Mithin ~r~ —— ~üt • r7==^— •

d x 2 * i'! _|_ x 2 x (y| _j_ X2 _ x )2
<Z y ^

# }'i -)- #2 *

15) y — log nat (e x -j- e x )

Man setze e x -j- e~ x — u,

so ist y = log nat u

und also y eine Function von u , und u eine Function von x, und folglich ist nach § 21
d y d y du
d x du' d x '

Es ist aber pL = - = (§ 27)d m w ex _|_ g — a; " 7

und ^ ^ (§ 4)d x d x ' a# v« /

= e* + . (— 1) (§ 25 Zus. 5 und § 26 Zus. 1)

= e x — e~ x .

Mithin ist = ——- ,{e x ~e~ x )d x ex _j_ e — je v y

fjX _ g ■X

ex -f- e ~ x '



16) y — x — a log nat x -f- x . -ex

J|= 1 -T + ^(§ 4und § 27 )-

Man setze x . e x = u, so ist nach § 6 nur § 25 Zus. 5
dlj/ <Y» • y
—— = e x + x . e x .d x 1 '

also Ii = 1 _ e x 4- X. e x .d x x 1 '

17) y — ^ ~ (f ^jT 1 ° — 3 a log nat (a + x)
d y (a -)- xf (3 t 2 — 6 a 2) — (x 3 — 6 d l x — | « 3) . 2 (o -)- i) 3 t

d x (a -(- x) 11 a -)- x s

_ (g + x) (-9 — 6 a8) — 2 (x 3 — 6 cfi x — j n 3) — 3 « (a +
~~ (o + x) 5

d y 3 a # 2 -)- 3 x* — 6 a 3 — 6 a 2 x — 2 x* 12 a 2 x 9 a* — 3 a 3 — 6 a~ x — 3 a er.

d x (a -f- #) 3

d y x 3

d x (a -)- #) 3

l_V

\« + */

18) Gegeben sei y = ]/l — x 2 . log nat x -(- ]/l — e x . log nat x 2, man soll

berechnen. Es ista x

2/ = ( L — ,r 2 )^ nat x -f- 2 (1 — log nat x.

Anwendung von § 4, § 6, § 12, § 27

dd l = % nat * ■ Y C1 — x 2) ~ % ■ (- 2 + (1 — O* ■ 4

t)- 2 log nat & . i (1 — e x )~ % . (e x ) -j~ 2 (1 -

1

2

= (1 — ■J;2) ~ ^ ^<7 nat x

-)- ~ ("^ — ßX l°9 na t x • (1 — ßx ) ^

_ yi — x 2 x lag nat x , 2 \1 — ex eF log nat x

x

-«r\\ 1 7 , ] ß 37 C
19) y — —7= • log nat 1 ^=-2 ya c \a — x ] ' c

Man setze liLlt x ' c — -

/i y ±

[a — x l'c

1

so ist y = —T= . /09 nat u.2 \a c

Nun ist pL = pL.*±a x au a x

d y 1 1 1 ]'a — x ]' c

d w 2 ya c u 2 ]'o c fa -j- x ]' c

d u (Va — x | c ) yc -f (l'n; x \ c ) ^ c 2 y« e

d x O 7« - — * V"c") 2 ' _ (-)T- T VT) 2
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d y 1 }'a — x |'e 2 ]'a
d x 2 ]a c ]'a -)- x | (' (| « — x ] C ) 2

1
a — c a2 " *

20) . y — (log nat x) m
Man setze log nat x = z,

so ist y — z m
, d y d z m d i

also ~~j = -j—• . ~t~d x dz d x
m 1 dz

= m z m x j— .dx
w d z 1 ' i.
Da nun — = — ist,d x x 1

. , d y m (loa nat x) m ^
SO ist — = • -V_!L_- ' ■a x x

21) y — | log nat (x -f- ® a . + -g". x*\ m /

Man setze log nat. (x -f- -i- A'2 + '3 ■®8) = z t
V = Z "1 1

iüso pL^ ms ™-l*±.d x a x

Nuu 18t dTx ~ x ''+ % X2 + I x 3 • ^ X + ,

folglich il = m |% nat (x + -J *• + | x*)\ m - 1 . x ^ + *2 + ^

22) y = äs m (}og nativ) nd V m — l /1 J. \n \ n (f°f nat x) " ~ * m
—iL = m xm (log nat x) ' -| — 7J— . xd x
il
d x— = x 'n ~ 1 Jm ( log nat x) " -|- n (log nat x) " 1 j

= x m 1 (log nat ,r) 1 (w log nat x -f- n)

23) y = e" .

Mnu setze c® = z, so ist

y = e* .
d y d y d s

d z ' d x

e 2 und ^r— = e x ,d x '

also = e I .ö i ' — e x .e e 'O X

= e(* + .

d x
d

J/d s
d 1

24) y = e e]1 + \

Man setze e ' — s und ] 1 -j- x = «,

so ist 3/ = « 8 , s = e" und u — (1 -j- .i)s,

also 1/ eine Function von 2, s ei ne Function von w und « eine Function von x, mithin ist nach

§ 21 Zusatz d y d y d s da
d £ d a d u ' d x'
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Nun ist ~ = e'
a z

7T~ ~ ed u

d u 1 /1 | \ -
a^== T (i + «)

also = e 2 . e u .

2 \k + x '

d x 2 yi + x
V + x e 1fi + x

' Fyr+T"

d y _. ^d a:
25) 1/ =~ log nat (log nat .?■).

Man setze /o<? x — z,
so ist i/ — log nat z,

also y = f (s) und £ = </> («), mithin
d y d f (z) dz d y dz
d x dz d x d z ' d x''

Es ist aber 4-2 -=——
dz z Log nat x

i d z 1
und . =da? # 7

folglich 4^ = —j———— .0 dyx x log nat x

26) y — log nat j log nat (log nat x) j
Man setze log nat (log nat x) — w, log 7iat x — s, also

u — log nat z,
so ist y = log nat u.

Es ist mithin y = F (w), u — f (z) und z — <p(x), folglieh
d y d y du dz
d x d x ' d z ' d x'

Nun ist
d x

y 1 d il i ^ dz 1
u 5 d z z d x x '

Also -J- =i -d x u

log nat {log nat x) ' log nat x ' x
1

x log nat x . log nat (log nat x) '

27) y — x x , folglich
log nat y = x log nat x.

. d loa nat v , , d loa nat x
Mithin = loa nat x 4- x . -%d. r. u 1 d. t.d x

d log nat y d y
d y d x

1 d y
y " d x ~~

= y ( r + l °9 nat $
d x x

d x

log nat x -f- 1

1 -J~ log nat x

= x x (1 -j- log nat x).
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28) y = 0 -f b a — c x*) a x " + ? *" ~~ 1 - * 35

n — i n — 2.

Man setze a b x — c x 2 — f (x) und a x n -\- ß x " 1 — y x n 2 — cp (x),

so ist y — f (.?;) f W

Nach § 29 ist

&-<f w)* (" I' •"""/.(-) • ^ + 5$ • I •

Es ist aber

l|Jf) = anx 11—' 1 + ß (n — 1) x n ~ 2 — y\n - 2) x n ~ 3

und d d̂ ^ = b — 2 c«,

a l so *l = (a+ bat — c x*) a * n + ? x n ~ 1 " r* B_2

J log nat (a -f- b x — c x 2 ) [an x n ^ -\- ß (n — 1) x " ~ — y (n — 2) x 71 J]
3x n

~+~

29) y §J (|'J — « 2) + x2

Man setze |'l — a- 2 = / (<») = (1 -—- x 2Y~

und yl -j- a- 2 = y> (x) = (1 -|- x 2Y ,

so ist y = / (x) V M .

Nach § 29 ist
d y

= / w «{ fo, / W. + *|>.
Es ist aber

d <p (x) 1
= -s- (1 + -®'2) - • 2« —

dx — 2 ^ 1 •" ' • -rrFs2

o
d! a;

und folglich

™ d ^ ^ 2 -)"= jÄ'

^ = (]/l - «») 1/2 + * 2 j log nat | - - ~=

= 'vft=i (|/1 ~ ^ TJ + i log nat ]!l — ''t2 ~ Hrssl'yi + « 2

30) y = a bX .

Man setze b x — z = / (x) , so ist y — a 2 , also
log nat y = 0 log nat a

und Zog «a£ z — &• log nat b.

Da 2/ eine Function von z, und z eine Function von x ist, so ist
d y> d y dz
d x d x d x '

. , . d loa nat ?/ d loa nat y d y ,

Es ist aber = —77 . -jt = log nat adz a xy dz

2 — y log nat aV
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—■ = y log nat a

— a b x log nat a.
Ferner ist

d loa nat z d z 1 d z , ,. — — . j— = loa nat bdz d x z d x •>

= z log nat b = 1>X log nat b ■

und folglich

— a b X log nat a . b x log nat b

— a bX . b x log nat a . log nat b

31) y = F W x
Man setze / (x) 9 (x) — F (;e), also

y = .F («)*(»>,
so ist nach § 29

H = "« ,w \*~'W- i rP±r8 - i Tpl-
Es ist jedoch

Mithin

|| = fW «'« | % « iFW ./ W 'C) .^M] +

= F (.«)/ M 91 // (t) » <*> % »«( (r) . ««1/ !£) + /(*) W .EÖi.f».(F

f (x) 9 (*) d F (x)\
"T" F (x) ' rf x j

= F (*) /(a° r(j,) -/ 0) 95 W/% natF(x) . log natf (x) + % «rt«/ 1 f» .

b. (ioniometrische Functionen.

32) y = sin x -|- fa«# «
d x Ii-— = cos ,v - - sec xd x '
d y cos 3 x -{- 1
d X l'08^ x

33) y = cos x -j~ sec x

— — sin x -)- tavg x. sec x
dl! • i SM X= — sin x -I- —ö—d X 1 cos* X

— sin x » CUi
= sin x. tan(j~ x.

(-4— 0y COS1 X t
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34) y — sin x -(- cosec x

— cos x — cos q x . cosec xd x s
COSX

cos x — —^—

= COS X r-5 — 1
I sin 1 x |

= — cos x . cotg 2 x.

35) y — x — sin x . cos x
d y . .
-j- 2 = 1 — cos 2 x 4- sin 2 xd x '

= sin 2 x -j- sin 2 x

— 2 sin 2 x.

36) y — -g- (x — sin x . cos x -j- 2 sin 3 x . cos x)

= i (1 — cos 2 x -j- sin 2 x -j- 2 cos x .3sin 2 x . cos x — 2 sin* x. sin x~)

= (2 sin 2 x -f- 6 sin 2 x . cos 2 x — 2 sin* x)

= ~ (2 sin 2 x -f- 6 sin 2 x (1 — sin 2 x) — 2 sin 4 #)

= -g- (8 sin 2 x — 8 swt 4 «)

= siw 2 x (1 — sin 2 x)
== S'i'w 2 « . cos 2 x.

37) y == 1 -)- ]/l -j- 2 tang x -j- sin 2 x

y — 1 —f- (1 —J—2 tang x)% -j- sin 2 x

^ = i (1 4- 2 tang x) 2 . 2 sec 2 « + 2 cos 2 «
1

2 cos 2 x.
cos 2 x 11 -)- 2 tang x

38) y = sin x cos x .

Setzt man sin x — f (x) und cos x — <p (,«), so ist

y = / (■'!''

als» Ü = / (») - « | % + ].

Es ist nun = — s {n x und - ~r -- = cos x, alsoa x d x 1

= sin x C0SX \loq nat (sin x) . (— sin x) 4- ^— x- . cos xld x i v \ j \ J ' sm x >

d V _ „ cos x )Co£_xsin x
l cos* # a; 7 , ^ N i

—; —— log nat (sin x)\1 sin x sin x J v J »d x ' sin x

= sin x cos x ^ | cos 2 x — sin 2 x log nat (sin x) j.

Da nach § 14. XXX der Ebenen Trigonometrie

cos x — 1 = — 2 sin 2 &

ist, so ist

d i/ cos 2 x — sin 2 x . log nat (sin x)

d x s {n x 2 sin 2 \ x



39) y — cos x sin x .
Setzt man wieder cos x — f ( x ) und sin x = g> ([x ), so ist

y=f(x)9> (*)
und also

pL=f (x) (P H ! log nat f (x) . , 9# . V W jda; J v y l * J \ J d x 1 . / (#) d x *
d cp (x) d f (.t )

und j = cos 7 == — si/id x 1 d x

Mithin

d y
d x

Sin Xicos x sm x I loa nat (cos x) . cos x — stn x1 ^ v ' COS x •

sm x — J j cos 2 x . log nat (cos x) — sin 2 x j= cos x

40) y — log nat (tang x).

Man setze tang x == z, so ist

y = log nat z

eine Function von z , und z eine Function von x, also

d y d y d z
d x d z ' d x '

Es ist jedoch
d y 1 i d z 9

= — und j— = secdz z d x 1

mithin — *d x tang x
cos x

sec' X

sin x cos* x

2
COß X . COSX

sin J x

41) y — log nat sm x
' v * 1 1 — sin x

Man setze ")/
'1 -(- sin x _ / (■«) (1 + sin x\$ . ,

-— 1— :—— , so ist
sin x)"21 — sin x •/ \ j ^

y = log nat-z

eine Function von z, und 0 eine Function von x, also

d y d y dz
d x d z ' d x'

1 fit "Es ist aber = — —
d x z "\'l s ^n x

1)11»

27

und
d x

(1 — sin x)h . + sin x)~h. cos x — (1 -j- sin x)\ -\(t — sin x) — k . (— cos x)
sm x

cos x (Vi
{: = + S±s;

1 sin x ,y^ _|_ x 1 — Sj„ x j

cos x (l — sin x -\- 1 sin x

1 — sin x ^
1

\'l sin z x

r. , v . d y \1 — sin x 1 1
Folglich -3— = . 3 : =

d x | / -f- sin x slu x \ J- -j- sin x yi — sin x
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]/l — sin 2 x
= sec x.

42) y = log nat -(- COS 71 X '

Man setze Tjip
1 — cos n x = Z : /(^ (i- C° S "t, 30 ist

(1 cos n x)-2
cos n x

y — log nat z
eine Function von z , und z eine Function von x, also

d y d y dz
d x d z ' d x '

^ , d y 1 Vi 4- cos n xEs ist aber -r— = — = = .
d 2 z \1 — cos n x

Ferner ist (

d Z (i cos nx)k . \ (1 — cos nx) — h n sin n x -f (1 — cos n x)h . %(1 cos n x)~ * ■ n sin » xr
1 -\- cos n x

n sin n x (\1 -f- cos nx . \1 — cos n x

2 [1 cos n x) "U'i _ cos nx \'l -f- cos

Ii cos n r 1 — cos n x

d y
d x

n sin n x

' 2 (1 -)- cos n x)
n sin n x z

2 (1 cos n x) ' sin n x

d y dz n
'dz d x sin n x'

VI — cos 8 n x

Zweite Auflösung, y — log nat^j-
-\- cos n x'

Nach § 14 XXXIII der Ebenen Trigonometrie ist
'1 — cos n xfr — tanq -ST-cos n x " i

also y — log nat (tang n x).

Nun setze man tang n x — z, so ist

y = log nat z-,

n x,

da^ d x
d_y
d.

d z

d x

d z

• . • , d yist, SO ist -7— =
7 et x

pL = - und ~ = l
J ~ - d x y

n sec' -Fr n x

1

tang \ n x ' 2
1 cos k n x

-er n ——:A sin

-Q- n sec 6 ~^y n x

n x

1

2 sin n x . cos

jeos 71 X — i sm n x43) y = hg nat

.. , . -+1C0S n x — i sin n x
Erste Auflosung. Man setze } CÜS n x + t 8in n x

(cos n x — i sin n x)%

(cos n x -J- i sin n x)H
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Dann ist y = log nat z — f (z) und z = <p (x),
. , . d v d y dz

mithin ~5 —~ ~~t • ~jdx dz a x

d y __ 1 i/cos n x -f- i sin n x
dz z ' cos n x — i sin n x

dz . / (cos n x -j- i sin n x)% , \ (cos nx — i sin n x) i (— n sin nx — in cos n

d x V — (cos n x — i sin n x)% . \ (cos n x -f- i sin n x)~ * (— nsin nx -{-in cos n x)J

(cos n x -j- i sin n x)

1 Vcos v x -\- isin nx . . . N . 1 Vcosnx — isinnx , . . x
— -7= — (sin n x-\-i cos n x) -|- n -7-7— (sinnx— icosnx)

^ \ cos nx — i sin n x ^ ycos nx -\-i sin n x

cos n x -)- i sin n x

_ — \ n [(sin n x i cos n #) (cos n x -p i sin n x) — (sin 11x — i cos rix) (cos n x — i sin n #)]

(cos n x -f- i sin n x) \cos n x — i sin n x \cos n x -f- i sin n x

^ d y y cosnxisinnx —\n[(sin n x -(- i cos nx) (cos nx-\- isinnx)—(sinnx—icos nx)(cos n x— isinnx)\
d x ycos nx — i sin n x (cos n x i sin n x) ]/cos nx — i sin n x ['cos n x -)- i sin n x

1 T sin n x.cos n x i cos 2 nx-\-i sin 2 nx — sinnx . cos nx~\ 0 . .
= — _l . o -o • \l : cos'nx-f- sm 2 nx

2 L— (sinn x. cos nx — 1 cos* nx — sinr nx — sin nx.cosn J
— \ n I i (1cos2 nx -\- sin 2 n x -)- i (cos 2 n x -f- sin 2 n x) |

* cos 2 n x -\- sin 2 n x

— _ _1 n {i i|- i)

— — n i.

'cos n x — i sin n x

Zweite Auflösung, y = log nxt ]/' \ x i sin n x

1 — i ta ug n x- 1 -./i — 1 lang nx

oder y = log nat \ 1 + itangnx
/I — i tang nx (1 — t tang n x)k . ,

]Nun setze man \ -7—■.— — z — — -j , so ist' 1 1 tang n x _|_ t tang n x)i

y = log nat z

ein e F unct io n von z, und z ein e F unction von x, also
dy dy dz
d x dz d x

_ . du 1 Vi + i tang n x -
Es ist -7-^ = — = ' ' . —öz z t tang n x

j dz
und j— =dj_ _|(1 + itangnx)% . * (1 — i tang n x) % .{—in sec*n x) ] ; ^_^ itangn ^

d x \— (1 — i tang n x)% . \ (l -(-• i tang n x) ~ *. (-f- i n sec 2 n x) )

— \ i n sec 2 n x |]fl 1 tari 9 71x \ — i fangen x^l
1 i lang n x { j ij — { fan g nx yi -|- i tang n x)

— \ i n sec 2 n x I 1 -\- i tang n x 1 — i tang n x I

1 -(- i tang n x I yf tang 2 n x
x n sec £ n x 2 in sec n x

1 -}- i tang n x ' sec n x 1 -f- i tang n x '

^ d y Vi + 1 tang n x in sec n x
d x yi — { tang n x 1 i tang n x

t n sec n x

yi — i tang n x \ 1 -J- i tang n x
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d y — in sec n x

x yi + tarn/ 1 71x
= — i n.

i sin n x

i s in u xDritte Auflösung, y = log nat l cos „ x

n. Ebene Trigonometrie § 25
'{C?8 X — i sin x\ n

\ COSX -j- i sin x J
cos x — i sin x

Anwendung des § 27 der Ebenen Trigonometrie
n 7 i — 2 i x

y — -p log nat e

y = ~ . — 2 i x = — wi x

also 4-=^ = — «i.

44) y = -<4«<7 (stra = 2 « ]'l — x 2).

Man setze 2 « }/l — x 2 = 0, so ist

y — Ang (sin = z).

Also ist y eine Function von z, und z eine Function von x, mithin
d y d y dz
d x d z * d x '

Da z — 2 x "/l — a- 2 ist, so ist

s 2 = 4x 2 (1 — .r a)

1 — 2 2 = 1 — 4 .«2 + 4 x 4

Yl - z 2 = 1 — 2 a*.

Nach § 34. 1 ist

d y d Ang (sin = 2) 1 -j ^
dTx dz |i _ Z1

Ferner ist

*jl - 9 ,/r^s 4. = m - *2) -g» 8 .
d x ]'i — X2 )1 — x2

_ 2 (1 — 2 x 2)

~~~ yi — x i

n , ll 1 ä y 1 2 (1- 2x>)

Folglich d x = -TZT2-# • yT zz- x 2
2

p — x 2

45) y = —L . ^ (fo «$r •■= % ]/'-) •ja 0 ° /

Man setze « V— = so ist' a

y ~ -= • Ang (tang = z),
\a 0

also y eine Function von z , und z eine Function von x, mithin
d y d y d z
d x d x * d x '
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Es ist ~ . T-L-.,. (§ 35. 1).d z y a b 1 + * ^ '

Da z — y~ ist, so istr a 1
1, n . . b X2 « 4- il !
1 + *» = i + — = -V-,

folglich ~ ■ —A-,—T,dz )'ab a + b x2
-i d z -| lb

und j— = 1/—,a x ' a 1

mithin = 1 a ] 'T - ° ^
d x | a b ' a + t>*2 ' ]'a a )rb (a -j- b x 2)

a -f- b x2 '

46 ) y — ^J\ AnCJ ( tan 9 = 2 X;yt
" f_~f

\3
TV/T + % x —}—1 • , cy 4 x% —|- 4 x -4- 1Man setze - 1— = 0, so ist z 2 = —- n———

\3 ' 3
1 i ,2 _ + 4 * + 4 _ 4 (x2 -f * + 1)
1 « — 3 — j

2

und y = yü' An 9 ( tancJ = ^
Es ist also y eine Function von z , und z eine Function von x , mithin

d y d y d z \
d x d z ' d x '

Nach § 35. 1 ist
d y 2 1
dz y# ' 1 -j- z2

2 3

\3 ' A (*2 + x + t) '
, dz 2

und -=— = -=,
d x -j/J'

r 1 i- -,-d y 2 3 2iolglich.— = —= . , , —; —j . —
0 d x ]'3 4 (x + x + J) yj

1
x1 -)- x i '

AH\ A / J 4- (I COS I \

47) y = Anc, ^ os = a \ b cos x )

Man setze z == — °° S so istO 8 COS I 1

= ylwiy (cos = z).

Da y eine Function von z, und z eine Function|von"b ist, so ist
d. i/ d y dz
d x d z ' d x "

Nach 6 34. 2 ist
d y l
dz ~ ]i _ 22*

Aus der Bedingungsgleichung für z folgt
b- -)- 2 a b cos x 4" cfl cos 2 xZ =
a 2 -j- 2 a b cos x b'1 cos 2 x
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a 2 + 2 ah cos x + *a cns * x ~ hi — 2 n b cos x — a 2 cos 2 x
also l—Z*= (a + b cos ,)»

a 2 — 62 — (a 2 — ß2) co« 2 a;
(a -f- b cos a;)2

_ (r/2 — (/ - cos 2 g)
(a -f- 6 cos a;)2

(a 2 — /;2) Si« 2 a;
(o + 6 cos a:)2

und mithin

vr=^ = _^- x—. j/« 2 — b*
' a -f- b cos x

1 a -)- 6 cos x

yi — 22 sin x . ]'a 2 — 62
d y a -)- b cos x

d * sin x . J'a 2 — Iß
^ 6 4- a cos x . . ,Da £ = t—7 ist. SO ist

a -j- 6 cos a;
dz (a -f- b cos a;) (— a ■ st'w. a:) — (6 -f- a cos x) (~ b sin x)
d~x (a + b cos xf

b (b + a cos x) — a (o -f b cos x) ^ ^= 7 j 7—= v> * ol<r(, tl
(a -\- b cos x)-

b"2 4- a b cos x — a 2 — ab cos x
= X — . sin x

(a b cos xf

(jß — a 2) sin x
(a b cos x) 2 *

n i i d y a + b cos x (6 2 — a 2) sin x
Folglich T -x = ~ sinx y ai _p • (a+bcosx)*

_ — (6- — a 2)

y« 2 — b~ (a b cos x)
a 2 — b2

] a 2 — b~ (a -f~ ^ cos #)
Va - - <6'2

a -j- 6 cos a:

48) y = 2 y'a 2 — 6 2 . (fanjr = • tamg ■§-)•

Man setze & . tang -— ■= ' z, dann ist

y — 2 y« 2 — 6 2 . A«# = z),

also y eine Function von z, und z /ine Function von ,v, mithin

d y d y dz
d x d z ' d x *

Nach § 35. 1 ist

P- = 2n. v
d z ~ " > • 1 + z*

und aus der Bedingungsgleichung für z folgt

a — b , , x

^r+b • tan v '2 x

(a -f- b) (a — b) lang 2 -tj -

a b



Ferner ist

Ti = y â+\ -'-V • T (8 31 Zusatz 2)
cos 2 -£~

y« — &

5 cos 2 "q" -|— 6

Mithin ist

d z 2„ ]/« 2 — 62 (a -f- V 05

-p ^) -)- (a — 6) forc*? 5 cos 2 ~2 \a -j" ^

5 \a b y« — A (ct 6) y« — 6

2 cos 2 -g- ] ct -{- ^ J (a + 6) -f~ (a — 6) taw«?2 -p"
(a -}- b) (a — 6)

x sin- p
(a -|- 6) cos 2 -f- (a — 6) — . cos 2 -?r

,2

cos :2 -=■
2

a 2 — 62
x

a cos 2 ~2" -j- 6 cos 2 -}- « siw 2 -gr — 6 sirfi

o-2 — 62

a (cos 2— -f sirfi + b ( c° s2 TT — sin2 ~j)
a 2 — 62

a -f- 6 cos x'

/a 2 — b2
,l«r, = ]/Qa - A2Y17 l ^ vo -|- a cos x J

Man setze z — Sln x 1 A so j s t
o -j- a cos a; 3

V = j ra ^7 ■ = «),

also y eine Function von 2, und z eine Function von ar, mithin
d y d y dz
dz dz ' d x'

Nun ist Li = 1 — . * (§ 35. 1)
d 2 y a2 _ b2 1 + z2 ^ '

Aus der Bedingungsgleiclning für 0 folgt
2 sin 2 x (a- — &2)

Z (b -|- a cos x) 2

* , ^0 b~ 2 a b cos x a 1 cos 2 x -)- a 2 sin 2 x — h~ sin 2 x
(/) -j- a cos x) 2

_ n 2 -j- Ä2 -f" -2 o b cos x — 62 sfn 2 x ^

(6 -}- a cos x) 2

_ r/2 -|- Ä2 (/ — sin 2 x) 2 a h cos X

(6 -(- a c" s x )2

_ G2 -|- 2 a h 1:0s x b- cos- x

(6 -)- a cos x) 2

(a -f- 6 cos x) 2
(6 -)- a cos x )^ '
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, , d y 1 (b + a cos x)*

0 & 1C d x y a 2 J2 (a -f- b cos x) 2 '
. ± d z (b -}- a cos x) cos x y« 2 — b2 -f- sin x — b2 . a sin x

X erner ist ^ ^ a cos ^

ya 2 — b2 | b cos x -)- a cos 2 x -j- a sin 2 x j
(6 -|- a cos x) a

j'a 2 b2 (b cos x -}- a)

(b -j- a cos x) 2

.. d y 1 (b -f- a cos x) 2 ]'a 2 — b2 (b cos x -f- a)

S0 d x y a 2 J2 (a -|- b cos x) 2 ' (b -)- a cos x) 2
1

a + b cos x

(x + «\sin 1
( 2 )

fx — «\cos 1
[ 2 )

lf x + «\stn 1
~2~j

50") v = —— . loa nat' v r.na et "

Man setze z = -—7 r, so ist
Ix — a \

cos (_• —)

y — —— . loq nat z.J cos a J

Da y eine Function von und 2; eine Function von x ist, so ist
d y d y dz

d x d z ' d x' , x. ')
Es ISt = . — =a z cos a z cos

-1 d z
und -j— =a x

cos et [x + tt\

sin ( —3—j

(x — a\ 1 (x + «\ , . ( x 4- a \ 1 fx — a\

cos ^— 2—J . -g cos ^ 2 ) + sm \ 2 ) " 2 stn \ 2 J

' Y { cos (—x") cos ( X~"T~) + (^~3T^) sin (^-5—) |
/# — «\

cos 2 ( 2 )

Anwendung von § 17. IV. der Ebenen Trigonometrie

1 fx-\-a x — cc\

2" C0S \ 2 ~2 ) \ cos ad z

d x

Folglich ~ y 1cos a

fx — a\COS2 )
cos (x -

l 2
)

sin Ix + a \
( 3 )

fx — a\

(x -}- a\ (x — a\'
9— I cos I —9 )

Anwendung von § 17. VI der Ebenen Trigonometrie
d \j 1

d x sin x -j- sin a '
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