
über Sie Bewegung
eines

lieh von einem horizontalen Cylinder
abwickelnden Pendels an einem

völlig biegsamen Faden.

Fortsetzung: enthaltend §, 3 und 4.

Von dem

Director Doerk.
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§. 3. RWei der Jntegrirung dieser Diffcrcnzialglcichung für t

werde ich die Bedingung feststellen, daß man die Annäherung nicht über

die erste Potenz der Winkelfunktionen hinaustreibe. Die gefundene Glei¬

chung für die Zeit war:

-
^coz.u-j-^(ucos.u—8inu>)—cos.u^—(u'cos.u^—zia.u')^

Um diese Gleichung bequemer integriren zu können, setze ich

008. 11 (n 008. 11 sin. n) — 008.

d. h. ^ 008. 11 -j- a . u 008. 11 — a sin. 11 — ^ 008.

welche Substitution, wie aus der Figur hervorgeht, immer möglich ist.

Denn man beschreibe aus dem Punkte ? der Bahn des sich bewegenden

Pendels einen Kreisbogen mit dem Radius so daß kb — ^ ist, so

ist ? 008. Nkb — ^ C08. ^ ^ 008. n au 008. 11 — A 8IN. II,

in welchem Ausdrucke ebenfalls P — 0 wird, wenn 11 — 0 ist, und um-

- gekehrt. Aus der Construction geht hervor, daß P größer als n ist, so

daß also 11 ^ O ^ zu setzen ist. Setze ich nun diesen Werth von

u in die Bedingungsgleichung, so ist

? 008. (<A — -j" a (>? — 008.(i^ — — Ä sin.(P — ^ 008.

d. h. 008. . 008. ^ 8in. (p . sin.

-j- A <^>008. . 008. ^ -j- ll. ^ 8IN. . si».

— s '^008. . 008. — a ^ 8in. P . sin.

>— a sin. . 008. ^ -j- a 008. ^ . 8in.



— 4 —

Nun ist bekanntlich

sin. ^ ^ -j- .—— -j- eto.I.2.Z ^ I.2.Z.4.S N-

„»d 4 ^ l -

Substituire ich diese Werthe in die Gleichung für ^ cos. so erhalte ich:

(? vos.P-l-A? cos.v^a^ cos.?—ss!n.?>)( 1 ^ ^ —^«to.)

-s- sin. sin. sin. P-I-a cos. ^ °tc.)

— ? cos.

Treibe ich der obigen Bedingung gemäß die Annäherung nicht über die

erste Potenz der Winkelfunktionen hinaus, so erhalte ich:

? cos. P -j- aP cos. P — cos. — a sin. P

^ sin. sin. sin. -s- kt^ cos. ^ j ^ ^

aP cos. H -j- ^ sin. P — s sin. P " o

. a ^ cos. P — 5in.

C sin. ^ *

Mithin ist n — P ^

^ ^ sin. P

Also ist

6u — 6G 4- - . ä v -"»> V - «w. v .
' ^ «!n.

Substituire ich nun diese Werthe in die Differenzialgleichung, so erhalte ich:

?cos.P—5M.P ^

^ ^2 cos. V — 2 cos.

Wird auch hier die Annäherung nicht über die erste Potenz der Winkel¬

funktionen hinaus fortgesetzt, so erhalte ich:

> 1 I -t ?>cos.P—5M.P ^ ^1/7, i -» v cos.P—
üt—-./Vx . -? «in. V «in. V

^ ^2 cos. v — 2 cos.

St— i4- ^ c' ._

s/ — 1/2 cos. —2 cos.



also

? l ^ ^ ^ ^2cos. P — 2cos. ^ 1
Zuerst wollen wir nun / ? ^ ^ bestimmen.

^2cos.k/> — 2co».P'
Es ist /" ^ — /"

^ ^ 2cos.P — 2cus.^ ^ ^2^t — 2sin.^^/, — 1
— / " ^

^ 2^»ia. " — «in,
Nun setze ich:

sin. ^ — sin. ooz. c-i
j eos. — — sin. sin. wZA

^ 2 sin. zcp' sin. ü>6üi
»P — — i / also

I^-sin.^^P^eos.^Ä
/" äy /> — 2 sin. sin, wäco

/^2co,.P-2-°,.^ 2^1^sin.-^eos.-a>. I^1-Los.--->.sm.z?>'
— Zc-i
sin.2 vos.2 c»

welches Integral zwischen den gehörigen Grenzen cos. w — 1 und
eos.« ^ genommen werden muß. Ich will zuerst die Zeit suchen,
welche das Pendel braucht, um vom Winkel oos. c-i ^ 1 bis eos. c-i — o
zu schwingen, d. h. won « — o bis c-> ^ zv. Also

^ — 6c-i
^l^2 cos. v ^ 2 co,. j/1 si^.s xgz.- «

— ÜÄ ^1-t-zsin.2^eos.2 'sin.»^eos.<--> eto.^.
Jetzt drücke ich die Potenzen des Cosinus von c-> durch die Cosinusse des
Vielfachen von co aus, dann kommen nach der Integration goniometrische
Functionen der gerad-vielfachen Winkel in die Rechnung, welche für beide



Wcrtbc von « gleich Null werden. Aber außerdem enthält die Entwik-
kelung noch ein von kl selbst unabhängiges Glied, denn es ist:
2 oos.2 ü) I -j- 008. 2k!
2^ 008.^ kl ^ ^ 2k! -s- 008. 4k!

2^ 008.6 Ä! 1 - " '''' ^ 008. 2KI -I- 6 008. 4k! -I- 008. 6k>^ 1.2.3 ^ 1.2 ^ '
und allgemein:
c,2n—I 2a 2n.2r>—!.2n—2,...n-^I > 2n.2n—l n-^3 .
2 008. 2....u-1 ^^w.

2"" 008.^° k! ^ 2".2n-1.2n-2 ^1. 2. 3 .... n '

—z-
— 2"-2^-I 2»-2 n^l 2 3 „ l ^0"I. 2. 3 ll ^2.2.2...2^? 2 ^^0.
— 2" - 2n —l.2n —2 n-s- I , .
^2. ö . . . . 2n . 2» ^ '

also ist
2n /°2n.2>,—I.2n—2 ....N -PIF008. — K -!—— Zc-I

2. ü . . . . 2n . 2»
> /°2n.2a —I.2n —2....n-i-3 ^ .

U 2^ 3^ -1.2^
-j- et«.

Wird dieses Integral zwischen den Grenzen c-) ^ 0 und co — ^ ge¬
nommen, so ist

2n -, 2n.2n — I.2n — 2....n-^l/008. k>6k! — ; 7i ^ 5-ü).2. b . . . . 2n . 2°
Mithin ist dann

<? ?

-!-^8W.«HP^!:o8.«ÄSa>-i- -1- 2^^'g sin.^"z/,^/eos.^ wä«^-
Entwickele ich nun die ersten Glieder der Integrale, indem die übrigen
Glieder zwischen den angegebenen Grenzen verschwinden, so erhalte ich



das Integral — c->
H sin.2 -s- etc.

4- ^ sin.« z?.< - 2^ ^ ^
6'"-° z?°' . co 4- eto.

,' l.3.3...2a— I . 2n, , 2a.2n— I.....a^I I ^ ^

^ 2.4.6... 2° SM- ' 2. 4. 6... 2 ^ ^
Nun ist
I.3.3,.. .2n—I 2n.2„— 1.2» —2....n-^ I. 1
2.4.6.... 2a 2. 4. 6 . . . 2-l ' 2°

„ 1.3 3...2 n—I 2n.2a—I.2n-2....2n—ln-O 2„-n. 2n-<°4-l) 2n-(2ll-I> I

2-4.6...2u 2. 4. 6 ... 2n t. 2 .... n 2»

I.3.3..,2a—I ^ 2n.2n—I.2a—2....2n—(n—l) . n.(n — I) . 1 . ^
"2.4.6...2a 2. 4. 6 . . . . 2n I. 2 .. . n 2°

^ 1^3 S....2n — l 2n — 1. 2» — 3 ... . 1.2a.2n — 2.-. 2 . ^
"2.4.6 ... 2a ' I. 2 ... i» 2. 4 . . 2a 2»

I.3.3....2a-I . 2a-1.2a-3...1 . I
2.4.6 ... 2n I. 2....n2a

^,I.3.3...2a-1 I.3.3...2n—1

"2.4^6.... 2a '2.4^6 ... 2a

^2.4.6 .,..2a ^
Folglich ist das Integral zwischen den Grenzen w ^ o und a- — ^7l

i
^ ^ ^ z-/-' ^ ^ ^

Jntegrirt man nun noch einmal von o bis — d. h. von eos. co —o
bis eos. k) — 4- 1 d.h. von ki — bis w — 77, so werden eben--
falls alle Glieder, welche von den goniometrischen Functionen abhängen,
verschwinden, und die von selbst abhängigen Glieder übrig bleiben;



kurz man wird ganz dasselbe Integral erhalten. Mithin ist das Integral
/' ^ zwischen den Grenzen -j- bis —

»^2 co». P — 2 cos. P'

^ ^ /^2cos.P—2cos.P'
?r

— ^ ^ "i- sw.» ^ ->- 2^ 4- ""
?

, ^I.3.3....2l!—. z„ , , > )

7?

77^ . ?Ä>.
?

Dieses Integral ist nun durch den Schwingungswinkelu> auszudrücken.
Es ist ^ vos. P ^ ^ cos. u -j- su cos. u — a sin. u

also P — u -j-
mithin ^ eos.u eos.^—^ sin.u sin. ^ vos. u-^-au cos.u—s sin. u

I ^
und cos. ^ — 1 — — ^ eto.

1.2 '

sin. H ^ eto.
1.2.Z '

Wird die Annäherung auch hier nicht über die erste Potenz der Winkel
hinausgetrieben, so erhält man

? cos. u — ^ sin. u — 5 oos. u -j- au ovs. u — s sill. u
^ s u cos, u — sin, u* sin. u
^ ^ » u cos. n — sin, u

^ * sin. u
daher cp' - u' -^ ^ SIN. u"

, , , a . SM. cos,
? ^

» — — u< - «'»- u' — eo->. «' .' " n ein,



Da ferner cos. v — cos. u -s- ^ (u eos. u — sin n) ist,
<0 ist I — cos. v — 1 -- oos. n — - (n cos. u — sin. u)

2 sin.- 1P ^ 2 sin.* In — - (u eos. n — sin. u)e
. . , . » , a /^u cv». u — s!n.

SIN.» z?> — SIN.2 zu — - ^5 )
^ sin.- ^u 4° X,

. . » sin. a — u cos. u ^W0 ' - z !>».
? ^

Substituirt man diesen Werth in das gefundene Integral so erhält man:

^ Zcos.P—2cos.P^

P -i- (z)' (»m.- zu 4- 4- (»!«.- zu 4- 4-

^ (siu.- zu 4. ä)° 4- ...^
Wird die Annäherung nicht über die erste Potenz von ^ hinausgetrieben,
so ist

1

« « « »

6^
^ 2co».^>—2cos.^>'

l.3x-
—1^1 (z)2 sin.2 4- sin.» ^ 4- etv.^

-i- (A' 2 «in.- zn' -j- j^'
Setzt man nun analog:

— 1 4- (2)^ «in.- zn« 4- sin.« zn' 4-
so ist, wenn ich sin.* z^ — x setze,

, /l.Z.Sx»

6?"'

1-^^14- V- ^ 4- (A ^ -1- (M ^-...
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Es ist aber clx — 2 sin. ^ cos. m " . üu^, also

li^u' 2^'»' , ^-1.3x2 />3.S>2

^ ^ ^ (ZI?) ^(^7k) ^ ^ -

Mithin ist:

'^'-,2 > 5^2-;., 2,^ > . . S6?u' .» sin.cos, w

lik'u^ » u' cos. »in. u^ .
" 6u' sin. u'

Folglich ist das gefundene Integral durch u/ ausgedrückt:
l

ä</> ^,^> , > ilk^ » u'cos.u'—sin.u'^

?

>1? > > lll'u' .

1^2cos.<^i—2cos.^>^ ^
^/i ?

?r ".!

^ > iZ?u' » u'cos.u'— sin.u^,^^—>
Folglich ist das Integral von 6t, wenn ich in dem zweiten Theile u für

v schreibe:

^-^.2.. "' °°°' ^ -/". » -«1/ > ilu' SIN. u' ^
I?

—uüu -s- ä. -^-

^ 2cvs.u—2cos.u'
<?

?r
a »' cos. u' — sin. N<

«IN. u'

?

1 ^1 I ^ u cos. u — sin. u
^ /^-nau-j-ä.2.

^l/^/ -

8M. U

^2 cos. u — 2 cos. u'

Das Glied, welches unter dem Integralzeichen steht

i» ^ , a . u cos. u — sin. u
. näll — 6 — ^

e ' V «">- » ist
^2 cos. u — 2 cos. u'
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—-—

SM. u cos. »
n

än

^ 2 cos. u — 2 cos. u'

n sin.^ u «In. u cos. u — u

än

^2 cos. u cos. u'

sm. n cos. n — !> cos ^ u

si».^ u

1^2 cos. u — 2 cos. u'

äu

, ^ ^ c os. iii Z»

« ,/ sin. n ^2 cos. u — 2cos. u'
?

? ^ ii c«8.° iidii

^ / sio.^ u ^2 cos. u — 2 cos. u' '
-?

Treibe ich auch hier die Annäherung nicht über die erste Potenz der Win¬

kelfunktionen hinaus, so habe ich nur den ersten Theil, also

cos. ii litt

^ ^ ^ / sin. u ^2 cos. u — Z cos. u

Hiezu setze ich nun, wie oben

sin. — sin. ^ Los. c-i

^ cos. ^nclu — — sia. ^n^ sin. c-)cZA
— 2 sin. !n^ sin.

> zu finden.

au ^
sin.^ cos.2 tÄ

2sin.^^u — I — 2 sia.2 oos.2 KlFerner ist cos. u — I

sin. n — 2sin.^ncos. — 2sin. ^ eos.A>"i-sin.^zu'cos7^

Substituire ich also diese Werthe in das zu findende Integral, so er¬

halte ich:
i

k/^/v . -

uäu

sm. u ^2 cos. u — 2 cos. u'



12 —

, (l — 2 ju' ro,.» «) . — 2 »in. Zu' »!,,. «iZd,
^ — ( / 2»io.ju'cos.t>>V l^«io.2zu'co». 1—,ia.^u'co».^«.2»iii.ju'»ii>.«»
-ll. ^^ ? / z. ^ / — (l — 2 zio.2 j „< «)

. ^ >/ 2 Slo. ju' co». t» (t — cos.- «)
?

Entwickele ich nun! ^ 2 «IN. T'I cn^ 5> ^ so erhalte ich:
K — LIN.^ ju" cos.^ co 7 , I ? 'V

I — 2 ,in.2 cos.- ^ .
t — -in.- cos.- « — I—sm.' zu^cos.' « — sm.» LVS. « —ete.

Daher wird das Integral!

^ SI». u 2 coz. u — 2 cv». u'
e
I

—1/^2^ / ,. , ^ —- l 1—sill.2^eos.*«—8m.4ju"ovs.««--etv.^ 2«io.ju'co5.« ^

^ 7/^-^ ___!^ L i 2 »!a. ju' / eos. « '
e

^ (sin. ^^eos. «ä« -j- sin.' ju^oos.' «ä« -j- ete.) ^
Zuerst will ich die Integrale bestimmen, welche mit Potenzen des Cosinus
von c-i multiplicirt sind.

Es ist:
«in. Hn^^eos. wüü) ^ sin. ^ lsin. ü>

-j- K sin. c-i ^sin.^^u^/oos.^ c-iäc-> — sin.' Hn' <

SlN.°zU^/v08.° ü-äül —SM.' - 2 i-g^SIN.^

sill.i°^ Hu^/oos.2°^t wäc-> sin.^°^ ^ ^ ° ^2ll — l" " -s"
2a—2 e»z.2"^ « z!„. « ,
2a^-I 2o — Z ^

> 2n 2 . 2n — 4.... 2 . ^
^ 2°-l.2°-Z....l " >'
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Alle diese Integrale sind zwischen den Grenzen « — o und c-, z?. zu
nehmen, woraus die Summe dieser Integrale hervorgeht

H >s!n. ju' -j- ^ s!a.' ^ --s- ^ sin.» ^
, 2 . 4 . k.... 2n — 2 . . , , ,

^ 3 7 ä. 7 . . . 2n - l -j- eto.,.
Ganz dasselbe erhalte ich, wenn ich die Integrale von c-> — bis c-i 2-
j-r nehme, so daß also alle Integrale, zwischen den gehörigen Grenzen
genommen

^! «in. zu' -j^sin.' zu'-i-.... g ^ zu'etv.!
? ' " " 1

sind. Es bleibt mir nun nichts weiter übrig, als den ersten Theil obi¬
ger Integrale zu bestimmen, nämlich:

l
;—.^ ^ 2 sia. cos. «

r», «iio /cos. /" ck sin. «
Nun ^ ^^7 -/ -^5^- -/ 1 _ ^

/"jä sia. « , «in. «
/ 1 — sia. -<i / t -j- ^ia. «»

— 2 IvA. (l sia. ^ !oZ. (I — sin. w)
--4 los. ! ^^ I — SIN. «

Nun ist aber
1oZ. — 2 iu 4. zu- ^u' -t- etv.?, '

also
^ ^ ^ ^ ^ i sin.' « -j- etc.,,

welches Integral ebenfalls zwischen den Grenzen c-> — 0 und eo — ^
zu nehmen ist, und dann übergeht in

2 etc. I.
Ganz dasselbe erhalte ich für die andere Grenze; mithin ist dieses Inte¬
gral vollständig zwischen den gehörigen Grenzen genommen
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4 1^ ^ ^ ? "I- etv.!
Also ist:

l 1

e e ^
Folglich ist

7?

.- ^ c»t^>
e ? ^ e
I

-j- (sin. ^ -j- Z 81». z ^ ^ 8M.° zu" -j- etc.)
? ^

§. 4. Ist der Schwingungswinkelsehr Kein, wie es bei der An¬
wendung dieses Pendels nur der Fall sein kann, so habe ich die Diffe-
renzialgleichung

(i -i- 7 au
>»^ 7: ' r

^ ^ ) oos.u^^(ue08.u-8in.u)-v08.u^^^ eos.u" - sin.u') ^
dieser Bedingung gemäß einzurichten. Ist n sehr klein, so ist

ec>8. u — 1
und 8in. u u

mithin u eos. u — 8in. u — u — u — o
und ebenso cos. u/ — 8in. u" — v.

Daher verwandelt sich dann die Differenzialgleichung für dix Zeit in fol¬
gende:

si-T/A,
^ >"(2 cv8. u — 2 ov8. u")

1 I
uäu

-- ^ ^--4.^ . 1/^ /^-U!!^ —^/V2co5.u—2cv8.u^ ' ^ ^ ^Acos.u- 2cc>5.^
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Das erste Integral ist schon oben gefunden worden und es ist
i

—2cos.u"e
-i- sin.^ zu' -i- «in.» zu' -i- etv

e ^

Es bleibt also nur das zweite Integral zu finden übrig, nämlich:

^ 5^ —-/ ^ 2 cos. u —
2 cos.e ^

Hierin kann ich, da u sehr klein ist, für u auch sin. u setzen, und er¬

halte also
ucku l SM. Uli»

^^2 cos. u — 2 cos. u' ^2^1/cos. u — cos. u"
! Z' ck c os, n ^

^2 ^/^/xoz. „ — c0S.

Setze ich nun eos. u — x und cos. u' ^ s, so erhalte ich

Uli» I slx

^^2^cos. u — cos. u' ^2^^/^ — ^

Um dieses Integral zu bestimmen, setze ich

— a — 2

x — a — 2^

äx — 2^6^

" - ^2/ 2 ^2

also

- ^2
2

^ ^2

I/x - a

I^eos. u — eoiz. 11'

V2 cos. u — 2 cos. u
^ LV8.U—vos.U^
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welches Integral zwischen den Grenzen u — und u — — u' zu neh¬
men ist. Nehme ich dieses Integral zuerst von u' bis u—o, so erhalte ich

1
— sin« Hu'

e ^
und nehme ich es von — bis u ^ o, so erhalte ich ganz dasselbe,
so daß also das zwischen den angegebenen Grenzen vollständige Jntregral

l II — u' i
»

ist. Daher ist für den Fall, daß der Schwingungswinkelsehr klein ist,

t — sin.' 2^ SM.« ju' ^ eto.
e !

— 4 ^ . sin. Hu'.
^ e

Da u' sehr klein ist, so können die goniometrischen Funktionen von Hu'
und deren Potenzen vernachläßigt werden, und ich erhalte dann:

Für ein einfaches Pendel, welches mit diesem gleichzeitig schwingt, ist

k^--.
daher «> — r.

Dieses an einem horizontalen Cylinder schwingende Pendel vollendet als»
in derselben Zeit eine ganze Schwingung, in welcher ein einfaches, vom Mit¬
telpunkte des Cplinderdurchschnittes herabhängendes Pendel vollenden würde.

(Schluß folgt.!)
Anmerk. Im §. S werde ich die Differenzialgleichnngfür die Zeit für den

Fall integriren, daß daS Pendel ganze Rotationen um den Cylin¬
der schwingt. Die Anmerkungen werden später beigegeben werben.

Druck von Keumann« Hartmann in SIbing.
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