Aber Vie Weivegung

gines

tich von cinem horizontalen Cylinder
abwickelnden Pendels an etnem
vollig bieglamen Saden.
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Director Doerk.







An einem horizontalen @ylinder ift cin Pendel an ei-
nem viillig bieglamen Faven befeftigt, bei den Schwin-
gungen des Pendels wickelt fich der Faven von dem
Cylinder ab, oder auf denfelben auf, die Bewegung
dicfes Pendels ju beftimmen,

N @6 fei ABCD bder Borfjontale Gylinder, an
welchems dag Pendel GH befeftigt ift, H fei Der fehwere Puntt,
fo witd der Faden GH fenfrecht gegen die Are des Gylinders
gefpannt werben, @3 ift alfo die Durdhfhnittdebene, um welche
Das Pendel fdhwingt, cine Sveisebene. 1Um zuerft die Curve ju
beftimmen, in welder Das Pendel {Dwingt, fann ih aud fo die
Aufgabe ausdricken: es fei ein Kreis gegeben, um welden fidh
ein Faven fo bewegt, Daf er fich von Der Peripherie Deffelben
entiveder abwickelt ober auf Ddiefelbe aufwicelt, fo daff der micht
aufgewicelte Theil Des Fabens Tangente an die Gurve fiiv den
Abldfungspuntt ift, suerft die Abwidelungslinie ju befimmen,

Um bei Der Auflofung diefer Aufgabe nichts vorauszufesen,
wette id) alle dagu erfordelichen Sage in ben Anmerfungen er-
lautern,

Die Polargleichung des Kreifes ift im Allgemeinen
y=acos. («—x) =112 —a? sin.2(« —x) (Aum, 1)
o a bie Gnifernung Des Pols vom Mittelpuntte des Kreifes,
r oer Halbmeffer Des lefitern; a Der Winfel Dder Entferrung
e Mittelpunties vom Pole mit der Polavabfeifie, y irgend eine
beliebige Polarordinate fiir den Winfel x beveutet.

Seen wir nun den Pol in den Mittelpuntt Des Kreifes,

-




fo daff alfo 2 = o witd, fo ift die Polargletchung Deé Kreifes
and Dem Mittelpuntie
dmiin i g4

Gennen i die Polargleichung irgend elner Gurve, fo fonnen tviv
aud) die Gurve rectificiven; ift 3 Bo ¥ =X bie Gleichung aud
Dem Pole fiiv irgend eine Curve, fo ift Der gu Demt Winkel X
gehrige Vogen v eine Function von X, und Degeichnen mwiv fie
dur) Fx, fo it

v=Fx=[1/(9%)? T (g*)?-dx . Anmat. 2
9Qende i) Diefes auf den Kreis am, fo ife

gX =Y T o
! 4 d
@X:d—%:();

mithin ift ter ju dem Winkel x gehirige Bogen v
v=/112dx =rfdx =rx.
Qennen wir den Bogen der Gyolufe Des Kreifes, fo fonnen
iv aud) Den sugehdrigen Bogen der Goolvente befttmuen, RiT:
v ber Bogen dev Goolvente = Fx und Ddev jugehirige Bogen
der Goolute fx, fo iff
Fx —=/Ix f Ynmert. 3.
Qlfo Hier fiiv den Krels ift dev Bogen Der Eoolvente
v = frxidx =xfxdx=—rx ‘—;—;
G bleibt uns jest nod) 1tibrig die Gleichung fue Tie Eyolvente,
vie bwictelungslinie {elbft, ju befimmen, €8 fei (Fig. 5) odie
Guroe BH in Bejichung auf ven Puntt A, als Polavece, und
auf die Polarabfciffentinie AD burch.die Polargleidhung y = ¢X
gegeben, und die Ldnge Des g Winkel x gehirigen BVogens Dev
Gyolute fei rectificict, fo Daf
BC=/1/y2+ (dy)? . dx =V
= /1 (¢x)? + (9x)? . dx = ifk.
n frgend ciner Stelle H ber Gurve fei Der Faven befeftigt und
on H bis B aufgelegt, die bwicfelung diefes Fadens, fo vaf
fein gevade gewordener Sheil Tangente dev Gyolute fiir den Ab=
[Sfungspuntt wied, fet fo weit erfolgt, bafi derfelbe fic) im Puntte




C ablSf, fo taf alfo fein gerade gewordener Fheil CE = arc.
CB—=v ift, und fein Gndpuntt E vie Gurve BE befdjrichen
hat. Man fille EG L AB, fetie EG =7, die Abfeiffe AG=F§
und tenfe fich aus C eine Cinie CM fenfredht auf AB und auf
CM qus E eine Cinie EN fenfredht, {o ift fiiv den Puntt E
Der Abwidelungsourye

EG=MN=MC—NC =% —=ysin. x — vCo0s. X

AG=AM+MG=AM | NE=Z=y cos. x-{- vsin. x:
Gleichungen der Wbwidelungseurve in BVejug auf rechtivintlige Cos
otbinaten, weldje Gleichungen, da y und v befannte Functionen
Des Winfels x find, alfo fiic fede Gurve beflimmt werden Ennen.

Giiv den RKueis als Goolute ift die Polargleichung aus dem

Mittelpuntt
y=r und v=1%,

alfo find die rechtwintligen Goordinatengleichungen der Gyoloente
bed Kreifes:

1) &£ =r cos.x - rxsin. x

2) y=rsin. X — X COS. X.
Da aber bet Der Dewegung eined Pendeld an einem beweglichen
Faden, nicht Dev gange Faden, fondern nur cin Theil Deffelben
auf Den Gylinder aufgewicelt fein witd, {o wollen twir cine ans
Dere Unficdht, weldhe in den Abhandlungen Der Afademie ju Vets
lin fir Das Jabr 1826 wvon Tem DHerrn Gebheimen Regirungd=
rath Prof. Dr. Beffel enthalten ift, jur Auffindung dev Shwins
gungdcurve hier aufitcllon,

Denfen wiv uns durd) die Are Des Cylinders eine Horijon=
tale und eine vevticale Gbene gelegt, weldhe Ehenen Den Kreis:
bued)fchnitt Des Eolinderd, um weldhen das Pendel {chivingt, in
gwei fentrecht auf einander ftehenden Sinien {chneidext; es fei ndms
lid) (Fig. 6) DG die Durd){chnittslinie Der hovizontalen Chene
mit Der Sreidebene, und ML die Durdhfdhnittslinie der Berticals
ghene mit jemer Kreisebene. Jm Puntte D fei Der Faben auf
den Gylinver aufgelegt, fo Dafi bet Der Rube, wo alfo Der Po-
Tavivinfel, weldjev Dens Winkel Des verlangerten, gerade gevordencn
Gadens it dev vevticalen Ebhene gleich iff, und Dew pviv Durdh




u begetdinen wollen, gleich Null ijt, die Lange des Penbdelfabens
= o ifts Vei der Bewegung des Pendeld wicele fich der Faden
vom Gglinder ab, fo Dafi, wenn Dder Ablbfungspuntt in C iff,
BC=arc. DC und PF=DE = ijt. Da Wintel CAD = u
und CA —=a gefest ift, fo ift wie oben gejeigt CE=a.u und
folglid) CF —o-+au. Begeidhnen wir die gevade Cinie , welde
von einem beliebigen Punfte Der Defchrichenen Gurve fentredht auf
die Dorigontale Gbhene gejogen wird, alfo FN durd) x, fo ift

FN=KH=CH—CK

=FC. cos. FCH— CA .sin. CAD
x = (¢ }au) cos.u— a sin. w
Begeidinen wic die gerabe Cinie, welde von Demielben belicbigen
Punfte der befdhricbenen Curve, fiir welden alfo ebenfalls Der
Winfel, Den Der geradgetvordene verlngevte Faben mit bev Vertiz
calebene macht oder Dev jum abgeldften Vogen sugehivige Winkel
gleich u ift, aljo FB durd) y, fo ift
y=FB =FH |- HB
=FH | KA
y = (e -} au) sin. u - acos. u.

Gs find alfo die Gleichungen dev Ubwidelungseurve, in
weldier Das gegebene Pendel fehwingt, wenn man u nad) Dder
Richtung, nad) weldher der Faden fidy abwicfelt, pofitiv nimmi
und alfo v die Lange des abgewicelten Fadens = o - auw if,

I) x= (e + au) cos. —asin. u
II) y = (e -+ au) sin. u +-a cos. u.

§. 2. Gs feien nun ju ve Jeit t bie trei Eoorbinaten
¢ines Punftes X, y, z und die auf ihn wienden Krafte feten
P, P’, P”, P ete. Die Richtungen diefer Krafter will ich
dured) die Winfel mit den 3 Aren, durd) ) B #'5 ' fY 2
a'lly g s etc. vefpective Degeichnen. Hat nun Der Puntt juv
Beit t die Goordinaten x, y, z, fo bat er in der Feit t - dt
ven Ort, weldher durch die Coordinaten x - dx, y - dy, z -+ dz
beftimmt wisd, @3 fiud dann alfo dx, dy, dz die Verdndes
tungen. der:Goordinaten Des Ortes in der Jeit dt, fntgfi]d; ﬁ]nb

ay. Uz

. ot ‘ . . dx
tie Gefchivitivigleiten in Bejug auf die Goordinaten —or —fmr—gee
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e
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fWenn k) die Kedfte allein betrachte, fo ift in Bejug auf
vie Kraft P vag Diffevensial Der Gefchwindigteit 2gP'dt, wenn
i) die Sehwerfeaft, welhe in ciner mittleni Secunde die Ge:
fewindigheit 2g erzeugt, wo g = 15,0518 - 0,08113 sin. o
bebeutet, und ¢ die Polhohe des Beobadhtungsortes i, als Maafi
ber Quifte annchme. In Bejug auf die Kraft P’ ift das Diffes
vengial Der Gefchwindigheit 2gP"dt und ebenfo fiiv die gnbern
Kebjte. Die BVeanderung des Punktes mufi i) auch nun durch

biefe Srifte erbalten. G3 ift alfo die Gefdwindigkeit %, %’ %

jufammengefest aus 2gP'dt, 2gP’dt, 2oP"dt ete. Jm e
ften Seitmoment ift bie Gefhwindigleit in BVejug auf Ddie Uye

d> 3
Der X ft. alfo ift fie im gweiten Jeitwmoment %4—&-%‘{

in Vejug auf die Are der ¥, (—ld—{—l— d. %unb in Begichung auf

dz d
bie Are dev z, u-.?t—}— d th S groeitenn Qeitmoment at alfo

Der Punét die Sefchwindigheiten d %. d % 03 1 % permoge
der Behavtlichfeit geroonnen. Man Fann alfo annchuen, vaff Der
Puntt die Gefhwindigleiten, weldje durch die Krafte entftandem,
verforen, Dagegen aber bie Gefdhwindigheiten, weldhe Durh) Die BVe=
Barelichfeit Hervorgebracht werden, gewonnen Hat.

Denfen. wiv uns nun 8 Krifte p, ¢, v pavallel den Eoors
binaten fo genommen, dafi die Gefchwintigleitent, wweldye durd) die
Rulfte p, q, © entftehen, Denen gleich find, welche dev Punkt wirks
lich erhalten hat, fo muf

3 ebenfo

= ¥ dx

2zip. di=d" It

o AN S

2g.q.dt=d. s

Lo

2g.r..dt =d. 3

fein.  Hievaus folgt nun, daf
dx

d dt 1 d2x

k= Egd?—:gg:"ﬁ;




dy
Al a0 dinday
1= 2g.at— 2z a@t*
dz
S o
T=T2g.at 2 ai?
fein muf. Die Kudfte p, q, r miflen aber den Kriften P,
P’, P” etc. bas Gleihgenicht Halten, meil die Bewegung durch
die Ruifte P, P, P” etc. verfdwindet, I Habe nun alfo
die Bedingungen des Gleichgervichts fite diefe Krdfte zu fuden.
Die Keifte P, P, P” etc. laffen fidh in dret Rrdfte nach) den
Goordinatenaren X, Y, Z in P, Q, R jerlegen, wo
P bie Summe der Kedfte nach der Richtung ber x

Q , 93 TR T) m 9 » Y
R ,, 9 ETIT s 9 2 9 4
bedeutet. Dann miiffen offendbar P, Q, R und p, q, r fih
vag Gleichgewicht halten, €8 ift alfo
Ptp=o
Q-+q=o
R+tr=o
ober fenn iv e gefundenen Weethe fiiv p, g, x feben, fo if
2 2
o:-l—.‘il%—]—P :-qdl—’:—l—?,gP

Lol diy iy
0= ggr s T Q= s +26Q

1 d2z d2?z
0= E.—dﬁ—l—R:—dﬁ—]—gg‘R-
Nun bleiben nod) die Keafte P, Q, R ju befiimmen ubrig. E3
follte Dex Annabhme nadh
die Reaft P’ mit ben Goordinatenayers die Winkel o, &, 4
P-"’ all ‘gu 7]
% 9 9 99 99 L1 29 r P ¥

4 gl i
sitas B 2 9 29 23 s @ BN,y
etc. - etc.

bilden, dann fann wan fe Keaft P zerlegen in die 3 Kudfte
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P’ cos. o’ nadh der Ridjtung ver x
Ploosig Ul i g

1 ; » Y

i ICOS' L ” » &

dle Reaft P” in P’cos.o” ,, ,, Fg b <
/4 (4

P’ cos. # s 9 T » Yy
/4 14

P’ cos. ¥/ PEIE T i) » 4

i fe

Dann ift alfo P=P’cos.o’ P cos. o’ +-P” cos, ¢ - ete.
Q=P cos.# |-P” cos.g” - P"” cos.8” - etc.
R =P’cos. '+ P’ cos.” +P"” cos. 7" ete.

Subftituirt man diefe Werthe in die leten @leichungen, fo er-

bilt man die Bedingungen fite feve Brummlinige Bewegung fin

Allgemeinen "

o= %’L—: + 2g{ P’ cos, e/~ P cos. o -+ P” cos.e” - etec. }
o=21 4 2g[P’ cos. § ++P” cos. 8+ P” cos. §” - etc.}

L ]
o= %§+ 2 { P’ cos.y’ +P"cos.y” - P” cos. s -+ etc.}

St nun der Punkt geswungen fic) auf einer yorgefthrichenen Guroe
3u Dewegen, fo ift der BWiberftand, weldhen diefe Curoe feiner Bes
wegung entgegengefest, einer Keaft gleidh, welche immerwahrend
auf den Kdrper in Der Richtung wivkt, weldye fenfredit auf der
Yahn ift, fo daf, wenn man u den gegebenen frdften P!, P,
P” etc. in jedem befondern Falle eite neue befdhleunigende Rraft
jufet, um diefen Widerfand bavguftellen, die Gurve aufier Acht
gelaffen und der Punft als ein frefer Punft beteadytet werden
fann,  Denn jerlegt man jede Der gegebenen befchleunigenden
Kedfte, bie auf den Puntt oder Sbrper wivken, in jwei anbdere,
$on Deners Die eine nach der Zangente der Babn, die andere fent-
tedt auf bie Bahn witkt, fo fwesden die berithrenden ober Fane
gentialteafte allein ihre Wirkung thun, und die {entrediters ober
Jormalfrafte durch Den IWiderftand dor Cutve aufgehoben werden,
Nennt man nun die Winkel, welche die Normaltrafi N it den
3 Goordinatenaren wadit, «, 8, », fo fann viefe Movmalbeaft




= 10 =

in 8 Quifte N cos. ¢, N cos. g N cos. y gerlegt werben und
¢ fomuten su jenen Qraften P, Q, R diefe 8 Krafte vefpective
bingu, fo daf wiv alfo folgende @Imdjuugcn evbalten :

0 =5 4 2P 4 Neos. o

0_.5{,;—1—2 {Q -+ N cos. Bl

0 =27 4 og|R+Neos.y|.

MMultipliciven wir Diefe Gleidungen vefpective mit dx, dy, dz
und avdiren fie dann, fo erhalten wiv

o= dx. d;‘; + 2Pdx + 2gN cos. ¢ dx
Q== dy. e Y 1 22Qdy - 2gN cos. g dy
o—dz % + 2gRdz | 2gN cos. 7 dz

alfo
o==ix. X 4ay. Y 4z 228 (Pax -} Qdy -+ Riz|

de?
-} 2gN{ cos. ccrh—[-cos.p.dy—l— cos..ydz!
@3 ift Bievin nod cos. . dx {-cos. . dy + cos.y. dz ju be
ftimmen.
@3 et in der Ridtung dev Kraft N ein Punft, deffen
Goordinaten a, b, ¢ find, fo ift bie Entfernung beider Punkte
e2=(x—a)2+(y—hb)?+(z—0)?
alfo cde—=(x— '1) dx + (y—h) dy —|— (z —c)dz
de=22 ax 12y +22=

de = cos. ¢ dx -+ cos. § dy -[- co0s. 7 dz.
Da nun die Keaft N fenfrecht auf der Gurve fieht, o ift das
Differensial hrer Richtung gleich Null, folghid)
¢08.a . dx -} cos. f . dy - cos. y.dz=0
Subftituiven wir diefen Werth in die Gleidung, fo erhalten i

d2?
~o=dx. ;+dy dty+dg w-{-E{Pdn-}-Qdy—{-Rda}




ix? 4+ dy? + dz2 dx d2 dy.d? dz d2z
Sun ift @ LAk e dxdox Loyt dad ot

dx? 4 dy2 + dz2
o=d. T T4 4 oed Pdx + Qay + Rz |
Liegt Die Gurve in einer Gbene, fo dafi wiv die Ghene Ver Gurve
fite bie Gbene der z annehmen, fo ift z=o0, und unfere Glei-
dung geht in folgende 1ibers

dx? + dy? ]
0=d. T | 9ed Pdx |- Qdy b
alfo integrivt
dx? | dy®
c:—i—ﬁ%y——]—%ﬂ Pdx - Qdy}.

ie Vebingungsgleichung fiir die Bewegung  eines Punttes in el
ner vorgefdiriebenen Gurve, weldhe in einer Ghene liegt; wo alfo
X und y bie Goordinaten des Punttes, P tie Summe der nach
Der Ridhtung der x, Q bie Summte der nad) der RNichtung der
y getlegten Svafte, weldhe auf dew Punkt titen, Bedeutet.

&3 wickt bier nur die Schwertraft auf ben Puntt ober das
Pendel, Deven RNidytung gegen die Crdoberflache fenfrecht anges
nommen werden fanr, weil die Cntfernung des Cromittelpuntts
von der Grboberfliche in Bergleid) mit der Qange des Pendels
als unendlich und mithin die Ridjtung Des Fatens als parallel
mit der fenfrechten Ave betrachtet werden Fann. Vet diefer Anuf-
gabe Daben iir nun nid)t mehr die auf den Puntt wirfenden
Keafte in andere Kedfte, welche den Goordinatenaren pacallel find,
gu gerlegen, weil die Schwerfraft Hier parallel mit Dev Yre der
X pitft. Da fle aber bier in Begug auf die Gooidinaten in ent=
gegenfester Nichtung svivft, fo ift fe Yier negativ su fefien; nad
e Riditung dev y wivft hiev Feine RKeraft, folglich ift fir unfern
Fall

P=—j

Q=0
oa die Scjwerfraft, alé Maaf der Kedfte, =1 gefelt wird,
Daber erhalten wic die Gleichung




__ @ty eaf
= + 2gf— dx
L @0 @ o
== ——-—-———g(dt)g 2sx
rp oi(ax)? o (AW
cC = —-—(a-OT—"‘ 4gK
Beveutet ) dle Linge des einfachen Sefundenpendeld, fo Eonn

man g den Fallvaum in Dev erften Sefunde Des freien Falls
2

beftimmen, @3 ift namlidh g = .?.\_}‘_w- Denu fiir dad gewdhne

Tihe einfacje Pendel ift die Dauer einer gangen Sdwingung

= 7 2 ’ 1.8)\2". '
T--”V% {1+ @2 sin o't (52 sins b/ oo p
o ¢ Den GSemingungswintel bedeutet, S ¢ fehr Hein, o ift

T— n-l/é_
2g

und wenn 7 die Jeit der Pendelfchwingung fitc den Schwingungs:
winkel ¢” ift, fo ift

-:':nl/%{ L+ @pesinge! (D) sinoae eto. p

=414+ @2 sin2 3"+ (32)" sin.2 3" + ete.

Tﬂ T:z

2~ P12 sin2 ¢’ | ete.
g=An"< 1+ (3)? sin.? }¢” - etc. $2
272
Gie 7 =1", wo 9" febx Hein iff, ift alfo
e NT”
g ST —2—'—"!
in weldem Ausdruce alfo A bie Lange des einfachen Secundens
penbdels bedeutet.
Subftituiren wic diefonn MWesth in Die gefundene Differen-
jialgleldhung, fo ift

fun i :T’;:




L e
@x)? + (dy)a
(d)®
v Die Gurve, in weldher bag gegebene Pendel f divingen foll,
batten wir folgende Gleidhungen gefunben
I) x=(p -} au) cos. u —asin. u
ID) y = (¢+ au) sin. u + a cos. u.

C=

— 2272 X,

Mithin ift
dx = — (o -} au) sin. udu -+ a cos. udu — a cos. udn
— — (¢ 4~ au) sin. udu
(dx)? = (o + au)? sin.? u(du)?2;
dy = (¢ 4+ au) cos. udu - a sin. udu — a sin. udu
= (o + an) cos. udu
(dy)? = (¢ + au)? cos.2 u(du)?;
alfo
o (e + au)? sin,2 u (du)2 - (¢ 4 au)?® cos.? u (du)®
an2
— 27274 (p + au) cos. u —a sin. u »

c=(e+ au)z(%'-)g '_2-172?\-{ (¢ au) cos.u—asin.u }
Rechnen wwiv den Abwictelungswinfel von— u’ an, wo dag Pens
el aus der Rube fallt, fo ift
€= —272)\{ (¢ — au’) cos. (— u’) — a sin, (—u)
= 2527 (¢ — au) cos. u’+- a sin. ) >

weil Dann die Winkelgefdhwindigkeit %—E—l = o ift. Cubftituiven

wir nun diefen Werth von ¢ in die obige Diffevensialgleidhung,
fo erbalten pvie

(o + au)ﬂ(%':)’ = 2-7:%{ (¢ + au) cos.u — a sin. u —

(e + au’) cos.u’ — a sin. us ’-

weldie Gleichung fiir dt aufgeldft werden mug.
€3 it alfo
o (o -+ au) du
e 1 a2 17X ecos.u + a(u cos, u— sin, u) — pcos.u'--

a(u’ cos,u’ — sin,u) P




File die Curve, i
batten wiv folgenbe |
- Dx=
IDy=
Mithin ift ! |
dx=— (o4&
ol

(dx)? = (¢ + au)
dy = (¢ + au)
=(¢+ aw
(dy)?2 = (p 4 au}
alfo ;

o=t ““ﬁ)

== 37:”)&%
c= (¢ - au)? (—i—f-)

RNechnen wic en AbR
Del aus der RNube A
€ =—272)\{ (!
=224 (¢

I
weil dann die IWinfel,

o|eos Aeio) NF4-11

wit nun diefen ‘lBel!ht
fo erhalten yiv

(¢ -} au)? % 2 :'

weldje Gleichung fir
€s it alfo

dt e —
i . Vem2a I/




a
—_— d
.—(1 + ?u) u
V ow?A V{ c0s. U~ -2(u cos, u—asin. u) — cos.u'+
0
¢

2 (u' cos. u' — sin. u’) }
4

(Foriiegung folat.)

Aamerl. Det § 3 wird die Sntegration dicfer Differenyiale
gleichung fite t, and der §. 4 die Sntegration fite
pen Fall, wenn der Schwingungswinkel febr Flein iff;
per YUnbang aber dic Unmerfungen enthalten,

Gobrudtt Dei §. 95, MNcumani - Hartmann in Flbing.
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