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Än einem horizontalen Cylinder ist NN prndel an ei¬
nem völlig biegsamen Faden betcttigt, bei den Schwin¬
gungen des Pendels wickelt tich der Faden von dem
Cylinder al>, oder auk denselben auf, die Bewegung
dieses Pendels zu bestimmen.

Z. !l. sei der horizontale Cyllind», an
welchem das Pendel l?H befestigt ist, II sei der schwere Punkt,
so wird der Faden l^II senkrecht gegen die Axe des CylinderS
gespannt werden. Es ist also die Durchschnittsebene, um welche
das Pendel schwingt, eine Kreisebene. Um zuerst die Curve zu
bestimmen, in welcher das Pendel schwingt, kann ich auch so die
Aufgabe ausdrücken: es sei ein Kreis gegeben, um welchen sich
ein Faden so bewegt, daß er sich von der Peripherie desselben
entweder abwickelt oder auf dieselbe aufwickelt, so daß der nicht
aufgewickelte Theil des Fadens Tangente an die Curve für den
Ablosungspunkt ist, zuerst die Abwickelungsliniezu bestimmen.

Um bei der Auflösung dieser Aufgabe nichts vorauszusetzen,
werde ich alle dazu erforderlichenSätze in den Anmerkungen er¬
läutern.

Die Polargleichung des Kreises ist im Allgemeinen
v — n eos. — x) ^ 1-2 — <1.2 — x) (Anm. 1)

wo a die Entfernung des Pols vom Mittelpunkte des Kreises,
r der Halbmesser des letztern; a der Winkel der Entfernung
des Mittelpunktes vom Pole mit der Polarabscisse, z? irgend eine
beliebigePolarordinate für den Winkel x bedeutet.

Setzen wir nun den Pol in den Mittelpunkt des Kreises,
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so daß also a — o wird, so ist die Polargleichung des Kreises

aus dem Mittelpunkte

Kennen wir die Polargleichung irgend einer Curve, so können wir

auch die Curve rectificiren; ist z.B. ^ die Gleichung aus

dem Pole für irgend eine Curve, so ist der zu dem Winkel x

gehörige Bogen v eine Function von x, und bezeichnen wir sie

durch ?x, so ist

v-m?x—/I/(>x)2 -j- (,/x)2 . <Zx s. Anmerk. 2

Wende ich dieses auf den Kreis an, so ist

v-x —? —r
5 6v

mithin ist der zu dem Winkel x gehörige Vogen v

v — / Zx — i^tlx — rx.

Kennen wir den Vogen der Evolute des Kreises, so können

wir auch den zugehörigen Vogen der Evolvente bestimmen. Ist

v der Bogen der Evolvente — kx und der zugehörige Bogen

der Evolute tx, so ist

kx—/ix s. Anmerk. 3.

Also hier für den Kreis ist der Vogen der Evolvente
X ^

v — /rx«Ix " i/xcix — i.

Es bleibt uns jetzt noch übrig die Gleichung für die Evolvente,

die Abwickelungslinie selbst, zu bestimmen. Es sei (Fig. ö) die

Curve LH in Beziehung auf den Punkt als Polarecke, und

auf die Polarabfcissenlinie durch..die Polargleichung V — ?-x

gegeben, und die Länge des zum Winkel x gehörigen Bogens der

Evolute fei rectificirt, so daß

LC — 4- (lh)2 . äx — v

— s'/x)2 -j- x)2 . llx — V ist.

An irgend einer Stelle II der Curve sei der Faden befestigt und

von II bis V aufgelegt, die Abwickelung dieses Fadens, so daß

sein gerade gewordener Theil Tangente der Evolute für den Ab¬

lösungspunkt wird, sei so weit erfolgt, daß derselbe sich im Punkte
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O ablöst, so daß also sein gerade gewordener Theil OL —»re.

—v ist, und sein Endpunkt L die Curve LL beschrieben

hat. Man fälle LK ^.L, setze L6r — l', die Abscisse ^

und denke sich aus 0 eine Linie senkrecht auf und auf

(M aus ü eine Linie IM senkrecht, so ist für den Punkt L

der AbwickelungScurve

LK — AM — Nv — NO — y —zs sin. x — v evs. x

-I- Nk—4- M ^—5" cos. x-j- v sin. x:

Gleichungen der AbwickelungScurve in Bezug auf rechtwinklige Co-

ordinaten, welche Gleichungen, da z? und v bekannte Functionen

des Winkels x sind, also für jede Curve bestimmt werden können.

Für den Kreis als Evolute ist die Polargleichung aus dem

Mittelpunkt

^ — r und v — rx,

also sind die rechtwinkligen Coordinatengleichungen der Evolvente

des Kreises:

1) ^ — r cos. x rx sin. x

2) 7? — r sin. x — rx cos. x.

Da aber bei der Bewegung eines Pendels an einem beweglichen

Faden, nicht der ganze Faden, sondern nur ein Theil desselben

auf den Cylinder aufgewickelt sein wird, so wollen wir eine an¬

dere Ansicht, welche in den Abhandlungen der Akademie zu Ver¬

lin für das Jahr 1826 von dem Herrn Geheimen Regirungs-

rath Prof. vr. Beffel enthalten ist, zur Auffindung der Schwin«

gungscurve hier aufstellen.

Denke» wir uns durch die Axe des Cylinders eine horizon¬

tale und eine vertikale Ebene gelegt, welche Ebenen den Kreis-

durchschnitt des Cylinders, um welchen das Pendel schwingt, in

zwei senkrecht auf einander stehenden Linien schneiden; es sei näm¬

lich (Fig. L) VK die Durchschnittslinie der horizontalen Ebene

mit der Kreisebene, und die Durchschnittslinie der Vertical-

ebene mit jener Kreisebene. Im Punkte v sei der Faden auf

den Cylinder aufgelegt, so daß bei der Ruhe, wo also der Po¬

larwinkel, welcher dem Winkel des verlängerten, gerade gewordm-m

Fadens mit der verticalen Ebene gleich ist, und den wir durch
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u bezeichnen wollen, gleich Null ist, die Länge des Pendelfadens
— 9 ist. Bei der Bewegung des Pendels wickele sich der Faden
vom Cylinder ab, so daß, wenn der Ablösungspunkt in 0 ist,
LO —aro. I)(! und — OL — p ist. Da Winkel — u
und ^ gesetzt ist, so ist wie oben gezeigt OL — s. u und
folglich 0? —Bezeichnen wir die gerade Linie, welche
»on einem beliebigen Punkte der beschriebenen Curve senkrecht auf
die horizontale Ebene gezogen wird, also durch x, so ist

in —k«—cn —0k
— ro. cos. rc«—. sin.

X — -j- Au) 008. u — a sin. I,.
Bezeichnen wir die gerade Linie, welche von demselben beliebigen
Punkte der beschriebenen Curve, für welchen also ebenfalls der
Winkel, den der geradgeworveneverlängerte Faden mit der Verti-
calebene macht oder der zum abgelösten Vogen zugehörige Winkel
gleich u ist, also durch so ist

^ — 5K — 511 -j- IIL
—

— (? -j- au) sin. u a, evs. u.
Es sind also die Gleichungen der Abwickelungscurve, in

welcher das gegebene Pendel schwingt, wenn man u nach der
Richtung, nach welcher der Faden sich abwickelt, positiv nimmt
und also r die Länge des abgewickelten Fadens — ^ -s- au ist,

I) x — (? -j- au) evs. — :>, sin. u
II) z? — -j- au) sin. u -j- a eos. u.

§. 2. Es seien nun zu der Zeit t die drei Coordinaten
eines Punktes x, zf, 2 und die auf ihn wirkenden Kräfte seien
?, I?"" etv. Die Richtungen dieser Kräfte will ich
durch die Winkel mit den 3 Axen, durch < /?',

/"etc. refpeetive bezeichnen. Hat nun der Punkt zur
Zeit t die Coordinaten 2, so hat er in der Zeit t-j-ilt,
den Ort, welcher durch die Coordinaten x -j- äx, ^ si
bestimmt wird. Es sind dann also 6x, äz?, die Verände¬
rungen der Coordinaten des Ortes in der Zeit 6t, folglich sind
die Geschwindigkeitenin Bezug auf die Coordinaten
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Wenn ich die Kräfte allein betrachte, so ist in Bezug auf

die Kraft ?' das Differenz!«! der Geschwindigkeit wenn

ich die Schwerkraft, welche in einer Mittlern Secunde die Ge¬

schwindigkeit 2g erzeugt, wo g — 15,0518 -j- 0,08113 sin. P

bedeutet, und ?> die Polhöhe des Beobachtungsortes ist, als Maaß

der Kräfte annehme. In Bezug auf die Kraft ? ist das Diffe-

renzial der Geschwindigkeit 2g?"üt und ebenso für die andern

Kräfte. Die Veränderung des Punktes muß ich auch nun durch

diese Kräfte erhalten. Es ist also die Geschwindigkeit ^ ^

zusammengesetzt aus 2g?'ät, 2g?'6t, 2g?'"6t etv. Im er¬

sten Zeitmoment ist die Geschwindigkeit in Bezug auf die Axe

der x also ist sie im zweiten Zeitmoment ^ -j- cl - ebenso

in Bezug auf die Axe der Z^, ^ 6 . ^ und in Beziehung auf

die Axe der 2, ^ Im zweiten Zeitmoment hat also

der Punkt die Geschwindigkeiten ä. ä. ^ ^ vermöge

der Beharrlichkeit gewonnen. Man kann also annehmen, daß der

Punkt die Geschwindigkeiten, welche durch die Kräfte entstanden,

verloren, dagegen aber die Geschwindigkeiten, welche durch die Be¬

harrlichkeit hervorgebracht werden, gewonnen hat.

Denken wir uns nun 3 Kräfte p, <z, r parallel den Koor¬

dinaten so genommen, daß die Geschwindigkeiten, welche durch die

Kräfte x, «z, r entstehen, denen gleich sind, welche der Punkt wirk¬

lich erhalten hat, so muß

2K.r.at-ö. -A-

sein. Hieraus folgt nun, daß

2güt 2 g''
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s. 6?
6t 1

LZ. 6t LZ ät2
. <!s

1 6^2
Lg. ät Lg' ät^

sein muß. Die Kräfte p, cs, r müssen aber den Kräften k^,
? , ete. das Gleichgewicht halten, weil die Bewegung durch
die Kräfte ?, I?", eto. verschwindet. Ich habe nun also
die Bedingungen des Gleichgewichts für diese Kräfte zu suchen.
Die Kräfte ? , «te. lassen sich in drei Kräfte nach den
Coordinatenaxen X, V, X in ?, (Z, ü zerlegen, wo

? die Summe der Kräfte nach der Richtung der x
^ ?> » » » ,, ,, » ?> 5
^ z? z? ?> » z» ,, » » ^

bedeutet. Dann müssen offenbar ?, (j, Ii und x, «z, r sich
das Gleichgewicht halten» Es ist also

—o

k-j-r —o
oder wenn wir die gefundenen Werthe für p, y, r setzen, so ist

I ck^Zi , ck^-i > . ,»

Nun bleiben noch die Kräfte ?, <Z, Ii zu bestimmen übrig. Es
sollte der Annahme nach

die Kraft mit den Coordinatenaxen die Winkel /S', /
P" „// a» .,</?? » ^ ,, ,, !S Z, " , ? , 7

>, »» ^ ?Z » ,» SS
etv. ete.

bilden, dann kann man die Kraft ? zerlegen in die 3 Kräfte



? eos.« nach der Richtung der X

k ^eos. ^ „ »> 7
2

?"ev8.«" „ >? X

?"e08.,) »?

I>"e08.)," ), 2

u. s. f.

Dann ist also ?—? cos. -j- ?" ev8.-^- ev8." -s- etc.

(Z-?'cos.5'4-k>" cos.^cos./"etc.

Ii — k" «08. ?" 008. /" -j- 008. et«.

Substituirt man diese Werths in die letzten Gleichungen, so er¬

hält man die Bedingungen für jede krummlinige Bewegung im

Allgemeinen

0 — ^ -j- LA008. -j-?"008. a" -j- 008.a"etc.^

0 —008. / 008. 008.^-1-etv. ^

0 — ^ -s- 2Z ^ 008. -j- k" 008.7" -j- 008. /" -j- eto. ^

Ist nun der Punkt gezwungen fich auf einer vorgeschriebenen Curve

zu bewegen, so ist der Widerstand, welchen diese Curve seiner Be¬

wegung entgegengesetzt, einer Kraft gleich, welche immerwährend

auf den Körper in der Richtung wirkt, welche senkrecht auf der

Bahn ist, so daß, wenn man zu den gegebenen Kräften k", I>",

eto. in jedem besondern Falle eine neue beschleunigende Kraft

zusetzt, um diesen Widerstand darzustellen, die Curve außer Acht

gelassen und der Punkt als ein freier Punkt betrachtet werden

kann. Denn zerlegt man jede der gegebenen beschleunigenden

Kräfte, die auf den Punkt oder Körper wirken, in zwei andere,

von denen die eine nach der Tangente der Bahn, die andere senk¬

recht auf die Bahn wirkt, so werden die berührenden oder Tan¬

gentialkräfte allein ihre Wirkung thun, und die senkrechten oder

Normalkräste durch den Widerstand der Curve aufgehoben werden.

Nennt man nun die Winkel, welche die Normalkraft N mit den

3 Coordinatenaxen macht, «, 7, so kann diese Normalkraft
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in 3 Kräfte N cos. vos. ^ ov8. ^ zerlegt werden und
es kommen zu jenen Kräften?, <), Ii diese 3 Kräfte respective
hinzu, so daß wir also folgende Gleichungen erhalten:

o^A^-Lxll'-i-Noos.»!

Multiplicirenwir diese Gleichungen respective mit äx, ä),
und addiren sie dann, so erhalten wir

o — äx. -i- 2x?äx -i- 2^ cos.« äx

o — äz^. A LZYäz' 2^ cos. ^ clzs

o — 6^ . ^ -i- SMä^ -s- 2^ ev8. ä?!
also

» , Z-I-ä-4-
-j- 2Z?^! eo».» äx -j- vos. Lcos.. ä?! >

Es ist hierin noch evs. «. üx ev8. /?. äz? vos.. ä?i zu be¬
stimmen.

Es sei in der Richtung der Kraft N ein Punkt, dessen
Eoordinaten a, d, e sind, so ist die Entfernung beider Punkte

k2 — (x — a)2 -j- o ^ d)2 -j- (^ — v)2
also eäe — (x — a) äx — b) ä? -j- (?! — v) Ü2

äe ^ . äx -—- 65 ^—- ä?ie ^ s ^ «
äeoos. -- äx cos. /? äz^ -j- eos. ^ 621.

Da nun die Kraft senkrecht auf der Curve steht, so ist das
Differenzial ihrer Richtung gleich Null, folglich

L08. a. äx -j- K08. /?. äz^ -j- 008.)". ä- — 0
Substituten wir diesen Werth in die Gleichung, so erhalten wir

o--Sx.^-i-ä^.^-i-äi-.^4-2^?äx ^-yäz^ käi-^
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Nun ist ^

»-ä.^Z^^^-2^?äx -i-yüz. -i- ka^j.

Liegt die Curve in einer Ebene, so daß wir die Ebene der Curve
für die Ebene der 2 annehmen, so ist 2 — v, und unsere Glei¬
chung geht in folgende über:

" ^ ü - ^2^ 4- 2^^ ?cix 4- <za^
also integrirt

° 2Z/j ?6x -j- (ZÜ7

die Vedingungsgleichung für die Bewegung eines Punktes in ei«
ner vorgeschriebenen Curve, welche in einer Ebene liegt; wo also
x und ^ die Koordinaten des Punktes, ? die Summe der nach
der Richtung der x, <Z die Summe der nach der Richtung der
Z' zerlegten Kräfte, welche auf den Punkt wirken, bedeutet.

Es wirkt hier nur die Schwerkraft auf den Punkt oder das
Pendel, deren Richtung gegen die Erdoberfläche senkrecht ange¬
nommen werden kann, weil die Entfernung des Erdmittelpunkts
von der Erdoberfläche in Vergleich mit der Länge des Pendels
als unendlich und mithin die Richtung des Fadens als parallel
mit der senkrechten Are betrachtet werden kann. Bei dieser Auf¬
gabe haben wir nun nicht mehr die auf den Punkt wirkenden
Kräfte in andere Kräfte, welche den Coordinatenaxen parallel sind,
zu zerlegen, weil die Schwerkraft hier parallel mit der Axe der
x wirkt. Da sie aber hier in Bezug auf die Koordinaten in ent¬
gegensetzter Richtung wirkt, so ist sie hier negativ zu setzen; nach
der Richtung der 5 wirkt hier keine Kraft, folglich ist für unfern
Fall

I> - — 1
Y —0

da die Schwerkraft, als Maaß der Kräfte, — I gesetzt wird.
Daher erhalten wir die Gleichung
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2(ckt)- ^ V
(«Ix)- (äy)-

— 2(ät)-
( ä^4-(6^ „4

^ ^ (äl)^ °
Bedeutet X die Länge des einfachen Sekundenpendels, so kann
man K den Fallraum in der ersten Sekunde des freien Falls

-> s ,
bestimmen. Es ist nämlich A — —Denn für das gewohn¬

liche einfache Pendel ist die Dauer einer ganzen Schwingung

7—^ 1 sin.» zv'-j- (^) sin.» 4- ^2x «
wo ,/z' den Schwingungswinkel bedeutet. Ist sehr klein, so ist

2z
und wenn ^ die Zeit der Pendelschwingungfür den Schwingungs¬
winkel v" ist, so ist

Äo.»zv"-I->eto. ^

— -j- sm.» etc.

X — ?2 — 1-'2
2g 7k" </ 1 -j- 2 tzto. ^

L — ^ 1 (H)2 sin.^ jv" -j- Kto. ^2

Für?' — 1", wo s>" sehr klein ist, ist also

S—2-,
in welchem Ausdrucke also X die Länge des einfachen Secunden-
pendels bedeutet.

Substituirenwir diesen Werth in die gefundene Differen-
zialgleichung, so ist
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Für die Curve, in welcher das gegebene Pendel schwingen soll,

hatten wir folgende Gleichungen gefunden:

I) x — (<> -j- au) oo«. n — a sin. u

II) rm (<- -j- au) sin. n a oos. u.

Mithin ist

^ an) sin. nckn 3 cos. nün — a eos. n<in

— — (x> an) sin. ncln

(6x)" — -j- an)^ sin.^ n(6n)2;

^ — (e -j- »u) cos. uäu -j- a sin. uöu — a sin. uclu

— (? -j- an) oos. uöu

^ ^u)^ eos.2 u(än)^;

also

^ <tu)^ sin.^ II (<1ll)2 -j- kttl)2 xvz.s u (>Iu)^

" ^ (äl)- '

— 2?r^x^ an) cos. n — a sin. u ^

e— (? -^an)2^^)^ 2?p2X^ n —asin.n ^

Rechnen wir dm Abwickelungswinkel von—u an, wo das Pen¬

del aus der Ruhe fällt, so ist

o — — (<, — an') eos. (— n) — a sin. (— u) ^

— (c — an ) evs. n'-^- a sin. u/) )>

weil dann die Winkelgeschwindigkeit — o ist. Substituiren

wir nun diesen Werth von o in die obige Differenzialgleichung,

so erhalten wir

vos. u a sin. u —
(? ^ ((- -j- au)

(<? au') eos. u' — a sin. u> ^

welche Gleichung für 6 t aufgelöst werden muß.
Es ist also

^ (? »") <lu

-i- »(u eoz.u—sio.u) — peos.u'-t-

s (u' eoz. ii^ — »in, u) ^
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Für die Curve, in

hatten wir folgende >

I) X

11)^-

Mithin ist

-Ix - - (? -j.
— —

(llx)" — ((> -j- au)
— (e !lu)

— an)

(<h)2 — t? »uZ

also

^ au)

— 2?r^X^

e-(c>-j-au)<Z

Rechnen wir den Abn

del aus der Ruhe fäl

o —— 2?r-X.<((>

— 2?r^X^ (? —

weil dann die Winkels

wir nun diesen Wert

so erhalten wir

(? -i- :

welche Gleichung für

Es ist also

.
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-s- — 6»
— e ^

^^ eos.u-j—-(uoos.u—»»in.u) — coz.u'-i-

? ^ a I
— (u' cos. u" — «in. u') >? '

(Fortsetzung folgt.)

Anmerk. Oer §. 3 wird die Integration dieser Oifferenzial-

gleichung für t, und der Z. 4 die Integration für

de» Fall, wenn der Schwingnngswinkel sehr klein ist;

der Anhang aber die Anmerkungen enthalten.

Gedruckt bci K- W> Ncumann ^ Hartmann i» Swing.
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