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KruMiixe äer spdäriseliell 7r!xonometrik.

Die spbärisebe IriZonometrie bereebnet aus clrei in wallen ASAsbenen .^tüelcsn des spbäriseben

Dreisels, von ^velebem ^e6e Leite kleiner als 180 " ist, äie übriZen Ltneks öesselben. Lie bat

vor ^.llem die OrnnZZleiebunAen anzustellen, welebs <Zsn aritbmstiseben ^usammenbanZ 6er

Drsieeksstncke unter einander ans6rüel:en. Da immer ans ärei Ltüeksn clis clrei übrigen

gesnebt vveräen, so sind olkenbar 6rsi OlsiebnnAen init diesen clrei Unbekannten notlivvenäi».

Hierbei >ver<lsn <lle ^Vinkel <les Dreiecks änreb L, 0 nucl ibrs LreZenseiten äureb a, b, e

be^eiebnet. Oer ^nkanA »der ist init clem reektvinekliZem Dreiecke ?n maeben, in vvelebem

mit ^nsseblnss 6es rseliten Kinkels immer ^^vei Ltüeks ein drittes bestimmen; (lies Dreisel:

mnss oöenbar sinkaebers OrunäZleiebnnAen Asbsn.

1.

Das rsebtnvinkli Zs sxbärisebs Dreisel:.

Das spbärisebs Drsisek^lZL! (LiZ. I.) sei bei L. rsebtvvinkl!», N sei 6er Mttslxnnkt

der 2UAsliöriAen I^uAöl, cleren Halbmesser — Ls sei OL senkreebt ank

NL, 0? senkreebt auk also aneb LL senkreebt ank NlZ, vesbalb ^Vinkel L—L. Da

im /X OLL VV^inkel L —R ist, so ist OL —OL sin L —OL sin lV, aber OL aneb — sin b,

OL —sin a, l^olZIieb

I. sin b —sin a sin l3.

Lerner ist ^ — cos L: aber im recbtvvinkli^en /X NLL ist LL — NL sin e — eos bLüü ' ^

sin e, unä OL —sin a, also ist eos b — eos L ocler, veil naeb I. — sin O,' ein a Lia ^ ^

II. eos L — eos b sin 0.

weiter ist ÄIL — eos a, aber ÄIL aneb — NL eos e, nncl NL — eos b, kolZlieb ist

III. eos a — eos b eos e.

Dies sind. Zig LunZamentalZlsiebunAsn iür clas reebtwinkliZs sxbärisebe Drsisek; mit

ibrer Ililke lassen sieb, so ol't xvvei Dreiseksstüeks ASAeben sinä, clie ärei nbriZsn ünclsn,

vis kolZt.
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2.

1) Diu reolitwinkliZes splzärisolies Dreisel: aus öen beiäen I^atlieten

2iu dereclinen.

t^eAslzSN lz, o, ASSucllt Ä, L. 0.

Zuerst ist

cos a — cos lz cos c.

Meitsr ist nack I. sin d — sin a sin L, un6 aus II. kol^t cos d — (lalier ist tan^ b^ sin L! ^

— tanZ L. sill a sill 0 Z. i. nacli I.

IV. tanA k — tanZ lZ sin c,

voraus siod

erZielzt, unä eben so ist

taux lz
tanZ L ^ —

sin c

tan? c
taNA <ü —

sin lz

Hierzu 6is iolAsnäen Lsillcrkun-;6ll. 1) Da cos a — cos b cos e, so wüsssn entweäer

»Iis ärei Losinus oäer nur sin ein^i^er positiv sein. L.lso sincl ill eineill reckt^vinkliAsn spkä-

riseken Dreiecks entweäer alle clrei Leiten kleiner als 90°, ocler es sinä ü^vei Leitsv grösser

ullä clie dritte ist kleiner als 90°. 2) Die t?IsicliunZ IV. ader Zibt den Lat?: Iin reekt^vinkliZsn

splzärisclien Dreieck ist ^eäelv-Mete mit ikrem OeZellvillkel ZleieliartiA, 6. Ii. beide Ltüeke sinä

^uZleieli kleiner oder grösser als 90°.

2) Diu reckte, spkär. Dreieck aus 6er Hypotenuse ullä eillsr Hatliete

^u kereclillsn.

(ÄsZsbell a ullä lz, Zesuelit c, L, <ü.

. , cos a i-i? sin d
Ds ist cos c — —- uucl sill ü — -—.

cos o sm a

Werner ist naek I. sill lz — sill a sin L unä aus III. kolZt cos d — —Die Division

uieser deiäen t^leicliunAell Ziedt tallZ lz — tanA a. cos c sill L Z. i. naekll.

V. tanZ lz — tallZ a cos 0,
voraus

tanT lz
cos —

tanA a

iolZt.

3) Diu reolitv. spliär. Dreieck aus äer Hypotenuse un6 einem 'Winkel
bereclillsn.

(?SAeben a, L, Zesuclit lz, c, 0.
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lCs ist nack I.

LII1 b — sin a sin L

und nacb V.

ts-vA c — tang a cos L.

Werner ist cos a — cos b cos c, aber cos b — cos c —
cos <z

sill O sin L
^ol»licb

cos L Los ^

VI. cos a — —-——- ^ cot L cot <Ü,
sin L sin L

voraus

cot 0 — cos a tang L

kolst. Lonst bat man nacb V. aucb cos O —c? s

4) Lin recbtw. sxbär. Dreieck 2u berecknen aus einer Tatbete und ikrem

(Gegenwinkel.

(Zssgeben b, L, gesucbt a, c, (ü.

Ls ist

sin b . tang b . cos L
sin a — , sin c — , sin 0 — .

sin L tang L cos b

In diesem ?alle sind aber die gesucbten Ltücke durek ibre Linus bestimmt, also sind,

venn nickt b — L, immer2-wei Dreiecke möglicb, vorausgesetzt, dass die Linus nickt grösser

als 1 sind.

5) Lin recbtw. spkär. Dreieck ?u berecknen aus einer I^atkete und

ikrem anliegenden ^Vinkel.

(?egeben b, s), gesuckt a, c, L.

Ls ist

tan» b

tang a — -, tang c — tang 0 sin b, cos L — cos b sin (?.
cos (ü

L) Lin reckte, spkär. Dreieck aus den beiden ^Vinkeln ?u berecknen.

(?egeben L. (ü, gesuckt a, b, c.

Ls ist

cos L cos <ü

cos a — cot l3 cot L, cos b - ——— , cos c — —
sin sin ö

3.

Das beliebige spkäriscke Dreieck.

Die (^rundglsiekungsn I., II., III. lassen siok auk ein beliebiges szzkärisckes Dreieck

anwenden, wenn man dasselbe durek einen senkreckten Logen eines Hauptkreises in 2wei

recktwinklige Dreiecke verlegt.
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1) Lei LZO t?ig. II.) ein beliebiges sxbärisebes Dreisel!, Logen OD senkreebt ank^L.
Dann ist irn reebtvv. /X LOD

sin OD — sin a sin L,
unä irn reebtw. /X ^OD iür bei6e I^^gsn von OD

sin LI) — sin b sin ^

kolglieb ist
VII. I*. sin a sin L — sin ^ sin b.

Diese Oleiebnng, 6er Linnssat?, 6rüel:t die Le^eiebnung Zweier Leiten 2N itiren Oegen-
vin^eln ans.

2) Lei ?ig. II. in äein beliebigen spbär. Dreieck ^.LO 6er Logen (HD senlcreebt
Dann ist in dein rechtwinkligen LOD naeb III.

eos a — oos OD eos LD

— eos OD eos (e ^ ^D)

— eos OD eos o eos ^D ^ eos OD sin e sin ^D.

lüs ist aber im ^OD naeb III.
eos OD eos L.D — eos b,

nacb I.
sin ^.D — sin b sin L.OD

und nacb II.
eos OD sin ^OD — ^ eos

wo 6as obere ^eicben kür 6ie erste, 6as untere kür 6ie Zweite Lage von OD gilt; kolglieb ist
cos OD sin ^.D — ^ sin b cos

nn6 somit
VII. II*, oos a — cos l) eos e -s- sin b sin c cos

Dies ist die Zweite Ornnägleiebnng; sie gibt die Lexiebung 6er drei Leiten ?n eineiu
'Winkel an.

3) Ds sei ?ig. III. in dein beliebigen sxbär. Dreisel: ^LO 6er Logen OD senkrecht
ank ^D. Dann ist iin ^OD naeb II.

cos — oos OD sin ^.OD

— cos OD sin (0 ^ LOD)

— cos OD sin 0 cosLOD ^ cos OD cosOsinLOD.
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Im LOD ist nun kür beide Ziagen von (ÜD naeb II.

eos L(ÜD — cos LD sin L,

aber

eos LD sin LOD — nin eos IZ,

wo das obere ^sieben kür die erste, das untere kür Ais Zweite I^age gilt, daber ist kür beide

I^ÄALN

eos ^ — eos (ÜD eos LD sin L sin L — eos L eos L ,

aber wegen III ist im /X ROD

eos (ÜD eos LD — eos a;

niitbin ist

IX. III*, eos — — eos L eos O -j- sinIZ sin L eos a.

Dies ist die dritte Orundgleiebung; sie drüekt die Begebung 6er drei ^Vinkel ?.u einer

Leite aus. In Verbindung init VIII. II.* ^eigt sie, dass ^u ^'sclsin Lpliäriselien Dreisel ein

anderes gebort, dessen Leiten die Luppleinsnts der Winkel und dessen Kinkel die Luppleinente

der Leite von Wensin sind; dies ist das geoweteriseb naebweisbare ?o1g.rdreiöol?.

Die (Flsiebungen I.* II.** III.***, aber entbalten alle Ltüelxg eines beliebigen spbärisoben

Dreisels; daber liönnen aus denselben, so okt drei Ltüeke gegeben sind, die drei übrigen

gskunden werden. Diese (Aleiebungen sind somit die ^undamentalglsiebungen ?ur ^.uilösung

eines beliebigen spbäriseben Oreiselcs, xu wslebsr nunmebr gssebritten werden kann.

4.

Dreieeksbsreebnung aus den drei Leiten,

begeben seien a, b, e; gesuebt wird L, 0.

Naeb der Zweiten ?undamentalgleiebung kür das beliebige spb'ärisebe Dreieeli ist

eos a — eos b eos o
eos ^ —

eos L --

eos L —

sin b sin e

eos b — cos a eos e

sin a sin e

eos e — eos a eos b

sin a sin b

und können die Oosinus dieser >Vinl:sI init Hilks der Oaussiseben I^ogaritbmen obne alle

Aweideutiglieit gekunden werden, l^in die (^Isiebungen ^ur Reebnung mit gsvvöbnliebön

I^ogaritlunen bequem ?u lnaeben, so addire wan beide Leiten ^u !Äns, so erbält man, indem

inan ^ ^a -j- b -j- e) — s set^t,
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eos ^ ^ sin s sin (s — a)
sin b sin e '

X. ) ooszL ^ s sin ( s - b)
> ' sin a sin e

oos ^ ^ sin s sin (s — e)
«in a sin I>sin a sin b

und ist in diesen Wormeln das ^Vur^sl^eielien positiv ^u nebmen, 6a der (Zosinus eines ^Vinkels,

der kleiner als 9l)^ ist, positiv ist. Lubtrabirt man aber beide Leiten der obigen Oleielinn^en

von Lins, so erbält man

sin

XI. / sin ^ L

sin^- O

sin ss — b> sin (s — c-)

sin b sin e

sin (s — a) sin (s — o)
SIN a SIN e

sin (s ^— a) sin <s — d)

sin a sin b

Diese Wormeln sür die (üosinus und Linus der Iis,Iben ^Vinl<el müssen immer ^ugleieb

angewendet werden. Denn ist ein spitzer ^inlcel kleiner als 45°, so wird er genauer ilureb

den Linus als dureli den (üosiuus gebunden; übersteigt er aber 45°, so wird er genauer dureb

den tüosinus als dureb den Linus erbalteu. Die Division der (Aeiebungen X. und XI. gibt

taug ^ ^ ^ sin ss — b) sin (s — e)
' sin s sin (s — a) '

XII. / tang! L ^ ^ <s — a) sin (s — e)
> ^ sin s sin (s —b) '

tang — ls — a) sin (s — b)
«in K Kill ^5l '
sin 8 sin (s — e)

welebe (ZZeiebungen das genaueste Resultat geben und nur ein siebenmaliges ^uiseblagen der

lÄel nötbig maeben.

5.

Die Oleiobungen X. und XI. lassen sieb aber ^u neuen (Aeiebungen von 6er grössten

^Viebtiglieit verbinden. I^äinlieb dureb Nultiplilcation von eos ^ ^ mit eos ^ L und

von sin ^ ^ mit siu ^ L, das andere Nal von sin ^ mit eos ^ ö> von eos ^ ^ mit sin j R

und dureb Addition und Lubtraotion der ?roduete Ln6et mau unter Anwendung bekannter
Wormeln
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cos ^ (A. — L)

sin ^ O

sin ^ — l3)

cos ^ 0

cos ( ^- ^ L)

sin ^ (ü '

sin ^ -s- lZ)

cos ^ O

>velcbe (AlsiebunZen die Oaussiscben <FlsicbunASn beissen; sie clrücken 6ie Le^isbung 6er

kalben Kumme oder OiKeren^ ^^veier Leiten und der balben OiKeren^ oder Luinme ibrer

(AsAenwinkel den kalben dritten Ltücken des Dreisels aus.

Die ^^veite und dritte dieser (AleicbunZen tübren ^uZleieb auk Lät?ie, die in der Drei-

ecksbereebnunZ von der Arössten WlcbtiZkeit sind. Da nämlicb sin 4 c und eos so ^vie

cos ^o und sin^O immer positiv sind, so müssen oikenbar a—b und ^—L ^jeder^eit von

einerlei Vorlieben, d. Ii. Zleieb^eitiA Zleieb,'Zrösser oder kleiner als ^ull sein. Das Zibt

den Lat?: (Alsicbs Zeiten balzen Zleicbe (^eZenwinkel, die Zrössere Leite bat

Zrössern (^eZen^vinkel; und uinAskobrt. ^lacb der dritten OleiebunZ müssen nun

auob cos ^(a-j-b) und cos ^eder^eit einerlei Vorlieben baben; daraus kolZt der

Lats: ^Venn die Lumme s^veier Leiten Zleieb »rösser oder kleiner als 180°

ist, so ist auob die Lumme der (^sZen^vinksl Zleicb, grösser oder kleiner

als 180°; und umAökebrt.

Ourcb Division der Oaussisoben OleiebunZen dureb einander erbält man

tan» j (a -j- b) cos ^ - L)

tanZ z c cos

tan» j (a — b) sin

tan» - c sin z '

tanZ ^ (L. -j- L) 003 ? (a - b)

cot ^ O eos ^ (a -j- b) '

tan» z —L) sin

cot ^ O sin z (a d)
2«

sin^(a-j-b)

i sin ^ «

I sin ^ (a — b)

/ sin ^ c

XIII^ /

^ cos ^ ^a -j- b)

cos ^ c

cos ^ (a — b)

cos ^ o
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Dies sinü äio Kspor' solisn (^IsioiiullAon. Ourok Division 6or koiäon lot^torn ergibt siok
6ie bemor^cinswerttis (ÄoiotmnA

tanZ -z (L. -j- L) ^ tanZ z (a d)
tanZ .^ (^ — L) wng z. (» — k)

6.

Oroieo^sboroolinullA aus äon 6roi ^Vin^oln.

(FEZöbeil L, L; Zosuolit a, b, o.
^soti 6er dritten ?unäamentÄl»IsiotiunA III* ist

oos a

cos K —

oos o

5?

oos ^ -^- oos L oos L!
sin L sin L

oos L -s- oos ^ oos L
sin sin 0

oos 0 -j- oos ^ oos L
sin ^ sin L

vslcl«z (?IoioImnAon mit Hilts clor Oanssisolion DoZaritlnnon t^ersoiinot ^veräon können. Ilm
ßö^vöknliolio DoZaritlimön an-involläon, innss man sio doguom maolion. I,oiolit ortiält
man, indem man —8 sot^t,

1/ — oos 8 oos (8 —
sin ^ a — 1/ ^^» sin IZ sin

XV / sin5b--^°°s.8 °os.(8 -IZ)> ' SIN SIN 0

so VIS

sin -!- o I-- 1/ " eos 8 oos (8 - 0) .
^ ' sin ^ sin L '

oos ^ a oos (8 —R) oos ^8— L)
sin L sin L

XVI. /ooszb— oos (8—^) oos (8—O)
sin sin Ö

oos (8—oos l8—L)
sin ^ sin L

Vordinäot man äioso (iloiolmnAon mit einander aus älmliolio ^Voise, wie die QleiolnmAon
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X XI, so erliäli man auoli clio <?g.ussisolieii <AIöioImii»eii*). Itiro Division 6uroli eivaiiZor

ad er Aidt

— 00s 8 oos (8 —

» t

XVII.

tavZ ^ a —

tavA z b

00s (3—L) cos (3—L) '

— cos 8 00s s8 — L)

' cos ^8—^.) 00s (8—0) '

t-uiZ ^ 0 — 1/^ — oos 8 oos (8 — Ö)
^ 00s (8—^.) cos (8—L) '

I)reiec:I:sIzereoI>nuiiA aus ^vei 8eiten und dem ^^visolieii^iii^o!.

OsAekon a, b, 0; -zesuelit 0, ^ uvä L. ^g-od I*. ist

cos 0 — cos it eos i> -s- siv a siv k cos L.

Ls ist

-w z

slsv

cos (8 — cos s8 — IZ)
z a cos j b -^- cos z a sin ^ d — sin ^ c

sm ^ c,

2. sin j a cos j b

sin z d)

cos ^ a sin z d l

cl. i.

3. cos ^ s cos ^ b '

oäer

4. cos ^ s cos z

kolZIicti

2 cos ^ O cos ^ — L)

2 sin ^ L cos ^ (Z

°°° ö ^ .
SIN i O

cos (8—— cos 58—L) ,
^ ^ - s>n ^ c,sin O ^ '

2 sin ,> O sin ^ — L) . ,

2 sin zo cos z <Z

. , ^ sin^(^ —L)
s.n^(a-b)^

sin z a sin ^ b
cos (8 — O) -^- cos 8 cos

sin O

2 cos z(^L) cos z v ^

2 sin ^ 0 cos ^ (>

cos z

4 b

cos z (^L) ^
cos ^ L!

cos (8 — 0) — cos 8
- :—^ cos 4 csin <ü ^Ä b -j- sin z a sin ^

2 sin ^ ^ ZZ) si

2 sin j <ü cos ^ L

sin ^ L!
cos z c

sin ,
cos i (» — b) ^ —- cos z c.^ ^ ->n? i L

In cien beiden letzten ?iillen ist nickt ?.u vergessen, ässs cos

2 sin j

—- cos z c.
cos H

ässs cos 8 ^eäerWit negativ ist.
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Die LoolillllNZ lässt siek mit den (Aaussiselien I^oA^ritlnnen leiebt küki'en. Ilm Zewöknlioke

I^oZaritbinen anzuwenden, setize man tanZ k eos (ü — tanA co. Oi>,nn ist

oos b cos sa — cx)
oos o — — .

eos 7

?erner Ist naob den Aexerseken (?!sie!iungen

oos ^ (a — d)
tanZ ^ (L. > L) — ——— eot z v,

cos j (a -j- b)

sin ^ (g. — d)
tauZ ^ (^. — L) — -—--—-—- cot z 0.

sill -z (-t -i- b)

Zur ?robe bat man ns-eii denselben (?IeioIiunAsn

sin ^ — L)
oot j o — — cot ^ (a — b)

sin ^ -j- L )

cos ^ (^- —L)
— Lot ^ (it -j- b),

eos z (^.-j-L) 2^^

oder man kerecbnet o naek einer der (^Äussiselien (^leielinnn'en.

Ureise^sbereolinullA aus ^we! Winzeln und der Z^visokenseite.

(^eZeden L, o; Zesuodt a, b, O.

Uaeb den Nsperseken 6IeiokunZsn ist

oos ^ — L)

tanZ ^ (a 4- k) — 7^. tanz z o,
cos ^ (-^--i-L)

tanZ j (a —b) — 2
sin ^ (A -j- L)

wodurch a nnd Iz Sekunden werden. Werner ist naok denselben OleieliunZen

sin (a — b)
tanZ ^ LI --- -—--—cot ^ L),

sin

eos ^ ig. — d)
^ c°t z(^k).

cos ^ (a -j- d)

Zur ?robs bat man naek IX., wenn oos c tanZ L — eot co Zeset^t wird,

cos L sin — 7)
eos (ü — - —- .

sin c?
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9.

DreiselisdereeknunA aus ?^?ei Leiten und dem LeFen^vinkel 6er einen.

(^LAsIzen a, Iz, Aesuekt o, L, 0: Der Linussat? VII. I*. ^ibt

sin sin b
sin L —

sin a

weiter ist naok den Xspersclien (?Ieill1ninAen

sin ^ (a — b)
tanZ ^ 0

eot ^ o

öiv
1
2 (a -j- d)

eos
1
2 (a —d)

eos 1
2 (a 4- d)

eos 2
2 (^-k)

eos 2^ (^-t-IZ)

sin 1
2 - L)

eot ^ — L)

cot ^ ^ 13)

eot ^(a-j-b)

eot ^ (a — b).
sin j -j- L)

iLs ist aker L dureti seinen Linns Zekunden und kann datier spits oäer stuin^k sein.
Weleiier

von Genien ^Vertlien ^ulässiA sei, entscheiden die Lät^e in 5. Lind Izeicle ertlie statthaft,

so kat msn einen ^^eideuti^en ?all, indem man aus 2Mei Dreiecke mit den ZeZebenen Ltüeken

kommt. I^ie dais al>er sin L >. I, il. i. sin ^ sin b sin a sein.

10.

DreieeksbereoknunA ans zi^vei Winkeln nnd der (zreZenseite des einen.

OeZeken L, a; ^esuelit d, e, <Ü. ^eknliek vis im voriZen ?alle iiat man

sin a sin L
sin iz —

tavA

sin

sin ^ -i- L)

tanZ ^ v —

slv 2 (L.-L)

eos 1
2

eos 1
2 (^-IZ)

sin 1
2 (a —d)

s!n 1
2 (a -> b)

eos 1
2 (a —d)

tanZ j (a — d)

tanZ z (a-^-d),

eot -z (^. -j-
eos ^ (a -j- b)

^ueli hier Zeden die Lät^e in 5. die näheren IZestimmunZen.

II.

^Vas endliok clen ?!äel>öv!nlialt eines tielisbiZen spkäriselien Dreiecks anIanZt, so
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kommt (Iis LereolinunA desselben, ^vie die Ktersometris ^eiZt, auk die lZereelmun» des

Dotzersonusses 6er Lumme der drei Dreieoksvvinkel über 180" ^urüek. Dieser Debersobuss

-j- L ->- c: —180°

keisst der spkärisoko Dxooss. Denseiden kann mau Aoniornetrisoli Lnden, ^vie fol^t.

Ls ist nämlieb naok XIII.

cos ^ -j- L) cos ^ (a -j- b)

sin ^ 0 cos ^ o

kolZIioli ist

oos ^ (L. -j- L) — oos (90° — ^ (ü) oos ^ (a -j- b) — cos ^ e

sin x L oos ^ o
und "

oos ^ (^. -j- L) -j- oos (90° ^ L!) cos ? (a b) -j- oos ^ o

sin ^ 0 oos j o

Diese deinen (?IeieiiullAsii Aeben unter L.n>venduvA bekannter Wormeln resp. die

beiden tollenden (^IsiobunAsn

sin^(^-j-L—(^-^-180°) sin^ O-—180°) sin^(a-j-b-^o)sin^(a-j-b—o)

sin ^ C! oos j- o

oos ^ (^.-j-L — L-j-180°) oos ^(^-j-L-j-<Ü—180°) oos ^(a-j-b-^o)oos^(a-j-b—e)

sin ^ (ü oos ^ o ,

durob deren Division durob einander man die (ZleiobunA

1) tanA^(L.-j-L—lü-^-180°)tanA^(^-j-L-j-0—180°) — tanZ^(a-j-b-j-o)tanZ^(a-^b—e)

erhält.

Lebandelt man in Aan? Aleicker ^Veise die tolZende (^leicliunA (XIII)

sin ^ L) oos ^ (a — b)

oos ^ L oos ^ o
so erbält man

2) oot^(^.-j-L—0-j-180°)tanA^(^-j-L-j-L!—180°) — tanZ^(b-^o-a)tanA^(a-j-o—b).

Die Nultiplioation von 1) nnd 2) mit einander aber Zibt

tan» ^(^.-j-L-j-0—180°)^ — tanA ^(a-j-b-j-o)tanZj(b-s-o—a)tanZ^(a-j-o—b)tanA^(a-j-b—o)

oder

tanZ^(^.-^-ZZ-j-0 —180°)^ — tanZjstanA^(s—a)tanZ^(s—b)tanZ^(s—o);

mitbin ist

XVIII. tanA ^(^-j-L-s-0—180°) — ^/tanA^s tan^^(s—a) taiiZ ^(s—b) tanA ^(s—e),

^vo die Huadratvursel ^eder^eit positiv ^u nebmen ist. Dies ist die Dbuilier'sobe

(?IöickunA, die ?ur un^veideutiZen LereonnunZ des sxdäriseben Lxoesses eines Dreiecks

aus den drei Leiten desselben äusserst bequem ist.



xvn

Xvr kotvllxiMät äer Lreise.

1) Oer Hauptsatz in äerLoten-iialität von Lreisen kann bloss mit Ililke 6er Lsleieb-
iläebiZl^eit, ?/is dies aueb von Lucliä Zetban ist, kolZenäermassen beviesen werden.

Lg sei LiZ. IV. ? 6er ieste Lnnl^t in 6er Lbene 6es Xreises N, ^ nnä äie
Lobllittxunlxte äer Oraäen 6urob ? mit clem Ivroiso, nnä iin Lalle, äass L innerbalb äes
Xreises lieZt, LO äie lÄi^ssto Lebne 6nreb L, iin anäern Lalle OL äie LanZente. Alan
^isbo NO Lenl^reebt ank Dann ist iin ersten Lall iin /X

— ^L- UL-
mitbin aucb

NO- — L.L- N?- 2^L . L,
also

NO- — NL- n- ^L-

06er

OL^ ^ (L.L 2LV)
— ^L (^-v -l- LO)
— ^.L.^.-L;

nnä im Zweiten Lall iin /X ^NL
N?- ^.L- L.N- - 2^.L. ^.v,

mitbin
NL- — 6. i. KI?- — (M- — ^.L- — 2^L . ^.v

oäer
OL- — „ 2^.1»)

— ^.L (^L —
— ^.L . ^'L. vs. 2. b.

2) Mas äsr vorstebenäs Lat^ lür clis Loten^linie ist, sebeint mir 6or kolZenäe Lat-i kür
äie Linie llhniäiZerenter Lotenden von ^vei Lreisen (s. (?rnnerts L.robiv Lbeil 19) ?n sein.

Lrriebtet man in der Lbene eines Lreises auk einem Halbmesser

desselben im Nittslxnnl:te eins Lenl^reebte uncl ^iebt von <Zem
Lnclxnnl:ts äes Laäins eine Lleracle, gelobe äen Irrels nncl ^jene
Lenlcreebte sebneiäet, so ist clas Leebteel^ ans clen LntkernnnAen
<1es Lnäxnnl:tes cles Halbmessers von clen beiden Lebnitt^nnl^ten
von unveränäerlieber (Grösse, nämlieb Zleieb dem «Zoxpelten (^na-
clrate 6es Rärins oäer ^leiob clem (Quadrat über äer (Quadranten-
sebne.
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LeiLig.V. IVlH—r ein Radius des Kreises N, ^lL senkrsobt auk NH, und LH Ag^oZen,

welobs den Kreis in L selmeide. Nan pro^ieire klon Radius ÜIH aukLH, dann ist die Lrojeetion

— ^, und naob bekanntem Lati?e ist
LH

LH . — MH2 — r^, also2

LH . LH. — 2 r 2, 2. iz.

3) Ls sei min AI? — e. Dann ist im Lalle, dass L ausserlialb des Kreises lieZt,

NL- -j. NH^ oclsi-e- -j- r- — (LH LL)^ ^LH- _j_2LH.LL LL-

^ LH (LL LH) -^- LL (LL 4- LH)

— LH . LH -j- LL . HL

— 2 r^ -j- x,

>vo x die Loten? des Lunlctes L in LexuZ auk den Kreis bexeielinet.

Iin Lalle dass ? innerlialb des Kreises lieZt, ist

«2 .f. r- — (ZZH-LL)2 — LH'- - 2 LH . LL -j- L? -

— LH (LH — LL) — LL (LH — LL)

— LH . LH — LL . HL

^2 r- — x,

wo p nieder die Lötens des Lunktes L in Le^uZ auk <Isn Kreis bedeutet.

3) Hat nun kür irgend einen Lnn1:t L e^, r^, LesuZ auk einen andern Kreis

in derselben Lbene dieselbe LedeutunZ n'iv vorbin s, r, p, so ist, wenn

e^ r^ — e^ -^- r^

ist, oikenbar

2 r° ^ x — 2 r° ^ p ^.

also kür AleiobartiZs Lotenden des Lunl<tes L

x—r^2(r^—r2)

und ebenso kür unZIeioliartiAe Lotenden des Lunlctes L

x -j- x^ 2 (r^ — r-).

Und uinAsI:eIirt, wenn kür den Lunl:t L in LesuZ auk beide Kreise

p x' oder p — x' — 2 (r- — r-)

ist, so ist aueb ^jsder^eit

«2 — «2 — ^2 — r2).

LaZeZen ist kür einen Lunkt »leieber nnd ZleiebartiAsr Lotenden in Le^uZ auk beide
Kreise immer

«2 — e^ — r" — x2.

5) Der OeAensat? ^enes Ortes von diesem, nämliob dem Orte des Lunlites, kür

beleben die (juadratdikkerenzi von ziwei kesten Lunkten einer oonstanten Orösse, der (Grösse
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1-2 — x2 Zleieb ist, tritt scbon bei 6er (üonstruotion des letzteren Ortes aut. ZVIan Lndet
als solsben ^v?ei Lenkreebte auk dsr LntkernunZ der beiden lesten I-'unIcte von einander,
welcbe von «1er Nitte dieser Ltreeke Aleieb^veit entkörnt sind, und 2u einander im OeZen-
sat? stebsn. Lind die beiden kosten ?unl:ts die Mittelpunkte xv^eier I^rsise, so ist (Iis
sine dsr beiden Lenkreebten die l?oteni?Iinis, «Iis andere die l^inie des Zlsidien Motens-
untersebiedes und der Zleieben ?otön?summe. Der obiZL l^ebrsk>.t? kükrt unmittelbar ?ur
Konstruktion des letzteren Ortes in LesuZ auk ^>vei Xreise. Hat man nämlieb die Oen-

trale As^oZen, so erriobte man in beiden Dreisen auk dieselbe ssnkrsebts Radisn. ^un
Icommt es nur darauk an, in der (Zentrale den b'unbt 2U suebsn, ^velelier von den Lad-

punkten beider Radien Aleiebv?eit abstebt; derselbe ist dsr 1^lisspunkt der Lsnlcrsebten,
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