e

eber die Brechung der Lidbtitrablen imPrisma.

%eﬁnbsr fih in einem duvebfichtigen Medium ein anderes von verjhiedener brecender Keaft, weldes
von tei einander pavallelen Gbenen Dbegrangt wird, o werben, wie befannt, Sidtftvablen, welde von
einem feuchtenden Punfte in dem evjlern Medium ausgeben, bei ihrem Durdgange duvdh dad. andere
sweimal gebroden. Dev audfabrende Strahl Oleibt abev dem einfallenden immer pavallel. Aud Lot
ed auf die Gnifernung ded ffrablenden Punftes von dem fo begrangten Medium gar nidt an, da die
Richtung des ausfabrenden Stralls ungedndert bleibt, wenn man aud. dad Mittel, pavallel mit fid
felbft, dem Punfte nabect oder von demfelben entfernt. Y .

nders verbalt fid abev befanntlidy die Sade, wenn die von dem leudtenden Punfte audgebenden
Strablen anf ein Mittel von verfbichener Obrechendec Keaft freffon, welded nidt von el einander pa=
vaftelen, fonbern ton gwei unter einem gewiffen Winfel ujammenfiofenten Ebenen begrangt wird,
wenn die Steablen alfo auf ein Prisma auffollen.  Die Sefege biefer Bredung wollen wiv mit Hilfe
ber analptifhen Geometrie dovjtellen.

L

K|u dem Ende wollen wir ung ducdh den fencbtenden Punft und fenfreht auf die Kadte ded Prige
ma's eine Gbene gelegt venfen. Der Durdyfbnitt diefer Gbene mit dem Pridma i fomit ein Haupte
fbnitt.  In diefer Gbene werden nady Gefannten diopirifhen Gefegen die Bredyungen aller der in ibr
befindlidyen Strablen vov fidh gehen, von welden wic einen afé gegeben anmebmen wolfen. Die fo gelegfe
GEbene felbft fei die Ebene dev xy cines vedbtwintligen Eoordinatenihitems, deffen Anfang der (eudtende
Puntt it Die Wre der x fei fenfredt auf der dem Punfte junddft liegenden bredbenden Fldce, und
gwar fei ibv pofitiver Zheil diefer Flide jugefebrt; die Ape der v it fomit diefer Flide pavallel, ibr
pofitiver Theil aber liege mit dem ald gegeben angenommenen Steable jederseit in demfelben Eoordinatens
toinfel.  Ferner fei die Enifecnung der dem  fleablenden Punfte sunddit legenden brechenden Flade
= ¢, Bon den Eoordinafen des Scdeifeld dbes bredienven Winkels iff fomit bie eine e, die anbere
fei £ Der bredhende Winkel felbft aber werde durdy w bejeidmet,
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Dies vovaudgefesr, find die Gleidungen dev Durdidnittélinien der Gbene dev xy mit den beiden
brechenden Flachen.

y—I= — (x — e cot w.

Jft nun i ver 90° nidt diberjteigende Winfel, weldyen dev einfallende Steabl mit dem pofitiven
Fheile ber Are der x madi, fo ift
2, y = x:tangi -
bie Gleidhung diejeé Strahle. Offenbar ijt aber andy i gleih dem Einfallswintel bdes Strabls. Bes
geidinen wiv daber das Bredbungsverbalinif swijden dem erjtern Mittel und dem des Prisma's alls
gemein duvd m : n, fo i, wenn der Bredungsmintel bei dev eviten bredenden Flide r ift,

J e
sin r = — sin 1
I
uKd fomit
n sin i
tang r = ————
Vm® — n?sin i2

Da nun die Eoovdinaten des Ginfallépunttes ¢ und e tang i find, o if
3. y— elang i = (x — e) tang r
bie Gleidung ded gebrodbenen Stvabls. Die Coordinaten des Einfallépuntted quf der iveiten bredens
pen Flache find fomit nad 1. und 4.

i — e tang i f tang r 4+ e tang i cot w
$le s
tang r + cot w tang T 4+ col w

Baber it die Gleibung ded Einfallslothed fit diefen Punkt

[, e = —— i:} tang w.

ftang r 4 e tang i cot w f — e tang i
- — X =
tang r 4+ col w tang r + cot'w

Beseidhnen toiv nun den Einfallsmintel, unter weldem der gebrodyene Strahl die weite Hredende

Flade tvifit, mit i, fo it nach LeBannten Pringipien ver analvtijbem Geometrie
(tang w — tang r;*

. ™
sM 1T = ——

(1 + tang w2 (1 4 tg r?)

ober, ba aué frigonometrifhen Grinben
1

cos r?

1 + tang w* = P | tapg 1 —
i 4ee cof Wi 1. 08

und
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Sin (w — r)

/

131[1,;; W —lang r = ———
COS W COS T
ijt,
sin '* ‘= sin (w r)?,
mithin offenbar
5. Sin i’ = sin (w —T),
movaus ungweidentig i = W — r oder
6. W= p ekl

folgt.

Bei der gweiten Bredung iff nun dad Bredyungdtechalinif n : m.  Ddbin ijt, wenn wiv den
Bredungswintel bei diejer Bredung duvd) 1 Lejeidnen,

7. Sinr = — Sin (W — ¥).
n

Feener iff, toie man duvd eine einfade geometvijhe Wetvadtung auf dev Stelle findet, die frigos
nometrifhe Tangente ded 180° nidt -dibevjicigenden Winkels, welden der ausfahrende Strahl mit dev
Ricdbtung dev pofitiven x einfiblieft, oleid

tang (w — 1’).
Somit ijt 3
f tang r + e tang i tang w [ — ¢ tang 1
8. y — = { X — — eglang (w—1")
tang r 4 cot W tang r 4 cot w

bie Gleidung deé ausfabrenden Strahls, Hievaus crfeben wiv, daf, da der Winfel ' eine Funftion
ped Ginfallawintels wnd bded Bredungéerponenten ift, die Ridfung ded ausfabrenden Strabls von der
Gvofje ded brechenden Winfels ded Prisma'd, von dem Einfallwinfel und von dem Bredungderponens
ten abbinat. Da in diefer Gleidung dic Guvofie e enthalten ijt, fo bleibt die Ricdbtung des audfabrenden
Strabld offenbar nidht ungeandevt, wenn dad Pridma, pavallel mit fid felbit, dem jfeablenden Puntte
gendbert ober von demfelben entfernt tich.

Begeichnen wiv endlich ton den beiden 1802 mnidt ubevjfeigenden Winfeln, welde die duvd) die
Gleidhungen 2. und 8. ndber davaferifivten Strablen mit emander Dbilden, Den dem Auge sunddyjt (fe=
genden dued a, fo ijt, wie man Ieidt findet,

1 + tang i tang (w — r)
Cos A = —— — ————— = ¢os (i — w + ),
V{1 +tang i*) (1 + tang (w — %)

mworaus untoeideutio
9 a—i1i—w+71
oder, ba nady 6. w =1 + i’ ift,
9%, a=—i—r4+1r — 1V
folgt. Der Winfel a gibt offendar die Srofe der Mblenfung des einfallenden Strahl@ an.




Il

Die drei - Gleidbungen; . \
! Tl
S GE = S
m
‘. ’ i1 5 IR 3 m. . i
SN T == —&m (W-— 1) = — sin i wb
-""n n
wW=7T4r
veichen i, fowodl den infel a ober die Grofe der Ablenfung, alé aud) den Minfel +* 3u Leredhnen

! n &
fenn 1 und o degeben fink.

Die beiden FBinfel i und ' fteben aber jederseit in cinem folcben Wer:
baltnifi ju cinander, daf, twenn der cine junimmt, der andeve abnimme und

umgefebrt.
| Mach 7 iff namlicy

: A T m H
sin ¥ = — 8in'W €OSr — — COS5.W sin r
Il Il
s o L n /m-‘
ober, ba sin r = — sini, mithin cosr — — —= — gin 12
m m n: ¢
x # - iIIz . s i .
10. sin ¥ = sinw — — s8in i* — ¢os W sin 1.
n,

5] X g '+ A T
Fevner it sin r —=— sin i, daber
m

p m |
SNl = — 5l I
n
pber, weil nadh 6. r = w — i fft,
S m . L s
sin'i = — sim'w.cosi — — cos w sin i’
n n

| - Ay AP
| . SEE A - f/ AT T
Mun ift aber, wel sin ' = — sin 1" ist, cos I'= A B
I m

L ST T TR ¥
- e — —sgin 1’ 2. Daber ift
m n?

haT, : m? LM ¥i1
1. sin i = sin w — — sin r'* — cos W sin 1. ' L7
n? ' ¢
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Ereeicht nun i feinen grofiten MWecth, ijt i == 90°, aljo sin i = 1, f ift nad 10.
: ] p}‘m" :
sin ' = sin w — — | — gos w,
IF™
welder Wevth des Winfels r’ affenbar ein Kleinjies it
Grlangt dagegen i feinen Fleinften MWerth, iff i = o, aljo sin i == o, fo it nadb 10.

A m
SN I = — 8l W,
n

welder Werth offenbar der grdfite ift, den r’ Lefommen fann,
UmyePepet it fiiv den gvdften Werth von ', fir ¥ = 90°, sin ¢ = 1, nacy 11

sin 1 = sin w} —_— I -— CO5 W,

und fiic den Pleinjten MWerth von v, fiir r* = o, sin r* — o,

SNy — — Sin W.

; I
Dev evfte dev beiden Wevthe von sin i it offenbar ein Minimum, der jweite ein Marimum. Woduvd
bie obige Behauptung bewiefen ijft. Sugleich gebt bieraus nod folgender Saf bervor:

Fiiv ivgend einen brechenden IBinfel w cines Prisma ift der dem Gin:
fallswinfel von 90° entfprechende Fleinfie BrechungswvinFel eben fo qrof;,
als Der dem Bredhungswinfel von DO° entfprechende Einfallstwinfel;
und ebenfo der dem Einfallswinfel von 0° entipredhende Brechungsivin:
Fel von Derfelben Grofie, als der zum ﬁitca‘bungémmfel von 0° qebi:
rige Ginfalistvinfel.

Huffecdem aber, daf die beiden Wintel i und  in einem jolden BVerhiltnife fteben, bangen fie
offenbav aud) noch von ver Groffe des bredenden Winfels w ab. Denn foll an der Hinterflide des
Pridmad nod eine Bredung ftattfinden, und feine ZTotalveflerion eintveten, fo davf der grofite Werth
pon sin ' nidt grofier alg. die Ginbeit fein b. i

I

= sm w onidt > L
I

i ; n
obet  sin w nidt > —.
m

1L

2Waé nun den Winfel a, die Srofe der Ablenfung, betrifft, fo ift decfelbe wegen 9. offenbar eine
Tunltion von i und r,  Weil nun nad I o jummmt, wenn i abnimmt und umgefebrt, fo fann man
fiiw Pleine, der MMl nabe Fommende Werthe von i nabe ju
a=r1r —w
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feigen. G8 toird fomif in diefem Fall der Wintel a ju= oder abnelmen, wend ¢ ju=" oder abnimmi.
Da nun aber v’ ju= oder abuimmt, wenn i ab= oder junimmt, fo wird audy ver Winfel a ju- ober
abnebmen, wenn i ab= oder unimmt, immer unter der Voraudjetung Heiner i

Mimme perner der MWinfel i mebr und mebe u, fo nimmt  der Winkel ¢ ab und nabert fidy der

OTull mebr und mebr:  Jn diefem Fall ift ed daber verfiattet =

A =1i—w
a0 fegen.  SWoraus folgt, daf dev FWinkel a fir. tadfende MWintel i, wenn fie nuv et eine getviffe
®yiofe erveibt Daben, mit dem FWinfel i zu= oder abnimmt.

Faffen wiv nun Leidve Falle sufanmmen, fo ergicht fid, daf der IVinfel n bei cinem
fleinen Einfallswinfel mebr und mebr abnimmt, twenn diefer junimmt; daf
er fiiv einen gewifjen Werth von i aufbdrt abjunebmen, mithin fein Mini:
mum fiiv diejen Flevth erveicht, und dafi er nunmebr mit 1 wadhit, bis i die
Grange des WWachiens erveicht bat.

s blicbe nun nody die Bejtimmung des Minimum ded Winfeld a fbrig, welde in Gefannter
Weife, der Wolljtandigleit wegen, biev ibven Plag finden mag. Mad 9. it a eine Funktion von i undr’,
o i offenbar die unabbangige Vevdnderlidhe ift; daber Hat man

da |t dr’
i di’
Fie den Fall eines Minimum ift aber da = o; mithin- ift
dr
0o=14—
di
ober
di = — dr.
Diffecentiivt man nun die Gleidungen
. m e 1 T
sin i = — sin r,sinr = — sin (W — r)
n n
und feiyt
S 2% me : TTNE
CoOs I — v - —_\' "‘-Hl 1' {0‘\1 e - 8In (w el I.):,
fo ift nad gefdebener Glimination dev Diffeventiale
Cos r cos (w — 1)

VI “_1: S V m?
s sinr i

- R Y |
n T n? S W L)%,

welde Gleidung nuv ecfilllt wid durd w = 2 r, aljo r = Jw  Da mun aber w = i’ + r ift,
fo ift aud) ' = § w. Mithin ift

12, P =\ = i w.

R =
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@$ erveicht fomit der ABinfel A feinen Fleinfien Werth, werm » = & ift,
D. b. wenn der Strabl mif den. beiden Durdbichnittslinien der brechenden
Slachen des Prisma’s gleiche IinFel madht.

el nun

S m .

& S50 1= — 810 r
n

und

sin 1 = — sin (w — 1)

=1 g

fo i, wenn r = 4 w, offenbar sin i = sin 1’ ober
1= I"JI -
b b der Winfel A oder die Girifie der Ablenfung, ded Strabls ervveidht fei-
nen Fleinjten erth, wenn der Einfallswinfel und der Brechungsiwinfel gleich
find, Mithin ift nad) 9. fitr den Fall der feinften Bredung allgemein
a =21 —w
=2r —w
Tad nun die Grimge dev Heinften Bredung filv ivgend einen gegebenen bredenden Wintel w ane
langt, fo ift bdiefe offenbar :

T P .
sm1..—:.~:mr=;sm§w nidt > 1,

S, ] il ] m .. ;
woraud man fiic ein Deflimmted w und fiiv einen beftimmten DWerth von — den Grangwerth von i oder r°
I

finden Fann.
IV,

Mady L find die Eoordinaten deg Sdeitels ded bredenden WinPels e, f: ferner find die Coordie
naten ved Ginfallépunttes deé einfallenden Stvabls e, e tg i; daer iff, wenn wiv mit o die Gntfer-
nung biefer beiden Punbte bezeichuen,

olias (f — ft I=

Die Eoorbinaten des Ginfalidpunfed auf der gioeiten bredenden Fldde find

f — ¢ tang-i [ tang r 4+ e tang i col w

tang r + cot w ) tang r + cot w
Begeidnet nun o, bie Entfernung diejes Punttes von vem Scheitel e brechenben WBintels, jo iff
¥ {f — etang i)z ftang r + e tg i cotw A\
" (tangr 4+ cot w)? ( tang r + cot w 55 )
(1 + cot w?) (f —etangi)r (f — e tang i)?
(tang r 4+ cot w)2 o (tang r 4 cot w)? sin w?
2




0

ober, da (I — e tang 0)2 ='g2 ist,

-

0 .
(."_) = (tang r + cot w)* sin w?
&

mithin

%= (tang T 4 cot W) sin W. .«

Nun ift aber

cos(w — 1)
tang r et W= ————

sin w cos r
Daber ift
LA 2 |'1—"-'—_—r—) = &Si.
[ cos T Cos I
Bber

i@ =C0S(W—rT):cosT = cCosi :cosr
Fie v = £ wift alfo
o=y,

V.

Nebmen oir nody einen weiten Strabl, der von dem in I ald Wnfang der Eoovbinaten angenoms
menen lendytenden Punkte audgebt, al8 gegeben an. E$ fei i, fein Ginfallswintel, weldes sugleidy der
90° nidt iiberfteigenbe MWinfel ift, welden dev Stralbl mit den pofitiven x madt, wobel Wiy die B
bingung maden wollen, daff i, > i it Die Gleidung viefes cinfallenden Strabls ift fonad

tie e8 aud fein muf:

¥ = x tang i,.
TWenn nun r, den gu i, gehovigen Brecdyungdtoinfel beserdnet, o ifi
¥ — e tang i, = (x — g) tang r,
bie ®leijung des gebrochenen Strapls, fo twie, wenn v, der Bredungsmwintel an der Pinteeflade iff,
{ tang r, + e tang i, tang w f— e tang i, b
T} ={x——————_¢} tang (W — 1)
h tang v, 4+ cot'w tangr, + cot w y

vie Gleidung des austretenden Strahls. el nun nady der gemadsten BVorausfegung i, > i ift, o
it nad IL offenbar v,/ < r', mithin tang (w — 1) > tang (w—r'), woraué offenbar folgt, e
Bie duvd die beiden ®leidhungen 8. und 14. davgejtellten austvefenden Stvable divergiven.

Betvadyten wiv ferner die beiden austvetenden Steaflen ald einfalfende und umgetebrt, baben wie
alfo den Fall, dafy gtwei einfallende Steablen convergent find, fo evaiebt fid fofort, daf diefe nad dev
Bredbung ebenfalld -convergent find.

@3 bleiben fomit divergivende Strablen audh nach der Brechung diver:
qent, foiwic convergivende convergent. g
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Dehmen wic endlih in dev Wre der v einen gweiten firablenden Punkt an. Die eine Coordinaten
beffelben fei b, die andeve iff naticlidh gleidh SMull. Bon diefem Punbte gebe ein dem durdy die Glei-
dung vy = x tang i niber Beseidhneten Strable pavalleler Strahl qus. Seine Gleidung ift

y — h = x tang i,
bi¢ Coorbinate ded Einfallspunttes find fomit
e, h + e tang i,
Die Gleidbung ded gebrodenen Strabls dafer
: Y — b — e tang i = (x — e) tang 1,
fo wie die Gleidung ded ausdtvetenden Strabla
ftang r 4 (h 4+ e tg i) tang w { f— h— etang i

i F = — — ¢ ¢ tang (W—r,).
tang r 4+ col w tang r + col w } g '

Diefer Strabl bleibt fomit dem exfievn auf feinem gangen Wege pavallel.
Daber bleiben parallele Strablen offenbar auch nach der Brechung cin:
ander parvallel,




	[Seite]
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11

