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Determinationen s Dreiedsanfaben,

iBei der Behandlung planimetrifcher RKonfteuttionsaufgaben in
den oberen SKlafjen eined Gymnafiums wird in der Regel das
Dauptgewidyt auf eine einfadje Konftruftion und einen itreng durdy-
gefiibrten Beweis gelegt, allenfalls wird nodh eine fHare Dar-
jtelling dev Analyfis angeftrebt, dev legte Teil dev Aufgabe aber,
die Determination, wird Hanfig entweder gany vernadjldffigt ober
wenigftend nur gang fliichtig befprochen. Unbd boc) Dietet gerabe
ein grindliches Cingefhen auf bdie Grenzen, innerhalb deren bie
Auflbfung gerade noch) miglih ift, dem Lefrer ein wertvolles
Meittel dav, bei feinen Schiilern die Crfenntnis ves inmeren Bu=
jammenBanges der gegebenen Stiicke und damit das mathenatifche
Berftindnis u jordern. Wenn man den Schiiler beranlaft, Schritt
fiiv Schritt die Konjtruftion zu verfolgen und bei jeder Linie, die
gezogen ijt, u prifen, ob fie ficd) unter allen Wmitinden ziehen
lift, und ob 2 Linten unter allen Umitdnden einen Durchihnitta-
puntt ergeben ober nicht, fo wird er nach furzer Wbing meift im
Stande fein, die allgemeinen Bedingungen fiir die Moglichteit ober
Unmiglichfeit der Lofung angugeben. Wihrend man fih mum in
oen unteren Rlafjen meift mit gang allgemeinen Angaben iiber die
Logbarfeit einev Aufgabe begniigen muf, fommt e in Ober
Sefunda und noch) mehr in Prima, wo die RKenutnifie namentlich
i der Trigonometrie umfafjender und ficherer gerworden find, gang
befonders darauf am, die als notwenbdig und hinveichend erfannten
Bedingungen fiir die Moglichfeit der Lifung in mathematijcher
Form audzufpredhen, diejenigen Begeidjmungen, die noch) unbefannte
Grisfen enthalten, durd) die gegebenen Gtiicte audzubriicen und




sulebt da3 NRejultat in eine Sdhlufformel zujonunen zu dringen,
it weldjer ba3 Verhaltnid einer bder gegebenen Grofen zu den
itbrigen ausgejprochen wird.

Da zur Konjtruftion von Dreteden immer 3 von einander
unabhingige Stiide gegeben fjein miiffen, o hat man in dex
Defermination bdie Beziehungen Ddiefer 3 Stiife u einander Fu
unterjuchen, am bejten fo, daf man 2 devjelben ald unverdnderlid)
Detvachtet und Dad Ddritte al8 veviinderlid). Welde von ben
3 Grogen man ald verdnderlich angujehen Hat, ift im llgemeinen
nicht von Belang; in der Hegel wird man wohl diejenigen beiden
Gtiice, bdie am nddhften zu einanbder gehirven, ald unvevinderlic)
sujammenfafjen, 3. B. in der Wujgabe u, v, w bie Deiden erften
Abjchnitte, oder bei a 4 b, y, h die Seitenfumme und Dden ein-
gejchlofjenen Winfel. Hauptjadhlich aber wird man ficd) hier wobh!
von dem Oefichtdpuntte leiten laffen, dafy die Schlufformel in
miglichjt einfacjer Geftalt auftveten joll.

Sn ben folgenden Bldttern {ind bdie Determinationen zu einer
nzahl leichter und befannter DreiedSaufgaben entwidelt, wie fie
in den oberen Gymnafialtlafjen bfter ur Bejprechung fommen; bdie
Sdlupformeln find groptenteild in Aufgabenjammlungen (wie
Meartus und Hoffmann) beveitd vervffentlicht, fodaf alfp ein An-
fpruc) bavauf, bafy Neued geboten werde, nidht erhoben werden
fonn. Do die Determination angeben foll, unter welden Be-
dingungen die Konftruftion audgefiithrt werden fann, fo exhellt die
Notwendigfeit, jeber Determination exft die Konfteuftion voraus-
sujdicen, wdhrend Unalyjis und Beweid dafiiv nidht in Betvadt
fommen. JIm AUnjhll an die Determination {ind jedesmal nod)
eiige  Dejondere $Fille Dejprochen worden. Jeber SLefhrer Dder
Mathematif wird namlid) wohl die Crfahrung gemacht Haben, dap
eingelre Schiiler bei jorgfiltiger Ausfithrung der Jeichmung redht-
winflige oder gleidyjhentlige Dreiecte evbhalten und nun iiberzengt
find, baf ba3 bei ber betr. ufgabe immer der Fall fein mup.
Jch bin daber der Unficht, dafs eine Entwidhung der Bedingungen,
unter Ddenen bdiefe befonberen Fdlle eintreten, nicht nur gropes
Jnterefje haben, jonbdern aud) fiiv bie Forberung der mathematijchen
Crienntnis der Sdiiler von grofem Werte fein mu. Da Dbie
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- Ubleitung diefer Vebingungen Haufig i engem Sujammenhange
mit Der trigonometrijden Auflbfung bderfelben Wufgabe fteht oder
wenigftens durd) Benusung derjelben wefentlich vereinfacht werben
fann, fo {ind Dev Befprechung Dbiejer bejondeven Fille noc) bie
notwendigiten Fovmeln der trigonometrijchen Lbjung vorangeftellt
worden. m Dden innigen Bujammenbhang Dder Planimetrie mit
ver Trigonometrie davzulegen, ind Dei einigen Beijpielen die in
der Determination entwidelten Fovmeln aud) noch aus der trigono-
metrijden Lojung befonderd abgeleitet worden. Sdlieplich ijt fiir
jede Aujgabe noch ein Sabhlenbeijpiel bevechnet worben, weldes
m‘fcﬁ pie jamtlihen bejonbeven Fille umfapt und zu trigono-
metrijen jowie zu planimetrijhen Unufgaben benubt werden fanm.

Was die Bezeihnungsweife anbelangt, jo ift zu bemerfen,
2af AB = ¢ al8 Grunbdlinie gewdhlt ift, und bdaf bei allen
Linien, die nad) AB geridhtet find, der Jndex ¢ weggelafjen worben
ijt, jobap aljo die Grifen h, t, w joviel bebeuten wie he, te, We.
Wo die Seiten a und b fid) unterjdjeiden, ijt immer a al8 die
grofiere gewdhlt worden, und entjoredjend natiivlich bdie bavon ab-
hingigen Grden @, p, u groper ald £, q, v. Ju der Figur,
bie filv die meiften Aufgaben benupt wurbe, ift CD bdie Hibe,
CF Winfelhalbierende, CE Mittellinie, M Mittelpuntt ded Jukreijed,
N ber besjenigen SRreifed, der die Grundlinie von aufen bevithrt,
O Mittelpuntt Ded Umtveifes, JK derjenige Durchmefjer ves lepteren,
der auf AB fenfredit jteft, MG und NH | AC, ML L AB u. {. w.



1.

Gin dreied ju fonjivnicven aud einer Seite, der ugehovigen
Hohe und dem gegenitberliegenden Winfel.
©egeben ¢, h, y.
Honfirnktion.

Wean bejdyreibt itber ¢ = AB al8 Sehne den RKreid, der £ y
al8 SPertpheriewintel fafst, zieht zu AB im Abjtande h die Pavallele,
dpie den Krei3 in C (Cy) trifft, verbindet C mit A und B, fo ijt
A ABG bag verlangte.

Betermination.

Crrichtet man in der Mitte E von AB da3 Lof, bid e3 Ddie
Peripherie in K trifft, fo ift offenbar die Lojung wunmibglich, wenn
h > EK ijt, weil it diefem Falle die Parvallele 3u AB den Kreis
nicdht treffen famn. Jft h = EK, fo Deviihrt die Parallele bden
Qreid in K, Punft C fallt mit K jujammen, dad entftehende Dreiect
wird gleic)jchentlig. Jjt endlich h << EK, {o ergeben {ich) 2 Scnitt-
punfte C und C; der Parallelen mit dem SKreife, die beiden der
Aufgabe geniigenden Dreiece ABC und ABC, find fongruent und
liegen jymmetrii) 3u EK. UWm EK zu bevechnen, verbinbde man
Kmit A, jo it £ AKE = y/, folglid) EK = c), . cotg y). ©o-

0
cotg y/ ift, 1 Lofungen.

mit giebt 8, je nacdhpem h =
o 2

b
2
Trigonometrifd)e Lofung.

Aus 2 F = ab sin y = ch folgt ab = % Aug bem
Cofinusja ergiebt fich:
2¢h

a2 b‘.’, — CZ 2 ab A — C'-’- —_ Q Ay
+ + cos ) - T oS )
2 ab = 2 ok
sin y

emmal abbdiert, dann jubtrafiert:




08 Zch , ; 2ch.2cos’yh

(Bt sm v e e e Gk 2 sin y/, €os yl
= ¢’ 4 2 ch cotg y/),,

SR ch 2 ch . 2 sin® y/,

(a—h)——c——smy(l—cos;)_c 25111y/cosy{

= ¢ — 2 ch tg y..

Gonbert man in beiden Gleichungen auf ber rechten Seite ¢?

al@ gemeinjanen Faktor ab,

a0 2h
febt E"l cotg yh =g 1, —tgrh=

sin® ¢, unbd zieht bie Wurzel aus, jo folg

a+b=vc{d+tg 1) = c/cos A.
a—b=vc (1 —sin’¢)=c. cos g.

Befondere Lille.
1) Goll a =D fein, fo ift (@ — b)* = 0 = c* — 2 ch ig y,
i woraus ficd) der Grenzfall der Determination h = % . cotg p/a

ergiebt.

2) Jjt @ = 90°, jo withb AC =h, aljo h=c . cotg y.

3) Soll a = c jein, o folat ausd dem rechtwintligen Dreiect BDC:
h = a sin = c sin §; da aber in diefem Falle a = y ift,
o it f=2R — 2y, mithin sin g =sin2y, folglid)

¢ =1701, y = 60 . 28 . 26.
h cly . cotg y)a c.cotgy c.sin2y |<<chcolg yf
1459, 12 963,38 1458,8 1354,28

y) 59 . 45 . 47 [ 54.20. 49 b9 .45 .37 | b8 .49 .31
(7 9% 54.20.49| 89.7.16 | 74.27.0
a 1688 9 1954,88 1701 1871

b 1688,9 963,38 1676,58 1415

a b9 . 45 . 47 90 60.28.26| 73.9.14
B 59 .45 .47 | 29.31.34| 59.3.8 | 46.22.20




2.
Gin Dreied 3u Tonftruieven aud civer Seite, der ugehovigen
WMittellinie und dem gegewiiberliegenden Wintel.

Gegeben ¢, t, 7.
HKonfleuktion.
Man eidhnet AB = ¢, {hlagt Dariiber al3 Sehne den Kreis,
der y al8 Peripherviewintel fapt, und um die Mitte E von AB den
Bogen mit t, der den erften Kreid i C und C, trifft.

Determination.

Berlingert man dad Mittellot auf AB, bid e8 den Kreid n
K ftrifft, fo ift die Qojung unmdglid), wenn t > EK ift. Wenn
t < EK ijt, jo erhilt man 2 Scnittpuntte G und C; und infolge
deflen 2 fongruente Dreiecfe, die fpmmetrijh zu EK Legen. it
t = EK, fo fallen bie Sdnittpuntte C und C, zujammen, das ent- _
ftehende Dreiect wird gleidhjchentlig und Hat von allen Dreiecen, '
die daffelbe ¢ und p befigen, den griften Flicheninhalt. Da EK

= —02- cotg yl, (wie in Uufg. 1), jo lautet die Bedbingung fiiv bie

Miglicheit ber Lofung:
s 9
Je nadhdem 2 t = colg ), giebt e3 1 Lojungen.
2]

]

Trigonometrifdye Loung.

2 2 2
63 ift @ b=2t 4o =%
pire o ol i _tz i
unbd nad) bem Cofinusfas: 2 ab = Ea b G2 i
cos y 2°cos y
abbiert:
,__4t'cosyf-c*cosyf4ti—c?  4t*(14-cosy)—c*(1—cosy)
(a+b)'= i =
2 cos y 2 cos y

__ 4t cos’yh —csin’yly 4t cos’yh [ et yfg)
£ cos y R T T o v R ) [




jubtrabiert: ;
4cos y4-c’cosy—4t°4-¢®_ c'(1-4-cosy)—4t(1—cosy

a—Db)'=— &

( ) 2 cos y 2 cos y
__c’cos’ yy — 4 ¥ sin® ylp _ c?cos’ y), ( i 4 t* tg? yfz)
=3 oS y T cosy c ;

Bur bequenteven Ausfithrung der (ogarithmijhen Ausvechnung

i o : S c : 2t
fithet man Hiilfswintel ein: sin 1 = X g yh, sin g = = tg oo,

Dann ergiebt fid): a - b = 2 t cos y}, cos 4
v cos y
a—b=c.cosyh.coseq

vV cos y

Befondere Fille.

1) §iir a = b witd t = CE L AB, mithin aud ‘A ACE:
t = ¢/ . cotg yl, der 2t = c.cotg g/, — wie jhon ausd
der Deterntination befannt.

2) BWird a = 90°, o folgt aug dem vecdhtwintligen Dreie CAE:
c'.’.
e 2
4 SN
und aus A ABG: b = ¢ . cotg 7,

folglid) t* = CZ + ¢’ cotg? , aljo 4 t* = c* (1 + 4 cotg?® y),
mithin jhlieRlih 2t =c . v 1 4 cotg? 5.

2

3) ©oll a = c fein, jo geht dad Datum a*> + b* = 2 2 | %

fiber: i 2t = % —+ b?; fillt man die Hohe von B aus, fo

ergiebt fid) aud eimem der beiden daburc) Dergejtellten vecht-
winfligen Dreiede: b = 2 ¢ cos y, demnad):

2=+ 4ccos’y, 4tP=c (14 8cos?y),

C2
_é .
2t'=cv 1-F8cos’y.
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c=3b6790, y=171.56.9

-

2t |c.cotgy)jev 144 cotg’y|c.v TF8cosy|< eV TF4cotg?y|<c.cotgy)s

R TR | o~ |

24659 21366 23802 19876 21875
31.46.39] 37.25.50 | 33.3.51 40 . 47 . 43 36 .25
90,0.0| 60.2.50 74 . 51 b3 .42 .33 |62.30.35

30468 37646 35789,3 37264 37591

30468 11674 221947 6476 13579

3

Gin Dveied ju fonjtruieven and der Diffeven; jweier Seiten, dev
oritten Ceite und dev su diejer gehorigen Hife.
®egeben a — b =d, ¢, h.

Fonftruktion,

1) Beidne AB = c, jdjlage Daviiber al3 - Durchmefjer cinen
Dalbireis, trage in diejen d = BP al3 Sebhne ein, fille PQ | AB,
ervidite 2 h = AR | AB, verbinde R mit Q, {hlage um B den
Sreid mit BP, er treffe RQ in S, ziche BS und ervichte auf RS
bag Meittellot, weldhes die Verlingerung von BS in C treffe, und
verbinde C mit A.

2) Beidne AB = c, Dalbiere e3 in E und verltingere e um
BE big T, jdlage um T einen Halbfreis mit d, dex AT in U
und V jdneidet; ervichte auf AB in E a3 ot EW = h, ziehe
UW und VW und zu bdiejen bie Pavallelen durd) T, welhe EW
in X und Y fjdneiden, halbiere XY in K, lege den Rreid durd)
K, Aund B, und 3iehe durc) W zu AB bdie Parallele, weldje den
Rreid in C {dneidet, verbinbe G mit A umd B, jo ift A ABC
pag verlangte.

Determination.

Die Lofung ijt immer mbglich, jo lange, was jelbftverftindlich
iit, a—b <c ift. ©3 giebt immer 2 fongruente Dreiecke, die
ju EK fpmmetrifd) liegen.

54.1.55/ 90.0.0 [ 660 98.9.23 86 .55.13
D4 1. 55|E8 5 3N il W36 e A 9.b64.28 21.8.38
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Trigonometrifdye Lofung.

1) Da in der 1. Konjtruftion CA = CS = CR ijt, jo ijt

£ ARS = y|,, folglich im vedytwintligen A RAQ: tg y/, = AQ/AR;
2 =y 1

mn ift AR =2h, AQ=¢ —BQ =c¢— d’c = i __E
ol g2
S cha

2) Mud dem vedytwintligen Dretect AEK (Ronftvuttion 2) folgt
tg yh = ¢/2 EK, 2 EK = EX + EY;

jomit tg y, =

E{“:E_T:L EX — ch

EW T EV " ofa cFd

%:%:ﬁ E=(f_1d
QEK_E-?EET,
terh= "5

3) Diejelbe Fovmel [apt Jich aud) ohne Benubung der Kon-
ftruttion vein trigonometrijc) folgenbermaBen fHevleiten:
Crweitert man in der befannten Formtel

tg 3’,'[2 — L

ben Radifandusd mit 16 (s — a) (s — b), jo folgt:
_A4(—a)(s—Db) 2(s-a).2(s-b)_(c—atb)(cta-b)

871y sG-a)(-b)(5_¢) 4T 2 ch
e dicatid). uelissid]

2 ch TG

Befondere Fille.

1) Se nacidem y % 90°, alfo 7, Z? 45, ift tg ) % 1, aljo

aud) Der in Der trigonometrifhen LWjung entwidelte Wert




i
=

ch
woraus fid) die Bebingung ergiedt:
< c—d

Eas =
Se nachhenm h = ity = 90°.
oe nadybem 1> iﬂ.’/< 0

2e

i

2) Wenn « % 90° ijt, o ift «a — 8 i y, und aud
sin ——*= z sin y/o; da nun nad) der Mollweidejdhen Formel

LR €oS ¥/
5 |
ijt, jo ergiebt f:cf) oS /s Z_ sin y/,, aI]D d 2 tg yh. Crfest man

bierin tg y, durd ‘mu allgemein giiltigen, nbmt hergeleiteten Wert

2 2

o ¢ 0 flat
d = e —id?
=it ey alfo jdlieflich:
& e el Mo
Je nadidem h it it a = 90",

3) Goll a = ¢ fein, alfo a =y, fo it =180 — 2y,

el gane @B B b e B e 8
a— f=3y— 180", ¥ B 90", sin DB cosz/
= — 4 cos’ g, +- 3 cos y), folgli) nach) der oben Demupten
Meollweidejchen Formel:

) / d
3 cos y/, — 4 cos® y), = PR 2

3 — 4 cos’yh,=dlc, 4 cos’) e_S——dfc— E,
cos’ y/. ¢ = d in? 1 cos? yfy = - ¢hi d
Bl e p =1 — cos? y/, = T
. Aoty TAET
D. Div.: tg? Yas s e e 316 &= di
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Gept man diefert Ausdbruct dem fiir jeded beliebige Dreiect
nadygewiefenen gleic, jo folgt

Vc+T_c9—c13

e —Td e G
¢’ — ¢? 3ec—d
h— — ,
e c-|d

[Dbcr aud) h = -‘3——2—0—q V Bec—d) (c+ di_]

a—b=d=160, c = 843

c¢?—d? c?-q? cl—d? c2—d? pa—=dic et dal el ot A
B 2e S 24| T 2e ([ 2e | 2d |0 24 [ 2oV G OCHD
703,15 40631 | 360 | 214076 | 3600 624,45
a| 69.26.7,5 [52.42.46,5/48.46.21/90 . 0. 0loa.25.54] 66.6 .9
B|50.31.18,5(37.17.13,5(34.18.39(68.30.22/72.41.22| 47 . 47 . 41
7| 60.2.34 |90.0.0 (96.55 [21.29.38/12.52.44| 66. 6/ .10
a 911 670,7 | 638,66 [2300,75|3770,75 843
b 751 510,7 ‘ 478,66 |2140,75| 3610,75 683
4,

Gin Dreied u fonjtruieven au Dder Differens jweier Seiten
und den beiden Qihenabjdnitten anf dev dritten Seite.

Gegeben a — b =d, p, q.

Aus dem Datum a* — b* = p* — ¢ folgt (a + b) (a — b)
=@+ @) . ( — q), davaus evgiebt fich folgende

HKonfteukiion,

Seidne BP = d und trage auf derelben Geraden p — q

= BQ ab, trage davan unter beliebigem Winfel p 4 q — BR,
siehe PR und dazu die Parallele durd) Q, welche die Verlingerung
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von BR in S jdneidet; bejdhreibe um B mit BP einen Sreigbogen,
der BR in T trifft, halbiere ST in G und bejdhreibe um C mit CT
und um B mit BR Rreidbogen, die fih in A jdymeiden, ver-
binde A mit B und C, fo geniigt A ABC bder €ufgabe.

Betermination.

Dividiert man die sur Analyfis benupte Gleichung (a-+b)(a —b)
=@+q@E—qduda+t+b>p4qfofolgta—b<p—q.
Gobald biefe Bebdingung erfiillt ift, [Gft fich) dag Dreied immer
fonftruieren.

Befondere Lalle.
1) Um 3u entjcheiden, unter weldjen Bedingungen £ y % 90°

ift, fann man vom Cofinusfah audgehen:

2 ab cos y =a’*+ b*—¢?,
2ab (1 — cos y) = c* — (a — b)?
oDer 4 ab sin® y), = (p + q)f — d*.

Um da3 Produft ab zu eliminieren, quabrieve man a + b

p? — g ] .
=g umd a —Db=d, und fubtrahiere, fo folgt:

Bap=t & e ) 4
d? i

Cingejet und mit d* multipliciert:
[0 — @) — '] sin® yp = & (p + q)* — ' .

Se nadydem mun y % 90°, ift sin® y/, =1

=3 fomit

T PO e l<9 204
o —ar—¢] 1S e+ g —a

s folgt: d'—2a* (0 + 9 + ' — P S0
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*Zo+0—Ve+o—e—a
=@+ a9 —20+ 9 Ve,

endlidh): Jenadgbem d \/p +q.Wp — V), it = = 900 .

Anmerfung. Fiiv den Gremzfall y = 90° cr[]filt man ein-
fadjer: nad) Pythagoras a* 4 b* = (p 4 q)* = 13 T2pq-+-q’,

und nad) dem Datum: a> — b? =p’ =
a’ =p'+pq,
b? =" F'pq,

affo a=vpO+9q, b=vVaq@-+Fq, durd) Subtrattion:
a—b=d=vp@+9)—VapP+9)=Vp+qVp— V.
2) BWenn a = ¢ fein foll, jo ift BC =p 4 q. Nad) Kon-
feuttion ift BG = d + % ST = % d % BS; ferner ift
BS =21 folgic
phg—tapRod, $HP g

d*—2d @+ 9+ p — =0,
d=p+q—Vo+o —pPF,
d=vp+q[Vp+q—Viq.

3) giir b = ¢ erhdlt man entjprechend:

¥ — gt — d?
p+q=" 2[-3—_

*) Jit aligemein (x — y)® > z2, jo ijt nur danm x —y > z, twenn
X —y >0 dagegen x —y < z, wenn x —y << 0. Hier liegt der leptere
Fall bor.
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d=—0p+9+VvV2p0+9-
d=vpF+aqv2p—vVp+d].
p — 225, q — 64

>yp+a.|=vpta.| =vr+a. | =vp+a.
a—b=d| (/p—v®| VP—VD|(Vp+a—V 20| [vV%—vp+al
130 119 96,667 71,6243
a 243,9583 255 288,999 360,625
b 113,9583 136 192,32 289
a |bb.47.54/61 .55 .40 70.33 .48 | 77.12.20
B o9l 4] 28 .4.20| 38.52.24 | 51.23.50
y 1101.31.6 90.0.0 ] 70.33.48 | b1.23.50

5
()v
Gin Dreied su Tonjtruieren aus ciner Seite, der Difjerens der
Peiden andern Ceiten uud dem Radiud ded cingejdhricbenen
Kreijes.
®egeben a — b =d, ¢, o.
Honftenktion.

Marn Halbiert AB = ¢ in E, trdgt von E aus auf EA bdie
halbe gegebene Diffeveny dl, =— EL ab, errvichtet in L dad Yot
LM = o, befchreibt wm M mit ML den Sreid und jieht an diejen
bie Tangenten von A und B ausd; begeihnet man deven Schnitt-
punft mit C, jo ift A ABC dag verlangte.

Betermination.

Die Konftruftion (GHt fid) ausfiihren, jo lange die von A und B
an den Rreid gelegten Tangenten jo fonvergieven, daf fie Den
Rreid einjhliefien. Vetrachtet man Ddie beiden gegebenen Strecten
cund d ald unverdnderlich, fo bleibt die Lage der Punfte £ und L
auf der feftgelegten Strecfe AB unvervindert. Lat man mun die
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britte Strede o allmdhlig tmmer grofer werden, fo entfernt fich
der Puntt C immer weiter von AB; [hat o eine gewifje Grife
erveicht, fo werden bie Tangenten pavallel, und Puntt C liegt im
Unendlichen. Wdd)jt o nod) iiber dieje Grenze hinaus, o fon-
vergieren Die Tangenten nacd) ber entgegengefebten Seite, bder
RKreid M wird dbamn nidht mehr Jnfreig, jondern Anfreis.

Sind im Grenzfalle die beiden Tangenten einander parallel,
fo ziehe man den Veriihrungsdurdymefjer XMY; dann entfteht ein
Trapez ABYX, in weldem E und M bie Mitten der nichtpavallelen
©eiten {ind, ihre Verbindbungslinie EM ift demmad) gleid) der

halben Summe der pavallelen Seiten: EM = % (AX + BY). Da

1

mun AX — AL und BY = BL, o ift EM = 5 AB = -, fomit

L

==,
worausd 4 o> = ¢ — a* und endlich 2 p = /¢ — @ folgt. Wird
2 o griBer al3 diefer Wert, o divergieren die beiden von A und B
aud gezogenen Tangenten, with 2 o fleiner, jo fonvergieven fie,
die Bebingung fitr die Moglihleit der Lojung ift alip

o< VicE— %

) ol o

it Dent Grenzfall in A LME: ML? — ME?> — LE? obet o° —
3

W den Grenzwert20=vy/ ¢’ — d* oder o= V(%r_ (g)z

Teicht u fonftruieren, erfege man den Rabdicandug in dasd Produft
= g, C—;—d, fo. ift ke biefen Sall o bie mittleve Porportionale
c+d
2
AB al8 Durdymefier den DHalblreid und ervidytet auf AB in L ba3
Lot, dbag bden Halbfreid in Z treffe, jo ift LZ ber Grenzwert, den

o nicht evreichen Ddarf.

U

— BL unb C—_“Z——d — AL. SKonfteuiert man daber iiber

Trigonometrifhe Lifung.

4 I e 0 20
t = e - = = — 3
J s—a e¢—dad’ .tgz s—b c-d

ol e
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Befondere Fille.

1) Siir y = 90° with o =5 — ¢ = ;a_+_-1;;c, affo

2.0 =a+b —c. Hievin ift die UMnbefanmte @ 4 b durd) die

gegebement Gripen audgubriiden.  Nach dem Pyth. Lehriape er-
pilt man: a® 4 b* = ¢*; buvth) Quadriernng von-a — b= d jolgt:

a? —2ab 4 b*=d
9.ab= ¢’ —d?,
a4 2ab F*=2¢— &,
a4+b=v2c —a,

mithin 20=V2c—d —c.
; — —d
2)%&1:«-:900'{13':‘5‘0@:5#3.:6 ;+b=02 :
alfo 2p=c—iu.

3) %ﬁrazciita—b:c-—b_——d, alfo b =.c¢ —4,
fog[ic‘f]25=2'b—{-c-—-d.=3cfd; fertter's — a =38 —C
=a———+b_c=h=?—_—§,nxtbs——b:a_bﬂ:c—_—'_—d.

2 2 2 2 2
Somit geht Ddie allgemein giiltige Formel

o= V B Pl _s D) & =9 jifer -n

 VYe=d'ct+d
Q‘V.4@c—m

i) ohd
ober 20=:c d)'l/3c—~d'
4) Fiv b = c exhilt man dhnlid

29=@+®V£i%.

r
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a—b=d=24 c=123.

—(c—d).|=(c +d).

=42 ——¢| =c—d V_c'ﬁr_i'l‘ c—d | <y eP—a®| =y cT—a?

20

Qh 24,642 49,6 dc—d 3c—+d 38,6267 60,318
32,3115 36,89

a 98,142 327,2 123 147 159 AC|BC

b 74,142 303,2 99 123 135

a | bZ.bbH.bo 90. |66.16.9|73.23.24|75.556.50(101.15.4

f| 37.4.10 |67.55.6/47.27.42;53.18.18|55.26.44(78.44.56

Y 90 . 22.4.54|66 .16 .9|53.18.18/48.37.26| 0.0.0

6.

Gin Dreied ju fomjtruieven aus ciner §ohe, der Difjevens dev
purd) jie aunj der jugehovigen Seite hervorgebradhten Wbjduitte
uwnd ver Differens der Winfel, die diefer Seite anliegen.

Gegeben h, p —q=24d, a — g =2.

Fonfteuktion.

Beidne BP = p — q = 2.d, bejdjreibe Daviiber al3 Sehne
den Rreidbogen, der « — f =0 al8 Peripheriewinfel fafit, 3iehe
su BP im Abjtande h eine Parallele, welde den Kreid in G
fdjneidet, jhlage um G mit CP einen RKreidbogen, der bdie Ber-
langeruntg von BP in A jdjueidet, verbindbe C mit A und B, jo
geniigt A ABC ber ufgabe.

Bretermination,

€8 fommt davauf an, dafy die 51 BP gezogene Pavallele den
Sreig diber BP trifft, wag nur dann der Fall ift, wenn h nidht
fletner ift al8 dag auf Der Mitte von BP big zum SKreife er-
ridhtete Lot QR. Jft h = QR, fo fillt C mit R zufammen und
A mit B, bag Dretedt redusiert fich alfo auf die Strede BC. it
h << QR, fjo f{dmeidet die Parallele den Kreid in 2 Punften.
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Benupt man zur ferneren Qonfteuftion den red) von QR liegenden
Punft C, jo fillt A rehts von B, €3 ent{teht ein dem erften
fongruented Dreiect, in weldem nuv pie Gcen A und B vertanfdht
find, fo dafp audh) 6 =p —a ift. Berbindet man R mit B, o

iit £ BRQ = 8}, BQ = P—;‘_CJ — d, alfo QR = d cotg d)»;

pemnad) fann die Aufgabe nuv geldft werben, e
h <~ d cotg ) ijt.

Trigonometrifdye Lafung.

Sn jebem Dreiedt ift cotg f = p/h, cotg @ = g/, folglich
i _p—q_?ii_cosﬁsinaAcosasinﬁ__Q_q
cotg p—cotga="=—o—="p sin a sin S

Da der Jdhler = sin & ift, jo folgt ievaus:

CIRNIS f’ h.sind
asinfj=—53 -
2d

Multipliziert man diefe Gleicdhung mit 2 und jubtrabiert fie
o1 cos a cos B - sin a sin g = cos 9, fo folgt

cos @ cos i — sin a sinﬁ:coséﬁ}%n—(s.
Die infe Seite it = cos (@ + f) = — cos y, demnad)
ergiebt {id)
Bt 3010
cos;J:E.smé—cosa.
Set man hjd = tg 4, fo folgt
0057:tgisin«5—cosézﬂ_w
cos A
GUnL |
s JL cos (180 (2 4+ 9]) !
cos 1
cos (4 + 9)

ober einfacer: cos (@ | p) = —cosy = cos 2




21

Befondere Fille,

1) Grrichtet man auf BP in P dag Lot, bid 3 ben RKreid
in S jdneidet, jo wird a = 90°, wenn h = PS Wwird, Denn dann
fallt C mit S und A mit P zujommen. Berbinbet man S niit B,
foift £ BSP =6, bemmad) PS =h=2 d cotg 4. Jjth>2d cotgJ,
fo witd a > 90"

2) Soll y = 90" fein, fo wird AB Durcjmefjer des U=

=

freifes; verbindet man Dem Mittelpunit O Defjelben mit G und
it CD L AB, fo it £ OCD =4 und DO =E""A—4q,

folglich h = d cotg & (alffo Halb fo groff wie im vorbergehenden
Falle). Ift h < d cotg 6, fo ift y = 90"

3) Wenn a = c, aljo @ = y wird, jo ift 2 a 4 g = 180",
und da a — f =0 gegeben ift, fo folgt a = 60" o ‘s 6 und
B =160 — %, 6. Da nun cotg # = p/h, cotg a = qfh, o evgiebt
fich, wenn man a und B durc) die oben Devechueten Werte aus-
driict und jubtvabiext:

cotg (60 — % 8) — cotg (60 -+ s ) = 2 d/h,

sin (60 /s 8) cos (60 —7; §) —cos (60 + 'y 8) sin (60-—2,8) _2d

sin (60 — 7 0) . sin (60 + s 6) R

Der Bihler der linfen Seite ift sin &, demnacd) folgt die
Bedinguing

__2dsin (60 — % 9) sin (60 + '/, 9)
i sin 0 '

h

Dritckt man sin (60 — %5 §) durd) den halben Winfel aus
und beachtet, dap 30° — Y5 & Ddas Komplement zu 60° 4 s ift,
jo geht Die Fovmel iiber in

e 4 d sin (30 — 'f; 9) . cos® (30 — [; J)

h BT
sin o
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p—q=2d="1532, ¢ —f=950=17.3b.18.

= d cotg d/s| = d colg 6 | << d cotg & |=2d cotg 6|> 2 d cotg é|=4dsin (30—"[36)...

243433 | 1188,03 495,6 2376,06 2400 1697,7

0 90.0.0 [123.45.6(17.35.18(13.29.20 65.51.46

198.47.39|53.47.39| 36.55.6 | 90.0.0 | 92.2.59 65.51.46

81.12.21(36.12.21|19.19.48\72 .24 .42,74.27 .41 48.16.28

246333 | 2011,27 | 1497,24 | 24926 | 2491 2974,

2463,33 | 1472,34 | 825,07 | 2376 | 2401,5 1860,3

0 2492,6 | 3033,7 | 753,2 | 5814 2274.17.
7.

Gin Dveied st Tonftruieven and der Summe Fiweicr Seiten, dem
vort ifnen cingejdlofewen Winfel und der gur dritten Seife
gehivigen Hohe.

Gegeben a +b =m, y, h.

Honfiruktion.

Man zeidne AD = 2 h, trage daran in A einen Redhten und
inD £ 90° — 7/, an, bie freien Schentel mogen jich in E {dhneiden;
ihlage itber AE a3 Durdymefier einen RKreid, trage auf AD bie
gegebene Stree m — AT ab, ziehe von F in Den Kreid den
Durchnefier FLG, jhlage um den Mittelpuntt M des Kreifes einen
Rreigbogen mit MF, der die Berlingerung von EA in B tvifft,
und wm B einen Bogen mit m*), der ED in H trifit, verbinbe
H mit B und A, erridite auf HA bdad Wittellot, dag BH in C
trifit, verbinbe C mit A, jo ift A ABG das verlangte.

Betermination.

Die Lojung ift nur mdglich, wenn der Kreid um B mit m
bie Gerade ED trifit, wenn affo m nidyt fleiner ift al3 dag von

*) 9enn man m micht abfheben will, fo Eamn man von B ausd eine
Tangente an den Rreid M ziehen und mit diefer ben Bogen um B jdlagen,
ba fie gleid) m ift.
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B auf ED gefiillte ot BJ. Jft m > BJ, jo giebt es 2 Sdnitt-
puntte H und H,, demnad) aud) 2 Dretecte, die fongruent find und
fymmetrijch su dem auf AB ervidjteten Mittellot fiegen. Jjt m = BJ,
jo fallen bie Schnittpuntte H und H,, folglic) auch die Cefen C und G,
sufammen, 8 giebt alfo nur ein Dreiect, und pwar ein gleid)-

0
ihentliges. e nachdem aljo m % RJ, giebt ¢3 zi}ﬁiungeu.
2.

BJ it nod) durch bie gegebenen Stilde augzudriicten.
Sn A BIE ift BJ = BE . sin y);, BE = FG. Nad) dem
Tangentenjage ift FL : FA = FA : FG, ober
AB:m = m : BE
aljo AB Y BE —im =
Da ferner in A EAD: BE — AB= AE = 2h cotg 7} 0 1t
AB = BE — 2 h cotg 9/,

pemmacd BE (BE — 2 h cotg ;) = m’
woraug BE = h cotg 7, + v'h? cotg® yf, + m?,
alfo BJ = h cos p» + Vv 1% cos? 7, + m® sin® p/;

folgt. Die Determinationsformel geht aljo itber in

m % h cos 7/, + Vh cos’ 7l + m? sin? y}, -

Qft man dieje Fovmel noch in Vejug auf h auf, fo ergiebt
fich fchliefilich ald Bedingung fiir die Qbsbarfeit der Unufgabe:
0

Se nadydem h 2= m cos y),, giebt es 1 Lbfumgen.
= 5

@rigonometrifdye ZTofung.
Wie in der Determination evgeben fich die beiden Gleichungen:
BE . AB=m?, BE— AB=2h. cotg 7).
Gliminiert man BE, fo folgt, wenn man AB = c febt:
¢ (c + 2 h cotg ;) = m?,
¢ = — h cotg y, + v I¥ cotg” 7, + m".




Um diejen Audbruc fitr die logarithmijdhe Bevedhnung be-
quemer it geftalten, Hebt man im HRadifandus m*® Heraus und

fetg,tr% . cotg 9/, = cotg 4, jo folgt:

c=—hcotgy[ﬁ-mV(l-rhl—cotgy,’g)2+1=—m cotg&+ml/cotg’].+1

; m 2 m sin® 1),
= — ) | — e N e <
m cotg A -+ m/sin 4 ) (1 —cos4d) ool
sulet c=m.tg 4.

Aug der zweitenn Mollweidejden Gleichung folgt damn:
a—pf m .
s P s

&

Befondere Fille.

1) Sft a =D, fo with a = b = % m, bie Hike h Halbiert

‘. 1 ;
Z 7, und man echdlt h = a cos y, = 5 m cos 7, — wie fchon

aud der Determination befannt. Diefelbe Bebdingung evgiebt fich
a—f ;

S ; : TRt
natiitlid) auch), wenn man in der Sleichung cos 5 = -Sin Yo

bie Differeny der Wintel a — p =0, aljo cos a—g—ﬂ =1 fjebt,

und Dden Gierau3 folgenden Wert ¢ — m sin p/, dem oben ent
widelten allgemein giiltigen ¢ = — h cotg y}, + v'h? cotg? y), + m®
gleichiet.

2) Goll @ = 90° werben, jo folgt aud A ABC, worin AC=h
ift: e =htg y, und wenn man AC itber C hinaug um BC big E
verlingert, jodaf alfo AE = m und £ AEB = y), ift: c = m tg y)..
Sept man diefe beiden Werte fiiv ¢ einander gleich, jo folgt

h=mtgy.cotg y.

3) ©oll a = c werben, fo erhdlt man b = 2 ¢ cos y,

" m
a+b_c+b_c+gccos]Jﬁm,ﬂI]DC—m.

o e R
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Get man Ddiefen Wert von c gleid) dbem allgemeint Pergeleiteten,
fo folgt:

e = — oty 7+ vET ool 7
i 2mh COtg }"'[2 2 2 2 FyLa 2
i I = = s k
(1 + 2 cos },), + 1 "I“‘ 2 cos ¥ _+_ b COtg V}Z h CDtg P2 + m

m -+ 2 h cotg yh, (1 + 2 cos y) = m (1 -+ 4 cos y + 4 cos® )
4 m cos y (1 4 cos y)
1+ 2cosy :
e 2mcosy.2cos’y,.tgy, m.cosy.2sn 72 €0s 7[>
2 (-% -+ cos y) 2 (cos 60° 4 cos y)

2 h cotg yh =

m.sin 2y

b + 30) . cos (7, — 30") °

4 cos (y)s

a-b=m=14679, y = 72 .53 . 26.

h

o o'e ™R =

1 . 1 in 2 y
<§m cosyfa =§mcosy;‘g —mtgyfs.colgy|<<mtigylscoigy oSGl :lf;g)lcos}(y,-’g—:ﬂ])
5840,9 5904,2 3336,78 2000 5197,1
61.41 |61.25.30| 72.53.26 79.32.49 64.23.11
59.21.17|53.33.17 90.0.0 08.1.12 72.53.26
47.45.17] 53.33.17| 17.6.34 9.5.22 34.13.8
7890 7339,5 11342,22 12660 92414
6789 7339,6 3336,78 2019 5437,6
8765 8720,2 10840,3 12213,6 9241,4
8.

Gin Dveied su fonjtruicven and einem Winfel und den Radien
Ded Mm:= und Jnfveijes.

®egeben 9, 1, o.
Fonfteuktion.

Beiche £ 2 y mit dem Scheitelpuntt O, jhlage um O mit r
dent Kreis, der die Schenfel von 2 y in A und B frifft, ziehe AB




und dazu die Pavallele inr Abftande o, halbiere Bogen AB in J,
siehe AJ und fchlage damit um J einen Sreizbogen, Der bdie
Rarallele in M und M, trifit, ziehe JM und verldngere es, Hid e3
die Peripherie Des RKreifed O in C trifft, siehe CA und CB, fo
ift ‘A ABC dag verlangte.

Determination.
Die it AB im Ubftande EP = o gezogene Parallele trifft
en Qreisbogen umt J fn 0, 1 oder 2 ‘Puniten, je nac)demt

0 %EQ ift, 0. i. ber Ubftand bes Scheiteld de3 Bogens um J

yon der jugehbrigen Sehne AB. Jm Grenzfalle o = EQ wird
a3 Dreiect gleichichentlig, weil C auf der Mitteljentrechten von
AB fiegt. Die Grife EQ ift durd) die gegebenen Gtiice aug-
sudritden.  Amt einfachiten (ift fih EQ aud dem A AEQ berechnen,
in weldem AE=c,=rsiny, umd £ EQA al3 DBafigwintel
im gleidGichentligen A AJQ, worin der Winfel an Dder Gpike
AJQ = 90° — yl, ift, gleidy 45° 4 p/4 witd. Damn ift EQ
— 1 gin y . cotg (46 - y/)), mithin giebt 3, je nadjdem
0
1) o % r sin y cotg (45 4 yf,) fit, 1 Qofungen.
2

Eine Hiermit identijche Fovmel erhilt man folgendermaen:
G it EQ =JQ —JE=JA —JE. A3 A AJK exhilt man
JA =2 rsin y), ferner aud A AJE: JE =AE.{gy,=rsiny.tg P2
= 2 1 sin y), €08 y)s . tg 7o =2 T sin* y,, Demmad
EQ — 2 rsin yf, — 2t sin® y, = 2 T sin y) (1 — sin y),)
= 2 1 sin y), 2 sin® (4b — 7/s),

Lijungen.

o= o

folglidy 2) o % 4 T sin pfy . Sin® (45—,

Arigonometrifthe Lafung.
e=2rsiny; s—c=yg.cotgyh; a4+b=2s—c¢;

a—_ﬁ__a—}—b
5 c

5 . sin yh.

cos
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Befondeve Fille.

1) Soll a = 90° jein, fo verlingere man AC itber C hinaud
um BG big R, fo ift £ ARB =), affo a4+ b =c . cotg
— 2 rsin y . cotg yl, = 4 T cos® yf. tun ift allgentein

a+b=2s=c=2¢cotgy+2rsiny,
fet man Ddiefe beiden Werte eimamber gleid), o folgt:
2 o cotg yl, + 2 r sin p = 41 cos’ y/,
o =T (2 cos® y), tg yfy — sin y tg yl) = 1 (sin y — sin y g y)2)
=r.siny @ = tg 7}),
o= 471 sin y/, cos 45" . sin (45 — y),) .

Ofne Benupung ber allgemein giiltigen trigonometrijdyen
Qbfjung Lift fich derfelbe Ausdruct aud dem vehtwintligen A BAC
folgendevmafen Dexleiten: Fdllt man o = ML 1L AB, fjo ijt
o= AM cos 46 it A AMJ ift AM = 2 AJ sin (45" — p),),
und AJ = 2 r sin p),, demnad) wie oben

o =4 sin y/, cos 45’ sin (45 — yl,).

Anmerfung: Auh Der oben gefumbene Ausdrud
o=r (sin y — sin y tgy/s) fann gur Beftimmung vor o benuft werden.
Da ndmlid) AE = r sin y, und EJ = AE tg y, = r sin y tg y)»
ijt, jo mufp o = AE — EJ fein. Stellt man daber diefe Differen
par, inbem man EJ auf EA 6ig T abivdgt, evridjtet in T bda3
Qot auf AB, big e3 ben um J mit JA gejchlagenen Bogen in M
jhneidet, zieht JM und verlingert e8, bi3 e3 bdie Peripherie von
0 in C {chueidet, o Lt fich beweifen, daff A CAB ber Aufgabe
genitgt unb baf £ a = 90° ift. Hier mige nur der Beweid ber
(esteven Behauptung audgefiihrt werden: Fdllt man MU L JO, jo
ift A AEJ 2 JUM (IV), folglih £ EAJ = UIM = y/,, da aber
aud) JCA = y), ift, fo ijt UIM = JCA. Da bdiefe beiden Winfel
bie Lage von Wedhfelwinfeln Haben, jo mup AC || JU jein, folglid),
ba JU L AB, aud) AC L AB, alfo £ a = 90"

2) Fiir a =D gilt die Grenzbedingung bder Determination

o =T sin y cotg (45 4 y/,) -
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3) Wenn a = c ift, fo ift aud) a =y, affp L MAJ
— afy + y} =y, bemnad) o =ML = AM . sin 7}, AM= 2 .2AM

=2 AJ cos y, AJ = 2 1 sin y/,, fomit
o=4rsin’y,.cosy.

r — 123, y = 65 . 25.

r sin y cotg (45-+7/4) 4 Sinms‘m(%ﬁ*?h)' 4 rsin®yfe.cos ;J|< drsinyfa...

e 61,1 s 59,767 30
: 40,022 ! :

a 207 246 223,17 244,01
b 207 102,34 186,126 73,12
c 223,7 223,17 223,17 223,17
a b7 .17, 30 90 . 65 . 25 97 .17.30
A | b7.17.30 24 .35 49 .10 17.17.30.

|

9

Gin Dreied ju fonjrruicven ausd cinem Winfel, dev Halbierungs:
Linie Defjelber nud dem Rading ded Umlreijes.

®egebenr y, W, T.
Fonfteukiion.

Man zeichnet einen Winkel O =2 y, bejchreibt um O Den
Qreid mit dem Radiud r, der die Schenfel von 2 y in A und B
trifft, balbiert Bogen AB in J, zieht AJ und Ddavauf fenfrecht
AP = w, Dejchreibt fiber AP al3 Durchmefjer den Kreid und zieht
in diefen von J aqus ben Durdymefler OR, jdhldgt um J mit JR
bent Kreid, der den um O in C (Cy) trifft, und verbinbet C mit A
und B, fo geniigt A ABC ber Aufgabe.

Determination,

Der Punft C fann nur dann feftgelegt werden, enn der
Qreid um J den um O trifft, wenn aljo niht JR > 2 r ift. it
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JR< 2r, jo giebt e3 2 Sdnittpuntte, die ju JOK fymmetrijdy

fiegen, bie entftehenden beiben Dreiecte find fongruent. JtJR=2r,

jo fallen beide Scnittpunite C mit K (dbem hochften Puntte bdes

Umtreifed iiber AB) zujammen, e3 giebt nur ein Dreiedt, und war
0

ein gleichichentliges. Je nadhpem alfo JR % 2 1, giebt e3 1 Lojungen.

Hierin it JR durd) die gegebenen Stiice auszudriicen.
8 ift JR . JQ = JA% JQ =JR — w, JA =2 r sin p,, aljo
JR2—JR.w—4r’sin’y, =0,

w e T g
e = 7o %—{—41‘“ sin? yf,.

Da die Wurzel grofer ald g ift, Darf mur dagd pojitive Bor-

seichen Denupt werbden.
Man erhilt alfo durch ECinjepung diejes Wertes:

w w* e
§+VI+4IJ sin® 7;2-2 A

und Hievaus duvc) Umftelhung und Quadrierung u. §. w. jdhlieplic):

0
Je nadypem w % 2 r cos® ), ift, giebt es i Lifunger.
2

Wi Den Grenzausbrud 2 r cos® pf, au fonftruieren, jiehe man
ben Durdymefjer JK, der AB in E treffe, und verbinbe K mit A,
jo ift im A AEK: EK=AK cos ), und in A KAJ: AK =21 c0S y/o,
jomit EK = 2 r cos® y),, d. f). der gripte Wert, den bei fonjtantem
r und 7 die Winfelhalbievende w annehmen bdarf, ift gleid) dem
Ubftande de3 Hichiten Punftes deg Umireifed von der Grunbdlinie AB.

Trigonometeifihe Tofung,

Aus Dent beiden Formeln fitr dent doppelten Inhalt ded Dreiecs
ab sin y und (a 4 b) . w. sin y/, erhilt man durd) Gleidhjepen




unb Riirgen: 2 ab cos yh=(a 4 b) . w. Aus dem Cofinusjope
fann man entwideln: (@ =~ b)> — 4 a b cos® y, = ¢

Gingejest: (@ + b — 2 (@ 4 b) .weos y, — =0
a 4+ b=w cos y + VW cos’ y, + &,

a—f _a-+Dd
Py T

Um den Wert von a - b fiiv bie (ogarithmifde Beredynung
geeignet su machen, {chreibe man

sinyh,, c=2rsiny.

syermer cos

a 4 b=w cos yh 4 W cos y, V1 I ¢w? cos’ y;,

und febe c/w cos yh = tg 4, dann evhilt man nad) einigen leichten
Umformungen:
2 W €OS s . c0os® A3
a0 + b — J.'.,’ /2
cos 1
a—pf wecos® i
d cos == ;
2 2rcos d

Befondere Sille.
1) Jit a=Db, fo ift w_L AB, folglich
w = ¢}, ..cotg y=rsiny . cotg yh =2 T cos’ y)>,
wad jdhon aud der Determination befannt ift.
2) Fiit a =90° witb a=27r, alfo cosy = b2 r und
COS 7}

0Ss
cos ¥

cos y,.= bjw, folglic == ?{VE , woraud folgt:

W=2T cos y | COS y .

3) Jfta=-c, pifta=2<csiny, L p=180"—2 y, und,
soent CF = w bie Wintelhalbievende ift, Z CFB =y + ph= g o
alfo nach dem Sinuzjah in A BCF:

a:w=sin’,y.sin2y,

fomit w=2rtrsiny.sin2y|sin’,y.
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2 r== 61201,4; y = b7 .9 .52

= = 2.x:cos? pfs = 21 cos y/cos yfa — %Jﬁs—};—z—ﬂ

5 2
47192 37792 46986

A H1Es 6 57.9.50 61.15.26
a 53742 61201,4 55765
b ‘53742 339585 51423
(¢ 51423 51423 51423

@ 0 61 .25 .4 90 . 65.40.16

/i3 61.25.4 32.50.8 | 57.9.62

10.

Gin Dveied zu Tonjtrnieren aus bder Halbicvungsdlinie eined
Winfels, der Dijfevens der beiden andern 2Winfel nud dem
Radiud ded umgejdjrichbenen Kreijes.

Gegeben w, a — f =6, 1.
Honfrruktion.

- Beidme CO = r, bejdhreibe damit um:O Dden Kveid und trage
at CO in G £ 3, an, defjen freier Schenfel bdie Peripherie in J
treffen moge, trage auf CJ von C aud w = CF ab, fille von F
auf den Radiug OF dad Lot, weldjed nad) beiden Seiten verlingert
Dert Kret8 it A und B {chneidet, und verbinde A und B mit C,
o ift ‘A ABC dag verlangte.

Determination,

Wenn 9, > 90° ift, fo fillt fein freter Schenfel auferhalb

be3 Streifed. Diefer Fall ift aber eigentlich von vornferein aus-
sujchliegen, wweil felbjtverftandlich) bie ganze Differeny o < 180°
fein mup, Da andernfalld jo aud) a > 180° werden miifite. Ferner
mup w<<-CJ jein, denn wive w > CJ, jo ‘wiirde dad -auf OJ
gefllte Lot gang auperhalb ded Kreifed legen, und wive w=/CJ,
fo fielen A und B it J zujommen, dad3 Dreied ABC wiithe o]
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sur Strecfe CJ gujammenicyrumpfen.  Jur Berecdhmung von CJ per-
lingere man ben JRadiud CO, bid er den Rreid in P {rifft, und
perbinde J mit P, fo ift GJ = CP . cos 6= 2 1 cos df; Die
Aufgabe ift aljo nur zu [Ben, wenn

w <_ 21 cos o

1ft.
Qrigonometrifde Tofung.

Berbindet man A mit J, fo ift in A AJF: AJ = 2 r sin p),
JF=CJ —CF=2rcosdfh—w; LIAF=yp|,, LAFI=a-p)
= 90° + 9/, folglich) nach dem Sinugjape:

AJ : JF = sin AFJ : sin JAF
pder 2 rsin pf, : (2 T cos 6f, — W) = cos 8}, : sin y), .

s : 2 * §), — w cos df;
Hieraud folgt: sin® yh = A /L:ar il ;",

sin y), = cos 8, Vl = ‘2_1%_5‘/" :

S e VL e R i
et man nod) bierin SO sin® 1, {o ergiebt fich

sin y/, == €0S ), . cOS 4.

Befondere Fille.

1) Sft y = 90°, jo witd AB Durdjmefjer. Fdllt man dann
nodh CD L AB, fo ijt w = h | cos d), und da in diefem Falle in
A CDO: h =r cos 8 ijt, jo folgt w=r cos 8 [ cos &,. Jft w
fleiner al3 Diefer Yusbruct, fo ift y ein fumpfer, ift w grifer,
jo ift » ein fpiser Winfel. Je nadhbem aljo

= e =
W= 271 cos 6 | d| y = 90°.
= 0s | cos Oy, 1Tt/<90

2) Jjt @ = 90°, fo ift CA =h aud den beiden redtwinfligen
Dreiectent CAF und CAP zu bevedhnen: h=w cos 8,=2 1 c0s 9,
alfo w 2 1 cos & [ cos O Ift @ > 90°, fo fillt der Fuppuntt der
Hihe D auferhalb des Umfreifes, bemnad) ift h=wcos 6/,>2r.cos0,
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alfo W > 2 r cos 6/ cos 8, und da ebenfo fiiv « < 90° fich
W < 2rcosd/cos df, ergieht, fo ift, fe nadjdem

= i —
w = 21 cos d | cos &, ijt, a = 90°,

3) It a=c, fo ift a =y, affo 2 a + B =180" und Ha
@ — = 4 gegeben ift, jo folgt a = 60° s, B =60°— % 8.
Sept man diefe Werte in die fitv h geltenden Ausdritcfe h — w cos s
=asing, und a=2rsina ein, o ijt:

h=w cos ,=2rsin asin f=2rsin (60°+/; 6) sin (60°—?, 5)

271 51 300 ’. \ 1 N QIJ."}
ben]]mff) W — z_l_ﬂ_(()_o_______wg_(ﬁ‘_o__,i) :
cos d,

r

i s ]'II- 3 2 —_ l.'l.
oder aud) w =251 B0 — ' 9) . cos® (30 — Y, 9) _

cos d/,
I = 486,56, d = 18" hh’

b m m o &

w m o a - =

8 8 (3] & s

= Lo L34 == = | = S
= O oes =] g ?n oS ‘:; % o Bl o
= n O w N 9 &9 o 9 @"E e

o =f =] R ) (5] g S = =

S o =~ = '

- = oa ™ _‘; ”

[ v [ A iRy

A144.12.16 40.12.32’;0.24.24 84.13 [56.19.47| 90.0.0

a |54.27.30]50.34.50| 90.0.0 |93.45.14 66.18.20|99.27.30
£135.32.30(31.39.50| 71.5.0 74.50.14|47.23.20|80.32.30
7| 90.0.0 |97.45.20] 18.55.0 11.24.32166.18.20| 0.0.0
al 791,72 | 751,64 973 970,9 890,9 959,76
b | 565,6 510,75 920,44 939,1 716,1 969,76
c 973 964,1 315,47 192,47 890,9 0.
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Gin Dreied su fonftrnieren aus jwei Seiten und dev Halbierungs:
finie Ded von ihuen cingejhlofenen Wintels.

Gegeben a, b, w.
Fonftenktion.

Beidhne BC = a, verlingere ¢3 um b bis P, lege unter be-
fiebigem Wintel an BC in C bdie Strede W = CQ, ziebhe dazu
burch P bie Parallele, diefe treffe die Verlangerung von BQ in R,
bejchreibe um P mit PR und um C mit CP Rreife, die jid) in A
jdhmeiden, verbinbe A mit C und B, o ift A ABC da3 verfangte.

Betermination.

Die Moglidhfeit der Konftruftion Hangt davon ab, dafy die
Beiden Kreife wm P und C einander treffen. Da dev Rreid um C
purd) den Mittelpunft P des anderen geben mufp, jo fonnen die
beiben Rreife nicht gany auferhald eirander fiegen, die Miglichteit,
baf die Gentvale CP groBer als die Summe der Rabien ijt, ijt
afjo von vornherein audzufdliepen. Auch gleidh der Swmme der
Radien fann fie nicht fein, da jonft PR umd fomit aud) w = 0
fein mitpte. Jft die Centrale fleiner al8 bie Differenz der
Rabdien, fo legt der feinere Rreid gang inmerhalb des gripeven,
oie Uufgabe ift Dann alfo nidt zu Wfen; it GP gleicd) ber
Differens der Radien, fo berithren die beiden Kreife einander, der
Berithrungspuntt A fiegt auf BG, bad Drete wirtd aljo zur
geraden Qinte; ift enblid) CP grfer al3 bie Diffeveny bder
Rabdien, jo giebt e3 2 Scnittpunite A, ed ergeben fich 2 fongruente
Drefecte, die fymmetrijdh zu BC fegen. ©8 muf aljp CP > PR — PC
fein. Sier ift CP=>», und da a:a 4 b=w:PR nad) Kon-
fteuftion, fo ift PR = (a -+ b) . w [ a, jomit muf

2]}>w'

! 2 b
alfo Wi EF feiut.
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@rigonometrifhe L fung.
2F =absin y=(a—+ b) w. sin p),; sin y = 2 sin 72€08 p)s,

S (S EID)
demnach) cos yf, = T

Auch) aus diefer Formel (bie fich itbrigens aud) aug A CAP
berleiten [dft, wenn man noch) CS L PA fillf) ergeben fid) bie

: oben entwidelten Fille ber Determination. Sit ndmlid) w > é%ﬁ
. fo wird cos yl, > 1, alfo die Aufgabe unmiglic); ift w = 53%

fo with cos yhb =1, yh=90°, y = 180", aljo das Dreiect eine
Gerade; ift endlich W<a§%’ o wird cos y, <1, alfo die
| Yufgabe [63bar.

Befondere Tille,
1) &oll y = 90° werden, fo ift cos yh = h V'2, aljo

(@ED)w L, G abiv( ] R
W_2‘/2’W"-a+b' Fiir y > 90° witd
cos ;Jf2<-%\/§, aljo w<?)—_;/-§.

2) Goll @ =90° fein, fo ift in Dem rechtwinfligen A CAF
(wotin CF = w bdie Winfelhalbierende ift): cos Vle = bjw; febt
man diefen Wert dem allgemein giiltigen gleic), fo folgt:

(@ihib)e ¥ snbir ! asiBiabl i B2

2 ab _'-w’w_a—l—b’w_b'/:'l_—[——-ﬁ'

Diejelbe Formel ergiebt fid) aud), aber umitdndlicher, wenn

mant den Pyth. Lehria auf die Dreiee CAB und CAF qn-
el ) T
wendet.  Wenn a = 90° fein joll, fo with w> b e

3) Wenn a = ¢ fein foll, fo fille man BT L AC, bann ift
2a+b

iAo

in A BCT : cos y=h|2 a, 1+ cos y = 2 cos? yy =

3*
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€os yfy = 2—1_:—}). Die3 dem allgemeinen Werte gleid) ge-
fegt ergiebt:
(@a-+b).w_J/2a+b
G TS e 4a '

W:‘.-{%B Va(2a-|—b).

.4) Fiit b = c ergiebt jich) durc) einfache Vertaujdung bder
Budhjtaben:

w=ﬁVb (a+2b).

a = 1870, b = 1813

P M oy S e e T S e Ve 2a
wl~ a+b —*’Vm—m‘/ﬂ@a“’) P A ) S +b >hV5.'+_b
1301,83 | 1827 1586,3 1602,76 1200 1830
a (456.53.12 90. 61.0.9 62.5.44 41.26.20| 91.42.30
p| 44648 75.49 57.59.42 58.57.8 39.54.54] 75.43.
y| 90. 14.11 61.0.9 58.57.8 98.38.46| 12.34.30
c|2604,63| 458,2 1870 1813 2825,63| 407,306
12,

Gin dveied zu fonjtuicven aug der Halbievung8linie ecines
Wintels nud den beiden Ubjdhnitten, in weldje fie die gegenitber-
liegende Seife feilt.

Gegeben u, v, w.

Honfeuktion
Beidine u = BF, veclangere ¢3 um v bi3 A, teile BA aufen
im Verhdltnid u:v in P, bejdreibe itber FP al3 Durdymefjer
einen Kreig und um F mit w einen Kreigbogen, der den Kreid
iiber PF in C trifit, verbinbe C mit A und B, fo ift A ABC
pag verlangte.
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Betermination.

Der Kreighbogen um F fann den Kreid iiber FP nuv dann
treffen, wenn w < FP ift. Jft w="FP, jo fillt C mit P su-
fammen, dbag Dreied wird aljo jur geraden Linie BP. Soll alfo
itberhaupt ein Dretedt mibglich fein, jo mup w < PF fein. RNun

it PP S EAN bap e oV e I B VO, e e

u—v u—v
2uv

w <
u—v

fein.  Wenn diefe Bebingung exfiillt ift, fo giebt es swet fongruente
Dreiede, da Ddie beiden Rreife einander in 2 Punften {dneiden,
die fpmmetrijch su AB liegen.

@rigonometrifdye Lofung.

1) Bejchreibt man um A ABC den Rveig und verlingert CF,
bi3 e3 Den Rreid in J trifft, und verbindet J mit B, fo ift
A CIB »nCAF, mithina: w+FJ=w: b, worqug ab=w?--w.FJ
folgt; nad) bem Sehnenjape aber ift w . FJ = u . v, demnadh

ab=w'-4uv.
Da ferner ab = ufv, jo it
aZ=uv(w4uv), b*=vu (w4 uv).
2) Trdgt man AC auf BC von C aud 6i3 Q ab, und AF
auf ¥B big R, und verbindet man Q mit A und R, fo ift QR | CF

(benn ou3 a:b=u:v folgt a —b:u—v=a:u, b i
BQ : BR = BC : BF), demnad) ijt QR : w =u — v : u, woraus

OR = ‘_‘.'_(111:1) folgt. 9hum ift ferner £ QAR = "—;—ﬂ,
£ AQR = 90° (weil AF = FQ = FR), folglich

o a0 b _wu—v)
s,lzl—é——-_QR,fAR_———211v 4




Sl e
—j—b Ul v tga-|2—ﬁ

Cndlid) ergiebt fich aus >

Befondere Tille.

1) Soll y = 90° jein, fo ift a*> + b* = ¢?, aljo, wenn man
die oben beredineten Werte einjept:

uv(W+uv)+vu@ +uvy)=u'42uv4 v,
(W +uv) (@ +v)=uv@+2uv-+v)

A 20ty

ﬁ,('ID\w’:quiq.
w4 v u® + v

W

2) It a=90°, o witb a®* — b?* = ¢*, alfo entjprechend
w4+uvy)y@—v)=uv@+42uv—+v),

2u
W=7V

Ui

3) Jiiv a = c ergiebt fidh durd) Gleichiepung der Werte von
a*und ¢ ; %(_u Vit wi) — L om v vt

2uv: 4+ v 711-{-*”\?
=4
W — W=y

u u

4) Soll der Flacheninhalt ' ein Magimum werden, jo muf
bei unverinderlidem ¢ = u 4 v dbie Hohe ein Dearimum werden.
Diejer Fall tritt ein, wenn C auf dem Hocdhjten Punfte des Halb-

freijed fliegt, al@dann ift die Hobhe gleidh) Y, FP = EBV—V. Fallt
man die Hohe CD, jo mup in diejem Falle D die Mitte von FP,
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aljp CD = DF = u—“% fetn; Danmm erhalt man aug dem vecht-

winflig-gleidhidentligen Dreiect CDF : w = ﬁ.“__‘L : |/z .

5) Bieht man durd) C jur Grundlinie AB die Pavallele, bis
fie Den polonifchen Kreid zum zweiten Male in G, trifft, uno
verbinbet C; mit A und B, jo Haben bdie beiden Dreiede ABC
und ABC, gleiche Grunbdlinie und Hohe, folglich auc) gleidjen
Fladeninhalt. 1m bdie Beziehungen bder Wintelhalbierenden
w und w, in Ddiefen beidben Dretecfen zu ermitteln, verbinbe man
Cmit P, G, mit P und F, jo ijft CCPF ein gleidhjchentliged
Trapez, folglich jeine Diagonalen C.F und CP gleich lang, mithin:

¢ Ny
WE Dt G2 — Opr R FPYEim {‘2 ALY ] e
==V

2 s 2uv)
pher Wy Wie— (——) 3
s o

Anmerfung: €3 lapt fid) leiht beweifen, daf aud)

rzl—ﬂ|+a—ﬁ

> = 90°

feint mutf.

=15 Wi =52

uv Vu—z;wz v\/zufl_l—v v/ (Butv)[a HT'V \/’T.?.l (fi"‘:)z._wlz
599,345 1469,2 8122 9856,95 3995,6
997,18 1840,96 1240 3398,7 ' 4762,1
737,05 1360,7 916,52 2512,1 3475,5
53.31.51 90 . 68.18.40 | 126.28.9'] 170.10.49
36.28.9 |47.39.26| 43.22.40 |36.28.9| 7.14.31
90 . 42.20.34| 68.18.40 |17.3.42 2.34 .40
367483 843620 528010 | 1252514 367483




13.

Gin Dreied ju foufiruieren aud dem Nmfang, einem Winfel
und dev auj die gegeniiberliegende Seite gefiliten Hobe.

Gegeben a +b 4 c=2s, », h.

Honfiruktion.

Man zeidnet CH =s, trigt davan in C £ y, an und er-
ridhtet in H bag Sot, das Den freien Schentel von y, in N trifft,
johligt um N mit NH und um C mit h Rveife und legt an diefe
eine gemeinjhaftliche inneve Tangente, welde CH in A und die
andere von C an freid8 N gegogene Tangente in B trifit, jo ift
A ABC bad verlangte.

Betermination, {

An die beiden Kreife um N und C [aft fidh nur danm eine
innere gemeinjaftliche Tangente legen, wenn ihre Centrale CN
nidht fleiner a8 die Summe der Rabdien ift. St fie gleich der
©Gumme der Fabien, dann Deriihren bdie beiden RKreife einanbder, |
AB fteht fenfredt auf CN, folglih wivdb A ABC gleichichenttig. ‘
Sit endlih) bdie Centvale grifier ald die Summe der Rabien, jo
giebt e3 2 gemeinjchaftliche innere Tangenten, die gegen CN gleich
geneigt find, folglich auch 2 Dreiece, die Jymmetrifch 3u CN liegen
und fongruent find. Je nadjdem alfo

0
CN = h + NH, gicbt ¢3 1 Qifungen.
7 2
Run ift NH=s.tg y,, CN = s/ cos y,, folglich geht obige
sormel iiber in:

<
s/cos yh—=h + stz 9,
| A "'_ g 72

hzs_l—sml;qﬁ_,
< COS ¥/
Driidt man die Funftionen von y, durd) die entfprechenden
jeines Romplementwinfel8 aus, fo folgt:




41

1—sinyl,__ 1—cos(90 —y),) 2 sin® (46 — 9/,)
cosyl,  sin(90 —yl) ~ 2sin(4b—y/) cos (46— y[)’
fomit endlid): Je nachdem
> 0
h = s tg (45 — y[,) ijt, giebt es % Lijungen.

Der Grengwert h=s.tg (45 — 9/,) witd am einfachjten

- Dadurd) Bergeftellt, daf man den Kreid um N mit NH jeichnet;

wenn diejer CN in P fchneidet, o ift, wie von vornherein ein-
lenchtet, CP ber grifste LWert, den bei unverinderlic) angenommntenem
s und y bdie Hohe h annehmen darf. Um zu Dbeweifen, daf
CP = s tg (45 — y/,) ift, siehe man HP und verldngeve bdiefe
Linie, bi3 fie dad in C auf HC ervidhtete Lot in Q trifft, alddann
ftimmen bdie Dreiede HNP und QCN in ben Winfeln iiberein,
folglich verhdlt fi) NH : NP = CQ : CP, alfo CP =CQ. Da
min CQ=s.tg CHQ, und £ CHQ = 90" — Q = 90" — PHN

=g gy s \1} 1 N = 4B0C o it o it i e
Lhat CP = s . g (45 — 7 1)

Trigonometrifdye Lofung.
1) 0c =5 .1tg y}; 2 F = 2 g, (s — ¢) = ¢ . h, dbavaus folgt

s-~—c:c:h:2.t:>c,f)im:au§’>c_2S ta-Fbh—2s5 ¢

b+ 2 o

2) 3t CD = h, fo ift £ DCF = %9, folglich cos ‘L;E

= h/CF. Fillt man NR L AB, o ift A CDF v»» NRF, fjomit
h : NR = CF : NF, woraug durd) forrejpondievende Addition folgt:
h.CN
\T b4 == b i M= e T
h+4+ NR:h=CN:CF, afo CF B NR
Jun ift CN = sfcos yf, undb NR = NH = s tg y/, folglich

cos - ;- ﬂ B EO‘% 7l (h + s tg L) = E €0S yls -+ sin y); .
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Wm diefen Ausdrud fiiv die logarithmijche Berehnung be-
guener umguformen, fann man h/s = tg ¢ feben, fo folgt:

a«—p __sin(h+ @)

cos
2 cos @

Befondere Fille,

ot v [ D

1) Fiir a = Db wirh cos —I—o—ﬁ =1, demunad) aud
h ! 1 — sin yp/,
— . cos v/, SIN Ve = hi==lgl === I_"“
g f.-+ F12 1J' cos }',IIE r

alfo wie in der Determination: h = s . tg (45 — /).

2) Fiir @ = 90" wird a« — f = y, jomit

. h AN
COs Pz == i cos 7, - sin pfz,

25 .cos 45° . sin (46 — y/,)

hi= .
CcOos yfg

Soll nicht auj die trigonometrijhe Lojung Bezug genonmen
werdent, jo (gt fich diefelbe Formel aud) folgendermaBen herleiten:
Fiit a =90" wirtb h=AC=CH—HA=s — HA. Da in
oiefemn  Falle [iered AHNR ein Quadrat fein mup, jo ift
AH =HN = s . tg y/,, aljo h = s — s tg y/,; der Ausdruct auf
per techten Seite Lifit fich in Dem oben entwicfelten umwandeln.

Trigt man HN quf HC 6i3 S ab, o it CS gleih biefem
bejonderen Werte von h.  Fum Beweife verlingere man NS und

falle barauf bad Lot CT, ferner TU _L CS, jo ift % GS = CU
= CT . cos 45°. Jm rechtwinfligen A CTN ift

£ CNT =90° — y/, — 45° = 45" — y/,,
folglih) CT = CN . sin (45 — yp/;), und da CN = s/cos y)», fo folgt:

__2s.cos 45 .sin (45 — pf)

S
COS ¥/s




43

3) ©oll a==cfein, {o wird f=180"—yp, a — f=3 y — 180",

cos ——;ﬁ =cos (3 . y, — 90) =sin 3 y, =3 sin y, — 4 sin’ y,,
und bﬂ allgemein cos - ; g E cos y/, -+ sin y/, fo folgt:
25 (1 — 2sin’ypf) ;
h= = .cosy . 1g v,
S cotg ) Ll

Um bdiefen Ausdruc zu fonjtruieren, ziehe man von G aud
Die weite Tangente an den Kreid wm N, falle davauj dag Lot HY,
welded CN in W trifft, verdoppele VW iiber W Binaug bis X,
iehe durd) X die Parallele zu CV, i3 fie CH in A frifft, falle
AY | CV, ziehe ferner bie Tangente AB an Kreid N und fille
CD L AB, fo ift CD = AY=VX =2 VW =2 CV . tg
ferner GV = s cos y, jomit CD = 2 s cos y . tg y)> .

(Hievan faun man den Beweid anjd)liefen, daf BC = AB ift.)

2 s = 4862, y = 60 .56 . 26

a
b |
c

j stg(45—yfs) |= 2“0541']21“{(45_:"@ —=2scosy tgyfa <2—"7€cog4§:ln-(},4—5—_-1 5
1 :Jil‘:
[ 1390,28 1000,75 1389,4 500
| 1613 9060,25 1636,2 9972,
|8 1612 1000,75 1589,6 521
1636 1801 1636,2 2068,8
59 .31 .47 90.. 60.56.26 106 .20 37
5931 .47 99.3.34 | 58.7.8 12 .42 57.
1 |

14.
Gin Dreied su fonftvnieven aud einem Winfel, der Hohe auf
pic Gegenjeite und dem Radiud ded eingejdrichbenen Kreijes.
Gegebent p, h, o.
Honfteuktion,

Beidne einen Winfel gleich 2 R — p, bejdyreibe um feinen
Scbeitelpunft M den Kreid mit dem gegebenen Hadiud o, ber die
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Sdyentel in G und G, trifft, ervichte in diefen Schnittpunften auf
ven Scenfeln bdie Lote, die {ich in C {hneiden, bejdhreibe um C
mit Dem FRadiud h den Kreid und lege an diefen und den um M
eine gemeinjchaftliche Tangente, weldhe die Verldngerungen von CG
und CG; in A und B frifft, jo ift A ABC da3 verlangte.

Betermination.

Bundadjt mup h > 2 o fein; benn wire h = 2 o, o witre
pie gemeinjhaftliche Tangente der Kreife um C und M entweder
parallel CG oder CGy, aljp wiirde entweder A ober B im Unenbd-
ligen liegen; mwive aber h << 2 p, jo wiitbe Der RKreid um M
nidht Infreid, jondern Unfreis bed A ABC iwerben. Ferner ift
pie Aufgabe nmur zu [Bfen, wenn fidh iberhaupt an die beiden
Kretfe um C und M eine gemeinfame dufere Tangente legen
[dft, wenm alfp die Centvale CM > h — o ift. Der andre Fall,
baf Die beiben Rreife eine gemeinfame innere Tangente Haben,
fommt Bier nicht in Betvadht, weil fonft M wiederum nicht Jnkreis,
jonbern Antreid werden wiirde.

illt man MP _L CD, fo ift PD = ML = o, aljo CP =h — o.
Jft mun CM = CP, fo fillt CM wmit CP zufamunten, bie beiben
Kretfe beriihren einander in D, ihre gemeinfame Tangente AB fteht
fentred)t auf der Dalbierungslinie des Winfels y, das entftehende
Dreiedt ift demmad) gleihjhentlig. Jjt CM > CG, fo Haben die
beiben Rreife zwei gemeinfdjaftliche dupere Tangenten, ed giebt
bafber 2 Dreiece, die ber Aufgabe geniigen; diefelben find fongruent
und fiegen fypmmetrijh su CM. Je nadydem alfo

0
M= cp ift, giebt e3 1 Lbfungen.
& E

Aus dem rechtwintligen A CGM [worin MG L AC] folgt

CM = gfsin y, ferner war CP =h — o, demnad)

ofsin y, % h—-Fa,h % ofsin 7, + o,

= 20 o8’ (45 — 7))
r

= S50 Lijungen.

0| = o
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@rigonometrifdye Tofung.

Aug der Formel fiiv Den Ddoppelten JInbhalt de3 Dreieds
2F =2ps= ch folgt bie Proportion: 2s:ec=h:g;
2s—ec:e=h—p:p. Jum ift 2s—e=a—+b, und
g ;ﬁ: sin y/,, aljo aud) cos S—EE sin y,=h—op:p.
Diefelbe Gleichung fann man aud) unmittelbar aus A CPM

ableiten, worin £ MCP = (ilr;—ﬁ al3 Winfel awijdjen der Hobe

a-+b:c=cos

und dev MWinfelhalbierenden ift. Hier ift cos L £ — cpiou;

ba aber CP =h — p und CM = gfsin y Dbefaunt find, jo ergiebt
fi) ohne Weitered die obige Gleichung.
Bufas. Wird in Ddiefer Fovmel (entjprechend bdem Grenmp-

fall der Determination) sin y/, = he— 5 gejest, fo folgt:

G o e WO B atjo a;ﬁ

e &
Dreied gleichichentlig. Sft sin yp > h%} , o wird in der
Gleidung cos = ; Aol _U_ © . sin g, a3 TProduft auf der

vechten Ceite grifer ald 1, demnad) auch cos a—;—ﬁ > 1, bie

=0, aljp dad

&

Aufgabe aljo unlogbar.

Befondere Flle.
1) Fiir a = Db erqgiebt {ich ber Grenmzfall der Determination:
__ 20 cos’ (45 — yl)
it sin y/, '
2) @oll =90’ jein, jo ijt h=CA=CG -+ GA=0p.cotgy.+o,
woraud man durd) Umformung erhalt:
2 o sin 45" . cos (45 — yh)

h

e
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3) Soll a = c fein, fo ift aud) @ = p, ferner f =180°— 2y,

a— f=3y—180° bdemnad) cos Ll cos (3 yl — 907

2
=sin3.y,=38sin y, — 4 sin’ y/,. Seht man diefen Wert in
die allgemein giiltige Gleidung fiiv cos - ; p ein, jo folgt:
3sinyh—4sin’yh,  h—op
stn 7], e

4 — 4 sin®* 9, =hlp,

-4

h = 4 p cos® p)..

0=105, y =76 .54 . 32

; 20 -:o:1 n(f;:i—y;.;) 920 sin 4505 : :I:cilgda——yh) 4 oicost sls <2gsm 45:;0;;;(245—;-;2)
273,84 237,22 257,57 234 .

a 349,685 1047,32 583,76 1187,32

b 349,685H 237,22 264,48 234,11

c 434,93 1020,1 h83,76 1156,97

a h1.32.44 90 . 76.54.32 91.43 .28

p| 51.32.44 13.5.28 26.10.56 312230

15.

Gin Dreied 3u fonjirnieven ans der Sumue der Quadrate jiweier
€eifen und der puv dritten Seite gehorvigen Hihe uud Mittellinde.

Gegeben a* + b*=¢* h, t.

Fonfiruktion.
Beidne einen rechten Winfel mit dem Scheitelpuntt P, trage

auf feinen beiden Sdjenfeln > = PA = PQ ab, befdjreibe um A

mit AQ einen Sreidbogen und ziehe zu PA im Ubjtanbde t eine
Parallele, welche den Kreidbogen im R jdyueidet, fille RE L PA,
verboppele AE {iber E hinaud bi3 B, befjdjreibe um E mit ER
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einen Kreidbogen, der bie su AB tm UAbftande h gesogene Parallele
tm Puntte C jdneidet, und verbinde C mit A und B, jo entfpricht
A ABC ben DBebingungen der Aufgabe.

Belermination.
1) Der Bogen um E mit ER trifft die im Abftande h zu

AB gegogene Pavallele in 0, 1 oder 2 Punften, je nachdem h % t

ift. Jft im Gremifalle h=1t, o ift A ABC gleihjchentlig, ift
h <t, fo find die 2 miglichen Dreiecte fongruent und zu ER
fynumetrijch.

2) mup AQ >t fein; wire AQ =t, Jo wiirbe ba3 von R
auf PA gefillte 2ot feinen Fufpuntt in A Haben, die Punfte A
und E und jomit aud) B wiirden gujammenfallen, alfjo A ABC jur
geraben Linte AR werben. Aus A APQ folgt: AQ*=2 .%: sy,

pemnad) mup s’ > t*, alfp s* > 2 {2 fein.
Trigonomelrifde Tofung.
Aus dem Datum a’ 4 b* =2 t* | ¢, folgt: *=25> — 412,
fernernach bem Cofinusjal: 2abcosy=a’+b*—c’=s*—c=41*—g?.

Weiter ift 4 F — 2 ab sin y = 2 ¢h

=2 W/ iPist— 1
oo 2h VB s—ar
Dividiert: tgy= Fh e
quabdriert, adbbiertit. vadiciert:

2ab=V 40’ (25" —40)F 4 U —sY);
aud a* -} b*=s¢* und 2 ab find dann die Seiten einzeln befannt.

Befondere Hille.

1) Goll y = 90° feim, fo ift t al3 Mittellinie nach der Hypo-
tenuje gleih) der Hilfte der lepteren, folgli) c =2t. Da nun
a* -+ b* = ¢* fein muf, jo ift ? =4t
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2) Fir a =90° ift a¥=Db* + ¢ Run ijt in jedem Dretec

=2 (a?+ b)) —4t?=2s" — 4 1} ferner hiec b = h, aljo

=g — b?=g—h? jomit 8 —h=h'+ 25" — 4 2,
=41 —2h.

3) Sft a=c¢, jo wird in A BCD: cd=a’=h'+p. Da

nun in jedem Dreiedt ].3__—,!2'_(1 ==%, witd P-:—q =V € — 1, fo
HEp = % + VT —T1, demuacdh

a

2 2 SN e
c2=h2—]—%+C\/tT—h2+t’—h"’:%%—tﬂ—l—cxft’gh?,
‘—Zc”——(:\/?_;—hi—t'-'zo

S [T oy 4
0—3\/t-h+ 2 el il

= VE= W+ VI

=i

quadriert: = [t*—h*4-4t*—h'+2 v ([ —1) @ — 1))

Set man diefen Wert fitv ¢* dem in 2) gefundenen Werte
=25 — 4t gleidh), Jo exgiebt fich

endlich s* :% [12—h* 4 VE—D) @F— 1)

4) Soll nod) a=Dh, dag Dreiect alfo gleidjeitig werden,

io hat man in dem gulept entwidelten Ausdrud t="h ju jeben;

man erhilt alddann s’ = % 6he— —g h%,

Diefer Augdruct ftimmt itberein mit der befannten Beztehung

aoifdhen Seite und Hohe des gleichfeitigen Dreied3: A= % h?,
ba Hier a? + b? = 2 a’ = &% ift.
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h =301,71, t = 315,29

@ >28 | =41 |=40?—2n? :%[W—h%\/i 1_1;,3:8!%}%3_9_
5 = I3
856177 | 397632 215574 291399 265055
a 479 506,475 | 352,9125 430,17 364067
356 375,645 | 301,6975 326,03 364067
c 561 630,68 | 183,067 430,17 364067
a [57.56.26(63.26.12| 90.0.0 67 .43 .54 60.0.0

f£139.2.28 |36.33.48| 58 .45 .3 44 .32 .12 60.0.0
PO 836 | 904007 31 14 5 67.43 .54 60.0.0

16.

Cin Dreied gu fonftruieven aud ciner Seite, der Differens bder
Duadvate der beiden andevn Seiten und dev Iransverjalen,
weldje die grofere vou diejen Halbiert.

Gegeben ¢, a2 — b* = @2, t,.
Honfivukiion.

Man zeidynet AB = c, {dhligt daviiber einen Halbfreis, trigt
in biefen von B aqus v'a® — b’ = d = BD al3 Sehne ein, fillt
DE | AB, Balbiert EA in F und BF in G, ervichtet auf AB
Rote in G und F, jhldgt um A einen Sreig8bogen mit t,, der das
i G erridytete Lot in H {dhneidet, 3ieht BH und verlingert e8 bis
jum Sdnittpuntte C mit bem in F ervichteten Qote, verbinbet
C mit A, fo geniigt A ABC ber ufgabe.

Betermination,

Je nad) dem Grofenverhiltnid von v'a? — b2 und e find
3 Fille u unterfdeiden.

1) @3 fei vVam — b < ¢, alfo a’ — b* < ¢ a* < b? } ¢,
bann ift @ < 90°. Jn Ddiefem Falle mug AH > AG fein; denn
wire AH < AG, fo wiirde das in G ervichtete Sot von dem Kreis-
4
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bogen um A iiberhaupt nidyt getroffen; wive AH = AG, jo fielen
die Puntte H und G ujammen, dad3 A ABC wiivde alfo zur
Strede AB ujammenjdjrumpfens Da AH = t, gegeben ijt, bleibt
mir nod) AG durd) die gegebenen Stiicfe audzudriicfen. €38 ijt:

AG:C—-BG:(:—%BF;

L3 i 1,n_2¢c—AE _c4|(c—AE) c¢-+BE
BI‘-c—AF—c—;jAE__ 5 = 5 = o
BE = d%e, aljo

c+a d4et—cd—d? 3cr—d’
AG=c— o = T S e , bentnad)
St ——d2
L 4c¢

2) Wenn v a’ — b? = ¢, aljo a> — b? = ¢ ift, jo ift @ = 90°,
und G wird die Mitte von AB, in diejem Falle muf aljo

ta>%c

fet.

3) St vai—Dp*>e¢, alfo 22— b2 > ¢, a? >b* | ¢
o ift @ > 90° v diefen Fall muf die Konftruftion folgenber-
mafen abgedndert werben: NMean zeidhynet AB = C, evrichtet davauf
in A da3 Qot, jhligt um B mit v'a> — b* = d einen Kreidbogen,
der Diejes Lot in D trifjt, evvidhtet auf DB bag Lot, bad bie Ver-
lingerung von BA in E trifft, halbievt w. f. w. Jn derfelben
Weife wie bei 1) exhdlt man iwieder die Bebingung:

o

S 2 d, jo lange d* < 3 c* bleibt.

Wird d* > 3 ¢?, o fdllt der Fuppuntt ded Loted GH in bie
Berldngerung von BA, bdie entfprechende Rednung ergiebt
d*—3¢

ta:)—-i_é“'
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Jft d* =3 ¢*, jo geniigt die Bedingung t, > 0. Jn bdiejem
lebteren Falle ift AH 1 AB unbd identifh mit GH, und e3 wird
p=2c=2q.

@rigonometrifdye £ofung.
¢t 4 &

2c

Mg p+qg=c und p—qg=dc folgt p=

r

b 2 2

P—dr : 3¢ — d? ;
= & 2—C—d; ferner ift AG =c — ph= i c4 S und  im
3 Cz_if
4¢
GH ="} he, jo ift he befaunt, und e3 folgt weiter: tg « = h/q,
tg # = h/p.

redbtwinfligen A AGH : G = 1, — ). Do nun

Befondere Jalle,

1) ©oll y = 90° werden, fo ift a> 4 b?=¢c?, und da a> — b* = ¢*
C?—’—dz b2_cz__ d‘:
Tn g TED
fid) aus dem vehhwinfligen A ACH : to* = a%, - b? febt man
bievin die oben bevechneten Werte fiir a’ und b* ein, fo folgt:
s el et —d
=

8 et

saibrcy =132
demnad) i — JPS— 1

gegeben ift, fo folgt: a> =

Ferner ergiebt

2) Fiir @ = 90" wird a* — b? = ¢? alfo
G = 4!
3) ©oll a = c werden, fo folgt ausd a> — b*> = d* der Wert
b*=c* — d* und aug dem befannten Datum b* + c*=a?, 4+ 21,2,

wenn man a = c jept: b* =2 t,> — c’%h.  Sept man diefe beiben
Werte von b* einander gleich, jo ergiebt fich bie Beziehung:

3 ici — 2nde
=220




4) @oll b =c werden,
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fo fann man entweder ebenfo ver-

fahren twie bei 3) oder auch folgendermaRen: Fiirx b =c ift
ta L a, alfo in bem rechtwinfligen A AHB: t,* = c¢* — a*..
Addiert man zu diefer Gleidhung &, = a*, — ¢,
fo folgt: ta? + &'y = Ic_’ uid darvaus
2 b= d2
tn' — _'_‘4:_ XS
iy ig dleisidss e 2ama il d® = 3c?
Gty B =98, 432,45/ 4 =3245|._18°3-32 45
53| /32 3cP—q7 __ 8c?—a? 1 42— 3 ¢?
t, 8 *'/ g =V i [P i o Zc
25,6077 27,097 91,683 15 20 15
a| 36,973 41 52,287H 37,932 40 48,66
b 17,72 25,06 41 19,643 23,388 36,124
al64.23.35(72.12.18| 79.14.8 [104.9.18 90 . 124.5 .42
f£12565.36.25|35.35.24(50.22.56 | 30.8.25 |35.46.56| 38.1 .44
¥ 90 . 72.12.18|50.22.56 |45.42.17 | b4.13.4 |27 .52 .34 .
1

Cin Jveied ju Toujtruieven aug dem Produft jweier Seiten,
der Differens der Hohenabjduitte auf der dritten Seite und
pem Rading ded umgejdricvenen Kreijes.

Gegeben ab=1, p—q=24d, .
FHonfiruktion.
Man zeide itber CD =21 al8 Durchmefjer einen Halb-
freis, trage in diefen 1= CE al8 Sehne ein, fille EF | CD,

p_;_q=d ab, ervidhte in G Da3

trage auf bdiefer linie FG =

Lot, dag den um C mit v gejdhlagenen RKreidbogen in O frifjt,
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jdhlage um O mit OC Den Rreis, diejer treffe bie Verlingerungen
von FG in A und B, verbinde diefe Punfte mit C, jo ift ABC da3
verlangte Dreied.

Betermination.

1) Da a und b Sehuen bed RKreifed mit dem Rabdius r fein
jollen, fo barf Hodhjtend eine von ihuen die Linge 2 r erveidjen,
ihr Produft mup daber jedenfalld Heiner ald (2 r)* fein, d. §.

vVab=1<2r.

2) Ware FG >1r, {o wiirde da3 it G ervidhtete Lot den
Kreid um C nidht treffen, e3 darf aljo nidht d > r fein. it
d=r, fo wird CO || AB, und dba OG < r fein muf, weil anbern-
fall8 Der Kreid um O bdie FG nicht freffen wiirde, jo muf aud
CF <1, fomit auch) CE =1 <1 V2 fein.

3) uch wemn d < r ift, muf OG < r fein. Nun ift
0G=CF —CH,CF=12t, CH=V ' — &, aljo}2r— vV ’"— &<,
bemnac) P< 2r (r + V1P — &).

Trigonometrifhe Tofung,

: R d 232

1) Ans sin (a—p)= I% == folgt cos(a—p) = Vi = 4
Durd) Multiplication bon sin @ = af2 r und sin f = bf2r erhilt
man: sina.sin f = ab/4 r* = 1’/4r*. Multipliziert man diefe
Gleidhung mit 2 und fubtrabiect fie von cos (@ — f) = cos a cos B

— sin a sin § = :i, jo folgt:

V1

cos (a + f) = cos (@ — ) — I’2r' = Q — Y2 .

2) Gtatt cos (a + f) fann man aud) cos y aud bem vecht-
winfligen A AOG bevechnen. €3 ijt cos y = OG/r, in der Deter-




mination (3) war aber {hon aus"«‘gcred)nct OG="_2r— ‘/r2 — &,

bemlnlud) erI)ﬁ.It man: cos y="T2r

— b I -—cos(a—i—ﬂ)

Anmerfung: Da cos y < 1 bleiben muR, fo muf ftets
g ;

VT — &

i <ludpP<<2rr+vrE—ad

feinr, e3 ergiebt fich aljo Diefelbe Formel wie in Determination 3.

Befondere Fille.

1) Jft y=190° fo ift O ber Mittelpunft von AB, a3
Lot OH fillt mit GF ujammen, und aud dem rvechtwinfligen
A CED folgt: P=2r V1> — d’. Diefelbe Bedingung erhalt
mar, wenn man in der Gleidhung fiir cos y den Winfel y = 90°,
aljo cos y =0 ]egt Sft y > 90°% fo ift cos y < 1, aljo audh

129 12 v T
pr - YL €

<1, jomit ! < 2r v —d% man erfalt

et = AT e
alfo: je nachbem 12 =2r Vri— &, ity = 90"

2)Hta=90 pifta=2rudb=2CH=2v12— &,
fomit ab=1=4rvr* — d. Bu demfelben Refultate gelangt
man, wenn nan die in der trigonometrijden LWfung entwidelten
Werte von cos y und cos (a — f) einanber gleichiet, in der Er-
wdgung, daf y =a — f fein muff. Soll a > 90° fein, o ift
y <a— p, aljp cos y > cos a — f; fept man bdie obigen Werte
ein, fo folgt bie VBebingung 1> > 4 r vr? — &

3) flivra=cwitba=y, aljp 2 a + f=180". Da man
nun aud sin (@ — ) = djr beredhnen fonn a — g = 4, fo folgt:
a=60°+ d, f=60°—?,0, fomit:




*;0)=4r sin (30— d}s) . cos (30— &),

|3

bb

a=2rsina=2rsin(60 + 8;)=21 cos (30 — J}s),
=2 rsin f=2 1 sin (60—

alfo durd) Multiplifation:

ab = 12 = 8 r* sin (30 — dJ;) cos® (30 — Jf;).

nmerfung: Will man bierin & dburd) die gegebenen Grogen

p — q=2d= 13352, r = 228,65

ausdriiden, fo fommt man auf eine Gleichung dritten Grabes.

b 3= 2ry/ 12— d%|=4ry/ 17— a*|=8r’*in(80—d/s)cos*(30—d/s)| =21 (r +/r*—d)
100009 200018 143110 204573 (max)
a 367,544 457,303 416,65 452,29
' b 272,086 437,371 343,47 452,29
(¢ 457,3 133,62 416,65 0
a 653.29.17 90 . 65.39.32 98.29.17
p 36.30.43 | 73.1.26 48 . 40 . 56 81.30.43
y 90 . 16.58.34 60139.32 0.

18.

Gin Dveied zn fonflruieven, von dem der Fladjeninhalt, ein
| Winfel und der Radiug ded nmgejdhrichenen Kreifed gegeben ijt.

Gegeben F =12, 7, r.
Honfiruktion,
Man zeihnet einen Winfel gleich 2 p, bejdyreibt um feinen

Sdeitelpuntt O mit dem Radiud r einen Kreid, der die Schenfel
in A und B {rifjt, zieht AB, fillt OE L AB unb frdgt auf bdiejem
Lote von E aud EP =1 ab, sieht AP und erridjtet davauf in P
pag Qot, e3 freffe AB in Q, befhreibt wm E: mit EQ einen Sreis-
bogen, der EP in R trifft, zieht duvch) R die Barallele zu AB,
die Den Rreis um O in C und C, frifft, und verbindet einen
diefer Punfte, 3. B. G, mit A und B, jo geniigt A ABC ber
Aufgabe.
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Determination.

Der Punft C fann mur dann feftgelegt werben, wenn bdie
Parallele durd) R u AB den Rreis um O trifft. Das it aus-
gejhlofien, wern ER > EK ift — wenn man mit K den hochften
Punit ded RKreifes itber AB beeidynet. Wenn ER < EK ijt, fo
giebt e3 2 Scmittpunfte (C und C,), alfo aud) 2 Dreiece, die
einander fongruent find und fymmetrijd) ;u EK liegen. Jjt ER =EK,
jo fallen die beiden Punfte C und C, mit K jufammen, e3 giebt
alfo nur ein Dreied, und zwar ein gleidjdentliges. Je nach-
dem aljo

= ¢
ER = EK ijt, giebt 3 1 Qbjungen.
i 2

pier ift ER = EQ = EPYAE = P’le, = I!lr . sin p, unbd
da £ AKE = y, ift, fo it EK = ¢}, cotg p=r1 . sin y . cotg /s
benmad) ergiebt fid) die Bedingung:
0

e nachdem F z r* sin® y cotg y/, ift, giebt e3 i Lojunger.
2

Berlegt man den Grengausdruct x* = 1 sin’ y cotg y)s in Das
Prodult x* =r . sin y . rsin y cotg y,, fo ift der erfte Faftor
rsiny = ACG, ber weite rsiny cotg y,=EK, folglih der
Grengwert x leidht su fonftruieven af8 mittlere Proportionale zu
AE und EK.

@rigonometri[dye Lofung.
c=2rsiny; 2 ab=4Fsin y; a> - b’=¢? }+ 2 abh cos y;
(a-+b)’=c’+-2ab (14 cosy)=c* 4 4ab cos y), =c* +4F cotgyl,;
(a—b)’=ec’—2ab (1—cosy)=c*— 4 absin’y,=c*—4F tg /s,

a+b=cvV1-4+4F colg yHc-—C\/1+rg~)_..ccos) wenn

4F
s —=—tg?],a—b=—cV 1—A4F —A4Ftg i/,/c? —C\/l——SID“(p—-C cosq,
g_,n,
fertn ——C:,_—g}—;? = sin® ¢ gefet wird.
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Befondere Fille.

1) Fira=Db witba —b=0, alfo > —4F tgy,=0,
woraud 4 Ftg yh=41’sin’ y, F=r’sin’y . cotg y) folgt,
D. 1. der Gremgfall der Determination.

2) ©oll a =90 fein, fo ift a=2r, b=h=2r cos y,

demnad) F = % ab sin y = 2 r* sin y cos y, ober

3) Wenrt a = c ift, fo ift I

bemmad) F — % oA

. 2 gin y

F=r1’sn 2y.

1 :
cbsinyundh=2ccosy,

2

A
cos y = 5 ¢’ sin 2

&

c=2rsny ift, fo ergiebt fid) johlieflich

g P
F = 2 r* sin® y sin 2 .

r=>514,43, y =173 .35 .H7

y. Da nun

F 2 sin? y cotg y/s résin 2y 2risin®ysin2y| <r’sin2y

i 325560 143429 263989 123456

[ b3 .12 41 .34 .31 50.16 .54 39 218036
@ 90 41 .34 .31 64 .13 .26 38.0.39
a 823,85 1028,86 987 1028,017
b 823,85 290,504 5b7,37 250,363

(¢ 987 987 987 987

a | 2531200105 90 . | 73.35.57 o7 19y
o || Ri i 16.24.3 32.48.6 DS

Bufas. Wenm a=D ift, foifta—b=c.cosp=0

r

aljo cos ¢ = 0, fomit = 90°. — Jjt @ = 90", fo ift a* — b* = i
burd) Multiplifation der beiden Gleichungen fiiv a + b und a — b
(i der trigonometrifhen LWbjung) erhilt man:

a* — b* =ic? . eos @[ cos 1.
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Aus diefen beiden Gleichungen folgt cos ¢ [ cos 2 =1; dag
ift mur moglich, wenn die beiden Hiilfdwintel 2 und ¢ einander

gleid) find.

1119

Gin Dreied ju fonftvmieven ang ciner Seite, der Summe der
beiden andeven Seiten nnd dev Halbierungglinie ded vou lehteren
cingejdhlofjenen Wintels.

Gegeben ¢, a + b, w.
Honfeuktion.
Man 3ieht CF = w, teilt CF in M nad) dem Verhiltnis
a4 b:c, bejdreibt itber CM ald8 Durdymefjer den Kreid, trigt

tit diefen ; (@ + b —c¢) = CG = CG, ald8 Sehne ein, verbindet

G und G, mit M, bejchreibt mit GM um M ben Rreid8 und zieht
an diefen eine Tangente von F aus, welde die Verlingerungen
pon CG und GG in A und B (A, und By) trifft.

_ Betermination,
Die Lojung ift unmiglid), wenn 1) % @+b—¢c)=>=CM

ud 2) wenn MF << MG ijt, in lebterem Falle, weil jonjt F
innerhalb des Kreifed liegen iivde, aljo die Langente von F aqus
nidht gezogen werden finnte. Wenn MF = MG ijt, o jteht
CF I AB, b8 Dreied ift aljo gleichjchentlig. Jjt ferner

% (@a+b—c)=CM, jo wird dag Dreied Fur Geraden CF,

falld gleidhzeitig ¢ = 0 und a + b =2 w ift, andernfall3 ift die
Aufgabe unfinnig.
= o 2 : : e B e Sl
Da CM:MF=a 4 b:cn &, fo ijt CM = S vy
e3 mup aljo

a+b—ec (a+bw

1) ek < ,ﬂfiD\v>(a+b+c)(a+b__c)

2 (a - b)
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(a-}b)~.w* (atb—c)?
Ferner ijftMF —=—— -|—h + — _mdMG = (?—{_—_b—}—c)"'_—{ 5 )'

bavaus erhilt man nach einigen leichten Umformungen:

YW VATDFOEFD—0.

Durd) Bujommenfafjung bdiefer beiden Bedingungen erhilt
man fdleplid):

%“@+b+wm+b—@;w>@+h+®$$h—@

@rigonometrifdye Lofung.
=gttt e aCG R w L

oS 7/, 5 R e
(a—i—b—,—c)(a—}—b—c}
Co=gle 2 w (a + b)

Dicjelbe Formel LBt fich auch vein trigonometrijd) ausd dem
Cofinugiabe herleiten, wenn man unter Benubung der Fovmeln

fiir Den boppelten Flacheninhalt ded Dreiectd 2 ab — (acjs b?

bevedynet.

Befondere Fille.

& . b
1) it a = b wirb a = _g und w L ¢, demnadh

a -+ b\’ c\ (a+b+c)(at+b—c ;
w?-=( 'g_) fisit (E) B ot e '4( il ), folglich
ergiebt ficd) der Grenzfall Der Determination:

:%{@+b+@m+b—@

2) it y = 2 90" wird cos yi - \/2, demnad)

>u+b+®(+h—0
L= @+hb V2
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c

R febt man den hievaus

3) St e =90°, foijttg yh=

- a-—+b
beredinenden Sonderivert cos yf, = - D 1=
su berechnenden Sonderivert cos yfs Gt B enm a
gemein giiltigent gleich), jo folgt

a-+b _(atb+elat+b—c

e v r

\/(a+]))’+c 2w(a—+Db)
und hieraus ergiebt fid:

_atbto@tb—o.VEfthi+ec

2 (a -+ b)
4) Fiir a = c wird cos y =Db|2 a, alfo 1 + cos y =
22D koo sy 1 it v

L]

a-tb

2a

2¢c 4c
man wiederum Ddiefen Wert von cos pf, gleidh) dem allgemein
gitltigen, jo folgt:

ober 2 cos? yfy = Sept

disin Dl

— B \/c{a+b+c).
a—+ b=1127, ¢ = 943

— [

i - & ;

L (5] 5 L

- e &l -
i + 8 giﬁ ;'*ngg o

E=} 4"3 ‘:‘:N\N o|'

A £ = | =

= T i < (4

> 2 = + =

___.-c\:\] i E i @

a 563,56 920 958 | 943
b 563,5 207 169 184
a 33.12.12 g9 90.0.0 84.24.6
p 33.12.12 12.40.53 10.9.36 11 .11.48
v | 113'.35 .36 90.0.0 79.50.24 | 84.24.6.
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20.

Gin dreied ju Tounjtruieven aud dem Wmjang, cinem Winfel
wnd dem Nading ded eingejdhricbenen Kveijes.

Gegebert a b +c=2s, », o.

Honfleuktion,

Man zeidne £ y mit dem Scheitelpuntt C, ziehe zu den
Sdjenteln Parallelen im Abjtande o, verbinde deven Scnittpuntt
M mit G und fille auf einen Schentel von y dad Lot MG, trage
auf CG von G aud s = CH ab, ervidhte davauf da3 Lot von H
aud, weldes die BVerlingerung von CM in N {chneidet, bejchreibe
um N und M Sreije mit den Rabdien NH und MG und lege an
diefe eine gemeinjdjaftliche Tangente, weldje die Schenfel von y in
A und B frifft, fo ift A ABC das verlangte.

Betermination.

Da3 Dreied ift nur moglid), wenn fich an die beiden Kreife
um M und N eine innere gemeinjdjajtliche Tangente legen
[aBt, wenn aljo die Centrale MN nicht fleiner al3 die Summe der
Nadien o und NH ift. Jft die Centrale glei) der Summe bder
Radien, jo ift mur eine Tangente und jomit mur ein Dreiecd
mbglid), und jwar ein gleidyjchentliged; ift endlid)y die Centrale
grifer al3 die Summe der Rabdien, jo giebt e8 2 gegen CN gleidh
geneigte Tangenten, demnach auch 2 fongruente Dreiece. Je nachdem

0
aljo MN % o -+ NH, gicbt e3 1 @ofungen.

2

== Y r oy, —
Nun ijt NH = s tg yf,, MN = N_H MG __slg V=0
sin 7/, sin y/>

r

bemnad) s tg 7 — 0 = (¢ + 5 tg 74) - sin 7t

%

1 — sin 7y
"1 4 sin pf’

|

Q

= s. tg 7

0
ilieflid) o % s tg 7 - tg* (45° — ), T Sofungen.
2




Dag Maginum vou o fann man folgendermafen fonftruieven:
Man zeidnet £ y mit dem Sdjeitelpunit C, macht den einen
Sdjentel CH =s, evvichtet davauf in H dad Lot, dad die Halbierungs-
linie von y in N trifit, halbiext £ HNG, bdie Halbierungslinie tveffe
CH in A, erriditet auf NA in A dad 2ot bad CN in M treffe,
und falt MG L. CH, jo (Gt fid) beweifen, daf

MG =s . tg y) . tg? (45" — #[)) ift.

Trigonometrifdye Tdfung.
s—c=gcotgyl; a+b=s+(—c)=s + o cotg 7h;
e il in y/.
= —— sin yf

(¥
c:s—(s—c}:s—gcotgng; oS ———

2 ¢ e
s + p cotg v, . ~ - : ==
= s—gicetz: .sin yh. Sept man ofs = tg ¢, o ergiebt
fich nad) einigen leichten Umfornumgen: ¢
Lo T e A s =5
cos L2 = =2 (’}’,' o) . sin /s
2 sin (y/s — @) 9
Befondere Lille, k
«
i DS N RIS Y _
) it a = b wird cos e = 1, mithin aud) der oben g
QICOtZIpl T WIS 11 {
entmidelte Ausdrud L— . sin pf, = 1, woraus fjid) der -
— o cotg 7/, ;
Grenzfall der i“etemmmtmn ableiten [Gft:
e =sigyh.tg" (46° — 7).
2) Goll a =90° werden, fo ift « — f =17, cos a——;—ﬂ =¢0S y[»,
i S+ o cotg yfa . s cotg y
pemmitach cos yfy = - T 0 cotg /s . sin y/s, 7‘” = tg /o,
] s—opcotg S =0/ cotz iy

o cotg yh i 1—tg ;r;z
S 1+ tg o)
s.tgyh. tg (45 — /,).

== tQ}' ( == J’.'rﬂ]a




3) Fir a=c wiv “F 3 490, folglic
cos & ; o 3 sin yf, — 4 sin® y),, fomit
s + o cotg yl. __ 3 sin y/y — 4 sin® b R
s —ocotgyh sin 77, = a0y

davaud erhilt man durd) Aufldjung nad) o:

o = s .tg* yh . cotg y.

Anmevfing. Wenn y < 60° ift, jo wird nidjt a, jondern
bi=lc:

s = 1234, y =50 .12 . 48

s.tgyle. g% (45—ypls) (s . tg y)a tg (45 — yfo)| stg®plecotgy | <stgpfstg(45—pfs)

= 233,717 209,24 295,637 180

@ | 10.43.29 9.37.246 [10.21.43| 8.17.56

a 866,39 1024,76 963,06 1085,64

b 866,39 655,78 752,47 532,5

c 735,22 787,46 152,47 849,86

a | 64.53.36 90.0.0 79.34.24| 101.0.18

B| 64.53.36 39.47.12 |50.12.48| 28.46.54.




| ©
) ©
| &
|
4 O
&

90°, folglich

iht a, jondern

<stgylatg (46 —yfa)
180

1085,64
532,5
849,86
101.0.18
28.46.54.
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