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Irtfriiutinri ;u fwicfeiuifpl)«.

ei ber Sefjctnöhmg ptanimetrifdjer ®onftruftion§aufgaben in

ben oberen Äfnffeit eine§ @tjinnofium§ wirb in ber Stege! bas

£auptgett)id)t auf eine einfache Sonftruftion ltnb einen ftreng burdj*

geführten 93ett>ei§ gelegt, attenfatte tuirb noi| eine ftare ©ar=

ftettung ber 2tnatt)fi§ angeftrebt, ber te|te Seit ber Stufgabe aber,

bie ^Determination, wirb tjäufig entweber gang tiernadjtäffigt ober

»enigftenS nur gang flüchtig befprocfjen. Unb bod) bietet gerabe

ein grünbtidjeS @inge|en auf bie (Strengen, innerhalb beren bie

Stuftöfung gerabe nod) mögtief) ift, bem Sefjrer ein toertöotte§

bittet bar, bei feinen ©djütern bie SrfenntniS be§ inneren Qu*

fammenfjangeä ber gegebenen ©tücfe unb bamit ba§ matfjematifctje

®erftänbni§ ju förbern. SBenit man ben ©dritter öerantafjt, Stritt

für ©cfjritt bie Sonftruftion ju öerfotgen unb bei jeber Sinie, bie

gebogen ift, gu prüfen, ob fie fidj unter aßen Umftänben gießen

läfit, unb ob 2 Sinien unter allen Umftänben einen 2)urcfjfdjnitt§s

punft ergeben ober nid)t, fo wirb er nac| furjer Übung meift im

©taube fein, bie allgemeinen Sebing'ungeit für bie SDJögtidjfeit ober

Unmögticfjfeit ber Söfung anzugeben. Sßätjrenb man ftdj nun in

ben unteren Staffen meift mit gartj allgemeinen Stngaben über bie

£ö§barteit einer Stufgabe begnügen mufj, fommt e§ in Ober*

©efunba unb nod) metjr in ^ßrinta, wo bie Senntniffe namentlich

in ber Trigonometrie umfaffenber unb fixerer geworben finb, ganj

befonberS barauf an, bie afö notwenbig unb fjinreidjenb erlannten

Sebingungen für bie äJiögtidjfeit ber Söfitng in matfjematifcfjer

gorm augjufpredjen, biejertigert Söegeidjnungen, bie nod) unbefannte

®röfjen enthalten, bitrcf) bie gegebenen Stüde auSjubrüden unb

l*
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jutetjt baS SRefuItat in eine Schlußformel jufammeit ju brängeit,
in Wetter baS SßerhältniS einer ber gegebenen ©rößen ju beit
übrigen ausgebrochen wirb.

®a jur Sonftruftion üon SDreiedeit immer 3 üon einanber
unabhängige (Stüde gegeben fein muffen, fo h a * man ™ ber
Determination bie ^Beziehungen biefer 3 Stüde §u einanber ju
unterfudjen, am beften fo, baß man 2 berfelben atS unüeränberlidj
betrachtet unb baS britte als üeränberticf). äßetdje üon ben
3 ©rößeu man als üeränbertid) an§ufet)en hat; ift im Allgemeinen
nic^t üon Gelang; in ber Stege! Wirb man Wohl biejenigen beiben
(Stüde, bie am nädjften ju einanber gehören, atS unüeränberlidj
gufammenfäffen, j. 33. in ber Stufgabe u, v, w bie beiben erften
Slbfdjnitte, ober bei a -(- b, y, h bie ©eitenfumme unb ben ein=
gefdjtoffenen Söiulel. §auptfächlid) aber Wirb man fidj fyex Wot)l
üon bem ©efichtspunfte leiten laffen, baß bie ©djtußformet in
möglichft einfacher ©eftalt auftreten fott.

Sn ben fotgenben blättern fiub bie Determinationen ju einer
Stnjaht Ieid)ter unb befannter DreiedSaufgaben entwidett, wie fie
in ben oberen ©hmnafialftaffen öfter jur SÜefpredjung tommen; bie
©djlillformeln finb größtenteils in Stufgabenfammtungen (wie
äftartuS unb §offmann) bereits üeröffentlid)t, fobaß atfo ein %n-
fprud) barauf, baß S^eueS geboten werbe, nicht erhoben werben
fann. Sa bie Determination angeben foll, unter Welchen 33e=
bingungen bie ßonftruftion ausgeführt Werben fann, fo erhellt bie
üßotwenbigfeit, jeber Determination erft bie Sonftridtion üorauS-
pfd)iden, währenb SlnattjfiS unb 33eWeiS bafür nidjt in 33etrad)t
fommen. 8m Slnfdjluß an bie Determination finb jebeSmal nod)
einige befoubere gälte befprodjen Würben. Seber Seljrer ber
SRathemati! wirb nämlich Woht bie Erfahrung gemacht haben, baß
einjetne Stüter bei forgfättiger Ausführung ber Zeichnung red)t=
winttige ober gteidjfchenftige Dreiede erhatten unb nun überjeugt
finb, baß baS bei ber betr. Stufgabe immer ber gaH fein muß.
$d£j bin baher ber 3tnficf)t, baß eine ©ntwidtung ber 33ebingungen,
unter benen biefe befonbereu gälte eintreten, nicht nur großes
Sntereffe haben, fonbern audj für bie görberung ber mathematifd)en
SrfenntniS ber ©d)üter üon großem SBerte fein muß. Da bie
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Ableitung biefer 23ebingungen Ijäufig in engem ßufammenljange

mit ber trigonometrifdjen Sluflöfung berfelben Slufgabe ftefjt ober

menigfteng burcf) Senutmng berfelben mefentlicf) öereinfadjt toerben

fann, fo finb ber 33efprecf)ung biefer befonberen gälle nod) bie

nottoenbigften gormein ber trigonometrifd)en Söfung sorangeftellt

morben. Ilm ben innigen 3 u f ammen f) art S ^ Planimetrie mit

ber Trigonometrie barjulegen, finb Bei einigen 23eifpielen bie in

ber Determination entnridelten gormein and) nod) aus ber trigono-

metrifdjen Söfung befonber§ abgeleitet luorbeit. ©djliefjlicfj ift für

jebe Slufgabe nocl) ein .galjlenbeifpiel ßerec^net morben, tneldjeS

aud) bie fämtlidjen befonberen gälte umfaßt itnb jü trigono=

metrifdjen fomie ju planimetrifdjen Slitfgaben benutjt toerben laitn.

2ßa§ bie SejeicEinungSmeife anbelangt, fo ift ju bemerfen,

bafs AB = c atö Orunblinie gern dl)It ift, nnb bafj bei allen

Sinien, bie nad) AB gerichtet finb, ber Snbej; c tueggelaffen morben

ift, fobafj alfo bie ©röfjen h, t, w foüiel bebenten ttie h c , t c , w e .

SBo bie Seiten a nnb b fidj unterfdjeiben, ift immer a al§ bie

größere getoäljlt morben, itnb entfpredjenb natürlich bie babon ab=

gängigen (Sröften a, p, u größer al§ ß, q, v. $n ber gigur,

bie für bie meiften Stufgaben benu^t mürbe, ift CD bie §öl)e,

GF SSinfelfjalbierenbe, CE Mittellinie, M SDJittelpuntt be§ 3ntreife§,

N ber beSjenigen ®reife§, ber bie (Srunblinie Don aufjen berührt,

0 SJJittefyunft beg Umfreife§, JK berjenige SDurdjmeffer be§ lederen,

ber auf AB fenfredjt fte£)t, MG unb NH _L AC, ML _L AB u. f. m.
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1.

©in Smetf p ftmftruicrett au» einer Seite, ber pgePttgen
£öfje uttb bem gegettüöerliegenben Sßinfel

(Segeben c, h, y.

^onrtruktion.

üöian betreibt über c = AB at§ Seltne beit ®rei§, ber /_ y
afö ^eriptjeriettnnfel fafjt, gieljt ju AB im Sfljftanbe h bie parallele,
bie bert SreiS iit G (Ci) trifft, tierbinbet G mit A urtb B, fo ift
A ABC ba§ »erlangte.

Determination.

Srridjtet man in ber ÜDiitte E oon AB ba§ Sot, bi§ e§ bie
$ßeript)erie in K trifft, fo ift offenbar bie Söfung unmöglich, rnenn
h > EK ift, tneil in biefem gälte bie parallele ju AB ben ®rei§
nic^t treffen fann. Sft h = EK, fo berührt bie parallele beit
®rei§ in K, ^ßunft G faßt mit K jufammen, ba§ entftet)enbe SDreiecf
ttrirb gleid^fdEientlig. 8ft enblid) h < EK, fo ergeben fief) 2 @djnitt=
punfte C nnb G t ber parallelen mit bem Greife, bie beiben ber
Slufgabe geititgenben Sreiecfe ABC nnb ABCt finb fongruent nnb
liegen ftymmetrifdj jit EK. Um EK jn berechnen, öerbinbe man
K mit A, fo ift Z AKE = y/2, folgticf) EK = c/2 . cotg y/ 2. @o=

> c ®
mit giebt e§, je nac^bem h = — cotg y/t ift, 1 Söflingen.

< ^ 2

Srigonomctrifdjc föfuttg.
rli

3Iu§ 2 F = ab sin y = ch folgt ab = ——. 2ht§ bem
sin/

ßofinu§fa| ergiebt fidj:

a 2 -)- b 2 = c 2 -j- 2 ab cos y = c 2 -4- . Cos y
sm y

sin y
einmal abbiert, bann fubtratjiert:
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/ , , NO 2 , 2 ch .. . . , 2 ch . 2 cos 2 y 2
(a + b)" = c 2 4- — (1 -f- cos y) — c 2 + tt ~- 1 T
v ' ' 1 sin 7 2 sin yj 2 cos y/ 2

— c 2 + 2 ch cotg yli,

. ,, 2 ch ,. , j 2 ch . 2 sin 2 y/ 2
(a — bV = c 2 •— (1 — cos y) = c — —-. p
v ' sin y 2 sin y/ 2 cos y/ 2

— c 2 — 2 ch tg y/ 2.

©onbert man in beiben (Sleidjmtgen auf ber regten Seite c 2
2 h 2 h

al§ gemeinsamen gaftor ab, fe|t — cotg yl 2 = tg 1, — tg yl 2 —

sin 2 cp, unb §ieJ)t bie SBurjel aus, fo folgt:

a -j- b = v/'c 2 (1 -j- tg 2 2) = c/cos 1.

a — b = \f (1 — sin 2 cp) — c . cos cp.

$cfoiiöcn: ^ällc.

1) ©oll a = b fein, fo ift (a — b) 2 = 0 = c 2 — 2 ch tg yl 2l

woraus ftdj ber ©renjfall ber ^Determination h = - . cotg yl 2

ergiebt.

2) Sft a = 90°, fo wirb AC = h, alfo h = c . cotg y.

3) (Soll a = c fein, fo folgt au§ bem redjtwinlligen SDreiecf BDG:

h = a sin ß — c sin /?; ba aber in biefem ^döe a = y ift,

fo ift ß = 2 R — 2 y, mitfjin sin ß — sin 2 y, folglidj

h = c . sin 2 y.

c = 1701, y — 60 . 28 . 26.

Vi c/ 2 . cotg y/ 2 c . cotg y c . sin 2 y < c/ 2 cotg yl 2
1459, 12 963,38 1458,8 1354,28

X 59 . 45 . 47 54 . 20 . 49 59 . 45 . 37 58 . 49 . 31

9
90 54 . 20 . 49 89 . 7 . 16 74 . 27 . 0

a 1688,9 1954,88 1701 1871
b 1688,9 963,38 1676,58 1415
a 59 . 45 . 47 90 60 . 28 . 26 73 . 9 . 14
ß 59 . 45 . 47 29 . 31 . 34 59 . 3 . 8 46 . 22 . 20
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2.

<£itt Stetctf p lottftritictxn a«§ einet Seite, bcr ptgeljöriijen
SWittellinie ititb beut gegettilkrltegenben 2ßinM.

©egeöen c, t, y.

^onftcuhtion.

SJJan jeidjnet AB = c, fdjlögt bar üb er afö @el)ite ben fireis,
ber y al§ Sßeriptyeriettrinfet fafjt, unb um bie SDtitte E öon AB ben
Sogen mit t, ber ben erften Äreis in C unb G t trifft.

Determination.

SSertängert man ba§ äJlittellot auf AB, öi§ e§ ben Sreis in
K trifft, fo ift bie Sofung unmöglid), menn t > EK ift. SEBenn
t < EK ift, fo erhält man 2 ©c£)nittpunfte C unb G t unb infolge
beffen 2 !ongruente Sreiecfe, bie ftymmetrifd) ju EK liegen. Sft
t = EK, fo fallen bie ©cfjnittpunfte G unb G t jufammen, ba§ ent=
ftetjenbe SDreiecf toirb gleidjfdjenHig unb £jat oon aßen ®reiecten,
bie baffelbe c unb y kfit^en, ben größten glädjeninfjatt. ®a EK

= g cot & ( w ^e ™ Stufg. 1), fo lautet bie S3ebingung für bie

2JiögIitf)!eit ber Söfung:

>
Se nadjbem 2 t = c . cotg y/it gießt e§ 1 Söfungen.

— 2'

arigonomttrifdje pfung.

@8 ift a 2 + b 2 = 2 t 2 + u
cl^ 1 QJ

unb natf) bem Sofinusfa^: 2 ab = —-—

abbiert:

(a-l-b') 2 4t 2cos y-j- c 2 cos y-\- 41 2— c 2 4t 2 (l-{-cosj')—c 2(l—cosy)
2 cos y 2 cos y

_j4 t 2 cos 2 yl2 — c 2 sin 2 yl2 4 t 2 cos 2 yU / * c 2 tg 2 yl2\
cos y cos y l 4t 2 /'

4 t 2 + c 2
2 "

4 t 2 — c 2
2'coS y
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fubtrafjiert:

. ,, 2 4t 2cosy-)-c 2cos7—-4t 2—|- c 2 c 2(l-4~cos/)—4t 2(l—cos/)

2 cos y 2 cos y

c 2 cos 2 yj 2 — 4 t 2 sin 2 yl 2 c 2 cos 2 y/ 2 L 41 2 tg 2 yl.

cos y cos y l c 2

)
$ur bequemeren §lu§füfyrung ber logarit^mifdEjen 2lu§recf)nung

c 2 t
man £>ülf§tt>infel eilt: sin X = — . tg y/ 2, sin cp = — . tg y 2.ü l c

Sann ergießt fidj: a -f- b — 2 t cos y/ 2 cos X

y/ cos y

a — b = c . cos y/ 2 . cos cp

V cos y

$cfoni)m ^Fälle.

1) gür a = b luirh t = CE J_ AB, mithin au» A ACE:

t = c/ 2 . cotg y/ 2 ober 2 t = c . cotg y/ 2 — mie fcfjon au§
ber ^Determination belannt.

2) Sßirb « = 90°, fo folgt au§ bem redjtttrinfftgen Sreiecf CAE:
c 2

t 2 = ^ + b 2,

unb au§ A ABC: b = c . cotg y,

fotglidj t 2 = ^ + c 2 cotg 2 y, alfo 4 t 2 = c 2 (1 -f- 4 cotg 2 y),

mithin fc^tie^Iic^ 2t = c./ 1 + 4 co tg 2 y.

3) @oü a — c fein, fo geljt ba§ Saturn a 2 + b 2 = 2 t 2 -f- %LJ

c 2

über in 2 t 2 = — b 2 ; fällt man bie §öf)e oon B au§, fo

ergießt fic£) au§ einem ber b'eiben baburd) tjergefteHten recf)t=

hrinfügen ©reiecfe: b = 2c cos y, bemnacf):

2 t 2 = ~ -f 4 c 2 cos 2 y, 4 t 2 = c 2 (1 + 8 cos 2 7),

2 t r — c \f 1 -f- 8 cos 2 7.
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c = 35 790, y = 71 . 56 . 9

2t

t
c.cot gyj 2

24659
<c.cot gy/ 2

21875

cV l+4cotgV

21366

cV 1+8 cos 2/

23802

<cV l+4cotg 2 y

19876

X

<P

31.46.39

90 ,0 .0

37 . 25 . 50

60 . 2 . 50

33 . 3 . 51

74 . 51

40 . 47 . 43

53 . 42 . 33

36 . 25

62.30.35

a 30468 37646 35789,3 37264 37591

b 30468 11674 22194,7 6476 13579

a 54.1.55 90 . 0 . 0 71 . 56 . 9 98 . 9 . 23 86.55.13

ß 54.1.55 18 . 3 . 51 36 . 7 . 41 9 . 54 . 28 21 . 8 . 38

3.

©in Sreietf p fonfttutmu au» bcr Siffctcuj jtoeier Seiten, ber

bfitten Seite unb bcr p biefer gehörigen .^öfje.

(Segefien a — b = d, c, h.

3Kon liruktton.

1) 3eid)ne AB = c, fcfjfage barüöer at§ • SDurdjmeffer einen

$aI6frei§, trage in tiefen d = BP afö @e[jite ein, feilte PQ _L AB,

erriete 2 h = AR _L AB, tierbinbe R mit Q, fcfjtage um B ben

Ärei§ mit BP, er treffe RQ in S, jietje BS unb erriete auf RS

ba§ ÜMtteltot, luetdjes bie Verlängerung tion BS in G treffe, unb
tierbinbe C mit A.

2) geidjne AB = c, halbiere e§ in E unb verlängere e§ um

BE bi§ T, fdjlage um T einen §albfrei3 mit d, ber AT in U

unb V fdjneibet; erriete auf AB in E ba§ Sot EW = h, jietje

UW unb VW unb ju biefen bie ^ßaradelen burd) T, meldje EW

in X unb Y fdjneiben, f)a£6iere XY in K, lege ben £rei§ burd)

K, A unb B, unb §ief»e burd) W ju AB bie parallele, Iceldje ben

$rei§ in C fdjneibet, tierbinbe G mit A unb B, fo ift A ABG

ba§ tierlangte.

Determination.

Sie Söfung ift immer mögtidj, fo lange, tt>a§ fe!6ftüerftänblid)

ift, a — b < c ift. giebt immer 2 fongruente Sreiede, bie

ju EK fljmmetrifd) liegen.
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Erigottomctrifdje jCafung.

1) 2>ct in ber 1. Sonftruftion CA = CS = CR ift, fo ift

Z ARS = 7/2, folglich im redjttuinftigen A RAQ: tg 7 /2 = AQ/AR;

nun ift AR = 2 h, AQ = c — BQ = c — d'/c = ~ d ',

(»mit tg ,/, = t=^-'.

2) 9tu§ bem redjtoinfligen ©reted AEK (^onftruftion 2) folgt

tg 7/, = c/2 EK, 2 EK = EX + EY;

EX _ ET _ c __ ch

EW EV ' c + d ' c + d

EY ET c EY = ch
EW EU ~ c — d '

2 EK = -***
er — d-
C2 d 2

ts = "rar ■

3) ®iefe!6e formet läfjt ftcf) aud) ofjne SSertufcuttg ber $on=

ftruftion rein trigonometrifdj folgeitbermafjett herleiten:

(Srtceitert man in ber Mannten 5 orme l

t erl , = VEESFES

ben 9tabifanbu§ mit 16 (s — a) (s — b), fo folgt:

4 (s — a) (s — b) _ 2 (s-a ).2 (s -b ) _ (c -a+b )(c +a-b)

8/2 s(s-a)(s -b) (s-c) 4F 2 ch

. (c — d) (c + d) _ c 2 — d 2

2 ch 2 ch

Jätfimbcre .fälle.

1) 3e nadjbem y = 90°, atfo 7 /2 = 45°, ift tg 7/2 = 1, a(fo

audj ber in ber trigoitometrifdjen Söfnng entttridelte SSert
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c 2 - d 2 >

2 ch < '

woraus ficfj bte SBebingnng ergiebt:

Se nadjbem h = c d , ift y = 90°./ & C <C

2) Söenit a = 90° ift, fo ift a — ß = y, nnb ancfj

sin = sin y/ 2; ba nun nacf» ber SJJoItoeibefcIjen gormel

. a — ß d . - -
sin _ = — cos yL

2 c '

ift, fo ergieBt ficfj — cos yj 2 = sin yj 2r alfo — = tg y/ 2. ©rfe|t manc <d c <C

hierin tg yj 2 bnrdj ben allgemein gültigen, oben hergeleiteten SBert
c 2 — d 2

~Tch~' f »

d > c 2 — d 2

c < 2 ch
, alfo fdjliepdj:

3e nadjbem h = ° d , ift a = 90°.& et <

3) ©oll a = c fein, alfo a = y, fo ift ß == 180 — 2 y,

a — ß = 3y — 180°, = |/ — 90°, sin = — cos|y

= — 4 cos 3 yj 2 + 3 cos y/ 2 , folglidj nad) ber oben benutzten

Sßolltüeibefdjen formet:

3 cos y/ 2 — 4 cos 3 yj 2 = ^ . cos // 2 ,

3 — 4 cos 2 j>/2 = d/c , 4 cos 2 y/ 2 = 3 — d/c = —- ,

2 1 ^ ^ — d . 2 , 9 1 c —I—d.

COS 2 y/ 2 = 4 c ; Sin 2 y/ 2 = 1 — COS 2 y/ 2 = .

* «m
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©e|t man biefett Slitgbrutf bem für jebe§ beliebige SDreiecf
nadjgewiefenen gtetdf), fo folgt

V+ i
h

c 2 — d 2
3 c — d 2 ch '

c 2 - d 2 J^3 c — d2 c c + d '

£ ober aitdEj h — C ^ c — d) (c -f- d). J

a — b = d = 160, c = 843

^c 2—d 2 ^c 2-d 2
> 2c < 2 d

703,15

! —d 2
2c

406,31

<
2 c

360

2 d

2140,76

> c 2 —d s

2 d

3600
~~2^rV (3c—d) (c+d)

624,45

69 . 26 . 7,5
50.31.18,5

60 . 2 . 34
911
751

52.42.46,5
37.17.13,5
90 . 0 . 0

670,7
510,7

48.46.21
34.18.39
96.55

638,66
478,66

90 . 0 .0
68.30.22
21.29.38

2300,75
2140,75

94.25.54
72.41.22
12.52.44

3770,75
3610,75

66 . 6 .9
47 . 47 . 41
66 . 6 . 10

843
683

4.

©tu Sreietf ju ftmftntieren aus bcr S)iffetenj jtueicr Seiten
itttb bett Beibett $öJjenal>ftf)ttittett auf bcr brittcu Seite.

(Segeben a — b = d, p, q.

2Iu§ bem Saturn a 2 — b 2 = p 2 — q 2 folgt (a -f- b) (a — b)
= (P + l) • (P — q), betrauä ergiebt ftcf) folgenbe

|Soti(irukttoii.

geicfjne BP = d utib trage auf berfetben (Seraben p — q
= BQ ab, trage barait unter beliebigem Söinfel p -f- q = BR,
^ietje PR uub baju bie parallele burefj Q, meiere bie Verlängerung



14

ton BR in S fcfjneibet; Betreibe um B mit BP einen Kreisbogen,
ber BR iit T trifft, halbiere ST in C nnb befcfjreiöe um C mit CT
unb um B mit BR Kreisbogen, bie fidj in A fcfjneiben, tier*
Binbe A mit B unb C, fo genügt A ABC ber Stufgabe.

SWcrmination.

©iöibiert man bie jur3lnalt)fi§ benutzte ©teidjung (a+b)(a—b)
= (p + q) (p — q) kurrf) a + b > p -f q, fo folgt a — b < p — q.
©obalb biefe 93ebingitng erfüllt ift, läfjt ficC) ba§ Sreied immer
fonftruieren.

Ptfmtbcrj Mt.

1) Um ju entfcfjeiben, unter tnetdjen 93ebingungeit Z y = 90°

ift, fann man öorn @ofinu§fa| ausgeben:

2 ab cos y = a 2 -f- b 2 — c 2 ,
2 ab (1 — cos y) — c 2 — (a — b) 2

ober 4 ab sin 2 yj 2 = (p + q) 2 — d 2 .

Um bas Sßrobuft ab ju eliminieren, quabriere man a -j- b
p 2 Cf2

= d unb a — b = d, unb fubtraljiere, fo folgt:

4ab = (P 1 -$ , - d4 .d 2

@ingefe|t unb mit d 2 muttippiert:

[ (P 2 — q 2) 2 — d 4] sin 2 yj2 = d 2 (p -(- q) 2 — d4 .

Se nadjbem nun y = 90°, ift sin 2 yj2 = ^, fomit

[(p 2 — q 2) 2 — d 4J . | = d 2 (p + q) 2 — d4 .

(£§ folgt: d 4 — 2 d 2 (p + q) 2 + (p 2 — q 2) 2 = 0
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a 2 = (p + g) 2 - Y<j> + q) 4 - (p 2 - q 2) 2 *)

d 2 = (p + q) 2 — 2 (p + q) v^pq»

enbliclj: Senad)bem d = \/p + q • (V'p — V'q), tft y = 90°.

Stnmerfung. gür ben OrenjfaE y — 90° erhält man ein-
fac^er: nacf) $J3t)tf)agora§ a 2 + b 2 = (p + q) 2 = p 2 + 2 pq + q 2 ,
unb nacf) bern Saturn: a 2 — b 2 = P 2 — q 2 ,

a 2 = P 2 + pq ,
b 2 = q 2 + pq ,

aljo a = v 'p (p -f q), b = q (p + q), burdj ©nfitraftion:

a—b = d= </ p(p + q) —"/q(p + q) = / P + q (V p — V~q).

2) äöemt a = c fein foE, fo ift BG = p -f q. 9iacfj foit=

ftruftion ift BG = d + A ST = ~ d + | BS; ferner ift

BS = folglich

, 1 j , P 2 — q 2 d 2 + p 2 — q 2

P + q = 2 d +-2F- 2 d

d 2 — 2 d (p + q) + p 2 — q 2 = 0,

d = p + q — V (p 4- q) 2 — p 2 4- q 2 ,

d=/p + q[/p ~F~q — V2~q] .

3) gür b = c erf)ä£t man entfpredjenb:

. p 2 — q 2 — d 2

p + q = * L -Td

*) 3ft allgemein (x — y) 2 >z 2 , fo ift nur bamt x — y > z, wenn
x y > 0, bagegen x — y < z, wenn x — y < 0. §ier liegt her tejjtere
SatC bor.
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d = — (p + q) + "/2 p (p + q) .

d = /p + q^2p - v^p + q] •

p = 225, q = 64

>V~ p + i-
= V p + q. = v"p + q- = V p + q-

a—b = d (vT — -/q) (\/T—-/q) (\Zp+q—■V 2q) IV 2p—p+q]
130 119 96,667 71,6243

a 243,9583 255 288,999 360,625
b 113,9583 136 192,32 289

a 55 . 47 . 54 61 . 55 . 40 70 . 33 . 48 77 . 12 . 20

ß
22 . 41 28 . 4 . 20 38 . 52 . 24 51 . 23 . 50

7 101 . 31 . 6 90 . 0 . 0 70 . 33 . 48 51 . 23 . 50

5.

©in Sreietf jit fouftvimren au§ einer Seite, ber 3i|femt§ ber
Seiben aubern Seiten nnb bem 9tabin§ bes cinßefdjrieknen

$reife§.

($egeben a — b = d, c, q .

Konstruktion.

ÜÜJait fjalbiert AB = c iit E, trägt üon E aus auf EA bie
Ijalbe gegebene Sifferenj d/ 2 = EL ab, errietet in L ba§ Sot
LM = g r betreibt um M mit ML ben Slrets unb gietjt an biefen
bie Slangenten tion A unb B au§; begeic^net man bereit @d)nitt=
punft mit C, fo ift A ABC ba§ »erlangte.

Determination.

SDie ^onftruftion läfjt fidj ausführen, fo lange bie ooit A unb B
an ben ®rei§ gelegten Tangenten fo fonüergieren, baß fie ben
$rei§ einf(f)Iießen. Söetracfjtet man bie beiben gegebenen Steeden
c unb d al§ untieränbertidj, fo bleibt bie Sage ber fünfte E unb L
auf ber feftgelegten (Steede AB unoeränbert. Saßt man nun bie
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britte Strecfe o aßmäpg immer größer werben, fo entfernt ficfj
ber .^unft C immer weiter oon AB; jfjat q eine getoiffe @rö|e
erreid^t, fo werben bie Tangenten parallel, nnb ^Sunft C liegt im
Unenblidjen. SBäcfjft g nocf) über biefe ©ren^e f)inau§, fo lon=
oergieren bie Tangenten nad) ber entgegengefe^ten ©eite, ber
Srei3 M wirb bann nicfjt mef)t 3nfret§, fonbern SInfreig.

©inb im ©renjfaße bie beiben Sangenten einanber parallel,
fo jiefye man ben 93erütjrung§burd)meffer XMY; bann entfteljt ein
Srapej ABYX, in welkem E nnb M bie SJfitten ber nidjtparaMen
Seiten finb, itjre SSerbinbungsünie EM ift bemnacf) gleitfj ber

fjalBen ©nmme ber parallelen Seiten: EM = ^ (AX -\- BY). ®aLi

nun AX = AL unb BY = BL, fo ift EM = i AB = ~, fomit
u u

für ben ©rensfall in A LME: ML 2 = ME 2 — LE 2 ober g l = C, — —,4 4

woraus 4 g 2 = c2 — d 2 unb enblicf) 2 g = V'c 2 — d 2 folgt. SSirb
2 g größer al§ biefer Söert, fo bioergieren bie beiben oon A unb B
au§ gezogenen Sangenten, wirb 2 g Heiner, fo fonoergieren fie,
bie SSebinguug für bie SOJöglidjfeit ber Söfung ift alfo

2 g < V c 2 — d 2 .

Um ben @)renäWert2£>=V'c 2 — d 2 ober g = \f

leidjt ju fonftruieren, ^erlege man ben 9iabicanbu§ in ba§ ^robuft
c -4- d. c — d

—^ g ^ für ^ e f eit 6 fre mittlere ^orportionale
(» I

ju —-— = BL unb —-— = AL. Sonftruiert man baljer über
Li Li

AB al§ SDurcfjmeffer ben §alblrei§ unb errietet auf AB in L ba§
Sot, bas ben §albfrei§ in Z treffe, fo ift LZ ber (Srenjwert, ben

q nidjt erreichen barf.

&rigonometri[ct)e £öfuwj.

a g 2 q ß q 2 Q
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$c|otti>ctt .Uällt.

1) ^ür y = 90° ttutb q — s — c =• — , alfo————— £l

2 g = a -f- :b — c. Sterin ift bie Unfcefannte a -f b burcfj bie

gegebenen ©rö^eit ausjubritcfett. 9Jacfj bem jßtjtfy. 2e{jrfa|se er=

§äit matt: a 2 -|- b 2 = c 2 ; burdj Quabriernng üotta — b = d folgt:

a 2 — 2 ab -f- b 2 — d 2

2 ab = c 2 — d 2 ,

a 2 + 2 ab b 2 = 2 c 2 — d 2 ,

mitlitt

a -f-'b = v 2 c 2 — d 2 ,

2 q — V 2 c 2 — d 2 — c .

c — a -j- b
22) ffür a = 90° ttrirb q = s — a

alfo 2 q = c — :d .

3) giir a = c ift a — b = c — b = d, alfo b = c — d,

folglicf) 2 s = 2 b -f- c — d = 3c — d; ferner s — a = s — c

a 4-b — c b c — d , , a — b-|-c c + d

= = 2 = 2 ' »"> s ~ b = — - = 2

(Somit getjt bie allgemein gültige formet

Q = y (s — a) (s — bj (s — c)

_ \f (c — d) 2 (c + d)
y V a ra p. —di '

itfcer in

ober
y^+.'V

4) gut b = c erfjält man iifjttlid)

2e = (c + d)f^ + d'
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a — b = d = 24, c = 123.

= (c —d). — (c + d).
2 e = v'2c 2-d 2-c = c — d 1/ <=+ d 1/ c-d Cy'c 2 — d 2 = v' c 2 — d 2
e 24,642 49,5 \ 3c —d r 3c + d 38,6267 60,318

32,3115 36,89

a 98,142 .327,2 123 147 159 AC || BC
b 74,142 303,2 99 123 135
a 52 . 55 . 50 90. 66.16 . 9 73.23.24 75 . 55 . 50 101.15.4
ß 37 . 4 .10 67.55.6 47.27.42 53.18.18 55 . 26 .44 78 .44. 56
7 90. 22.4.54 66 .16 . 9 53.18.18 48 . 37.26 0.0.0

6.

(Sttt Steierl §u fouftruimtt att§ einer $öl)e, ber Sifferenj ber
bttriij fte auf ber jugefjöttgeu Seite Ijctuorgeöradjtett fftfdjttitte

ttnb ber Sifferenj ber Sßinfel, bie biefer Seite anliegen.
($egeben h, p — q = 2 d, a — ß — 8.

Ißonflcuktioit.

$eicf)ne BP = p — q = 2 d, Betreibe barüber afö ©efyne
ben Kreisbogen, ber a — ß = 8 afö ^ertpfjeriettunfet fafjt, gieJje
%vl BP im Slbftanbe h eirte parallele, meiere ben .ftreis in G
fcfyneibet, fcE»Iage um G mit GP einen Kreisbogen, ber bie 3Ser=
längernng tion BP in A fcfjneibet, üerbinbe G mit A nnb B, fo
genügt A ABG ber Stufgabe.

Determination.

Sä fommt baranf an, baß bie p BP gezogene parallele ben
Krei§ über BP trifft, tt>a§ nur bann ber galt ift, tnenn h nidjt
fleiner ift at§ ba§ auf ber äftitte üon BP bi§ gum Greife er®
richtete Sot QR. Sft h = QR, fo fällt G mit R jufammen unb
A mit B, ba3 SDreiecf rebujiert fic^ alfo auf bie ©trede BC. Sft
Ii < QR, fo jcfjneiöet bie parallele ben Krei§ in 2 fünften.

2*
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33enutjt man pr ferneren Sonftruftion ben redjtä Don QR liegenben
Sßunft C, fo fällt A redjtS oon B, e§ entfielt ein bem erften
fongruente§ 2)reied, in meinem nur bie ©den A nnb B ttertaufdjt
finb, fo baf? aud) «5 = ß — a ift. SSerBinbet man R mit B, fo

ift Z BRQ = d/„ BQ = ^=^9 = d, alfo QR = d cotg ö/ 2 ;

bemnadj fann bie Aufgabe nur gelöft werben, menn

h < d cotg djj ift.

Srigoitomctrifc()c föfung.

Sn jebem ©reied ift cotg ß = p/h, cotg a = q/h, folgtid)
p — q 2 d cos ß sin a — cos a sin ß 2 d

cotg ß - cotg a = — = -¥ ; sin a sin ß ~X*
®a ber 3äf)Ier = sin d ift, fo folgt f)ierau§:

. „ h . sin (5
sin a sin ß = —r—3— .r 2 d

2MtipIijiert man biefe (Sleidjung mit 2 unb fubtraljiert fie
oon cos a cos ß —|- sin a sin ß — cos <5, fo folgt

• „ c h sin d
cos a cos ß — sin a sin ß = cos 0 —.

SDie inte (Seite ift = cos (a + ß) — — cos y, bemnad)
ergiebt fid)

cos y = ^ . sin ö — cos ö .d

@e|t man h/d = tg X, fo folgt

cos {X + <5)— cos o = — 1—-

cos (180° — [X -(- 5])
cos y — r — ,cos /

, . , , , , „s COS (X -|- (5)ober einfacher: cos (a + ß) = — cos y = -) — .

cos y — tg X sin (5 — cos ö —' cos /
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Slcfottöcrt «fälle.

1) Srridjtet man auf BP in P ba§ 2ot, bi§ e§ ben ®rei§
in S fdtjneibet, fo wirb a = 90°, wenn h = PS wirb, benn bann
fällt G mit S unb A mit P gufammen. SSerBinbet man S mit B,
fo ift Z. BSP = <5, bemnacf)PS — h—2dcotgd Sft h > 2 d cotg ö t
fo Wirb a > 90°.

2) @ott y = 90° fein, fo Wirb AB 2)urd)meffer be§ Um=
freifeS; tierbinbet man ben ÜDZittetpunft 0 beffelben mit G unb

fällt CD J_ AB, fo ift Z OCD = <5 unb DO = ^=-9 = d,

folqlidj h = d cotg <5 (alfo £ia£6 fo qroft wie im borfieraefienben
gälte). 3ft h < d cotg <5, fo ift y > 90°.

3) SBenit a = c , alfo a = y wirb, fo ift 2 a -(- ß — 180°,
unb ba a — ß = d gegeben ift, fo folgt a = 60° + l l3 <5 unb
ß — 60° — % ® a mm ß = P/^1 ' cot S a — lA 1' f°
fidj, wenn man a unb ß burdj bie oben berechneten Sßerte au§=
briidt unb fubtral)iert:

cotg (60 — % <5) — cotg (60 + 7s <5) = 2 d/h,

sin (60 + % (5) cos (60—% d) — cos (60+% ö) sin (60 — 2/3 <5) 2 d
sin (60 — 2/ 3 <5) . sin (60 + % d) h

®er 3äJ)ler ber linlen Seite ift sin d, bemnadj folgt bie
Söebingung

, 2 d sin (60 — 2/ 3 d) sin (60 -f- lj3 (5)
sin (S

©rücft man sin (60 — 2/3 S) burcfj ben falben Söinlel aus
unb beamtet, bafs 30° — % 3 ba§ Komplement ju 60° + % ift,
fo gefjt bie formet über in

, 4 d sin (30 — % S) . cos 2 (30 — % (5)
sin (5
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p — q = 2 d = 753,2, a — ß — d = 17 . 35 . 18.

= d cotg <5/2 = d cotg <5 < d cotg <5 = 2 d cotg d > 2 d cotg (5 = 4 d sin (30— Vs 8)...
2434,33 1188,03 495,6 2376,06 2400 1697,7

y
0 90.0.0 123.45.6 17.35.18 13.29.20 65.51.46

a 98.47.39 53.47.39 36.55.6 90.0.0 92.2.59 65.51.46

ß
81.12.21 36.12.21 19.19.48 72.24.42 74.27.41 48.16.28

a 2463,33 2011,27 1497,24 2492,6 2491 2274,7
b 2463,33 1472,34 825,07 2376 2401,5 1860,3
c 0 2492,6 3033,7 753,2 581,4 2274,7.

7.

(£tn Steietf jtt tonfttnieren an§ kr Summe jätete* Seiten, km
Don iJjnen eittgefdjloficiten 2SinM ititb kr jttr kitten Seite

gehörigen $öJje.

(SJegeBen a -f- b = m, y, h.

^onfiruktiott.

9JZan jeidjne AD = 2 h, trage barait in A einen SRedjtenunb
in D /_ 90° — 7/2 an, bie freien ©djenfet mögen fidj in E fdjneiben;
fcfylage über AE atö Surdjmeffer einen ®rei§, trage auf AD bie
gegebene ©treefe m = AF ab, jiefje öon F in ben Strei§ ben
Surdjmeffer FLG, fdjlage um ben SKittetpunft M be§ Steifes einen
Kreisbogen mit MF, ber bie Verlängerung tion EA in B trifft,
unb um B einen Sogen mit m*), ber ED in H trifft, üerbinbe
H mit B unb A, erridjte auf HA ba§ äftittellot, ba§ BH in G
trifft, üerbinbe C mit A, fo ift A ABC ba§ »erlangte.

Determination.

Sie Söfung ift nur möglicl), Wenn ber S'reis um B mit m
bie ©erabe ED trifft, wenn alfo m nicfjt Heiner ift al§ ba§ üon

*) SBeitn man m nidjt a&ljeBen triH, fo !ann man Bon B au§ eine

Sangente an ben SreiS M jieljen unb mit biefer ben 53ogen um B fdjlagen,

ba fie gleic£) m ift.
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B auf ED gefüllte Sot BJ. Sft m > BJ, fo giebt es 2 @c£)nitt=
punfte H imb H„ bentnacf) aud) 2 Sreiede, bie fongruent finb unb
fgrnmetriidj ju beut auf AB errichteten SRittellot liegen. Sft m = BJ,
fo fallen bie ©djnittpnnfte H unb H„ fotgticE) and] bie Gscfen G unb Gj
jufammen, e§ gießt alfo nur ein Sreied, unb 3war ein gleich

0

fd)enflige§. 3e nactjbem alfo m = BJ, giebt e§ 1 Söfungen.
> 2'

BJ ift noef) bitrdj bie gegebenen (Stüde ait§jubrücfen.

Sn A BJE ift BJ = BE . sin y/ 2 , BE = FG. 9Zadj bem
Xangentenfa^e ift FL : FA = FA : FG, ober

AB : m = m : BE

alfo AB . BE = m 2 .

S)a ferner in A EAD: BE — AB = AE = 2 h cotg y/2, fo ift
AB = BE — 2 h cotg y/ 2 ,

bemnadj BE (BE — 2 h cotg y/ 2) = m 2
toorau§ BE = h cotg y/2 -|- Vh 2 cotg 2 y/2 -|- m 2 ,
alfo BJ = h cos y/ 2 + V h 2 cos 2 yj 2 + m 2 sin 2 y/ 2
folgt. SDie S)etermination§formeI geljt alfo über in

m = h cos y/2 -}- \/h 2 cos 2 y/ 2 + m 2 sin 2 y/ 2 ..

Soft man biefe gormel nodj in Sejug auf h auf, fo ergiebt
fid) fdjliefjlidj at§ Sebingung für bie ßö§barfeit ber Aufgabe:

> i 0
Se nadjbem h = — m cos y/ 2 , giebt e§ 1 Söflingen.

< 1 o

£rtgonometrifd)c 'Jöfung.

2Sie in ber Determination ergeben fidj bie beiben ©leidjungen:

BE . AB = m 2 , BE — AB = 2 h . cotg y/s .

(Süminiert man BE, fo folgt, Wenn man AB = c fetjt:

c (c -(- 2 h cotg y/2) = m 2 ,
c = — h cotg y/2 + V h 2 cotg 2 y/ 2 + m 2 .
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Um tiefen Slusbrucf für bie logarittjmifdje SöeredEjrtuttgbe=
querner ju geftalten, JjeBt man im 9tabifanbu§ m 2 l)erau§ unb

fe|t ~ . cotg yj2 = cotg X, fo folgt:

c=—hcotgy/j+mj/ |^cotgj'/ 2j 2+l=—mcotg,i-f-mj/"cotg 2/-fl

, m , 12 m sin 2 XL

= - m cots J + m ' sm J = S7 f 1 ~ coU > = 2 sin 4 cos */, '
jule|t c — m . tg Xjj

2tn§ ber gtneiten SCRotttneibefc^en©leidjmtg folgt bann:
a — /? m . ,

cos ——— = — sin yL.2 c 1

sHefonbcrc ^Fälle.

1) 3ft a = b, fo mirb a = b = ^ m, bie §öf)e h Ijalbiertu

Z 7, unb man erhält h = a cos yj2 = ^ m cos yj2 — wie fdjon

au§ ber Determination befannt. ©iefelbe Söebingung ergießt fid)

natürlich aucfj, »erat man in ber ©leidjung cos a ^ — — . sin y/2u C

— = 1 fe|t,bie Sifferenj ber äßinfel a — ß = 0, alfo cos -

unb ben t)ierau§ folgenben SSert c = m sin y/2 bern oben ent=
mitf eiten allgemein gültigen c = — h cotg yj2 + nAi 2 cotg 2 yj 2 -|- m 2
flleid)fe|t.

2) Soll a = 90° «erben, fo folgt au§ A ABC, tuorin AG = h
ift: c = h tg y, unb menn man AC über G l)inau§ um BC bi§ E
öerlängert, fobafs alfo AE = m unb Z AEB = yj2 ift: c — m tg yj2.
©e|t man biefe beiben SBerte für c einanber gleicE), fo folgt

h = m tg yj2 . cotg y .

3) Soll a = c merben, fo erhält man b = 2 c cos y,

a4-b = c + b = c + 2c cos y = m, alfo c = 5—j—^ .
' 1 1 ' ' 1 4- 2 cos y
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©e|t matt biefert SBert tiott c gleicf» bent attgemeitt fjergeteiteten,
fo folgt:

1 + sTcos y = ~~ h COtg ^ + ^ cotg2 y !2 + mi '
,, + + h . cotg 1 ,/.=tf cotg' rl. + rn'.

(1 + 2 cos y) 2 1 1 + 2 cos y ' " '
m -f 2 h cotg y/2 (1 + 2 cos y) = m (1 + 4 cos y + 4 cos 2 y)

n , , , 4 m cos / (1 4- cos y)2 h cotg yL = . , „— — •' 1 + 2 cos y

^ 2 m cos y . 2 cos 2 y/ 2 . tg y/2 m . cos y . 2 sin y/ 2 cos yj 2
2 (y + cos y) 2 (cos 60° + cos y)

m . sin 2 y
4 cos (y/ 2 + 30°) . cos (y/2 — 30°) '

a + b = m = 14679, y = 72 . 53 . 26.

<imcos}'/2
5840,9

1 ,
—^rmcos y/au

5904,2
=mtgy/ 2 .cotg7

3336,78
<mtgy/ 2 cotgy

2000

m sin 2 y
h 4cos(y/2 +30) cos(y/2—30)

5197,1

A
a
ß
a
b
c

61 .41
59.21.17
47.45.17

7890
6789
8765

61.25.30
53.33.17
53.33.17

7339,5
7339,5
8720,2

72.53.26
90.0.0

17.6.34

11342,22
3336,78
10840,3

79.32.49
98.1.12
9.5.22
12660
2019

12213,6

64.23.11
72.53.26
34.13.8

9241,4
5437,6
9241,4

8.

©in Sretcrf jtt tottftruiercn att§ einem 2SittM itttb J>eit SKabtett
bc» ltm= uttb 3itfreifeö.

©egeBett y, r,

^onftrubtion.
geidjne Z 2 y mit bem ©dfjeitetpunft 0, fcEjtage um 0 mit r

bett ®rei§, ber bie ©djenfet bott 2 y itt A uttb B trifft, jielje AB
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urtb baju bie parallele im Stbftanbe q , ljiaflnere Sogen AB in J,
jiefje AJ nnb fcEjtage bamit nnt J einen Kreisbogen, ber bie
parallele in M nnb Mi trifft, jiefje JM unb öerlängece e§, bi§ es
bie 5ßeript)erie be§ &teife§ 0 in G trifft, gielje CA nnb CB, fo
ift A ABC ba§ üerlangte.

Determination.

®ie gu AB im SIbftanbe EP = q gezogene ^parallele trifft
ben Kreisbogen um J in 0, 1 ober 2 fünften, je nadjbem

Q = EQ ift, b. i. ber Slbftanb be§ ©djeitefe be§ S3ogen§ um J

oon ber zugehörigen @ef)ne AB. 3m ©renjfalle q = EQ totrb
ba§ ®reied gleidjfcfyenflig, toeil C auf ber Sftittelfenfredjten Bon
AB liegt. 3)ie (Sröfse EQ ift burcf) bie gegebenen Stüde au§=
jubrüden. 3tm einfadjften läfjt fidj EQ au§ bem A AEQ beregnen,
in weldjent AE = c/2 = r sin y, unb Z EQA al§ 33afi§tt)infel
im gletdjfdjeuftigeit A AJQ, worin ber Sötnfel an ber ©pitje
AJQ = 90° — 7/2 ift, gleidj 45° + 7 /4 wirb. ®ann ift EQ
== r sin y . cotg (45 + y/ 4), mithin giebt e§, je nadjbem

0

1) 0 = r sin y cotg (45 -j- y/4) ift, 1 Söfitngen.
_< 2

(Sine hiermit ibentifdje formet ertjält man folgenbermafen:
ift EQ = JQ — JE = JA — JE. Stu§ A AJK erf)ätt man

JA=2 r sin y/2, ferner au§ A AJE: JE = AE . tg y'j 2 = r sin y . tg j»/2
= 2 r sin yj 2 cos 7 /2 . tg y/2 = 2 r sin 2 7/ 2, bemnad)
EQ == 2 r sin yj2 — 2 r sin 2 yj2 = 2 r sin 7/2 (1 — sin 7 /2)

= 2 r sin 7/2 2 sin 2 (45 — 7 /4),
0

folglicf) 2) o = 4r sin 7/2 . sin 2 (45 —7 /4), 1 Söfungen.
— 2

Erigottomctrifct)c £ö(ung.

c = 2 r sin 7; s — c — q . cotg yj 2 't a-(-b = 2s — c;
(X —" ß a. —I—b . ,cos ——— — — L— . sin 7/ 2.
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?icfoubcre .fälle.

1) Soll a = 90" feilt, fo üerlängere man AG über G f)irtau§-

um BC bi§ R, fo ift Z ARB = y/ 2, alfo a + b = c . cotg yj 2

= 2 r sin y . cotg y/ 2 = 4 r cos 2 y/ 2. 9?un ift allgemein

a-f b = 2s — c = 2g cotg y/ 2 -f- 2 r sin y,

fe|t man biefe beiben Sßerte einanber gteidj, fo folgt:

2 q cotg y/ 2 -j- 2 r sin y = 4 r cos 2 y/ 2,

q = r (2 cos 2 y/2 tg y/2 — sin y tg y/2) = r (sin y — sin y tg y/2)

== r . sin y (1 — tg y/ 2),

g = 4 r sin y/ 2 cos 45° . sin (45 — y/ 2) ■

Dfjne 93enntäuitg ber allgemein gültigen trigonometrifdjen

ßöfung läjjt fid) berfelbe $u§brud au§ bem recf)ttt>infligen A BAC

folgenberntafjen herleiten: gällt man o — ML _L AB, jo ift
q = AM cos 45°; in A AMJ ift AM = 2 AJ sin (45 2 — y/2),
nnb AJ = 2 r sin y/ 2, bemnad) ttne oben

q = 4 r sin y/2 cos 45° sin (45 — y/2).

Slnmerfung: Sludj ber oben gefnnbene Stusbrud
q = r (sin y — sin y tgy/ 2) lann jur SSeftimmung öon q benn|t merben.
®a nämlicf AE = r sin y, nnb EJ = AE tg y/ 2 = r sin y tg y/ 2

ift, fo mufj ,o = AE — EJ fein, ©teilt man batjer biefe ®ifferenj

bar, inbem man EJ auf EA bi§ T abträgt, errietet in T ba§

Sot auf AB, bt§ e§ ben um J mit JA gefdjlagenen Sogen in M

fdjneibet, jiefjt JM unb öerlängert e§, bi§ e§ bie 5ßeriptjerie üon

0 in G fdjneibet, fo täfjt fid) betueifen, bafj A CAB ber Slufgabe

genügt unb bafj Z a = 90° ift. §ier möge nur ber S3eloei§ ber

legieren 93eljauptung ausgeführt toerben: gädt man MU _L JO, fo

ift A AEJ M JUM (IV), folglid) Z EAJ = UJM = y/ 2, ba aber

audj JCA = y/ 2 ift, fo ift UJM = JGA. Sa biefe beiben SBinfel

bie ßage tion 2Bed)feIttrinfeIn Ejabett, fo mufj AG || Jü fein, folglidj,

ba JU T AB, aud) AG _L AB, atfo Z« = 90°.

2) $ür a = b gilt bie ©renjbebingung ber ^Determination

q = r sin y cotg (45 + y/4).
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3) äSetttt a = c ift, fo ift aucf) a = y, alfo Z MAJ
2 AM

= a/ 2 + y/ 2 - 7, bemnadj q — ML = AM . sin y/ 2, AM = ——

= 2 AJ cos y, AJ = 2 r sin y/ 2, fomit

g = 4r sin 2 y/ 2 . cos y .

v = 123, y = 65 . 25.

e
r sin j-cotg(45+y/4)

61,1

4rsiny/2sin(45— 7/2).
cos 45
40,022

4 r sin 2 7/2. cos y
59,767

< 4 r sin y/a ...
30.

a 207 246 223,7 244,01
b 207 102,34 186,126 73,12
c 223,7 223,7 223,7 223,7

« 57 .17 . 30 90 . 65 . 25 97 .17 . 30

ß
.57 .17 . 30 24. 35 49 .10 17 .17 . 30 .

9.

Csin Srctecf ju touftruicrcit cut§ einem Sßiitfct, ber ,$alMcrungö=

littie bcffelkn unb beut 9tabiit§ bc» tlwfrcifcö.

©egeben y, w, r.

fion|truktion.

SJian jeicfjnet einen SBinfet 0 = 2 y, befdjreibt um 0 ben

$rei§ mit bem 9iabtu§ r, ber bie ©d^enfet tion 2 y in A unb B

trifft, halbiert Sogen AB in J, jie|t AJ unb barauf fenfredjt

AP = w, befc^reibt über AP afö ®urc£)meffer ben ®rei§ unb jietjt

in biefen tion J au§ ben Surcljmefjer QR, fdfjtägt um J mit JR

ben ®reig, ber ben um 0 in C (GJ trifft, unb Derbinbet G mit A

unb B, fo genügt A ABC ber Aufgabe.

Determination.

®er Sßunft C fonn nur bann feftgelegt merben, »erat ber

Stets um J ben um 0 trifft, wenn atfo nicfjt JR > 2 r ift. Sft
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JR < 2 r, fo giebt e§ 2 ©djnittpunfte, bie §u JOK ftjmmetrifd)
liegen, bie entftefjenben beiben ®reiede finb fongruent. Sft JR = 2 r r
jo falten beibe ©cfjriittpunfte G mit K (bem t)öd)ften 5ßuntte beä
UtnfreifeS über AB) pfamnten, e§ gießt nur ein SDreied, nnb jtoar

0

ein gteidjfcfjenftigeä. Se nadjbem alfo JR = 2 r, giebt e§ 1 Söflingen.
< 2

hierin ift JR burd) bie gegebenen (Stüde augjubrücf'en.

©g ift JR . JQ = JA 2; JQ = JR — w, JA = 2 r sin yj2, alfo

JR 2 — JR . w — 4 r 2 sin 2 y/2 = 0,

JR = |±|/"^ + 4r 2 sin 2 yj 2 .
w

®a bie SSitrjel größer atö — ift, barf nur ba§ pofitiüe SSor*ui

geic^en beratet »erben.

SJian erhält alfo burd) @infe|ung biefeS 2Berte§:

\ + VlT + 4 r ' sin2 y ' 2 < 2 r
unb t)ierau§ burdj Umftettung unb Quabrierung u. f. tu. fc£)üe^Iid;:

> o
Se nadjbem w = 2r cos 2 y/2 ift, giebt e§ 1 Söflingen.

— 2

Um ben ©renjauSbrud 2 r cos 2 y/ 2 ju fonftruieren, jie^e matt
ben ®urd)tneffer JE, ber AB in E treffe, unb öerbinbe K mit A,
fo ift im A AEK: EK=AK cos y/ 2, unb in A KAJ: AK = 2 r cos yj 2r
fomit EK = 2 r cos 2 y/ 2, b. f). ber gröfjte SBert, ben bei fonftantem
r unb y bie SBinfefljalbierenbe w annehmen barf, ift gteid) bem
Stbftanbe be§ ljödjften ^un!te§ be§ llmfreifeS tion ber ©runblinie AB.

£riganomctrifrfjc föfung.

Shi§ ben beiben gormein für ben hoppelten Sftfjalt be§ Sreiedä
ab sin y unb (a + b) . w . sin y/ 2 erhält mau burd) @teid)fe£en
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uttb bürgert: 2 ab cos y/ 2 = (a + b) . w. 2Cu§ beut (äofmusfafee

iann man eutoicfeüi: (a + b) 2 — 4 a b cos 2 yj 2 = c 2.

gingest: (a + b) 2 — 2 (a + b) . w cos yj 2 — c 2 = 0

a + b = w cos y/ 2 -\- Vw 2 cos 2 y/ 2 -f- c 2 <

rr a ß ~f" b ■ ! et
gerner cos ——— = sin yj 2 , c = 2 r sin y .u C

Um ben SBert tion a + b für bie locjaritfjmifdje 33erec£)nung

geeignet gu madjen, fd)ret6e man

a + b = w cos yj 2 -f- w cos yj 2 \A + c 2/w 2 cos 2 yj 2 ,

nnb fe^e c/w cos y\ 2 = tg l, bann erhält man nadj einigen teilten

Umformungen:

2 w cos y/ 2 . cos 2 A/,1
a -f b = u —. L' cos /

a — ß w cos 2 XL
nnb cos —= j .2 2 r cos /

sücfonbcrc .fälle.

1) Sft a = b, fo ift w _L AB, folgtief)

w = c/ 2 . cotg y/ 2 -- r sin y . cotg y/ 2 = 2 r cos 2 y/ 2 ,

tt>a§ f<f>on au§ ber ^Determination belannt ift.

2) gür a = 90° wirb a = 2 r, alfo cos y = b/2 r itnb

«OS yj 2 = b/w, folglich) ^ , tt>orau§ folgt:

w = 2r cos y I cos y/ 2 .

3) 3ft a = c, fo ift a = 2 r sin y r /_ ß = 180° — 2 y, nnb,

toenn GF = w bie SBinlelfjalbierenbe ift, Z CFB = y y/ 2 = y,

alfo naef) bem ©innsfat^ in A BGF:

a : w = sin 3/2 y . sin 2 y ,

fomit w = 2 r sin y . sin 2 y / sin % y .
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2 ,r = 61201,4; y = 57 . 9 . 52

w — 2 r cos 2 7/2
47192

= 2 r cos 7/cos y/ 3
37792

2 r sin 7 shr2 y

sin s/2 y46986

X 51 . 8 . 6 57 . 9 . 50 51 .15 . 26

a 53742 61201,4 55765
b 53742 33958,5 51423
c 51423 51423 51423

a i 61 . 25 . 4 90 . 65.40.16
ß 61 . 25 . 4 32 .50 . 8 57 . 9 . 52

10.

(£itt Sreietf §u fonftrutmn att§ ber eine?
2öinM8, bet Siffetenj ber Bcibett anbent ä&infel uitb beut

9tabiu§ bei uwpfdjtfekneit Greifes.

©egeben w, a — ß = (5, r.

Jumflruktian.

geidjne CO — r, befcfjtetbe bamit um 0 bett Äreis unb trage
an CO in C Z an, heften freier ©djenfel bie ^ßeripljerie in J
treffen möge, trage auf CJ tiort C au§ w = CF ab, fätte öon F
auf ben iKabius OJ baS Sot, meft(je§ naef) beiben Seiten öerlängert
beit ®rei§ in A unb B fcljneibet, unb üerbinbe A unb B mit G,
fo ift A ABC ba§ »erlangte.

SJetennmation.

SBenn dj2 ;> 90° ift, fo fällt fein freier ©cfjenfel aitfierfjalb
be§ Greifes. SDiefer galt ift aber eigentlich üon öornfjerein au§=
jufdjliefjen, 10eil felbftöerftänb£icC; bie ganje SDifferenj <5 < 180°
fein rnufj, ba anb entfalle ja autfj a > 180° merbeit nutzte, gerner
mufj w < CJ fein, benn wäre w > CJ, fo mürbe bas auf OJ
gefällte Sot ganj auf^erfjalb bes Streifet liegen, unb märe w == CJ,
fo fielen A unb B mit J gufammen, ba§ 2)reiecf ABC mürbe alfo
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jur Streife GJ jufammenfdjrumpfen. $ur Seredjnung Dort GJ Der=
längere man ben 9iabiu§ CO, big er ben f?tei§ in P trifft, unb
tierbinbe J mit P, fo ift GJ = CP . cos <S/2 = 2 r cos <S/2 ; bie
Stufgabe ift alfo nur ju Iöfen, toenn

w •< 2 r cos dh

ift.

Sttgonometrifdje föfung.

SSerbinbet man A mit J, fo ift in A AJF: AJ = 2 r sin y/2,
JF = GJ — CF = 2r cos öj2 — w; /_ JAF = y\2, Z. AFJ = a + yj2
= 90° + <5j2, folglidj nacl) bem @inu§fatje:

AJ : JF = sin AFJ : sin JAF

ober 2 r sin yk : ( 2 r cos <5/2 — w) = cos 8 /2 : sin yj2 .

0 z < , • 2 , 2 r cos 2 8\2 — w cos 8k
§terau§ folgt: sin-' yj2 = <

sin yk — cos 8L 11 — -— W xl .
" 1 ' 2 r cos ö/ 2

@e£t man nod) hierin -— W ,, = sin 2 1, fo ergiebt fid)u r cos o 2

sin yj2 = cos 8{ 2 . cos l .

^cfonbcrc .fälle.

1) Qft y — 90°, fo ttrirb AB ®urcljmeffer. gällt man bann
nod) CD _L AB, fo ift w = h / cos 8\2, unb ba in biefem w
A CDO: h = r cos (5 ift, fo folgt w = r cos <5 / cos dj 2. Sft w
fleiner als biefer 2lu§brucf, fo ift y ein ftumpfer, ift w größer,
fo ift y ein fairer SBinfel. 3e nad)bem alfo

w = 2 r cos 8 I cos <S/2, ift y = 90°.

2) Sft a = 90°, fo ift CA = h au§ ben beiben rerfjtwinfligen
S)reiecfen CAF unb CAP ju beregnen: h = w cos Sj 2 = 2 r cos 8,
alfo w 2 r cos <5 / cos dj2. Sft a > 90°, fo fällt ber gufjpunft ber
§öf)e D aujjerfjalb be§ UmfreifeS, bemnadj ift h=w cos r3/2> 2 r. cos (3,
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alfo w > 2 r cos <5 / cos <5/2 , unb ba efienfo für a < 90° fidj
w < 2 r cos ö I cos dj2 ergießt, fo ift, je nacfjbem

w = 2 r cos 6 I cos di/2 ift, a = 90°.

3) Sft a = c, fo ift a — y, alfo 2 a -j- ß = 180°, unb ba
a —■ ß — (3 gegeben ift, fo folgt a = 60° -(- l3 d, ß = 60° — 2/3 <5.
@e|t man biefe SSerte in bie für h geltenbeit Stusbrücfe h = w cos <5/2
= a sin ß, unb a = 2 r sin a ein, fo ift:

h = w cos <5/2=2 r sin a sin ß=2 r sin (60°+y s (5) sin (60°—% &)>

t, em „^ w = 2 r 8in (60° + '/■ f.I sin (60 - ■/, »)
cos ö/ 2

ober ouJ) w = 4 1 siD (3 ° ~ 'I' 3) ' cos ' <30 ~ '!• .
cos o/ 2

r = 486,5, <5 = 18° 55' .

&
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A =4rsin(30—'/3<5)...

664,775

©i
<Rr
C/3CO

8 s-Si
(M <35

II

X 44.12.16 40.12.32 80.24.24 84.13 56.19.47 90.0.0

a 54.27.30 50.34.50 90.0.0 93.45.14 66.18.20 99.27.30

ß
35.32.30 31.39.50 71.5.0 74.50.14 47.23.20 80.32.30

y
90.0.0 97.45.20 18.55.0 11.24.32 66.18.20 0.0.0

a 791,72 751,64 973 970,9 890,9 959;76
b 565,6 510,75 920,44 939,1 716,1 959,76
c 973

1

964,1 315,47 192,47 890,9 0 .

3
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XI.

©tu Steierl ju fonftruieren nit§ jtoei Seiten utti> bet $afliierutt8§=

Knie i>e§ tum ifjtteu eingefiijtoffetten 35SinIel§.

®egeben a, b, w.

^toiißruktton.

geidjne BC = a, berlängere e§ um b bi§ P, lege unter be=

liebigem SBinfel an BG in G bie ©trecfe w = CQ, äie£je baju

burcE) P bie parallele, biefe treffe bie Verlängerung tioit BQ in R,

befdjreibe um P mit PR unb um C mit GP Greife, bie fidj in A

fcf)neiben, öerbinbe A mit G unb B, fo ift A ABG ba§ üerlangte.

^Determination.

S)ie SIRöglicfjfeit ber Sonftruftion Ijängt baoon ab, ba§ bie

Beiben Greife um P unb G einanber treffen. ®a ber ®rei§ um C

burdj ben üDiittelpunft P be§ anberen get)en muf3, fo fönnen bie

beiben ©reife nidjt ganj aufjerfjalb einanber liegen, bie 9JlögIid)feit,

bafj bie Neutrale CP größer al§ bie ©umme ber Labien ift, ift

a£fo üon tioraf)erein au§jufd)Iie§en. Stud) gleidj ber ©umme ber

Labien fann fie nicfjt fein, ba fonft PR unb fomit aud) w = 0

fein müfjte. Sft bie Zentrale fleiner atö bie ©ifferenj ber

Labien, fo liegt ber fleinere ®rei§ ganj innerhalb be§ größeren,

bie Aufgabe ift bann alfo nidjt ju löfen; ift GP gleid) ber

®ifferenj ber Sftabien, fo berühren bie beiben ©reife einanber, ber

23erüf)rang§punft A liegt auf BG, ba§ ©reied mirb alfo jur

geraben Sinie; ift eitblid^ CP gröfjer al§ bie ©ifferenj ber

Labien, fo giebt e§ 2 ©djnittpunfte A, e§ ergeben fic^ 2 longruente

2)reiede, bie ft)mmetrifdj ju BG liegen. Ss mu£ alfo GP > PR — PG

fein. |)ier ift CP = b, unb ba a : a + b = w : PR nad) ©on=

ftrultion, fo ift PR = (a + b) . w / a, fomit mufj

(a 4- b) . w
2 b > 1 ^ ' ,3,

« ^ 2 a b
alfo w < — r—r fem.

a + b
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£rigommtctrifd)£ föfung.

2 F = ab sin 7 = (a -f b) w . sin // 2 ; sin y = 2 sin y/ 2 cos y/ 2,

bemrtad) cos y/ 2 = *-a ^ - w .

Studj au§ biefer gormel (bie fid) übrigens andj au§ A GAP

herleiten läfjt, tuertn man nod) CS _L PA faßt) ergeben fid) bie
• 2 ab

oben entttrideften gälte ber ^Determination. Sft nämlicfj w > -,a + b
• 2 äb

fo wirb cos 7/2 > 1, affo bie Aufgabe unmöglich; ift w = ,EL ~j~ D
fo toirb cos y/ 2 = 1, yj 2 = 90°, 7 = 180°, alfo ba§ SDreied eine

2 ab

©erabe; ift enblid) w < —-r-, fo mirb cos y/ 2 < 1, alfo bie
a - p jd

Aufgabe lösbar.

^cfanöcre 3FäUt.

1) ©od y = 90° werben, fo ift cos y\ 2 — % V 2, alfo

(a -f- b) w 1 /•- ab v^2 ^ nn0

2 ab = 2^ 2 ' W= r+T ' Sot >■ > 90« «ttb

cos rh <J v'2, alfo w < '

2) ©od a = 90° fein, fo ift in bem redjttoinfligen a GAF

(toorin GF = w bie SBmfefijalbierenbe ift): cos y/ 2 = b/w; fetjt

man biefen 3Bert bem adgemein gültigen gleid), fo folgt:

(a + b) . w b w2== ^_ab^ — 1/ 2~ä
2 ab w ' a + b ' " a + b '

SDiefelbe gormel ergiebt fid) audj, aber umftänblidjer, menn

man ben ^ßt)tf). Sefjrfats auf bie ®reiede CAB nnb CAF an*

ttenbet. Söenn a > 90° fein fod, fo wirb w > b \ — —.r a -f- b

3) SBenn a = c fein fod, fo fälle man BT _L AG, bann ift

in A BGT : cos y = b / 2 a, 1 -f- cos 7 = 2 cos 2 y/ 2 = 2 a -j- b
2 a f

3*
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cos y/ 2 = \ ——. ®ie§ bem allgemeinen Sßerte gteidj ge<

fefct ergiebt:
(a -j- b) . w 1/^2 a b

2 ab ' 4 a '

" = rj-s c»+ »>) •

4) $ür b — c ergiebt fidj burdj einfache SBertaufdjung bei
93ucE)ftabett:

w = rTb^ t(a + 2b) -

a = 1870, b = 1813

w
ab y/ 2 ,

M 2ar a+b
1827

L
^ ab yf 2 >b 1/ —

V a+b
L830

a + b
1301,83

_i)
a+b* a 1 b)

1586,3
a+b VM a 1 J>)

1602,76
< a + b

1200

a

ß

7
c

45.53.12
44.6.48

90.

2604,53

90.
75.49
14.11

458,2

61.0.9
57.59.42
61.0.9
1870

62.5.44
58.57.8
58.57.8

1813

41.26.20
39.54.54
98.38.46

2825,53

91.42.30
75.43.

12.34.30

407,305

12.

<£itt 2)reietf jit fomftruierett attä her .ftalHcrttnplinie ctttcS
3öiitfel§ nttb bett Reiben ttöfdjlitten, in toeftlje fte bie gegenüber

liegcnbe Seite teilt.

(begeben u, v, w.

$on|trukti<m.

geidjne u = BF, tierlängere e§ um v bi§ A, teile BA aufjen
im 33erl)ältni§ u : v in P, BefcEjreiBe über FP als ©urdjmeffer
einen Ätei§ nnb um F mit w einen Kreisbogen, ber ben Kreis
über PF in G trifft, tierbinbe C mit A unb B, fo ift A ABC
ba§ tierlangte.
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Determination.

®er ®r einbogen um F fann ben ®rei§ über FP nur bann
treffen, Wenn w <: FP ift. 3ft w = FP, fo faßt G mit P ju=
fammen, ba§ ®reie<f ftirb alfo pr geraben Sinie BP. (Soll alfo
überhaupt ein ®reiec£ möglich fein, fo mu| w < PF fein. 9Jun

ift FP = EA + AP = v + lil+JÖ = 12ZL fomit mu£u — V u — v 1 M

2 u v
w <

fein. SBenn biefe Sebinguitg erfüllt ift, fo gießt es jioei fongruente
SDreiecfe, ba bie Reiben Greife einanber in 2 fünften fcfjneiben,
bie ftymmetrifcf) ju AB liegen.

2Engonomctrifd)t föfung.

1) 93efdE)rei6t man um A ABC ben Sreis unb oerlängert CF,
bi§ e§ ben Stets in J trifft, unb oerbinbet J mit B, fo ift

A GJB i/iCAF, mithin a: w + FJ=w :b, morau§ ab = w 2 -f-w. FJ
folgt; nad) bem ©eJjnenfatse aber ift w . FJ = u . v, bemnad)

ab = w 2 -f u v .

®a ferner a/b = u/v, fo ift

a 2 = u/v (w 2 -f- u vi, b 2 — v/u (w 2 -f u v).

2) £rägt man AG auf BC eon C au§ bi§ Q ab, unb AF
auf FB bi§ B, unb üerbinbet man Q mit A unb B, fo ift QB || CF
(benn au§ a : b = u : v folgt a — b : u — v — a : u, b. i.
BQ : BB = BG : BF), bemnad) ift QB : w = u — v : u, tuorau§

QB = U — folgt. 9?un ift ferner Z QAB = au &

Z AQB = 90° (»eil AF = FQ = FB), folglich

. a — ß r,, A1-. W (u — v)sin —- 1- = QB/AB - —^ - .2 v ' 2 u v
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(Snblicf) ergiebt fidj au§
a — b
a + b

u — v
u -j- v

tg

tg

a — ß
2

a + ß

tg i±Jg=|±i. lg SL

^cfonbm 3^äUc.
1) @oß y = 90° fein, fo ift a 2 -f b 2 = c 2, atfo, tt>enn man

bie oben berechneten SBerte einfe^t:
u/v (w 2 -f- u v) + v/u (w 2 -j- u v) = u 2 -j- 2 u v + v 2 ,

(w 2 + u v) (u 2 -)- -v 2) = u v (u 2 -f- 2 u v -f- v 2)

2 2 u 2 v 2 „ 1/ 2
•W 2 = 2 i—2, alfo w = uvl -J—J—5 .

u 2 -f V" ' u -f- V'

2) Sft a = 90°, fo toirb a 2 — b 2 = c 2, alfo entfprec^enb
(w 2 -f u y) (u2 — v 2) = u v (u 2 -f- 2 u v -f- v 2),

w = ?l/ .U V

3) gut a = c ergiebt jicf) burcf) (Sleidjfeijung ber äöerte öon

a 2 unb c 2 : ^ (u v + w 2) = u 2 + 2 u v + v 2 ,

, 2 u v 2 + v 3 1Ä2 u + v
w 2 = 1 1 w = v \ 1— .

u ' u

4) @oü ber gtädjeninfjalt F ein 9)Zajimunt »erben, fo mufj
bei nntieränberlidjem c = u + v bie §ö^e ein ÜDiajimnm tuerben.
®iefer gatt tritt ein, luenn G auf bem {jodeten fünfte be§ §alb*
freifeg liegt, aföbann ift bie §ölje gleich lj2 FP = gättt
man bie §ö£je CD, fo mitft in biefem gatle D bie SDiitte oon FP,
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alfo CD = DF =
U V

U V
fein; bann erljaft ntan au§ bem recf»t=

winfüg=gleic£)fcf)enfligen SDreied: GDF
: w = . \[ 2 .u — v '

5) $ieljt wan burcf) C jur ©runblinie AB bie parallele, big
fie ben 2tpoKonifcE)enSrei§ jum gtoeiten SüKale in Cj trifft, unb
üerbinbet G t mit A unb B, fo fyaben bie betben Sreiecfe ABC
unb ABGj gleiche (Srunblinie uub §öfye, folgtidj aittf» gleichen
gläc^eninfjalt. Um bie 23ejief)ungen ber Söinfel^albierenbeu
w unb w t in biefen beiben SDreiecfen ju ermitteln, öerbinbe man
G (mit P, Gi mit P :tnb F, fo ift CC^F ein gleicf)fdjenffige§
SErapej, folglich feine ^Diagonalen CJF unb CP gleitf» lang, mithin:

w, 2, b. i. C,F 2 = CP 2 = FP 2 — CF 2 = (2uv|'
\U — V'

w

ober w t2 + w 2
2 u v

u

Slnmerfung: @§ lä^t fid) feiert betoeifert, bafs auef)

fein tmtfs.

ß± ° ß — 9qo2 2

u = 713, v = 527

n

u 3 + v 2
599,345

vy' 2u/u—v
1459,2

v \f (2u + v)/u
872,2

^-yf*u — y v
2856,95 3995,6

a
b

a

ß
y
F

997,18
737,05

53.31.51
36.28 . 9

90.

367483

1840,96
1360,7

90 .
47 . 39. 26
42 . 20 . 34

843620

1240
916,52

68.18 .40
43 . 22 .40
68.18 .40

528010

3398,7
2512,1

126.28.9
36.28.9
17.3.42

1252514

4762,1
3475,5

170 .10 . 49
7.14.31
2 . 34 . 40

367483
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13.

(£in Sfreietf jw tonftroieren an§ bau Umfang, einem Söinfet
nnb ber anf bie tjetjeniiberlicgcnbe Seite gefaßten 6öJ)c.

©egeben a -j- b -f- c — 2 s, y, h.

j&onftruktion.

äRatt jeidjnet GH = s, trägt baran in G Z. y/2 an mtb er¬
rietet in H ba§ £ot, ba§ ben freien @d)enfet bon yj2 in N trifft,
fdjlägt um N mit NH unb um G mit h Greife unb legt an biefe
eine gemeinfdjaftlidje innere Tangente, meiere GH in A unb bie
anbere öon C an Srei§ N gezogene Sangente in B trifft, fo ift
A ABG ba§ oerlangte.

Determination.

Sin bie Beibert Greife um N unb G läfjt ficf) nur bann eine
innere gemeinfcEjafttid^e Sangente legen, wenn ifjre (Sentrale GN
nid)t Keiner al§ bie Summe ber Labien ift. Sft fie gleicfj ber
Summe ber Labien, bann berühren bie beiben Greife einanber,
AB ftetjt fenfredjt auf GN, folglicf) wirb A ABG gleicfjfcijenflig.
Sft enblicf) bie Kentrale größer afö bie Summe ber Labien, fo
giebt e§ 2 gemeinfdjaftlic£)e innere Sangenten, bie gegen CN gleicf)
geneigt finb, folgltdj aud} 2 SDreiede, bie ftjmmetrifdj §u GN liegen
unb fongruent finb. Se nadjbem alfo

< o
GN = h -f NH, giebt es 1 Söflingen.

2

üftun ift NH = s . tg 7/2, GN = s / cos yj2t folglid) gef)t obige
formet über in:

s / COS y/i = h + s tg y/2 ,

> 1 — sin yl 2
< ' cos 7/2

®riicft man bie gunftionen oon y/ 2 burcf) bie entfpredjenben
feines ßomplementminfefö au§, fo folgt:
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1 — sin yj 2 1 — cos (90 — y/ 2) 2 sin 2 (45 — y/ 4)

cos yl 2 sin (90 — y/ 2) 2 sin (45 — 7 /4) cos (45 — 7 /4/

fomit enblitf): 3e nadjbem

> 0
h = s tg (45 — yji) ift, giebt e§ 1 Söfungen.

—— 2

®er <$renstoert h = s . tg (45 — 7 /4) tnirb am einfadjften

baburcfj fjergefteßt, bafj matt bert Sreis um N mit NH jeidjnet;

Wenn biefer CN in P fcfjneibet, fo ift, tote üon öorn£jerettt ein¬

leuchtet, CP ber größte SBert, ben bei unberänberlief) angenommenem

s unb 7 bie §öfje h annehmen barf. Ilm §u betoeifen, bafj

CP = s tg (45 — 7 /4) ift, gie£)e man HP unb oerlängere biefe

Sinie, big fie ba§ in C auf HG errichtete £ot in Q trifft, alSbann

ftimmen bie ©reietfe HNP unb QGN in ben üEßinfeln übereilt,

folglich »erhält fiel) NH : NP = CQ : GP, alfo GP = GQ. Sa

nun GQ = s . tg CHQ, unb Z CHQ = 90° — Q = 90° — PHN

= 90° — [90° — -i N] = ~ N = 45° — 7 /4 ift, fo ift in ber

SCfjat CP = s . tg (45 — 7 /4).

grigonomctrtfrfjc iCofung.

1) Qa — s . tg 7/2; 2 F = 2 q c (s — c) = c . h, barau§ folgt

2 s p
S — c : c = h : 2 q c , hieraus c = ; a + b = 2s — c.

" r & Qc

2) 8ft CD = h, fo ift Z DCF = folglich cosa 2

= h/GF. gdllt man NR ± AB, fo ift A CDF vT NRF, fomit

h : NR = GF : NF, toorau§ burch forrefponbierenbe Slbbition folgt:

h + NR : h = CN : CF, alfo CF = ~ ^.
1 h + NR

9?un ift CN = s/cos 7/2 unb NR = NH = s tg 7 /2, folglich

a — ß h cos 7 /2 h , , . ,

COS —-— == h s (h + s tg 7 /2) = - cos 7 /2 + sin 7 /2 .
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Um biefen 3lu§brucf für bie logaritfymifcf)e SBeredjnung 6e=
interner umzuformen, fann man h/s = tg cp fe|en, fo folgt:

a — ß sin 0/ 2 + cp)cos
cos cp

^cfonbcrc .fällt.

1) gür a = b ttrirb cos a n ^ = 1, bemnctcf) and)u

h , , , 1 — sin y/2
- . cos y 2 + sin y/ 2 = 1, h — s . ,
s 1 " cos yji

alfo mie in ber Determination: h = s . tg (45 — y/,) .

2) giir a = 90" ttrirb a — ß = y, fomit

cos yj2 = ^ cos yj2 + sin y/2 ,

2 s . cos 45° . sin (45 — y/2)
h = j— — .

cos y 2

(Soll nidjt auf bie trigonometrifdje ßöfung SSegitg genommen
werben, fo läfjt ftd) biefelbe gormel auc§ folgenbermafjen herleiten:
gür a = 90° ttrirb h = AG = GH — HA = s — HA. SDa in
biefem gälte SSiered AHNR ein Quabrat fein muf?, fo ift
AH = HN = s . tg y/2, atfo h = s — s tg yj2 ; ber 9lu§brud auf
ber rechten «Seite läfjt fidj in ben oben entttridelten umtoanbeln.

Srägt man HN auf HG big S a6, fo ift GS gleid) biefem
iefonberen SSerte üon h. 3um 23ett>eife üerläitgere man NS unb

fälle barauf ba§ Sot CT, ferner TU J_ CS, fo ift \ CS = CUu

= CT . cos 45°. 3m redjtttrinfligen A CTN ift

Z GNT = 90° — y/2 — 45° = 45° — y\2 ,

folglich CT = G N . s in (45 — y/2), unb ba CN = s/cos yj2t fo folgt:

2 s . cos 45 . sin (45 — y/2)
cos y/ 2
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cos

3) ©ott a = c fein, fo Wirb ß = 180'
a-ß

y,a — /? = 3y — 180°,

= cos (3 . y/ 2 — 90) = sin 3 y/ 2 = 3 sin y/2 — 4 sin 3 y/2,

uttb ba allgemein cos n ^ = — . cos y/2 -f- sin y/ 2 , fo folgt:Ci S

h = 2 s (1 — 2 sin 2 y/2) ,
— = 2 s . cos y . tg y/ 2 .

cotg y/ 2

Um biefen 2tu§bru(f gu fonftruieren, gie^e man üon G au§
bie gtneite Sangente an ben ®rei§ um N, fälle barauf ba§ Sot HV,
melö)e§ GN in W trifft, üerboppele VW iifier W t)inau§ bi§ X,
gielje burd) X bie parallele ju GV, bi§ fie GH in A trifft, fätle
AY _L GV, jie|e ferner bie Sangente AB an $rei§ N nnb fätle
GD J_ AB, fo ift GD = AY = VX = 2 VW = 2 GV . tg y/ 2,
ferner GV = s cos y, fomit CD = 2 s cos y . tg y/ 2 .

(hieran fanit man ben Sett>ei§ anfd)ftefjen, baf3 BG = AB ift.)

2 s = 4862, y = 60 . 56 . 26

= stg(45— 7 /4)
1390,28

2 s cos45. sin (45—7 /2)
COS 7/2

1000,75
=2scos7tg 7/2

1389,4

1613 2060,25 1636,2
1613 1000,75 1589,6
1636 1801 1636,2

59.31.47 90 . 60.56.26
59 . 31.47 29 . 3.34 58.7.8

<
2 s cos 45 sin (45 —y/2]

cos y/ 3
500

2272,2
521

2068,8
106 . 20 . 37
12 .42 . 57 .

14.

Kitt Sreietf p fonftruieren atts einem SSintel, ber .§öfje auf
bie ©egenjeite nnb beut 9tabiu§ be» eingcfdjricöenen Greifes.

(SJegebert y, h, q .

^onftruktion.

geicfjne einen SSinlet gleitf) 2 R — y, fcefdjreibe um feinen
©djeitetpunft M ben ®rei§ mit bem gegebenen 9fobiu§ q , ber bie
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©cfjenfel in G imb G 4 trifft, erriete in tiefen ©cfjnittpunften auf

ben @cf)en!elit bie Sote, bie ficfj in C fdjneiben, fiefcfjreibe unt G

mit beut 3iabiu§ h ben fireis unb lege an biefen unb ben um M

eine genteinfcfjaftlicfje Slangente, meiere bie SSerlängerungen Bon CG

unb CG t in A unb B trifft, fo ift A ABC ba§ »erlangte.

Determination.

.gmtödjft rnufj h > 2 g fein; benn Wäre h = 2 q , fo wäre

bie gemeinfdjaftlidje Tangente ber Greife um C unb M entmeber

parallel CG ober CG t , alfo mürbe entroeber A ober B im itnenb=

litten liegen; ttäre aber h < 2 g, fo mürbe ber &rei§ um M

nidjt SnfreiS, fonbern Stnfrei§ be§ A ABC werben, ferner ift

bie Slufgafie nur ju löfen, menn fiel) überhaupt an bie beibert

Greife um C unb M eine gemeinfame äußere Sangente legen

läjjt, menn alfo bie (Sentrale CM > h — o ift. ®er anbre galt,

bajj bie beiben Greife eine gemeinfame innere Tangente fjabeit,

fommt f)ier nidjt in Söetradjt, meil fonft M mieberum nidjt Snfreil,

fonbern 2tnfrei§ merben mürbe.

gällt man MP _L CD, fo ift PD = ML = o, alfo CP = h — o.

Sft nun CM = CP, fo fällt CM mit CP gufammen, bie beiben

Sreife berühren einanber in D, üjre gemeinfame Tangente AB fte|t

fenfred£)t auf ber Halbierungslinie be§ SBinfefö y, ba§ entfteljenbe

®reiecf ift betrat ad) gletcljfdjenflig. Sft CM > CG, fo Ijaben bie

beiben Greife jmei gemeinfcfjaftlicfje äufjere Sangenten, e§ giebt

bal)er 2 SDreiecfe, bie ber Slufgabe genügen; biefelben finb longruent

unb liegen ftmmetrifdj ju CM. 3e nadjbent alfo

< o
CM = CP ift, giebt e§ 1 Söfungen.2

Slu§ bem retfjtminlligen A CGM [morin MG _!_ AC] folgt

GM = p/sin y, ferner War CP = h — q, bemnad)

ejsin yjt = h — q , h = g/sin yj 2 + o ,

h £ 2 g cos-(45 -jj) J
< sin y/ 2 2
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Srigonomctrifctjc fofuirg.

9lu§ ber gormel für bett hoppelten Snljalt be§ 2)reiecf§
2 F = 2 5 s = ch folgt bie Proportion: 2 s : c = h : q -,
2s — c : c = h — q : q . ÜKun ift 2s — c = a + b, unb

a+b: c=cos a ^ : sin y/2, alfo auc£) cos —~: sin y/ 2=h— q : q .u u

Siefelbe ©leidiung fann man aud) unmittelbar aus A GPM

ableiten, toorin Z MCP = ——&■ al§ Sßinfel jttrifdjen ber §öt)eu

unb ber 2Sin!eI|aIbierenben ift. §ier ift cos ~~ = GP/CM;u

ba aber GP = h — o unb GM = p/sin y befamtt finb, fo ergiebt
fid) oljne 3Beitere§ bie obige (Sleidjung.

^nfa^. SBirb in biefer formet (entfprecfjenb bem ($renj=

fall ber Determination) sin y/ 2 = ^ gefegt, fo folgt:

cos a ß = . ?— = l alfo a ^ = 0, alfo ba§
2 q h — Q 2

SDreiecf gteidjfdjenflig. Sft sin y/ 2 > ^ fo wirb in ber

©leid^ung cos a ^ = - . sin yj? ba§ "ißrobult auf ber
i Q

(l ß
regten Seite größer al§ 1, benutacfj aud) cos —---- - > 1, bie

Slufgabe alfo unlösbar.

Hefonircrt .fälle.

1) gitr a = b ergiebt fid) ber ©renjfatl ber Determination:

, 2 q cos 2 (45 — y/4)
1 ~ sin yj 2

2) ©oll a— 90° fein, fo ift h = CA=GG-f-GA= q . cotg j>/2 -j- Q,
moraug man burd) Umformung erhält:

^ 2 q sin 45°. cos (45 — y/ 2)
~ sin y/2 '
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3) ©oll a = c fein, fo ift aud) a = y, fetner ß = 180° — 2 y,

a — ß = 3 y — 180°, bemnadj cos
ß.

cos (3 7/2 — 90°)

sin 3.7/2 = 3 sin y/ 2 — 4 sin 3 y/ 2. @et$t man biefen Sßert in

bie allgemein gültige (SIeidjung für cos

« — ß
2 ein, fo folgt:

3 sin y/ 2 — 4 sin 3 y/ 2 h — q

sin 7/2 ~ e

4 — 4 sin 2 7/2 = h/g,

h = 4g cos 2 yj 2 .

e = 105, 7 = 76 . 54 . 32

4 e cos 2 7/2

257,57

< 2 £>sin 45° cos (45—y/a)

sin 7/2
234.

349,685

349,685

434,93

51.32 .44

51.32 .44

1047,32

237,22

1020,1

90.

13.5.28

583,76

264,48

583,76

76.54.32

26.10.56

1187,32

234,11

1156,97

91.43.28
11.22.0

15.

®in Sreicrf jtt fonftwieren (tue ber Sitmttte ber Cluabrate jtoeier

Seiten uitb bei: ptt britten Seite gehörigen .ööfje nnb Mittellinie.

(Segeben a 2 -f- b 2 = s 2, h, t.

^on(iruktion.

.ßeidjne einen rechten Sßinfel mit bem <3(f)eMpunft P, trage
s

auf feinen Beiben ©cfjenfetn — = PA = PQ ab, Betreibe um ALJ

mit AQ einen Kreisbogen unb jielje ju PA im Slbftanbe t eine

parallele, meiere ben Kreisbogen im R fc^neibet, falle RE _L PA,

üerbopipete AE über E £)inau§ bi§ E, befdjreibe um E mit ER
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einen ßrei§6ogen, ber bie ju AB im Slbftnnbe h gezogene parallele
im fünfte G fdjneibet, unb tierbinbe C mit A :tnb B, fo entfpricfjt
A ABC ben SBebingungen ber Aufgabe.

Petccmination.

1) SDer Sogen um E mit ER trifft bie im Stbftanbe Ii ju

AB gezogene ^ßaraßele in 0, 1 ober 2 fünften, je nacfjbem h = t

ift. Sft im ©renjfaHe h = t, fo ift A ABC gleic£)fdjenflig, ifi
h < t, fo finb bie 2 möglichen SDreiecfe fongruent unb ju ER
ftymmetrifcf).

2) rnufj AQ >> t fein; toäre AQ = t, fo mürbe ba§ tion R
auf PA gefaßte Sot feinen gufspunft in A fabelt, bie fünfte A
unb E unb fomit aud) B mürben jufammenfatlen, atfo A ABC jur

geraben Sinie AR merben. 2lu§ A APQ folgt: AQ 2 = 2 . ^ = s 2/2r

bemnad} rnufs s 2/2 > t 2, atfo s 2 > 2 t 2 fein.

Srigonamctnfdjc föfuttg.

2tu§ bem Saturn a 2 -f- b 2 = 21 2 -f- c 2/2 folgt: c ! = 2s 2 — 4 t 2r
ferner nacE) bem Sofinu§fa|: 2 ab cos y—a 2-|-b 2— c 2= s 2—c 2= 41 2—s 2 .

SBeiter ift 4 F = 2 ab sin y = 2 ch

= 2h / 2 s 2 — 4 t 2

ct ,. ... , , 2h\/2s 2 — 4t 2
Stonbtert: tg y = — ^ ^ __ g2—,
quabriert, abbiertu.rabiciert:

2 ab = V 4 h 2 (2 s 2 — 41 2) —(—(41 2 — s 2) 2;
au§ a 2 -f- b 2 = s 2 unb 2 ab finb bann bie Seiten einzeln belannt.

^cfonbt« .fälle.

1) ©olt y = 90° fein, fo ift t ate Mittellinie nacf) ber |jtypo=
tenufe gleidj ber |mlfte ber lederen, folglidj c = 2 t. ®a nun
a 2 -f- b 2 = c 2 fein mufj, fo ift s 2 = 4 t 2.
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2) gür a = 90° ift a 2 = b 2 + c 2. 9£un ift in jebem 2Dretecf
■c2 = 2 (a 2 + b 2) — 4t 2 = 2 s 2 — 4 t 2, ferner f)iet b = h, ntfo
a2 = s 2 — b 2 = s 2 — h 2, fomit s 2 — h 2 = h 2 + 2 s 2 — 4 t2,

s 2 = 4 t 2 — 2 h 2.

3) 3ft a — c , fo Wirb in A BGD: c2 = a 2 = h 2 + p 2. 3)a

nun in jebem Sreiecf P q nnb P 2 q = V t 2 — h 2, fo

ifi p = ^ + V t 2 — h 2, bemnad)

C2 = h 2 + ^ + c VlT—tf + t 2 - h 2 = J + t 2+ C / t 2 -h 2,

I C2 — c V t 2 — h 2 — t 2 = 04

c=| + Vi t2 -1 h2 +1 t2

= | [\A 2 - h 2 -f- -n/4 t2 — h 2]

qnabriert: c 2 = | [t 2 - h 2 + 41 2 - h 2 + 2 V (t2 - h 2) (4t 2 - h 2)T

©e|t ntan biefen SSert für c 2 bem in 2) gefmtbenen äöerte
c ! = 2 s 2 — 4 t2 gleicf), fo ergiebt fidj

2 s 2 — 4 t 2 = i [5 t 2 — 2 h 2 + 2 V(t 2 — h 2) (4 t 2 — h 2)],y

enblidj s 2 = | [7 t2 - h 2 + /(t 2 - h 2) (4 t 2 - h 2)].

4) ©oll nod) a = b, ba§ SDreiecf atfo gteic^feitig »erben,
fo fjat man in bem gule|t entoicfeften Slusbrucf t = h ju feiert;

man erhält aföbann ^ . 6 h 2 = h 2.

Siefer 9tu§brucf ftimmt überein mit ber belannten Sejief)ung
4

ätnifcEjenSeite itnb .göfje be§ gleidjfeitigen ®reiecl§: a 2 = - h 2,

ba J)ier a2 + b 2 = 2 a 2 = s 2/2 ift.
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h = 301,71, t = 315,29

> 2 t 2
356177

= 4 t 2
397632

= 4t 2 —2h 2
215574 = -|[7t 2-h 2+/~291339

h = t = 315,29
s 2 = 8/s h 2

265088

a 479 506,475 352,9125 430,17 364067
b 356 375,645 301,6975 326,03 364067
c 561 630,58 183,067 430,17 364067

a 57.56.26 53.26.12 90 . 0 .0 67.43 . 54 60 .0 . 0

ß 39.2.28 36.33.48 58 .45 . 3 44 . 32.12 60 . 0 . 0

7 83.1.6 90.0.0 31.14.57 67 .43 . 54 60 . 0 . 0

16.

©in Steierl jn funfttnimn attä einer Seite, ber Siffetettj ber

£htabrate ber Beiben anberit Seiten nnb bet StunSDetfalen,

toeldje bie größere Hon biefen (jal&icrt.

(Segeben c, a 2 — b 2 = d 2, t a .

^ott|lruktton.

SJJan geicfjnet AB = c, fdjlägt barüber einen §albfrei§, trägt

in biefen öon B au§ \^a 2 — b 2 = d = BD afö ©efjne ein, fällt

DE J_ AB, halbiert EA in F nnb BF in G, errietet auf AB

Sote in G nnb F, fdjlägt um A einen Kreisbogen mit t a , ber ba§

in G errichtete Sot in H fdjneibet, jietjt BH unb öertängert e§ bi§

jum ©djnittpunfte G mit bem in F errichteten Sote, üerbinbet

C mit A, fo genügt A ABC ber Stufgabe.

Stetermination.

Se nad) bem ©röfjenöer^ättniä öon \f a 2 — b 2 unb c finb

3 gälte ju unterfdjeiben.

1) fei Vsi 1 — b 2 < c, alfo a 2 — b 2 < c 2, a 2 < b 2 -(- c 2,

bann ift a < 90°. Sn biefem gälte mujj AH > AG fein; benu

wäre AH < AG, fo mürbe ba§ in G errichtete Sot öon bem £rei§=
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Bogen um A überhaupt ttidjt getroffen; Wäre AH = AG, fo fielen

bie fünfte H unb G jufammen, ba§ A ABC würbe atfo jur

©treiJe AB jufammenfdjrumpfen. ®a AH = t a gegeben ift, bleibt

nur nod) AG burcf) bie gegebenen Stüde augjubrücfen. ift:

AG= c — BG = c —15 BF;u

Dr 1 A17, 2c —AE c+(c—AE) c-j-BE

BF = c AF = c — AE = = 2~'

BE = d 2/c, atfo

An c ~ + d 2 4c 2 — c 2 — d 2 3c 2 — d 2 ^
AG = c - 1— = — — = — , bemnacti

4c 4c 4c'

( ^ 3c 2 -d !

^ > 4c "

2) SBenn V^a 2 — b 2 = c , alfo a 2 — b 2 = c 2 ift, fo ift a — 90°,

unb G wirb bie äftitte öon AB, in biefent $alte mufj alfo

V> \ c

fein.

3) 3ft yV — b 2 > c , alfo a 2 — b 2 > c 2 , a 2 > b 2 + c 2,

fo ift a > 90°. gür biefen galt mujj bie Konftruftion folgenber*

rnafjen abgeänbert Werben: SÄan jeidjnet AB = G, errietet barauf

in A ba§ Sot, fdjlägt um B mit V a- — b 2 = d einen Kreisbogen,

ber biefe§ Sot in D trifft, errietet auf DB ba§ Sot, ba§ bie 33er=

längeruug tion BA in E trifft, fjalbiert u. f. w. Sn berfetben

SBeife wie bei 1) erfjält man wieber bie Sebiitgung:

t a > ——, fo lange d 2 < 3 c 2 bleibt.4 C

233irb d 2 > 3 c 2, fo fällt ber gufjpunft be§ Sote§ GH in bie

Verlängerung tion BA, bie entfpred^enbe Keimung ergiebt

u> d '- 3tf4 c
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3ft d 2 = 3 e 2, fo genügt bie Sebinguitg t a > 0. Sit biefent
teueren gatte ift AH _L AB unb iöeutijcf) mit GH, itrtb e§ wirb
p = 2 c = 2 q.

Sriganamttrifcjje iffofmtg.

Slu§ p + q = c uttb p — q = d 2/c folgt p = C d ,et C
c 2 — d 2 , 3 c 2 — d 2 . .

ferner tft AG = c — p/ 2 = ———, unb tm2 c 4 c

recfjtttnnfligen A AGH : GH 2 = t a2 — j 2. $ a nUtt

GH = 7 2 h c , fo ift h c belannt, unb e§ folgt weiter: tg a = h/q,
tg /? = h /p.

^efonöcrc efFäUc.

1) (Soll y — 90° Werben, fo ift a 2 -|- b 2 = c 2, unb ba a 2 — b 2 = c 2

gegeben ift, fo folgt: a 2 = c b 2 = c ~ d . gerner ergieöt

fid) au§ bem redjtwinftigen A ACH : t a 2 = a2/4 + b 2 ; fefct man
Ijierin bie oben beregneten Sßerte für a 2 unb b 2 ein, fo folgt:

c2 + d 2
La — 5 (-

C ~

bemnatf)
5 c 2 3 d 2

2) gür a = 90° Wirb a 2 — b 2

c = d.
c 2, alfo

3) Soll a = c »erben, fo folgt au§ a 2 — b 2 = d 2 ber SBert
b 2 = c 2 — d 2, unb au§ bem befannteit Saturn b 2 -)- c 2 = a 2/2 + 2 t a2,
wenn man a = c fe|t: b 2 = 2 t a 2 — c 2/,. @e|t mau biefe beiben
Söerte üon b 2 einanber gleicE), fo ergießt ficfj bie Sejietjung:

f 2La
3 c 2 — 2 d 2

4*
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4) «Soll b = c merben, fo faitn man entoeber ebenfo Oer*
fahren toie bei 3) ober aucf) folgenbermafjen: gür b = c ift
t a _L a, alfo in bent red)ttt)inffigenA AHB: t a 2 = c 2 — a 2/4.

Slbbiert ntan ju biefer ©leidjung d% = a 2/4 — c 2/4 ,

fo folgt: t a2 + d 2li — unb baraus

, 2 3 c 2 — d 2
^ = 7 •

ta

c = 41, d = 32,45
3c 2 >d 2 >c 2
c=28,d=32,45 c=d=32,45

d 2 > 3 c 2
c=18,d=32,45

=1|/"5e 2—3d 2 |/ 3c 2—2d 2 -1 | /"3c 2—d 2 ^ 3 c 2 —d 2
>T°

20

^ d 2 —3c 2\ 8
25,6077

\ 4
27,097

V 4
31,583

" 4c
15

> 4c
15

a
b

a

ß

7

36,973
17,72

64. 23.35
25 . 36 .25

90 .

41
25,06

72.12.18
35.35 .24
72 .12 .18

52,2875
41

79.14.8
50 . 22 . 56
50 . 22 . 56

37,932
19,643

104.9.18
30 . 8.25

45.42.17

40
23,388

90 .
35.46.56
54.13.4

48,56
36,124

124.5 .42
38.1.44

27 . 52 . 34 .

17.

@in Sreietf p ftmftruieren au§ km ^robutt jtoeiet Seiten,
iier Sifferettj ber .pjjena&fdjnitte auf tot kitten Seite nnfc

bent Wabitt» be§ nutgefcfjriebenen Greifes.
(begeben ab = l 2, p — q = 2 d, r.

^anftruktion.
ÜJKan jeicfjne über CD = 2 r al§ SDurdjmeffer einen §alb=

frei§, trage in biefen 1 = GE al§ ©efjite ein, fälle EF _L CD,

trage auf biefer Sinie FG = ^ ^ = d ab, erridjte in G bas
u

Sot, ba§ ben um G mit r geflogenen Kreisbogen in 0 trifft,
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fdjlage um 0 mit OC ben ÄreiS, biefer treffe bie 23erfängerungen
t>ort FG in A unb B, tierbinbe biefe fünfte mit C, fo ift ABC ba§
tierlangte SDreiecf.

jBttcrittinatton.

1) 2)a a uitb b ©eilten be§ Streifes mit bem 9^abiu§ r fein
foHen, fo borf t)öd)ften§ eine »on ifjnen bie Sänge 2 r erreichen,
ifjr Sßrobuft rnufs bat)er jebenfalt§ fleiner afö (2 r) 2 fein, b. t).

V ab — 1 < 2 r.

2) äSäre FG >> r, fo Würbe ba§ in G errichtete Sot beit
$rei§ um G nicfjt treffen, e§ barf atfo nidjt d > r fein. Sft
d = r, fo wirb CO || AB, unb ba OG < r fein rnujj, Weil anbern*
fatfö ber ®rei§ um 0 bie FG nidjt treffen mürbe, fo mufj audj
CF < r, fomit audj CE = 1 < r y/2 fein.

3) StucE» Wenn d < r ift, mufj OG < r fein. 9hm ift
OG=CF - GH, CF=l 2/2 r, a Ifo P/2 r— VP=d*<r,
bemnad) I 2 < 2 r (r /r 2 — d 2).

SIrtgonometrtfdjt üTöfung.

1) 3tu§ sin (a — ß)= ^2 _ | folgt cos (a— ß) = ^ ~ d •

2)urdj SKuItipfication öon sin a = a/2 r unb sin ß = b/2r erhält
man: sin a . sin ß — ab/4 r 2 = l 2/4r 2. SCRuttipKjjert man biefe
(SIeicEjung mit 2 unb fu6tra|iert fie üoit cos (a — ß) — cos a cos ß

. . V r 2 — d 2
+ sin a sin ß = , fo folgt:

cos (a + /?) = cos (a — ß) — l 2/2r 2 = ^ ~ d l 2/2 r 2.

2) ©tatt cos (a + ß) faun mau aud) cos y au§ bem rec^t=
winfligen A AOG berechnen. ift cos y — OG/r, in ber SDeter=
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mination (3) mar aber fdjon ausgerechnet OG = P/2 r — |/ r 2 — df,

bemnadj erfjältman: cos y = P/2 r 2 — ~ f — cos(a-\-ß).

Slnmerfung: Sa cos y < 1 bleiben mufj, fo mufj ftets

P/2 r 2 — V" r " ~ ^ < 1, alfo P < 2 r (r + yV — d 2)

fein, e§ ergiebt fid^ alfo biefelbe gönne! toie in Determination 3.

^cfüttbtrc ^äUe.

1) 3ft y = 90°, fo ift 0 ber äJiittefyunft oon AB, ba§
£ot OH fällt mit GF gnfammen, unb au§ bem recfjtoinfligen
A CED folgt: 1! = 2 r /r 2 — d 2. ®iefelbe 33ebingung erhält
man, wenn man in ber (Steigung für cos y ben Sßinfel y = 90°,
alfo cos y = 0 fe|t. $ft y > 90°, fo ift cos y < 1, alfo aitd)

P/2r 2 r ^ < 1, fomit P < 2 r vV — d 2, man erhält

alfo: je nad)bem P = 2 r /r 2 — d 2, ift y = 90°.

2) Sft a = 90° , fo ift a = 2 r unb b = 2 CH = 2 /r ! — d 2,
fomit ab = P = 4 r /r 2 — d 2. $u bemfelben 3?efultate gelangt

man, menn man bie in ber trigonometrifcfjen Söfung enttoicfelten
Sßerte oon cos y unb cos (a — ß) einanber gleid)fe|t, in ber @r-
roägung, bafj y = a — ß fein mufj. ©oll a > 90° fein, fo ift

y < a — ß, alfo cos y > cos a — ß- fe|t man bie obigen Sßerte

ein, fo folgt bie SBebingung P > 4 r vV — d 2.

3) $ür a = c mirb a = y, alfo 2 a -\- ß = 180°. ®a man
nun au§ sin (a — ß) = d/r beregnen fann a — ß = d, fo folgt:
a = 60° + <5/3, ß = 60° — 2/ 3 <5, fomit:
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a=2 r sin a—2 r sin(60 + <5/3) = 2 r cos (30 — <5/3),
1=2 r sin ß=2 r sin (60 — 2/3 (5)=4r sin (30— ö/ 3) . cos (30— S/ 3),

alfo burdf) SJJutti^Iifatiort:

ab = l 2 = 8 r 2 sin (30 — dj3) cos 2 (30 — öj 3).

Slnmerfung: SSM man fjierin (3 burd) bie gegebenen (Sröfjen
ausbrücfen, fo fommt man auf eine (Steigung britten ($rabe§.

p — q = 2 d = 133,52, r = 228,65

ab = P =8r 2sin(30—<5/a)cos 2(30-(5/s)
143110

= 2iyr 2— d 2
100009

— 4r\/ r 2—d 2
200018

=2 t (r + y' r 2—d)
204573 (max)

a 367,544 457,303 416,65 452,29
b 272,086 437,377 343,47 452,29
c 457,3 133,52 416,65 0

a 53.29.17 90 . 65.39.32 98.29.17

ß
36 . 30 .43 73.1.26 48 .40 . 56 81 . 30 .43

y
90 . 16.58.34 65 . 39 . 32 0.

18.

fein $mctf |u fottflruierett, twit bem bcr $lädjcninljalt, ein
Sßiitlel ttttb ber9tabi«6 be§ MUtgefdjttefiettcn ÄteifcS gegeben ift.

(Segeben F = l 2, y, r.

i^onflruktton.

SJJan jeidinet einen SBinfel gleid) 2 y, befdireibt um feinen
©c^eitefyunft 0 mit bem 9?abiu3 r einen ®rei§, ber bie ©djenlel
in A uub B trifft, jieljt AB, fäHt OE _L AB unb trägt auf biefem
Sote tion E au§ EP = 1 ab, jiefjt AP unb errietet barauf in P
ba§ ßot, e§ treffe AB in Q, betreibt um E; mit EQ einen ®rei§=
bogen, ber EP in B trifft, jie^t burd) B bie parallele ju AB,
bie ben ®rei§ um 0 in C unb C t trifft, unb oerbinbet einen
biefer fünfte, $. $8. C, mit A unb B, fo genügt A ABC ber
Stuf gäbe.
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Jlttcrmtnation.

SDer $ßunft G fartrt nur battrt festgelegt Serben, wenn bie
^Saratlele burcE) R ju AB ben Ärei§ um 0 trifft. ©a§ ift au§=
gefcfjloffen, Wenn ER > EK ift — wenn mau mit K ben Ijödjften
Sßunft be§ Steifes über AB öejeicfjnet. SEBemt ER < EK ift, fo
giebt e§ 2 ©djnittpunfte (G unb C t), alfo aitdj 2 SDreietfe, bie
einanber fongruent fiitb unb ftjmmetrifcf) ju EK liegen. 3ft ER = EK,
fo fallen bie beiben fünfte C unb G t mit K jufammen, e§ giebt
alfo nur ein SDreiecE, unb §tuar ein gleidjfcf)en!lige§. 3e nafy
bem alfo

ER = EK ift, giebt e§ 1 Söfungen.
■ 2

,<pter ift ER = EQ == EP 2/AE = P/c/2 = P/r .sin y, unb
b a Z. AKE = j>/2 ift, fo ift EK = c/ 2 cotg y/2 — r . sin y . cotg y / 2,
bemnad) ergiebt ficE» bie Sebingung:

> o
Se nadjbem F = r 2 sin 2 y cotg y/2 ift, giebt es 1 Söfungen.

—— ' 2

^erlegt man ben ©renjauSbrutf x 2 = r 2 sin 2 y cotg y/ 2 in ba§
Sßrobuft x 2 = r . sin y . r sin y cotg y/ 2 , fo ift ber erfte gaftor
r sin y = AC, ber jloeite r sin y cotg yj 2 = EK, folglich ber
©renjwert x leicfjt ju fonftruieren als mittlere proportionale ju
AE unb EK.

<£rigonamctrif"d)c;Cö|ung.

c = 2 r sin y, 2 ab = 4 F/sin y; a 2 -f- b 2 = c 2 -f- 2 ab cos y;
(a-fb) 2=c 2 + 2 ab (1+ cos y) =c 2 -f- 4ab cos 2 y/ 2 =c 2-f-4F cotg yj2 ;
(a—b) 2=c 2 — 2 ab (1—cos y) =c 2 —4 ab sin 2 yj 2 = c 2 —4F tg y/ 2.
a + b = cv^l--f-4F cotg y/ 2/c 2 = c V 1 + tg 2 1 = c/cos 2, Wenn

4 F /■ ; -
—r=t g 22, a—b=cv 1—4FtgA/ 2/c 2=cv 1—sin 2cp=c. cos cp,c ^gyi 2

4 F . ts* y/o
wenn ' 26 = sin 2 cp gefegt wirb.
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^rfottbcre .fälle.

1) gür a = b tnirb a — b = 0, alfo c 2 — 4 F tg y/ 2 = 0,

tt) orau§ 4 F tg 7 /2 = 4 r 2 sin 2 y, F = r 2 sin 2 y . cotg yj 2 folgt,

b. i. ber ©renjfatt ber Determination.

2) ©oE a - — 90° fein, fo ift a = 2 r, b = h = 2 r cos y,

bemnadj F = ab sin y = 2 r 2 sin y cos y, ober

F = r 2 sin 2 y.

3) SBenn a = c ift, fo ift F = -i c b sin y unb b = 2c cos y,u

bentnad) F = c 2 . 2 sin y cos y = c 2 sin 2 y. SDa nunC.1 2

c = 2 r sin y ift, fo ergiebt ftdj fdjliefjtid)

F — 2 r 2 sin 2 y sin 2 y.

r — 514,43, y = 73 . 35 . 57

F r 2 sin 2 y cotg y/ a r 2 sin 2 y 2 l' 2 sin 2 y sin 2 y < l-2 sin 2 y
325560 143429 263989 123456

X
53 .12 41 . 34 . 31 50 . 16 . 54 39 . 27 . 36

V 90 41 . 34 . 31 64 . 13 . 26 38 . 0 . 39

a 823,85 1028,86 987 1028,017
b 823,85 290,504 557,37 250,363
c 987 987 987 987

a
53 . 12 . 1,5 90 . 73 . 35 . 57 92 .19 .

ß 53 .12 . 1,5 16 . 24 . 3 32 .48 . 6 14 . 5 . 3

3nfa|. SBenn a = b ift, fo ift a — b = c . cos 9? = 0,

alfo cos (p — 0, fomit 93 = 90°. — 3ft a = 90°, fo ift a 2 — b 2 = c 2;

burd) äJluItipIifation ber Bethen ©leidjungen für a -(- b unb a — b

(in ber trigonometrifctjen Söfung) erhält ntan:

a 2 — b 2 = c 2 . cos cp I cos l.
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Slu§ biejen Beibert @Sleicl)ungert folgt cos cp / cos l = 1; ba§

ift nur möglicEj, toetttt bie Betbert §ülf§ttrinfel X itnb cp einartber

gleich fittb.

19.

6itt Stetctf ju fmtftwierett an§ einet; Seite, ber Snntnte ber

Deiben anbeten Seiten ttitb ber $afl>iermtg§linie bee twn teueren

einuefdjfoffenen äöinteis.

©egeBett c, a + b, w.

^ottfiruktiott.

SUian jietjt CF = w, teilt GF itt M nadj bem Verhältnis

a + b : c, betreibt üBer CM al§ Surdjmeffer bett ®rei§, trägt

itt biefen ~ (a + b — c) = CG = CGi al§ ©efjne eilt, öerBinbetu

G uttb Gi mit M, 6efcf»reiBt mit GM um M bett $rei§ itnb jief)t

att biefen eine Tangente tiort F ait§, meiere bie Verlängerungen

toon CG unb CG in A uttb B (A t itnb Bi) trifft.

Determination.

®ie Söfurtg ift unmöglich, toentt 1) (a + b ■— c) > CM

unb 2) tuetttt MF < MG ift, itt leiderem galle, tu eil fonft F

itttterljalB be§ £reife§ liege« mürbe, alfo bie Tangente üott F au§

nicf)t gejogen toerben formte. SBettrt MF = MG ift, fo ftef)t

CF _L AB, ba§ SDreiecf ift alfo gleidfifdjertflig. Sft ferner

(a + t» — c) = CM, fo mirb ba§ Sreiecf jur ©erabert CF,LI

fall§ glei(f)geitig c = 0 rtnb a b = 2 w ift, aitbernfall§ ift bie

SlrtfgaBe rtnfinnig.

Sa CM : MF = a + b : c n. Ä., fo ift CM = ^ ' W ,
cL ~j~ D —p~C

e§ mufj alfo

^a + b — c (a-(-b)w ( a -f b + c) (a + b — c)

1} 2 < a + b + c' aIj ° W > 2 (a + b)

fein.
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Semai[tMF= r ^ OT bMG=f

barau§ erfjätt man itadj einigen leidsten Umformungen:

2) w < | Via. + b + c) (a + b -^c).

SDurd) gitfammenfaffung biefer Beiben Sebingnngen erfjält

man fcE)Iie^Iirf):

1 // j r7 i i—T~~— \ ^ (a "4" b —{—c) (cl —[- b c)'

-V(a + b + c)(a + b — c)^w> 2(a + b / |

Srigoitomctrifcljc jfföfung.

, nnlrnir a 4- b — c (a 4- b) w ,

cos rh = CG/™ = : a + b + C obtt

cos r i, - " '
2 w (a | b)

®iefeI6e gormel läfjt ficf) aitd^ rein trigonometrifd) au§ bem

(£ofinn§fa|e herleiten, menn man unter Senutjung ber Wormeln

für ben hoppelten gläc^emn|att be§ ®reiecf§ 2 ab = + b ) w
cos y/ 2

Berechnet.

^cfonbtrc ,fäUe.

cl [ J)
■1) gür a = b mirb a = —-— unb w _L c, bemnad)

w! =- (l) ! = ("+"+ V ' + " —■ <°«>w
ergieBt fidf» ber ©renjfall ber Determination:

w
= \ ^( a + b + c) (a + b — c)

2) 3ü r y ^ 90° mirb cos y/ 2 = -i V 2, bemnadj

w > (a -j- b -f c) (a + b — c)

< (a -f- b) . V2
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3) 3ft a = 90°, fo ift tg y/ 2 = —fe|t matt bett I)ierau§
cl -p D

cl I 1)
m fceredmenben ©onberttert cos yL = . , _—_ bettt aü=

V (a + b) 2 + c 2

gemein gültigen gleicf), fo folgt

a -f- b (a -|- b + c) (a + b — c)

\/"(a -f- b) 2 -f- c 2 2 w (a -{- b)

unb f)ieran§ ergießt fitf»:

_ (a + b + c) (a + b — c) . /(a + b) 2 + c 2

W ~ 2(a + b) 2 '

4) gür a = c wirb cos y — b/2 a, atfo 1 + cos y — 2 ^

ober 2 cos 2 y/ 2 = a C0S ^ = V & ° ® e ^

man ttrieberunt biefen SBert tion cos j>/2 gleicf) bem allgemein

gültigen, fo folgt:

a + b — c — , ,

w = a _f_ b • v c (a + b +c).

a + b = 1127, c 943

w

'

r-

""o"

1

+
cd

^ 00
00

4- o' CO
rQ

+
cd

V
|lN

/o s

1
joq

+ Vg-cd ^ Oi
W rQ 00
'S" 1 20° + CM
+ cd

+

IM
O
~l~■M

+

"cT
1

rQ
+

'S"
+
rQ
4-
cd

C3

, CO
+ ö~
cd <M

^ CM
Od

+

4-
03

v—' W
« 00

V N
> <N

ü

1
+

+ -

a 563,5 920 958 943

b 563,5 207 169 184

a 33 .12.12 77.19.7 90 0.0 84. 24. 6

ß 33 .12.12 12 .40 . 53 10. 9.36 11.11.48

y 113 .35.36 90 .0 . 0 79 . 50 . 24 84. 24 . 6 .
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20.

©in Srcieif p fonftruieren ait§ km Umfang, einem äßittfe!

unb km Babing i>e§ eittgefdjtie&enen Greifes.

(begeben a-f-b-f c = 2s, y, q .

^onflruktiott.

ÜKatt getane Z y mit bern Setjeitetpunft C, jiefje ju beit

Scfjenfeln parallelen im Stbftanbe q , öerbinbe beten Scfjnittpunft

M mit G nnb fälle auf einen ©d^enfel üon y ba§ Sot MG, trage

auf CG öon G au§ s = GH ab, errichte barauf ba§ Sot üon H

au§, meines bie SSerlängeritng üon GM in N fcjjneibet, betreibe

um N unb M Greife mit ben Labien NH unb MG unb lege an

biefe eine gemeinfcf)aftlicf)e Sangente, roeldje bie ©djenfel üon y in

A unb B trifft, fo ift A ABC ba§ üerlangte.

Pttermination.

3)a§ Sreiecf ift nur möglich, tnenn fidj an bie beiben Greife

um M unb N eine innere gemeinfdjaftlic^e Tangente legen

läfjt, toemt atfo bie Sentrale MN nicf)t Keiner atö bie Summe ber

Labien g unb NH ift. Sft bie Sentrate gleicfj ber (Summe ber

Labien, fo ift nur eine Sangente unb fomit nur ein Sreiecf

möglicf), unb jtoar ein gteid}fcfjenftige§; ift enbticE) bie Sentrale

größer afö bie Summe ber Labien, fo giebt e§ 2 gegen CN gleidj

geneigte Sangenten, bemnaif) audj 2 fongruente Sreiecfe. Se nadjbem

< . o
atfo MN = q NH, giebt e§ 1 Söfungen.2

9?un ift NH = s tg y/„ MN = NH ~ MG = s *g ?/» ~ P
sin y/ 2 sin y/ 2

bemnaefj s tg y/ 2 — e = ( e -f s tg y/ 2) . sin y/ 2 ,

> , i 1 — sin yLe< sA "l>-T+7iri'
> o

fcpepdj q = s tg y/ 2 . tg 2 (45° — y/ 4), 1 Söfungen.2
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$)a§ äJiajimutn üon q famt man folgenbermaßen f onftruieren:

Sftan geidjnet Z y mit bem Sdjeitetpunft G, mac^t ben einen

©cfjenfel CH = s, errietet bar auf in H ba§ Sot, ba§ bie §atbierung§=

linie üoit y in N trifft, fiatfiiert Z HNG, bie §atbierung§tinie treffe

CH in A, errietet auf NA in A ba§ Sot, ba§ CN.iit M treffe,

unb fällt MG X GH, fo läßt fidj Betoetfen, baß

MG = s . tg y/ 2 . tg^ (45° — y/ 4) ift.

ärigonametrifdje föfung.

s — c = q cotg y/ 2 ; a + b = s-{-(s — c) = s + g cotg y/ 2 ;
. a — ß a + b . ,

■c = s — (s — c) = s — Q cotg y/ 2; cos —= sin y/ 2£i C

= s — g cotg yl ' Sln ® el5t mCin ==t ^ (P' f° er 9 ie6t

fidEj nad) einigen leidsten Umformungen:

2 sm (y/ 2 — <p) "

$cfottücre jFälle.

1) gür a = b wirb cos " n ^ — 1, mithin aud) ber obenLi

«ntmidefte 3Iu§brud s g C°l° . sin yU = 1, tnorauä ficf) ber
s — q cotg yl 2 n

<$renjfalt ber Determination ableiten läßt:

Q = s tg yjj . tg a (45° — y/ 4) .

2) ©od a = 90° Werben, fo ift a — ß = y, cos a n ß = cos yj lru

, I s + g cotg y/ 2 . s — g cotg y/ 2
bemitad) cos y 2 = —— T • Sin yL — r^-j- = tg y 2,

ni s g cotg y/ 2 "'s + gCOtgy/ 2

^ = i_ü = tg(45 - A)>

g = s . tg yl, . tg (45 — y/ 2).
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3) gut a = c toirb a ^ = 3 . y/ 2 — 90°, fotglic^

OL ß

cos —-— = 3 sin 7/2 — 4 sin 3 y/ 2, fomit

s ~{— Q cotg yj 2 _ 3 sin y/ 2 — 4 sin 3 yj 2 _

s — Q cotg y/ 2 sin y/ 2

barau§ erhält man burdEj Stuftöfimg itatf) q :

e = s . tg 2 yj 2 . cotg y.

3 — 4 sin 2 7/2,

Stitmerlurtg. Söenn y < 60° ift, fo tütrb nidjt a, fonbent
b = c.

s = 1234, y = 50 . 12 . 48

0 s.tgy /a .tg 2 (45— 7/4) s . tg 7/3 tg (45 — y/ a) s tg 3 7 /2 cotg 7 < s tg 7/2 tg (45—7 /3)tr
233,717 209,24 225,637 180

10 . 43 . 29 9 . 37 . 24,5 10 . 21 . 43 8 .17 . 56

a 866,39 1024,76 963,06 1085,64
b 866,39 655,78 752,47 532,5
c 735,22 787,46 752,47 849,86

a 64 . 53 . 36 90 . 0 . 0 79 . 34 . 24 101.0 .18

ß 64 . 53 . 36 39 . 47 . 12 50 .12 . 48 28 .46 . 54 .
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