\Clementare Darfiellung der cinfadyften Einenfdynften

der Elliple, Hyperbel und Pavabel.
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Clementare Darjicllung der cinfaditen Cigenjdajten der ECllipfe,
Oyperbel uud Parabel.

15
3n emer Gbene tft ber geomefrijhe Ovt ded Puntted, bdeffen Abjidnde von jwei gegebenen
Puntten ein gegebened Verbdaltnifi baben, eine Kreislinie over cine Gerave. Wertaufdt man den einen
per beiden feften Punfte mit einer feften Gevaben, fo fann man fidy die 2Anfgabe ftellen:
den Ort des Punkies 3u finden, fiiv weldjen das Verhilinif feiner Abfdnde von cinem
geaebenen Punkt und ciner qeacbenen Geraden conflant if.*)

Der gegebene Puntt fei F, die fefte Gevade MN, die AbftGnde ded gefuditen Puntted von F

5 ] = . T ' we - _

und MN feien p und g, und P fet. = n, &8 fanw mun n Heiner, gleidy ober grdfier alé 1 fein. GB
q

fei gunddiit n < 1. Man jiehe durd) F den auf MN fenfredten Strabl, welder die Gerabe in C
freffe.  Theilt man nun die Strede FC von F aud nad) vem gegebenen Verhdliniffe durdy die Puntte

-~ i

. . ; el o . FA e
A unb A, von denen A ber innere, A bev dufere Theilpuntt fei, jo dah T . Jeded Verbdlt

A'C
nf = n ift, fo find beive Theilpuntte offenbar Puntte von der verlangten Gigenfhaft, und swar liegen
beibe mit bem Puntte T quf einerlei Seite der MN,  AuPer diefen giebt e8 in ber Geraden AA” weiter
teme anbern Puntte von der in NRebe fiehenden Eigenjdyaft.

") Diefer Aufgabe entipridt ein Theorem, mweldes beim Paypud unter ben Lemmen ju Guiliv's zdmoe
mong fmupcaveicy vorlommt: €3 ift bas fiinfte femma, ber lehte Sap bed widitigen fickenten Budes, unbd lautet
in Der Ueberfebung bed Commandinus (Pappi mathem. Collect. edit. Bonon, 1660) aljo: Sit reeta linea positione
data AD et datum punctum C in eodem plano ducaturque CD et perpendiculariter DE, proportio autem data
sit CD ad DE, dico punetum I coni sectionem contingere, et si quidem proportio sit acqualis' ad aequale, erit
ea sectio pavabole, si vero minoris ad majus, ellipsis, quod si majoris ad minus, erit hyperhole,
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Sdhneibet man  aber auf dem gejogenen &tvable von A" aud nad) A bin ein Stid

A'F — AF und in ber entgegengefesten Ridtung ein andered Stitd A'C" = AC ab und zieht durd)
C' st MN eine Parallele MN, fo it aud

A l' F'A’ AF

e e e O

Daber bat die fefle Gevade M'N" und der fefie Punft ¥ offenbar diejelbe Geltung, wie die gegebene

Gerade MN und der qeqebene Punit F. Died bat audy anbernoeitig feinen quten Grund.  Bejdyretbt

man ndmlidy diber der wunverdnderlidhen Stvecde AA", ol Duvdhmeffer, cinen Kreid, jo legen bie Deiden
Geraben MN und M'N' unb bie Deiven Puntte F und ¥ in BVegug auf den Mittelpuntt ded Sreifed
jommetrifd).

G5 fei mum X ivgend ein Punft von der verlangten Gigenfdyaft, weldyer anperhalb per Geraden
AA" fiegt und pon F und F* um p, p° und von MN und M'N" um q, q abftebt. Dann if, weil

i | o g - ). =="1 o - o ' . y
e l-,-l nantlidd = n i, aud LS R n, alfo conftant. &8 it aber q -+ q unverdnberhd,

q q q+q

ndmlidy gleidy dem Abjtande ber beiden Gevaden MN unbd M'N' von einander, alfo ift audh p + p'
conflant. Dad beifit aber nichtd UAnbered ald: jeder gefudbte Punft hat die Gigenfdajt, dap fitv ibhn
bie Summe feiner Abftande von F und F' unverdubderlich, ndmlich gleich der imverdnberlidyen Strece
AA’ ift, weil died fitr bie Punfte A und A’ ftattfindet. Diefer Wmijtand giebt ein leichted Mittel an
bie Hand, Punfte ded gefudhten Orted ju finden.

St wémlich O die Mitte von FFY, alfo aud) von AAY welde Strede = Za fei, und [dhlagt
man mit OA = OA’ = a, alé Halbmeffer, um F und F/, ald Mittelpuntte, ywei Kreife, jo [dmei
den fid) Dieje jederseit, und ibre Sdnittpuntte B und B, welde i Vesug auf die Gerave AAY fom:
wetvifth lieqen, find offenbax jwei anbdeve Punkie bed in Neve ftebenden Orted. Hierbei i fir dad
Folgende 3u Demerben, bap die Strablen qud F und F' nady B und B, ald Rabien gleicher Kreife,
einander gleidy find, jeder Strabl iff = a.

Liegt ferner in ber Geraden AA’ e Puntt J jwifden O und F, jo find bie Schnittpuntte
sweler Sreife aud F und F/ mit AJ und A4, alé Halbmeffernt, wieder ywei Puntte von der verlang:
ten Gigenfdaft, und audy fie legen in Besug auf die Gerabe AA’ fymumetrijd). Chenfo entfpredyen bie
Sdhnittpuntte pweier Kreife aud F und ¥/ mit den Halbmeflern AT unb AJ ber verlangten Gigenjdhaft.

Nuf biefe Weife fann man beliebig viele Puntte bed gefudhten Orts exhalten. Die gefundenen
Puntte Tiegen aber audy in Begug auf die Gerade BB’ fymmehrifd). Daber ijt nidt nur die Gerade
AA! cine Upe, fonvern audy die Gerabe BB'; bie exftere Gevade beipt die erfe, Ddie leptere die goeite
Yre. Hier fann man jugleich bemerfen, daf bie eine YUre bie der anbeven varallefen Sehnen in i
Hilfte theilt. Verbinbet man aber je ywei wedyfelnamige Scnittpuntte jweier sujammengehirigen Eon:
ftenctiondEeeife, fo erbdlt man offenbar ecinen Durdymeffer. Die Durdymefier find paariweife emanber
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gleich, mit Audnahme der beiven auf einander fentvechten Aren, von welhen AAY vev grifte, BB’ ber
Fleinfte Durdmeffer ift.

Die fo gefunbenen Punfte bilden zufammen eine in fid puiicklaufende Linte tunerhalb ved
Parvallelftreifend der Geraden (Leitlinien) MN yund M'N’, und diefe ift der gefudite Ovt. Denn nimmt
man auferbald devfelben einen Punft Y ain, zieht die YF und YF' und verbinbet tveiter einen Puntt
P bed BVogend awijden diefen Verbindungslinien mit F und F', o ifi

YR .+ YF = PF -+ PF, alfo = 2a;
wnd nimunit man einent Punft YO mmerbalb bed Dreiedd PEF an und 3ieht Y'F und Y'F, jo ift
Y'E 4= Y'F = PR 4+ PIY, qllp = 2a.
Daber genitgen in der That nur Puntte der gefunbenen Linie. Diefelbe beift dic Ellipfe, O ihr Mit=
telunft, B und FY bie Brennpuntte, ein Strabl ad einem Brennpunft nady einem Dunfte ved Nine
fangd cin Nadiud vector, bie Punfte A und A’ bie Sdeifel der erflen oder grofen Axe ober Haubtare,
B unb B’ bie Sdeitel Der sweiten ober feinen ober Nebenare. Die Strede FFY Deift die Ereentrici:
tit ber Gllibje, OF = OF' bie balbe Ereentvicitat. It diefe gleidy Jtull, v. b, fallen bie beiben
Brennpuntte mit vem Mittelpuntie jufammen, jo gebt die Ellipfe in einen Kvetd ither. FIm Folgenden
foll bie balbe Greentricitdt mit e Degeidinet werben,

- ift, fo it aud

ot AT AR
Akeil nun e

Vb Gt 8 D D Y
ooeY
AC (AAY — A'F) (A0 — AAY). AF.
DHieraus folat
AN A AR A AT NG AR

was durdy Divifion burch dag Probuft AC , AT . A'A fibergebt in

et 2] 2

T D s
welde Gleichung offenbar ein allgemeined ®efel fie vier barmonife Puntte ausfpridt.
5 MWetl  num ;L’L; = n, aljo A'F = n . AC, unb nad) dem Dbigen AAL = Za ift, {o gibt
pie ebhen gefundene Gleiching
. n + 1
eIt
1]

alio 1t




unp baber
_:.!.1'1 = B:r.

r:

e A :
1nd weil feener ic = aljo

— 0+ 1) a = (1 — n) a

PG L Tl
I

Al = e a,
n
&6 ift aber aud
AF = a — &}
baber ijt
(L — n) a L — €,
woraus
5]
a
folgt.

%allt man nun von einem belicbigen Punfte M der Ellipfe auf bie grofie Are vad Perpen:
bifel MP = y (Drbinate), fo ift CP gleidy dem Ubftande ded Puntted M vou der Leitlinie und MF
ver Ubjtand beffelben Punfted von demt Brennpuntt F.

alfo aud)

Nun ift aber

1o
. n®—- ] a2 — a?
CE = G2 TN e i e L--;
n G
ferner ift, wenn der von O aus genommene Abjhnitt (Ubjcifie) OP = = gefebt ird,
EFR — = (xr— (-_};
paber it
a* — g* a® — ex
CP—-'[ L—,'<+(!—-1 :
a e
und fjomit
aZ — ex)®
GEE = ( o }
e
eiter 1t offenbar
MF2 = y% + (x — ¢)?
Mithin ijt
. 2 (4?2 — ex)? (a2 — ex)?

ME =n 2O

ME2 =ni; CP%

CP = OF = FB.

Dann it nad) der BVedingung e Ellipfe
a

P
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woraus
':ﬂ_u e u'!] %2 & pk }.-3 —— {ﬂ_-.: A= e*}
folgt. G8 ift aber Der Sabdiud vector nad) einem Seeitel bev Heinen Are jederseit gleich der grofen
Halbare = a; daber ift a? — e offenbar dad Vuadrat per EHeinen Halbare. Sebt man digje = b,
aljp a2 — 2 = b2, fo gebt bie Gleidung diber in
b2 x? -+ a2y = a' b2

ober, wenn man durdy a* b*® bividitt, n

B~ @)-

Diefe Gleidumg nennt man die Gleidyung der Cllipfe in Vegug auf den Mittelpuntt derfelben.
Sie folgt aud) leiht aud der Gigen|daft, dafi die Summe der NRabien vectoren nady eiwem und dem:
felben Puntte gleidy der grofen Are = 2a ijt.  G8 ift ndmlid) die Duabratbiffereny sweier Seiten
eined Dreiectd gleid) ber Duabratdiffereny ber Projectionen diefer Seiten auf vie dritte Seite, daber ift
im A FMF

}\_l].‘.’ 5[}.‘.'-.'. — I.'Ir,’. Tt ,'up‘z.‘
Sept man mm MF = v, MF' = v wud nimmt FP e + x, qlfo FP = ¢ — x, foift
ol w2 {,. —} X]u s {'L: frees. I‘i}.'!,
Do
(v + %) (v — v') = dex.
SRetl mum v+ v = 2a, o ift
5 21‘.‘(
¥ — =
i
Hieraud und aud v -+ v/ = Za folgt
X
v = a + —,
£
- ex
v — e T T e

E0 ift aber bad Duadbrat eined RNabdiud vector jederseit gleidy der Summe ber Tuwabrate Der
Orbinate und ded gwifden beiben [iegenden Ubfdnitted ber qrofen Are, 3. B.
MEF2 = MP? + PFZ

e F .
(a i ) — ¥ + (e + x)2.

a
Witd diefe Gleichung rebucirt und a2 — 2 — b2 gejebt, fo erbdlt man
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@d fei pweitend n = 1. Theilt man bie auf MN jenfredite Strede FC nad) vem gegebenen
Rerhiltnif, und jwar von ¥ aud, dburd) die Punfte A und A’, von denen A ber innere, A‘ ber Gufere
Theilpuntt fei, fo bep FA : AC = FA' : A'C, o find beibe Theilpuntte Punite von ber vevlangten
Gigenfdaft, und jwoar fiegt in biefent Falle A’ auf der andern Seite ver Gevaben MN.  Auper diefen
Punften gibt ¢8 in ber Geraden AA’ weiter Feine von der verlangten Gigenjdaft.

Sdyneibet man aber auf dem gesogenen Strable von AY qus nady A bin ein Stitd A'/CH = AC

und in ber entgeqengejelten Midtung ein aubered Stiid AR = AF ab und zieht durdy C’' eine
Parallele MN’ 3u MN, fo ijt and)

AT /A AR

e U e 7 e

Daber bat die fefte Gevabe MN' unb der fefte Puntt F/ offenbar diejelbe Geltung, wie die gegebene
Gerade MN wnd der gegebene Punkt F.  Befdyreibt man iiber ber unverdnderlichen Strede AAY ald
Durdhneffer, einen Kreid, fo liegen die beiven Gevaven MN und M'N’ und bie beiben Puntte F und

F' in Begug auf den Mittelpuntt ded Sreifed fpmmetvifdy.

Fir fvgend einen Puntt auferbalb ber Geraben AAY feien bie ALiande deffelben von F unb

- - . = | s £ i i & } J" = — 1
MN, fowie bon F* und M'N’ beyieblidy p, q und p’, q'. Dann ijt I’ ---:” aljo audy i '.’.; =
=g qg—q
Da mn g — q° unverdnverlidh, fo mup audy p — p’ conftant fein, 0. b jeber aefudhte Dunkt hat

pie Gigenfdhaft, dah fitv ihn die Differeny feiner Abjtdnve von ben beiven feften Vunften F und F!
unverdnberlich, und pwar offenbar gleidy ver Strede AA' = Za ift, weil bies fiir die Punkte A ynd
A’ ftattfindet. Died gewdbrt ein einfaded Writtel, Punkte von dev i Mebe ftehenden Cigenfihaft au
finden. &dldgt man ndmlid) wn F, ald Mittelpunkt, mit einem Halbmeffer, weldher grifer ald AR
ift, einen Kreid, und einen andern wm F' mit einem Halbmefjer gleich) bder Strede AA' -+ {enem
Halbmeffer, fo find bie Sdynittpuntte, und folde aibt 8 jeberzeit, offenbar awei Punkte der verlangten
Gigenjdajt. Sdlat man ferner um diefelben Puntte, ald Mittelpuntie, mit denfelben, aber mit ein:
anber vevtaujdten Halbmefjern awei Kreife, fo find veven Sdmittpuntte wicderum el Puntte, weldye
et Vedingung entjprechen; und fo fort. Die auf diefe Weife gefundenen Paare von Puntten liegen
offenbar in Besug auf vie Gerabe AAY fommetrifh, je swei devielben auf einerlel Seite ber AAY aber
aud) in Begug auf die Sentredyte durdy die Mitte O ber Stvecde AA’; daber find diefe Leiden Geraden
offenbar ren ed gefudbten Drted, die eritere heift die erfte ober Hauptaye, bdie leptere die pweite oder
Jiebenare.  Berbinvet man swet wedfelnamige Sdnittpuntte fener Kreife, fo exbalt man einen Durd-

meffer.  Dic Duvdymefier find fomit paoveife vorbanden und bie cined Paaved einander gleidy, mit
Ausnabme jener beiven Ayen. Die Endpunite diefer Linden beifen Sdeitel,
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Die durd) dad obige Verfabhren evbaltenen Punkte liegen aufierhald ded Pavallelftreifens der
betben Geraden (Teitlinien) MN und MN' ju beiven eiten berfelben, indem fie feine in fidh juviic:
laufende, gefdlofjene Linie, fondern jwei Aefte oder Jweige Dbilden, beven Punfte fih mebr und mehr
vbon ben beiven Gevaden entfevnen und julept ind Unendlidye vivden. Beive Aefte laffen fich itbrigens
jur Decung bringen duvd) Drebung wm vie jweite Are.  Andere Punfte der Ehene aber haben die in
Jede: fichende Gigenjchaft nicht.  Denn nimmt man auferbalb der Feummen Linie, 3. B. auf der Seite
per jweiten Are, auf welder der Punkt I liegt, einen Punft Y an und 3icht die Strablen YF wnd
YF!, von weldyen ber evjteve bie Frumme Yinde tn M fdneive, und auferbem bie MF’, fo ift

YF' — YM — T'M;
aber offenbarx
MF = MF,
folglidy 1t
YR Y = BIM =3B, D <10

Jimmt man dagegen auj decfelben Seite der genannten Are einen Punft Y an wnd jteht
big Stvablen Y'F und Y'F’, von welden der evjiere fiber Y’ Dinaus verlingert die Frumme Linie in
M* fdneive, jo ijt

Y'F o YA = F'Mf:
8 ijt aber offenbar
M'F = M'F,

folglidy it

T'F — YP = F'M— M'F, i, = 2a
Daber gendigen in der That nur Punkte der qefunbdenen Linie; und piefe ift fomit ber gejudite Ort.

©ie beipt vie Hyperbel, O ihr Mittelpuntt, F und ¥ die Brennpuntte, ein Strabl aud cinem Bremn:
puntt nady einem Punfte der Hoperbel cin Radiugd vector, die Punfte A und AY die Sdeitel, bie
pie Sfvede OF = OF’ bie Greentricitdt, welde mit e begeidhnet werben foll.

Wie in vorigen Falle ift audy fest

AR = (u —i- U a.
Dagegen it
AT — A DA b+ 1)a—2a=(m—1)a
e

Al = %




Ul

10

Ferner ift audy
AF -— & — a,

Daber ift
(n— 1)a =e — a;
alfo ift andy in diefem Falle

n = —

i

Fallt man nun von einem Dbelichigen Puntte M der Hoperlel, 3. B. von einem Punite, wels

der in dem zum Brennpuntt F gebdrigen Sweige lieat, ein Perpenbitel (Ordinate) MP = y auf die
Hauptare, wozu der Abjdmitt OP = x ale Abfciffe gebdrt, und 3ieht ben Rabiud vector ME, 4o ift

nad ber Bevingung der Hyperbel

ME = n . CP,
alfo audy

MEe—n &S (T2

@8 ift aber
MF2 = MP? 4 PF2
=y +(x — ¢
und ferner ijt
CE =" Gt il
= CA + AF + FP

n— 1 :
——-.'L—'-—Itl—lj:l. - X — 8
1
n? — 1
= - a -+ x — @
n
AT
= 4+ X — &
5
e aliiex
o
Daber {jt
ol
¥2 + (x — &) = =
' 1 Hed
woraud
i @ 0l 0] o i iy a2
(u— - ;rj x? —a?y? —-a% (e® — a%)

folat. Sept man nun e — a® = b2 fo exhdlt man bie Gleidpng

b2x% — afy% — a'h?

Qe

ober, durdy Divifion durd) ab2,

S VLR e
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pie Wiittelpunttogleidumg ter Hoyperbel. Die Grdpe b nennt man die Heine Halbaxe der Hyperbel
It b = a, fo nennt man die Hypevbel gleidhfeitiq; die Gleidhung derfelben it
X2 — 32 — a2

Die Mittelpunttogleihung der Hyperbel folgt audy aud der Gigenfdaft ber Mabien vectoren

nad) einem und demfelben Puntte, dap ibre Diffeveny aleid) ber grofen Are = 2a ift. I ndmlidy
per Puntt M wieder in tem jum Brennpunkt Fogebivigen Sweige der Hverbel angenommen, unbd
feine: Drdinate MP = y, sit welder bie Abfeiffe OP = x gebirt, gesogen, fo it im A FEMEF! nad

pem Safie von ber Duabratbifferen; jweter Seiten eined Dreiecs
ME* — MF2 = /P2 — FP2
@et man MF = v/, MF = v, fo ift

Lk SRS (x + ',}3 s lr_\, b L‘_:|-3,

(= ¥) (v — v) = 4ex,
A8etl nun

¥ =W =
o {ft
R Zex
@€
Hieraus und aud v/ — v 2a, folat
J CX
¥ el t '
il
&X
vV = — A T
Go ijt aber jeberseit
MF* = MP* 4+ PF2
pDer
exN*%
—_— 8+ — = v2 4+ (x — &)
( =) =t = o
Jevuctet man biefe Gleidung und febt o> — a® = b2, fo ergibt fidy, wie vorbin,
b2x? — al%y? = a?p?
ober

=)=
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St Drittend endlidy n = 1, {o ift die Mitte A Ded auf MN fenfrechten Strabled CF offens
Bar ein Punft von der verlangten Gigenjdaft. Der diefem entfprechende harmonijde Gegenpuntt liegt
in biefemn Falle im Unendlidyen, daffelbe gilt aud) von der, der Geraben MN entjprechenven Geraben,
MWad weiter andeve Punfte der verlangten Avt betvifft, fo liegt feder derfelben elmmal in einer Pavallele
ae MN, jobann aber audy in einem Kreife um F mit einem Halbmefier, welder gleidy dem Abjtande
per Pavallele von MN ift; die Sduittpuntte beiber Linten find Puntie von der verlangten Eigenfdaft.
Sebe Pavallele aber mup von der MN offenbay cinen grifieren Abjtand haben, ald CA = AF. Die
auf biefe Weife gefunbenen Punkte liegen mit dem Puntte F auf derfelben Seite der Leitlinie MN;
per Punft A liegt devfelben am nddijien, die @tbvigen Punkte aber enffernen fidh mebr unb mebr von
perjelben, big fie gulept ind Unendliche vitden. Weil nun fe jwei jujammengebbrige Schnittpuntte einer
Darallele und eined Kreifed in Bejug auj die Gerave burd) C, A, F jommetrijdy liegen, fo iff diefe
Gerabe offenbar eine Are.

ndeve Punfte ber Ebene aber haben die verlangte Gigenfdaft nidht; insbefonbere liegt jeder
Puntt quperbald der gefunbenen Linie ber Leitlinie ndber ald bem gegebenen fejten Duntte, jeder Puntt
innerbalb berfelben aber bat einen groferen Abftand von jener Linte ald von bdem Punfte. Demn it
Y ein Deliebiger Punkt auferbalb ber Frummen inie, YR fein Abjtand von MN, {p fille man dad
Derveudifel Y2 auf die Ave, weldhed die frumme Rinie in M {dhueide, und ferner dad Perpenbitel MS
auf MN, pann it YF = MF, alip aud ovifer ald MS = YR, ba MF = MS ift; und nimmt
man in dem Perpendifel YP ywifden M wnd P einen belicbigen Puntt Y' an, der aljo innethalb der
frummen inie [egt, und ftellt feinen Abjtand Y'R' von MN und FY* von F bar, jo ijt FY' < FM;
alfo, ba FM = MS = Y'R’ ijt, aud) Heiner alé YR ljo ift die gefunbene Lnie in ber That
per vt ded verlangten Puntted. Sie heipt die Pavabel, der fefte Puntt F per Brennpuntt, die Geradve
purdy C, A, F die re, der Punft A der Sdheitel, ein Strabl aud dem Brennpuntt nad) cinem
Puntte ver Pavabel ein Jabdius veckor

Nimmt man in dber Varabel den belicbigen Punkt M an, falt von ihm MP fenfred)t auf bie
ye und ziebt den Radius vector MF, {o ift nady der Bevingung der Parabel

MF = CP,

wo CP gleid) bem Abftande bed Punkted M von der Leitlinie iit. Jf nun CF = Za, aljp CA =
AF = a, und nimmt man die 2Abfciffen vbon A aus, o ift, weil

()
MF? = y2 + (x — a)?,

und
MP = x -+a,

offenbar

¥2 + (x — a)® = (x + a)2

i

gy, TR
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Died gibt

y2 — dax
ober, wenn man 4a = p jebt,

y* = px.

Died ift vie Gleidung der Pavabel, in weldher die conjtante Grbfie p der Pavameter der Parabel beifit.
4

Die Holbivungelinie des Winkels, weldjer von cinem Radius vector nady einem Punkte
einer Ellipfe nnd von der Verlingerung des andern Radius vector nady demfelben Punkte gebildet
wird, ift eine Tangente der Ellipfe in dicfem Punkte.

Jady bem Puntie M der Gllivfe mit vem Mittelpuntte O und ben Brennpunften B und B
jeien Die Madien vectoren ME und ME' gejogen, uud von diefen ber eine, 3. B. MF, diber M binaud
perlingert. Auf feiner VWerlngerung fdmeide man MG = MF’ ab und balbive den Winfel FIMG.
Dann ijt jeder Puntt der Halbivungdlinie von den Punften G und F’ gleichwveit entfernt, 3. B. Dder
Puntt, n welpem die Verbindungslinie der Puntte ¥/ und G von ver Halbivungslinie gejdnitten wird,

er el H; cbenfo ift fiv jeden andern Punkt L der Halbinmgolinie LG = LF. Soll mun bie Hal:
birungslinie eine Tangente fein, jo darf fie offenbar nuv einen Puntt, den Punkt M, mit der Ellipfe
gemein baben, mup aljo fonft gany auferbald derfelben licaen. Dies findet aber in ber Zhat Statt:
Dam i bem Dreied FLG ift
FL -+ LG = FG,
EL -+ LE! = Za;

D. b. ber beliebige Punft T. der Halbivungdlinie, alfo audy jeder anbere Puntt verfelben mit Ausnabme
ped Puntted M liegt auperbald der Gllipfe.

Jugleidy exhellet leicht, daf die Madien vectoren nady dem Berfihrungdpuntte mit der Tangente
gleiche MWintkel bilben.

Mit Hilfe ded Haubtjapes Fanm man eine Tangente an eine Gllipfe fowobl durdy einen Pkt
(M) ber Gllipje, ald audy durdy einen Puntt (L) aufiechald berjelben gichen. Der erfte Fall ift leicht.
Sm gweiten Fall it feftsubalten, baf bie Tangente duvd) den gegebenen Puntt und ibren Berithrungs-
bunit beftinumt it Diejor aber legt einmal in der Gllipfe, jobann aber audh in einem Nadiud vector
nad) oem Beriibrungspuntte. Vo' diefemn Nadiud vector [dBt fidy ein pweiter Puntt beftimmen.
Jtimmt man ndmlid) die Verlangerung dicjes Ravius vector (FM) gleich bem anbern Rabiud wvector
(E'M) nad)y bem Berlibrungdpuntte, fo liegt ber Gudpuntt (G) derfelben in einer RKretdlinie mit bem
Halbmefier 2u wmmn ben sugebbrigen Brennpunft (F), aber audy in einer andern Kreidlinie um den ge=
gebenen Punft (L) mit dem Abftande (F“L) beflelben von dem anbern Brennpuntte (FY). Der
Sdnittpuntt beiber Kreidlinien ift fener Cudbpuntt.  BVeide Kreidlinien aber jdneiden einanbder jeberseit.

Die Tangente
ber Ellipfe.
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Die Tangente
ber Huperbel,

—[I1--._

@8 it namld einmal, weil der gegebene Punft T auperhald der Glipje Legt, FL + F'L = 2a
alio qud PL = 2a — F'L, b. h. der Ubftanc ber Mittelpuntte der beiden Kreislinien von einanber
ift quofer ald bie Differens der JMadien; ¢d it aber aud) in bem Dreiet FLE! offenbar FL <= FF!
+ F'L, babey it um fo mebt FL < 2a + F'L, b, h. ber Ilbjtand ber Mittelpunkte beiver Kreis:
[inien von einander ift Eeiner ald die Summe per Radien. U S. W. Somit gibt ed jedergeit jivet
Fanaenten.

Nady vem Obigen ift TH fenkredht auf ber Tangente durch M. Verbindet man nun den
Fufpunft H Ddiejes Perpendifeld mit vem Mittelpuntte O bev Gllipfe, jo it OH || FG, aljo it OH =
a, mithin conftant. Und fillt moan von ¥ qué auf Ddiejelbe Tangente eit Perpendifel, inden man
3. B, FM diber M oum ME verldngert und den Guopuntt ber Lerlangerung mit B verbinbet, fo ijt
per bftand feined Fujpuntted von O audy gleidy a. Dad gibt den Sab: die RKreidlinie {iber ber
aropen Aye einer Gllipfe ald Durdymefjer ift ber Ort der Fufpuntte der von bden Brenupuntten auf
alle Tangenten ber Gllipfe gefallten Perpendibel.

i

Dic falbiruugslinic des Winkels, weldjen die beiden Radien vecforen nady cinem Punkie
ciner fjyperbel mit cinamder bildew, ift eine Tangente der Hyperbel in diefem Punkte.

Der Mitteluntt der Huperbel fei O, die Brenmpunite F und F. Geben nun 3. B, nady
bem Dunfte M, welder in dem Jweige mit dem Vrennpuntt F liegt, Die MRavien vectoren ME uno

MF’, fo fdneide man MF von M qud auf ME‘ ab, jo vaj MG ME und siehe GF. Die Hal
bivingglinie bed Wintels FMF/ freffe die FG in H. Dann iff GH = HF; unt ebenfo ftebt jeder

andere Punft der Halbirungdlinie von G wnd F gleidywett ab, jo pap fire ben bLeliebigenw Puntt T ber:
felben audy LG = LEF. Sn dem Dreied F'GL abet ift
'L — LG = FG

pper ;
'L — LF = Za,

b. b. ber Punkt L liegt auferbald der Hyberbel. Somit liegen alle Punfre der Halbirungsdlinie mit
udnabme ded Puntted M auberhalb der Hyperbel; folglich 1ft die Gerave eine Tangente der Hoperbel.
Hierbei findet nody Folgendes Statt. Verbinbet nran den Puntt 11, 0. i der Fufpunit ved Perpendifeld
vor dem Brennpunft F auf die Tangente durd) M, mit dem Mittelpuntte O der Huberbel, fo ift HO
— F'G = a, 0. b. ber Ort der Fuppuntte der von jedem PBrennpuntt einer Hyperbel auf die Tan-
genten derjelben gefdlilten Perpenditel ift bie Sreidlinie {ibee ver grofen Are, ald Durdpmefjer.

it Hilfe ded Hauptjakes fann man bie Tangente an die Hyperbel zichen fowobl burd) einen

Puntt ber Hoperbel, ald audy durdy einen Punkt auferhald perjelben.  Der erfte Fall it leidht. Jm
anvern Fall aber fommt 8 darauf an, den Veviihrungdpuntt zu finven. GO fet 3. B. ver oorhin mit
L beeidmete Puntt der gegebene Pumit.  Der Bevithrungspuntt (M) liegt etnmal in dev Huperbel,
jobann aber qud) in dem Rabiud vector ME, Dentt man fidy nun ben aubern Rabiud vector ME
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nady bem VBeritbrungdpunit von M aué auf ME’ abgefdhnitten, fo daf MG = MF, fo finbet man

[eid)t, dap GL = FL ijt, Alfp liegt der Punft G in einer Kreislinie wm den gegebenen Thuntt mit

pem befannten Halbmefjer LE. &8 it aber GF! ald Unterfdied ber beiden Madien  veckoren gleich

2a; mithin liegt G audy in efner Kreilinie wm F mit 2a al8 Halbmefjer.  Somit it der Punft G

ald Sdunittpuntt diefer beiven Kretdlinien befaunt, aljo audy der Madiug vector F/GM, mithin aud

ber Bevithrimgdbunft M. Fene beiben Sreislinten jdneiven fidy aber; denn im Dreiect FLE! ift eimmal
M = < I,

= 2a -+ FL
o weiter
L = FE — L
Rl O
! i,
i Sdneidet die Tangente tm Puntte M der Hypecbel die qrofe Are in X, fo ift
B | O
W s RS
Daber ift aud
F'M + MF X 4 XF
ME XK
ooey
(3] X
T Ze
ek X
FiE st
¥ i
l Dad {LiN
X
X
Riuckt ver Bevitbrungspunit, defien Abicifle x ift, tmmer weiter wnd weiter weg vour Seeitel der

Hopberbel, fo wird x fmmer quifer und qréfer. Somit wird dad Glied = i bem Audbruet filr XF
imumer fleiner und Heiner, und folglidy ndbert fidy XF ber Gude e mehr und mebr, 0. b. o6 rilct
ber Echnittpuntt X der Tangente und dev grofen Are mebr und mebr nad) dem Mittelvuntt der DY
perbel bin. Und ift x = o, d. b, vitckt pex Berlibrungbpuntt nd Unendlide, jo gebt bder Werth
ol XF i e ditber, 0. . bie Tangente bed wiendlid) entfernten Punfted gebt burd) den Mittelprontt,
Witb oied gilt foobl fite den einen Sweig der Hyperbel, als fiir den andern. Dad qibt jwei Gerabe,
weldhe beibe durd) den Mittelpuntt dev Hoperbel geben wnd  die Hoverbelyweige awifhen fidy baben,
nbem diefe fich thnen mebr und mehr ndbern. Die Lage dicfer beiven Geraben, weldye Ajpmptoten

Die Mjom:
up:-t g1l Der
Hoperbel,




it

Die Tanpente
per Parabel.

Die Sdeitel:
aleidungen
per Glliipje
unb Hoperbel.

i
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beifien, [Gft fidy fo feftftellen. Weil biefelben ndmlidy Tangenten find, fo legen bie Fuppunfte ber von
pen Brennpuntten auf fie gefdllten Perpendifel in der Kreiblinie ftber der grofen Are ald Durdnneffer;
ber Fufipuntt ved Derpenvifeld von F aber liegt audy in einem .‘nnll\rruw ither OF ald Durdymefjer,
Fuppuntt, 0.
Suabrat fened Perpenvifeld it eoffenbar = e* — a?,

Errichtet man aber in einem €

folglich ift jeber Sdmittpuntt betber freidlinien ber i ein gweiter Puntt einer Afpmptote.
alip = pad Perpendifel
heitel der grofen re ein Perpendifel auf derfelben, fo

Daber it bad ervichtete Derpenditel aud)
Apmptoten.

— Dab b%; mithin
felbjt = b.
it bad entjtandene Dreied bem vorigen offenbar congruent.

— by baé gibt eine anvere leidyie Gonfiruction ber beiden
s

Die Halbivnngslinie des Winkels, weldper von einer Pavallele durd) cinen Punkt civer
Parabel zur Axe nnd von dem Rading vector nady diefem Puukte gebildet wird, it cine Tangente
der Pacabel in dem in Rede fehenden Punkte.

Durdy den Puntt M per Parab
soqen, welde bie Leitlinie in G jduetve.
eiite Tangente dver Pavabel,
seit bev Fall iff, wenn er dev Leitlinie ndber ald dem Vrennpuntt ijt.

el fei Der Tadiud vector MF und eine Pavallele zur Are qe-

Damn ift vie Halbivungslinie ved Winkels GME offenbar
per Parvabel liegt, wad jeber:
Sieht man aber FG, welde
HEF, und ebenfo ift jiiv einen beliebigen
Fallt man win ven L auf die Leitlinie ecin Perpenditel,
LG, aljo qudy LN = LF. 1. f w.

wenn jeber anbere Puntt verfelben auperball

von der Halbivungslinie in I gejdnitien werde, fo iff GH =
Punfr L
weldhed bdiefelbe in N fihueide, fo ift offenbar LN <

per Halbivingslinie GL. = LE.
Mit Hilfe biefed Saped fann man durdy einen gegebenen Puntt die Tangente an die Parabel
siehen, mag Dev Puntt in der Parabel oder auperbalb
i d

in Dbeiben Fdllen [eidpt.
vom Brennpunkt auf bie

perjelben licgen. Die Confiruction derjelben ift
Hierbet fommt man audy leidht quj den Saf: Der Ort per Fuhibunite aller

Fangenten ver Pavabel gefallten Perpenbifel ifi-die Lettlinie.

.

Sn der Pavabel werden die Abjcifjen vom Scdeitel aus genonmmen,  Fiount man aud) i
ber Gllipfe und Huperbel die Abjcifen von einem Sdyeitel aud, fo fommt man auf die Sdeitelglei=

diungen diefer Linien. Diefe Gleichungen laffen ficy leiht aus ven Mittelpunttsgleihungen herleiten;

man braudt mu a — x’ bei Der Gllipje und a + x’ bei ber Hyperbel fitr die alte Abjeiffe gu fepen.
Das giebt file vie Gllivfe
A h2x!2
S R R L
i 0w
und fiir vie Hoberbel
. 2b2 h2x!?
g e P i
J o * it

=,

i
4
4
It
%
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pber, wenn man ber Uebereinflimmung wegen x fitv x’ fept, fiir die Ellipfe

2132 bﬂ.x"t
S ML TR
y a a®
und fitv bie Hyperbel
2h b2x 2
Pl &
A e
ober, tbenn ntai
202
= = b
B E
febt, fiir bie Gllipfe
. px*
el DX
2 ! 2a
und fite bie Hoperbel
Sy R px*
Y = PpX == Tja‘_

Die Grdfe p nennt man den Davameter, und ed ift offenbar
da s 2b = 2b: p,

D. b. ber Parameter der Cllipfe, jowie der Hyperbel ift die dritte Proportionale awijdien der grofen
uno tleimen re, over die fleine Are ift die mittlere Proportionale zwifden der grofen Are und dem
Pavameter.  Grridhtet man durd) den Brenupuntt auf der grofen Are eine fenfrechite Sebne, o ift diefe
it beiben Linien dem Parameter gleid), was aldbalo aud ven Mittelpunktdaleichungen folgt, wenn man
e thnen x = e fept.  Dafjelbe gilt aud) fiir die Pavabel, wad fidy fofort ergibt, wenn man in ibrer
Gleihung x = Y,p {ebt.

9.
Die Gleidyung
}r'.! —_— I"‘\"

lapt fih aud) durd) Berwandlung ded Mechtedtd px, deffen eine Seite p unverdnderlich, veffen anbere
Seite x aber verdnderlid) ift, in ein Quadrat conftruiven. Die alten @riedien nannten biefe Cone
ftruction, weil dad Rechted px an die Gerabe, auf welder von hrem Anfangdpunkte an die xSeiten A
nebmen find, angelegt erjdeint, cine Anlegung (meeoesBola, applicatio). Daber vitbrt offenbar Der Mame
oer Pavabel her.  Aebnlidyed gilt fitr vie Gleihungen

}'2=[=K—%,

2
T |
it T e el

= 5 A e 5 o o > 2
beibe Ednuen conflruirt werden, inbem dad Duadrat y? im erften Fall um ein Redtedt P%._ tleiner, im

3
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jweiten aber um ein Nedytect -fé?‘i gudger ift, als bad Nedted px, und swar fo, dap der Defect

(82Aeryuc) fowobl, ald Der Ueberfdup (dmspfols) einem gegebenen NMechtedt 2ap Ghnlid) ift, denn ed ijt

X DX . ) = - &
AT e ST f-j-_-;, wo x und ]? die Eeiten bed Dejectd ober Ded Neberfdutffes finb.

9
10,

Auf diefelben frwmumen Linien |fiibren audy, wie al@bald erbellet, die folgenben Verlihrungds
aufgaben:

1. einen Kveid au Defreiben, welder eine Gerade berlibet und durd) einen Punft auferhalb
perfelben qebt;

2. einen Kreid yu befthreiben, weldher einen Kveid ber@ibrt und burdy einen Punkt innerbalb
Deffelben gebt;

. citent Kvetd qu befchreiben, weldier einen Kreid bevitbet und burd) eimen Puntt aunferhalb
peffelben gebt.

o2

Eben dicfelben furven cefdjeinen aber oudy als ebene Schuitte der Eylindecflache, [owie
der Kegelflide, Am cinfachfien 1At fich dies davthun, wenn beide Fladhen gerade find.

Wird ndmlid)y eine gevabe Gylinberfliche durd) cine Ehene jdhief gefdmitten unbd befchreibt man
in beide chlindrijde Theilvdume Kugeln, weldie jowobl bie Gulinverflade, ol aqudy bie Schnittebene
beriihren, fo erbellet yunadjt, baf die Mittelpuntte beiber Kugeln und bdie Beriibrungdpuntte (F, F)
perfelben unbd ber Schnittebene in einer und derfelben Ehene legen, welde burdy die Ure der Eylinber-
flacde geht und auf ber {dneidenben Ghbewe fenfredit ift. Ferner erbellet, baf bie Sdmittlinie biefer
beien Ehenen ben in Neve ftehenven Sdmitt in ywei congruente Haljten theilt und aljo eine Are der
entftanbenen Kuroe iff. Werbinovet man nun aber einen Geliebigen Puntt M bdiefer Kurve mit ben bei:
pen: Puntten F und F/ burdy Gevave und zieht durdy ibn augleidh die Seitenlinie ber Gylinderflide
big u ben Kreidlinien, in welden bie betpen. Kugeln die Eolinderflade beriibren, fo finbet man, weil
alfe Tangentenr vou einem Punfte auferbalb ciner Kugel an dicjelbe einanber gleid) find, bap ber Ab-
ftand MF gleih bem ecinen St ber Seitenlinie durdy M, welded audy Tangente an derfelben Kugel,
und bap ber Abjtand MEF’ gleich ift dem andern &Stit devfelben Geraden, welded ebenfalld Tangente
an ber anbern Kugel ift. Folglich it MF - ME’ gleidy bem gangen Sttt der Seitenlinie awifchen
ben beiben Berithrungdtreifen, fomit aud) gleid) dem ganzen Stitk jeder der beiden Seitenlinien, yeldye
mit ber Are der Kurve in einevlei Ghene liegen, und bdaber der Apre [elbit gleid), ©. h. bie Kurve ift
eine Gllipfe.

Sdyneidet nan eine gerade Kegelflidie durdy eine Ebene, weldje alle Seitenlinien derfelben,

fdineidet, ohne durdy die Spike 3u aehen, [o it der Sdiunitt cine Elipfe.
Denn befdyreibt man in beive Theilvawme, welde bie fdneivende Ghene madt, Kugeln, bie

&
C
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fowobl die Kegelflade, ald aud) die Gbene beriibren, fo liegen die Mittelpuntte beider Kugel, fotie
bi¢ Veritbrungbpuntte (F und F') ber lefteren und der Ghene offenbar in einerlei Ehene, weldie quf
ber Sdnittebene fentredit ift und die Are der RKegelfldde enthdlt. Die Sdmittlinie beider Ghenen ift
aud) in diefem Fall eine Are der Kurve. Sieht man mun wieder durdy einen beltebigen Puntt M per
Rurve die Seitenlinie der Kegeliidhe bid ju den beiden Rveislinien, in welden die RKugeln die Kegel:
flfiche Beritbren, fo finbet man, wie vorhin, die Nidtigheit der Behauptuna.

Sthueidet man eine gerade Sdyeitel-Regelflide durd) cive Ebene, weldje alle Seitenlinien
der Sladje [thneidet, aber die civen i der cinen, die andern in dev amdern Scheitelfliche, fo ift der
Schnitt eine Hyperbel.

Der Beweid it dbulicdh wie oben,

Scyneidet man cine gevade Kegelflidie durd) cine Ebene, weldye alle Seitenlinien der Fliirhe
big auf eine ringige, 3u der fie pavallel iff, [dueidet, fo iR der Sdhmitt cine {arabel,

Sn dicjem Falle Fann man der Kegelfldde nuv eine Kugel einbejreiben, welde diefelbe und
vie Sdynittebene ugleidy bevithvt; ihy Mittelpuntt liegt offenbar m Der Are Doy Seaelflidie. Denft man
fid) wieder die duvdy die Are gebende und auf der Sehnittebewe fentredte Ghene, fo echellet [eidyt, baf
aud) in bicjem Falle die Sdmittlinie decfelben und ber jdncivenden Ehene eine Are der entftanbdenen
Ruroe ift. Und verbindet man einen belichigen Punft M ber Kurve mit dem Berltbrungspuntt ¥ per
Stugel und der Sdnittebene burdy eine Gevade, fo ift dieje gleidy bem Stid ver Seitenlinie burdy M
aiwijden dem Puntte M und der Kreislinie, in welder bie Kegelfidde von bder Rugel Derlibrt wird.
Jtun nebme man 1) bie Sdinittlinie der Ehene Ded Levlibrungsbreifes wtd der Sdnittebene, fie ift
offenbar auf der Ridtung der Kurvenare fenfrecht; 2) bie Ednittlinie dev Ebene, welde durdy die
Ceitenlinie owvd) M und bie fberbaupt nidt gefdnittene Seitenlinie bder Segelflache gebt, wund ber
Sdnittebene, fie it sur Are ver Kurve bavatlel, wnd 3) die Sdmiktlinie ver Ehente der beiden genannz

D

f

ten Settenlinien und ber RKeeidebene. Dann erhellet leicht, daf bas Stid ber aweiten Ediittlinge
awifden dem Puntte M und ber eviten Sdnittlinie dem SHid ber Seitenlinie purd) M awijden M
und ver Krewlinie gleich ift; mithin ift 8 aud glei) MF., Davaus folgt, daf bev RKegelfhnitt eine
Pavabel i, von weldyer der Puntt F der Brennpunkt und bdie Schuittlinie der Ghene bed Beriibrungd-

freifed mit der Seynittebene bie Leitlinie ift.
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