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Functiones

logarithmicae et circulares, integralibus definitae.

Scripsit R. Weiss.
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Introductio.

Sigltillcct x variabilem independentem, R functionem huius variabilis rationalem integram secundum
gradum non superantem, ita ut sit
Bi=a bx -4 ex?2
ubi sunt a, b, ¢ numeri constantes reales quicunque; deinde significet f funectionem rationalem sive
integram sive fractam; haec integratio:
f 1 (x, VR) dx
8i per functiones algebraicas effici non potest, desiderabit unam vel alteram funectionem tran-

scendentem.

11.
Quum f significet functionem rationalem, functio
f (x, VR)
in universum hanc habebit formam:
A4+ B VR
C -+ DYJVR
ubi ‘A, B, €, D sunt functiones rationales integrae variabilis x. (Quae functio transit in: hanc:
M+ N VR
§i numeratorem et denominatorem illius multiplicaveris per
C—D VR,
eruntque funetiones M et N rationales et in universum fractae. Itaque si funetiones transcendentes
desiderantur ad integrationem
S f(x VR) dx

vel quod idem est:

f _g’\..__-d- _:B_;"-R_ ix

C + D ¥R

efficiendam, eacdem debent desiderari ad has duas integrationes:
(1) [ M dx et (2) f NVR ax
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officiendas, Fieri enim non potuit, ut in transitn illo, qui a fonetione
A + B VR ;
——————— _ ad hane M +~ N ¥R
C 4+ DJ¥R

per operationem algebraicam conficichatur, ulla funetio transcendens removeretur,

Primo loco consideremns alterum integrale
J“ M dx.
Funetio M quum sit ex praecedentibus [functio rationalis fracta et in universum impropria,
aequari poterit per operationem algebraicam, scilicet divisionem, summae duarumn functionum, guarum
B
altera sit functio rationalis integra P, altera functio rationalis [racta propria q ita ut omnes
functiones transcendentes, quas integrale /' M dx desideret, eaedem desiderentur ab his duobus

integralibus:
f P dx et f : 13— dx.

Quorum integralinm alterum functiones transcendentes non requirit, quum P sit functio

rationalis integra, omnesque termini integrandi habeant formam
f axm dx,

& significante numernm constantem, m positivum integrum.

; P Sty : ;
In altero autem integrali f N dx omnes termini integrandi, qui obviam fieri possunt
comprehensi sunt in his duabus formis:
A dx Ax + B
(3) fem— AL

(x—r) " (x2 — 2ax + af + 7)) "

nbi A, B, «, f, v significant constantes quoscunque reales, m numerum constantem positivam integrum.

’

Perducimur enim ad integralia illius formae per discerptionem funetionis in fractiones partia-

les, eruntque aut 1, aut ¢ + f V—1, e—f }—1, radices aequationis Q = o.
1. Integratio prior
f A dx
(x—r)m
facile perficitur algebraice, ut manifestum est, nisi m = 1. Ponendo enim x — r = g sequitur

— m -+ 1

- A dx A dz Az
j T T f m T 1 —m

(x—nop™ z

ubi apparet hunc solum casum m = 1 illudere integrationi algebraicae.

B
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Sic restat in hoe solo casu infegratio

A dx dz
f —  vel f - -
xX—7T &
g . . A dx e R
preficiscens ex integrali = — alia via efficienda,
(x i pyn
2) Integratio posterior
Ax +— B Ax + B
f e S L - TS N EN ST RS LT SRR | = j e ey Y
2 F i i %
(x2 — 2 ax + «® + gH™ ((x = 2 e G2
ponendo X — &« = z transit in hanc:
« Az 4+ A +~ B
e P
z'_' = I—gi) m
quae dirimitur, ut manifestum esty in haee duo integralia:
Az dz A dz

f m of f 2 = "ézjm

nabi A" constantem significat,
. Quorum integralium alterum, priori loco collocatum, substitutione (2* + f2) = u,
dn S
# dz = —— ) perducitur ad hoc:
A f du
2 1 mn
! : , dz : ; )
quod plane idem est atque illud integrale f—— supra iam consideratum. Sequitor
zm
inde ut integratio sola algebraiee ibi non efficienda, etiam hic aliam viam maneat.
b. Quod attinet ad alterum integrale posteriori loeco collocatum hoe:

A’ dz

operationes algebraicae frustra student integratione partiali exponentem m diminuere ita ut
denique tollatur. Formula in hune finem instituta (cf. Lacroix traité de cale. diffi et intégr,

jme édition p. 304):

dz 1 z g om — 3 dz
= St =Y e e P SRR e Ty S
(22 + g2)m (2m — 2) g2 (z* + gH™— ! (2m —2) 82 (z + gHm—1
perhorreseit solum casum ubi m = 1. Quum autem hic casus nullo modo circumiri possit,

sed pro quovis numeri m valore integro positivo, qualis hic est, demum occurrat, restat

sola integratio

dz
f mi_"




hane:

proficiscens ex integratione
f A dz
{I’.z == f‘i‘i}m
alia via efficienda.
Ceterum ponendo zf loco z integrale illud hane simpliciorem induit formam:

1 iz

J

Itaque integratio [ M dx, quam modo in hac tertia introductionis parte consideravimus,

desiderat integrationez has duas:

1
=

easque solas, algebraicis funetionibus non efficiendas.

gk II‘L_

= &

IV.

Secundo loco consideremus in hac parte quarta integrationem alteram partis gecundae

/N VR dx

vel quod idem est, integrationem

NR
f‘—}l{— dx

atque distinguamus inter casus ubi in functione R = a + bx -+ ex? (ef. 1) sit:

1.

1) b* — 4 ac = o

2) b? — 4 ac > o

3) b* — 4 ac = o
In conditione priori expleta hac: b* — 4 ac = o functic R habet duas aequales et reales
factores, ita ut sit

R=(— x)?

ubi r significat constantem numerum realem. Exinde erit R = r — x, et expressio inte-
granda /N JR dx acecipiet hanc formam: SN (r—x) dx. At funetio N (r — x) nihil
alind est misi functio rationalie fracta formae M in parte praecedenti iam consideratae,
In conditione altera expleta hac: b2 — 4 ac = o functio R habet reales factores, ita ut sit
R = (x —ir) (r — x), ubi r et r’ significant reales radices aequationis R = o. Ponatur in
hoe casu VR i e

Vix—n)(—x) = (x—1) z

(ubi z significat novam variabilem substitutum realem) atque locum habebunt, ut notum est,
(ef. Lacroix 1. 1. p. 278) hae relationes:
rz2 + r 2 (t—r)z ds

e AT B e x = :
22 + 1 ox (=2 + 1)% :
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ubi a et ¢ sunt numeri positivi, b autem: sive neg

VeRreies
Py i g . ; ; dx - :
Quibns  expressionibus  differentiale irrationale VR mutatur in rationale et reale hoe:
- -
2 dz - S : : | 2
2% = e Per eandem autem substitutionem, gua ista mutatio est effecta, dico sub-

stitutionem x = oenms fanetionis NR. (e N universum est rationalis fracta

: . - NR
non mutatar. Quamobrem omne differentiale eonsiderandum —— dx vel N VR dx in supra

posita conditione per indicatam substitutionem novi variabilis z reduetum est in formam supra

iam explicatam M dz, ubi M est funetio rationaliz fracta,

In postrema conditione expleta hae: b2 — 4 ac = o functio R factores reales non habet et

utetur aut forma +— a 4+ bx -+ cx2

: . 2
ant forma — a -+ hx — ¢x=

{ivis sive positivus,

. Si prior forma loeum habet, ponatme J R, i. e,

T ex? = z — x Vo

et ernantur exinde notissima via (¢f. Lacroix 1. L p. 276) hae relationes:

Z° — ! 2(ale -+ bz 4 22 ye) dz
P e T — = F <l
b 4+ 2z Ve (b7 2z )=
i a Ve -+ bz +~ 22 Je
VR = - — —
b+ 2z Ve
s el ; S dx : : 3
Quibus  expressionibus  differentiale  irraticale —— mutatur in rationale et reale hoc:
VR
2 dz B < 2 NI b dE T
—————.  Omne autem differentiale considerandum dx vel N R dx transibit per
b -+ 2z b VR
i e ZS — A e 3 i - :
indicatam substitutionem x — ——— — sicuti antea in differentiale huius formae: M dz,

b +' 2z e

ubi M signifieat functionem rationalem fractam variabilis z.

g. Si altera forma VB = V¥V —a + bx — cx? locum habet, haec fiat mutatio:

¥R = V=1 ¥ a—bx a-cx®

; 2 (3 e o dx A
et tractetur deinde differentialis —— = = EELITES — realis pars:
R ¥ —1Va—bx+cx2
; dx
Vl_ ———— secundum data modo praecepta (3, «). Prodibit hac ratione:
a— bx -+ cx2




li

2 dz

¥V a— bx + ex2 — b+ 2z Je

totumgue differentinle eonsiderandum N /R dx, wut facile intelligitur, ecadem atque anfea

ratione reductnm est ad formam P — 1 Mdz ubi M item est [unctio rationalis [racta va-

riabilis z.

Y.
Quae reductiones integralis
SN ¥R dx ad hoe: f M dz

ubi M significat [unetionem rationalem fractam, effectae sunt substitutionibus functionnm mere alge-
braitarum ¢t proplerea fieri non potnit ut in cinsmodi transitn ab una integralis forma ad alteram
ulla functio transcendens removeretur, Integrale igitur hoe: f N 'R dx mon potest alins  fun-
ctiones transcendentes desiderare quam quae desiderentur ab altero S M dz. Quum sutem in-

tellexerimus, integrationem J° Mdz reduei (cf. 1IT) ad integrationes has solas:

Ll L

non eonficiendas, duse functiones transcendentes hac ratione postulatae ne-

algebraice, nt patef,
cessariae crunt sufficientque ad integrationem J N YR dx efficiendam. Denique intelligitur (cf, IT)
casdem funetionas transeendentes efficere etiam integrationem [ f (x, ¥R) dx.

Funetio transcendens altera una cum eius functione inversa comprehendetur nomine fun-
otionum logarithmicarum, altera autem una cum eius funetione inversa nomine functionum

eirenlarinm.

A. Functiones logarithmicae.

§ 1.

i g . ; dx S ot - : :
Accipiatur prius differentiale ——, quod in introductionis parte V. necessario considerandum
X

exstitit, idque differentiale intelligatur descendens ab incognita functione, quae logarithmus
ipsius variabilis x vocetur et
o ROE X

significetur.,  Kst igitur definitionis instar:

dx
{1] f-l_-:lugx

eodemque inre pro variabili y:

d
f j. = = rlogiys

Componatur deinde aequatio differentialis:

i e R =



(3)

il

f!; ()

i

©

i (7)
(8)

*

dx dy
e S _ioe 2 —_ 0
X ¥
enins integrale algebraienm patet esse
Xy = o

¢ signifieanté constantem.
Intagrale auntem transcendens est definitionis lege:

log x -+ logy = C
C significante item constantem.
Ut denigue ambae nequationes (2) et (.“.‘] idonea ratione imngantur, fiat haec evolutio:
1
1 4+ (x— 1)

nrultiplicetnry niringue per dx et integretur

1 —(x—A) + (x—1)2 — (=— 1) + (x—1)* — ...

»~ dx ] bl bt N B b e i (x — 1)%

j X e __“I__ : > 2 ] e _-__-: o= 4 B T

ubi integrationis econstans aceepit valorem — 1. Qua ex evolutione cernitur integrale
- dx : - a1 : : -

j e UMIGECarD PO : 1, ita ut habeatur in anxilium voeata integralis definitione (1):

['J:_J: ] — 0
Deinde quum pro x = 1 aequatio algebraica integrans (2) exhibeat y = ¢ et aequatio tran-
scendens (3): log y = C erit € = log ¢ et
log e

log y =

unde restitnto ex aequatione (2) ipsius ¢ valore prodit:
1 I I

log x =+

log x -+ log y = log xy.
Conditio, sub qua locum habet aequatio (9), permittit additionem econstantis cuinsdam in

dx

evolatione integralis f , supra effecta, Nam quum ista evolutio nil alind praestare

X

debeat nisi nt evanescat pro x = 1, idemgue praestetur ab evolutione hac:
E=1)2

dx x -1 (x —1)*
P — — N _—— —_— 5
log x f = [ ( 1 5 2 )

ubi M significat constantem arbitrarium, liberi sumus in tali constantis additione.

J : : (i L .
Deinde determinetur constans M ita ut f ——_ g@ive lozg x pro aliquo
X

numero b aequale fiat unitati. Quibus positis debebit esse

1= og by (-"—T-‘- i L et e i 0 )
= 1 ) 3
indeque
(e : ! 3
e E=2)2 ahb = 1"
1 T 2__ —— _'i = s s.e s

Quo constantis M valore in evolutione priori (7) substituto prodibit:




(9)

(10)

(11)

(13)

(1)

@)

x — 1 (x —1)*
1 7 3 :
log x = —————— —
i b—1 (b — 1)3
1 3 Eire

Indicatam hanc dependentiam logarithmi ab numero b, quam aequatio praetedens aperte docet

volumus adscripta littera b ita notarve ut sit

x — 1 (E—1)2 = x=1)"
b __1 e I & AR AR T
[ﬁﬂ' e - e e —
P b — (b — 1)3
SR

hune autem numerum b basin, M (ef. (8)) modulum logarithmi vocabimus.

Exinde lex logarithmi aequationibus (G) et (4) modo expressa accuratius ita depingi debet:
h h b b
!.'J:_r’ et ].:;._:_\ = I”.'_—; XYy i]j] !:!j_; Je==1t)

eritque practérea per aequationem (10):
b
Tog b "— 1=

unitati (13); logarithmus unitatis nihilo asqualis

writhmus  ipsius  basis

Annotatio. Log

est (12).
=

E

Ponendo yz loco y in aequatione (11) prodit:

b b b b
log x -+ log y + log z = log (xyz)
et in universum:
b b I b b
log x -+ logy + log z -+ log 't = ... = log (xyzt..)

unde proficiscitur

Theorema I.  Datiz numeris compluribus eorum logarithmorum summa aequari poterit uni
logarithmo, qui est logarithmus producti illorum numerornm, siquidem dieti
logarithmi ratione habita unius einsdemgue basis sumuntur.

Ponendo x = y = z = t = etc. ex aequatione praecedenti (1) prodit haec:

b h
: n
nlog x = log x

ubi n per naturam considerationis est numerns positivus integer. Sit autem

1

n n

¥ —y unde x = 7%

atque habebitur pro aequatione (2) huius paragraphi haec:

1
b e ) 1 b
log \ ¥ =en s logy
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(4)

9

m .
ex qua ponendo y loco y prodit haee:

m
b b
1“;3. ( " n ) = m |n.r—'. Y.

1
; \ . . 1
Deinde guum sit ex aequatione (11) paragraphi praecedentis proiy = =
b b h
R A
.l""_i..' X == ]U',_! — = log 1l 1.ea = o
3 X

(cf. aequ. 12. § praec.) erit:

h /] ( £ ) 1
=loptx —tlop\ix

1 Sos . P s .
unde ponendo x  loco x, adhibita aequatione (2) prodibit haee forn
m h II ( e - )
= T = log Nex L

Theorema II. Logarithmus cuiusvis potestatis, integrae sive fractae. positivas sive nega-

|=

Itaque valent hace:

tivae, acqualis est logarithmo radicis multiplicato per exponentem, siquidem
dicti logarithmi rvatione habita unins ciusdemque basis sumuntur.
Denique quum sit per aequationem modo exhibitam (3):
h 1]

—_— [n_'_-' yi= J-lf_‘ 1 2
y
erit utrinque addendo logarithmo num
] h 1] b
||>{__f e — 1!*:..“ Y = ]cl;;' \ S ]tl,'_’ X

ut sit;

euius aequationis dextrum membram per theorema I ita muta

b 1] b x ;
|f_,.2* e ]..;_r v low - Lac €
5 - v

Theorema III. Logarithmus fractionis aequat logarithmum numeratoris minutum looarithmo
denominatoris, siguidem dieti logarithmi ratione habita nnius eisdemque
basis sumuntur.

Annotatio. Logarithmus signum mutat, si variabilis reciprocum valorem induit (3).

Aequatio (7) § 1. haee:

log x = M (_x_l—_l el E_ l-}l_._ A (% .iz ol L ol )
. 2 51

adhibita aequatione (8) einsdem § docet, sicuti iam ecommemoravimus . logarithmum
pendere non solum ex variahili quantitate x, sed etiam e numero constanti b, de euius ‘ma-

gnitudine huensque nihil decretum est, Sed apparet, logarithmum quam simplicissimam habiturum
2
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esse expressionem, ubi talis valor numeri b cognitus erit, qualis logarithmi modulum M unitati
aequalis reddat,

Exstat autein realis quidam numerns ,e* positivas, diversus ab unitate, minor guam 3, pro
gquo modulus logarvithmi unitati aequalis fit.

Nam aequatio praeposita haece:
b i "TARE [t = Ml ]
logx = M (1 : Lox —(l .I..}_ "(“71] - )

mutando x in x = 1 mutatnr in hane:

X x= x3
llrg (1 — };‘J — ,\l(l - }_ == ..:.}_ S e A S )

et haec ipsa !)oncnr_lo — x loco x transit in hanec:
! X %2
log (1 —x) = —M[|[— + — =+ -4—.......}
i 1 2 Y,

Subtrahende aequationem hane posteriorem ab antecedenti et respiciendo ad legem logarithmi

(Theor. TIT. § 2) erit

b ] =+ x X }{3 x'5‘
IR T (1 L S Sl S e W S _
e R ( 1 T )
unde haee nascitur moduli M expressio:
b y
log i
1 — x
M = SRR L T g
(AR T
] 33
. 1 + x h — 1 .
Ponatur denique — X = ¥, unde; x = —— critque
il b + 1
T T : e e
9 (!} = U= (h A 1}3 e []'I = !J-J rdat )
= b+ 1 3 (b + 1)3 R L e e

Qua transformatione moduli effecta, quaestio pro quali valore numeri b fieri possit M = 1

reducitur ad hane: pro guali valore numeri b series infinita

b—1 (b — 1)73 (b — 1)*
=+ pred s T

b+ 1 3 (b 4+ 1)® b (b + 1)°

fieri possit = —-. Quae series, ut facile intelligitur, quum fiat = o0 pro b = 1 et maior
1 : 4 : a -
git quam —— pro b = 3, et inde ab b = 1 usque ad b = J convergat, luce clarius est
. P y iy ; e b 1
intra b = 1 et b = 3 exstare realem quantitatem positivam ,,e*, gqua series ista (3) fiat = 2—‘
Erit igitur
1

T T L ) U I S Wt

Gle+1)8 . B(e+1)°

i
j
q
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Conclusio. Ponere basin = e idem e¢st ac ponere modulum = 1. Alterum alterius ne-
cessaria consequentia.
§ 4
Numerus realis e, gui seeundum paragraphum praecedentem satisfacit realiter aequationi (2)
§ praec. et formaliter acquationi
I

T e b
i e — 1 (e —1)% (e — 1)* ( )
SR T I R LA By o
transmutat aequ. (7) § 1 revera in hane:
L x — 1 (x'— 1)2 (x —1)8
log . = ——— — = ce= i e 2 dutil gl e
; 1 2 a9
et aequ. (1) § prace. in hane:
LR ey T e
2 I —x 1 o 4]

Logarithmi pro hae basi e sumpti voeentur naturales, ceteri artificiales.

Quibus positis aequatio (10) § 1, iuncta cum aequatione (1) huj. § repraesentatur ita:

b log x
log x = -

et aequatio (7) § 1, iuncta cum eadem atione (1):

I 1
log x = M log x

Theorema. Logarithmus artificialis numeri alicuius acqualis  est logarithmo naturali huius

=
numeri, diviso per logarithmum naturalem basis alterius (3); vel multiplicato per

modulum logarithmi artificialis (4).
Conclusio. Reciprocus moduli valor est logavithmus naturalis ipsius basis logarithmicae

(el. aequ. in fronte huj. §).

Si ponitur
b
log x =1

et consideratur x explicite pendens ex numero u, talis inversio mera collocatione litterarum

b et uw indicetur ita:

littera x, ratione habita variabilis u, quantitas exponentialis vocetur, numerus' b autem
etiam hic basis nomen econservet. Sequitur deinde ut sit:

b
ma—h siest logy = v




M

(2)

(3)

(1)

s e s

2

Quum autem per aequationem' (11) § 1. sit invertendo:

. TR
0 ]} = 1| ¥ -
simili ratione ex aequatione (4) § 2:
u
b A9 W — ¥
b
Denigue invertenda aequatione (2) § 2 erit:
b
n , 0olog x
X — 1 ¥]

b
unde restitutis pro x et log x valoribus habebitur:

l:‘ i :l“ = ni :

Complectitur hasce tres aequationes (1) (2) (8) hoc

Theorema. Quantitas exponentialis in multiplicando, dividendo, ad potestates elevando po-

tentiarum more se gerit.
& 6.

Inversione facta in aequatione (4) § 4 prodibit

o

%t == h Miog x

Quae aequatio ponendo

log x = u

indeque inversionem faciendo

transit in hane:

4

'
u Mu
L& — h

cohaerentiam moduli éum guantitate exponentiali docentem,

g7t
71 -+ i
Ponatur dx i
—— 2K
X
1 — i
eritque, ubi est i = J/ — 1, ex nalura integralis, eiusque per aequationem (7) § 1 data evo-

lutione

e R e,
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=87

Za

(1)

K ﬁ_\n(l— .

Patet deinde esse I{ numerum

K -—i(l iyl

Repraesentetur valor seriei

simpliciter. habeatur

Quibns positis aequatio princeps huoius p

]

M

2] =
in hanec d\
X
e —
1 -
et in hanec _fh(
X
B —

Sed guom ex definitione funetionis ]

gularis amhae aequationes praceedentes depineantur

My
4

i pro alio modulo M.

pracecdentis sicno

pro M

M

e Lo
log (1 + i) — log (1 — i)

1]

log (1 + i) -— log (1

quae aequationes ipsae ex theoremate ITT & 2

]

lu'l_r

b
et loo

erit denique inversione fucta

et

Expeditius autem seribuntur

I |

1
1

FII.'-'.[]IELLiiJ]H' 3 ]||':|_|;{,-.:¢-|1:|]1+:..=1'

=

i

i)

seribi debent

si modulus

l-l'i‘nr‘lur,'

1

ragraphi mutatur

81C3

gic:

est realis, ita ut posito M

i pro alic modulo M.

1t

ogarithmi (aequatio (1) § 1) et ex natura integralis sin-




fibifd
|

i1i|',:

1l

'i!f;
i
1

i

(6)
(7)

(8)
(9)

Mm
g |
el == b
unde erit comparando
T M
o 9 !
B ==

id quod in universum eoincidit eum aequatione (1) § O.

Deinde resumatur aequatio praccedens (2) haee:

Mz
1

s T

ot erit elevando Hll'illiilll.! ad aliteram potestatem

ele-

Mmi
— 1 = b
nee fugiet observationem, infra alteram potestatem nullam exstare positivam, quae istam quan-
Mz i
. ! 9 i . ey
Sitatem I'.'KEJfJ!!LJ-'I[[il]I.'lIJ I3 = E:rm.h\':::' vl llu;_";lll".':u- unitati .'.|L:|l:|,-.1]um ]'p_(]uiul. ![|:|-|[||1

vando [ormulam posteriorem ad alteram potestatem prodibit

i IMmi
~+ 1 I

et quum infra alteram potestatem etiam hie nulla exstot, quae illum transitum ab — 1 ad

clficiat, numerus 2Msmi erit minimus, qui efficiat ut sit

I L DM i .
altera parte numerus Mai erit minimus, gui faciat
1 b M .
Quibus conclugionibus ilerum iterumgue ad potestates quascungue positivas  elevando

continuatis, nec non in negativas potcésiates extensis, pervenitur denique ad hoc

-+=" 1

satis

Theorema I. Omnes valores expoueniis, quibus quantitas exponentialis positivae vel nega-

tivae unitati aequalis fiat, comprelienduntur in his duabus formis:

2 xMzi
= = 7]

i b (2 % 4+ 1) Mmi

ubi x significat numerum integrum.

Conclusio I. Ratione habita conclusionis § 3 omnes solutiones aequationis

vi
e = -+ 1 v — Zam

, erunt
T : A
e = — 1 Vv = (22 + 1) m.

: % . S vi p
Interea etiam animadvertamus solutiones agquationis e © = —+ i.

Aequatio (2) supra collocata clevando utringue ad quintam, nonam, tertiam decimam etc.

o M=n .
potestatem dat —+ i b cxael) =5

9 et elevando eandem aeguationem (2) utrinque ad

=L

§

=

ST T A



(19)
(11)

(12)
(13)

15

% . 42 - 3) ==1i . ] i
tertiam, septimam, undecimam ete, potestatem dat —i = B 2, ubi [acile est intel-
leetu, gquartam quamqgue potestatem demuam elficere; ut guantitas exponentialis semel aequalis
facta -+ i vel — i, denuo gequalis fiat’ -+ 1 vel — i.  Ttaque stat,

Theorema II.. Omnes valores exponentis; quibug quantitas exponentialis positivae vel nega-

tivae nnitati J°—1 aequalis fiat, eomprehenduntne in his duabus {ormis:

e M=z

piegi SR g | . el
: ny Mm

R 4= 4 3 oy A

ubi z, ut antea, significat numerom internm.

Coneclunsio II. Ratione habita” eonclusionis § § omnes solutiones aequationis

Vi - T
3 — = (4 = 1 =
; ; l ernnt l! ’ ) 2
vi 5 { - T
@ — — ] l v = :E r »5] =

Invertendis aequationibus (6) et (7) paragraphi praecedentis erit:
b
log (+ 1) = 2xMi
b
log (— 1) = (2'%x -+ 1) Mni.

Hine natura logarithmorum acenrating cognoscetur. Transibit enim per nequationem priorem

(1) aequatio (11) § 1 pro ¥y = 1 in hane:
b 1]
log x = log x + 2xMri.
Ponendo autem ¥y = — 1 et 1'1;-..*=|lic'imuiu ad nequationem posteriorem [‘_f’}:
b b <
log (— x) = log x + (2 x + 1) Mmi.

Quae aequationes (3) et (4) haee dicunt:

Theorema. Logarithmus numeri alicuing habet infinite multos valores, quornm unus. est
realis, =i logarithmus positivi numeri consideratur, nullus autem realis in con-
siderando logarithmo negativi numeris logarithmorum modulo ubigque sumpto reali.

Formulae praecedentes (3) et (4) ope eonclusionis § 3 erunt:

o (5

lox x = log x + Zumi

a (-]

log (— %) = log x + (22 + 1 ) mi
§ 9.

Etiam quantitas exponentialis ex eadem parvagrapho 7 aceuratius intelligitur. Nam guum sit

ex aequatione (1) § 5:




:
|

(1)

(C -

0 % | TR S
b b b
[3'”“:13‘!" (2 * |) Mrzi foco v habebitur, in auxilium vocata a!-:lllinliu]u_‘. ['r_} 3 7
u o4 (2w 1 Mo
— b b

altera parte ponenda 2 = Mz Ioco v, in auxilinm voeats aequatione (0) § ¥ ent

1 w4+ DM

b =0

id quod eodem redit ac si variabilis u in aeguatione priori (1) denuo gucius esset numero M.

Jungendis duabus aeguationibus posterioribus eri

0= 2eMoi U (2x 4 1) Mai
—T -+~ h
et pro - 0
i n -+ Mx
rereol Il
transibunt aufem Lll‘lll.'il|l-”.|5'."= gonclusionis 8 O in hasce:
n w4 128+ 1)m
i 1
i n 4 Dxwmi
o S
u -+ 2uml i o= 12w 1) omi
@ e o
i 1 T

(_:-:-]'.:J-L:l'lilul' OImnes .'|-'||l:.|li|r|||':- JlHi"r'l.'-l].l.'!:{l:- hoe

Theorema. Quaniilas exponentialis est funetio period (2) (6). TPeriodus est numeros

imaginariug 2Msri pro reali basi b, et 2rri pro basi e,

etur, quant itas BXPOX

tialis signum

Annotatio. Si variabilis dimidia periodi parte

mutat (4) (8.

§ 10.
Ut guantitas exponentialis, sicuti logavithmus, etiam per seriem infinitam cognoscatur, volumus
pomnere:
w | : e g et A
b = O G0 0* = O ni¥ o

ubi litterae C non pendeant ex variabili u. quum sit per theoremn § 5 vel eius

mzllnaniuulﬂll t:li):

erit

o P i . N ) ol s 1 52 =t & [ 1 ¥, 2
-G u+ G, us + (.53 | Fesr i )2 =C + 20 u+ 22C, u Rl .35(,3 1 R R S

it eorum determinatio talis:

unde perspecta lege coelficientium C, profie

SR

AT




i

Wi

€ determinatur casu u = o, unde fit C = 1, €, determinationem ad tempus fugit, et habebitur
interes:
2 a3 4
- LLeTR 5 1] 5 _IE sl e i1 s 1] s
b =1 + i C, TR e el 071 5 5iA

Sed manifestum est constantem C; commune aliquid habiturnm esse eum basi b, quum haec ipsa
nondum in seriem dominetur, Itaque hane communionem ut comperiamus, demamus in aequetione

praecedenti utrinque unitatern et dividamus semel per variabilem u, unde fiet:

bu — 1 i 11 O3 1 & u?
— L0 o C.-l‘ — M — wf= C| — - ..
a £ 15 TR T ¢
et per casum u = o haec determinatio constantis C,
: I 1
hmeiss: e e AE
1

ratione habita quantitatis u evanescentis. Evolvendo autem f(uantitatem

it 1l
(] + (b — lj) —

gsecundum theorema binomiale, subtrahendo utrinque unitatem et dividendo per u erit in evanescente

fuantitate u:

b — 1 C h —'1 (h — 1)2 L (b f_1_|lH

himy — ==, — S T T o
1 1 2 5]

Statim cognoscitur, praesertim in auxilium vocata aequatione (1) § 4 esse:

sfsshun = | £
lim. -G, = log. hu

1 A

Transibit igitur quantitatis exponentialis supra posita evolutio in hane:

e & 2 2 ¢ 3
(1) b’ =1 + log. b l; == (Ing. !:) —“—.} -+ (]e.g. b )

= 5
1
Deinde si decornitur ut sit b = e, adamabimus hanc evolutionem :
u i n 2 n 3
& L L i
& e = : == s : t .
( ) 1 1.2 1.2.:;

- - » Oy - . . 1 -
Denique numerus e ipse (cf. § 8) ex data modo evolutione functionis e (2) prou =1

accuratius ita cognoscitur:.

1 1 1 55
R T e o S i R

B. Functiones circulares.

VL
Alternm inte crale

cuins consideratio in introductionis parte ITI necessaria exstitit, nunc resumatur, et functio hoe

integrali indicata vocetur Areus tangens, ita ut breviori ratione scribendi sit:




(1)

(2)

(8)
il

Sequitur inde ut sit

Componatur deinde aequatio. differentialis

dx

ST o e 1

Are fang x.

Arc tang ¥y.

|1_‘r'

S

eaque integretur primum per functionem transcendentem:

Are tang x 4 Arc tang y

C

B ,-,ig“[j‘ic-;;“h_- constantent. Deinde i]]1L".'_!l'L‘.1III' Jl]:_"\!ill"::iL‘k'.‘ et habebitar:

X —+ ¥
T
1 XV
¢ significante etiam constantem.
; S ; v =
Evalutio integralis J( = haee:
; 150S=SE s
J(‘ dx x x4 %"
1+ =5 3 5
ubi integrationis constans accepit valorem o, aeque a¢ supra in logarithmi evolutione, demon-
; dx : : e ¢
strat: integrale [———— e¢vanesgeére pro X 0, ita ut habeatnr in auxilinm vocata inte-
1 + x=
gralis definitione:
Are tang (0) = o:
Deinde quum pro codem ipsius x valore aequatio algebraica integrans (2} exhibeat y = ¢,

erit in aequatione franseendenti integranti (1):

C = Arc tang

vel .propter aequationem (3):

i .
C Are tang c,

unde per comparationem patet esse:

C ==

Are tang x == Arclang y

et restituendo ipsius ¢ valore ex aequatione (2):

Are tang (o)

Arctang ¢

v
Are tang x - Are fang y = Arc tang S
E —xy

Deinde manifestum est, si in acquirendaé hujus formulae methodo i. e. in

aequatione differentiali, pro differentialinm summa corundem differentiam

dizsemus denique in hane aequationem:

Arve tanp x — Are tang y = Acc tang
= { = B

com pc'.-ncnda supra

posuissemus, inci-

'\-?E*u'

24
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(1)

®)

(4)

(5)

(6)
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Quae facile perspiciuntur, Ttaque statim complectendo sensum aequationum  praecedentium

scribamus :

Theorem a. Duorum Arcustangentium summa -sive differentia aequari poterit uni Arcustan-
genti (2), (G).

Annotatio. Arcustangéns signum mutat simul cum variabili; id quod ex praecedenti aequa-

piciendo ad aequationem (8) sequitor; erit

tione () FI':IJIi.'IlllU T — e T )

enim exinde

— Arctang y = Aretang (— y)
§ 12 : -
Ponatur in aequatione (3) § praee. x = y et erit:
: Zx
2 Arctang x = Arvetang —————
=l —xe

qua formula denuo componenda cum aequatione illa modo adhibita erit:
i L

3 Aretang x = Arctang

et ita progrediende prodeunt hae formulae:

4 Arctang x = Arctang

3 Arctang x Arctang
G Arctang x = Arttang
et in universum si n est numerus par:
1 i 5] n—1
1] i 3 - et ¥ B (it e
s e s e e =B yn=—l
n Arctang x — Arctang —— T R T -
i 2 4 (i} n
e R L S R T ot S ) 2o L
1 3 5 it
: . ] ’ St 1 HEet]
: B P —_ T;” 41X
(n + 1} Arctane x — Arctang — L LR pl NN
o n
P i e (AR =L 1
L B,. S8 e e s +1X B, i e AR B, 41X
3 f
: PG L R i : ae - C v -
ubi B, significat coefficientem ordinis » in evolutione n ¢ potestatis  binomii. Formulae
modo institutae, valentes pro n = 1, 2, 3 ete., per conclusionem usitatissimam abn adn 4+ 2

pro omnibus numeris integris positivis faeile probantur.

Longum est dictas formulas verbis penitus exprimere; interea haec dicamus:
Theorema. Unumquodque multiplex integrum positivum functionis Arcustangentis uno Arcus-
tangenti exprimitur, cuius variabilis est functio rationalis fracta variabilis alterius.

0 %
)




i f |

-|i'||I;}

(1)

(2)

(3)

(4)

Sit
Arctang x = u
et significetur x explicite pendens ex u ita:

X = tang u,

ubi signum ,tang* functionem Arcustangenti inversam indicat et tangens vocabitur.

bilem tangentis lubet interdum arcum appellare.
Deinde si ponitur
Arctang y = v
erit y = tang v,
atque aequationes () et (6) § 11, transibunt inversione facta in hasce:
tang u <+ tang v

tang (u + v) = —— =
2 : 1 — tang u. tang v

” tang u — tAng v
tang (u — ¥v) = —————— =
ang | ) 1 -~ tangr u. tane v

Ceterum dat aequatio (3) § 11:

0 = tang o
unde mutator formula antecedens (2) pro w = o in hane:
tang (— v) = — tang v

Annotatio, Functio tangentis simul cum variabili signum mutat.
Quibus formulis -accedunt ex § praec. aequationes (1) (2) (3)

inversae:

2 tang u

L — o ang 1

..
b
=

LeLmf

1]

Varia-

3) (4) ete. simili ratione

e 4 tang 1 — tang u?
tang on = — ——
1 — 3 tang u®
elc. ald.
et .‘"«i. I est NUmMernas l!q'-l]'.'
1 3 5 n—1
: : Bytangu — B, fangu? B tangnd— . L. L L., & By tang a1
ang = =
B L 2 4 n
1 — B, tang u? 4+ B, tang n* — . + B, tang u"
1 3 3 n+1
M : i B, .1 tang u — B, patangu® + B, gtangu®— . ., 4 B, 4 ptangn" +1
(6) tang (n 4+ 1) u = — R 7 6 -

n

[ . 2 5 1 4
1 B, ptangu® + B, +1 tangu*—B_ 4 tangu®+ ... T B, + 1 tang u"

Taliz est multiplicatio tangentis.

penitus verbis exprimere longum est.

Eadem simul demonstrat theorema antecedenti analogum, quod

|
1
4
:

h, R

=R

e

A%

B
(R e
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denti haec:

Comparemus deinde functionis Arenstangentis evolutionem § 11 exhibitam:

A X x 3 x b %7
Arctang X = —-—— — 4 — ——
2 1 3 5 7
enm evolutione logarithmica § 4 exhibita:
1 q 1 +- x x w x5 7
— Tog. - R
2 1 — 1 & b 7

et animadvertamus, posteriorem transire in et dividendo per i:
a

1 1 + xi X xb
— log ——— = —_— i -+
2i * 1 — oxi 1 53

unde per comparationem postremae formulae eum priori procedit haec aequatio symbolica:
1 =% 1 s

Arctang x = — log ———
3 2i I — xi

Quae aequatio significat: Arcustangens realis variabilis per logarithmum imaginarii variabilia

exprimitur. Iternm ponendo xi loco x in aequatione (2) probatur haec expressio:

e

" s 1 — x
21 Arclang xi = log -
- 1 + x
§ 15,
Ponatnr #*1
dx T
R & e |
{2
ubi numerus 7 congruit cum illo, quem iam § 7 exhibuimus; sicnti integralis evolutio haee:
sal
dx ; 1 1 1 ;
_— = e e e 1 e &
T - - 7 =+ (ef. § 11),
e o

comparata cum evolutione § 7 data, demonstrat.

Deinde quum sit

dx
J( T ST e Arctany x
-+ X g

erit ex natura integralis singularis:
71
dx
S Aretang 1 — Aretang o
+ X ;
& o

quum &1t per aequationem (3) § 11 Arctang o O accipietur pro aequatione praece-




(4)

(1)

(2)

2

Aretang 1,

quae comparata cum aequatione (1} dat:

T
Arctang 1
4
Shge i
st ex aequatione (2) § 14 pro x 1
l 9 1 + i
Arctang 1 = = log —————
21 1 — 1
vel expeditius:
1 r'
Arvctang 1 £ log i.
7 =1

Multiplicetur aequatio praecedens per omnes deinceps numeres integros et proprie animadver-

tatur priorum numerorum multiplicatio haee:

I £
1 Arelang 1 = — loz 1
2 o3 :
9 Arotang 1 o —=Hl)¥ef(2) 8 2
a9 ang F o ) 3
LE e 5 :
3 Arvetanpg ]l = ——=:log'(— 1)
: 2i
i 1 1
4 Aretang 1 — jog 1
=4 a1
: 1 3
b Arvctanz 1 — _ log i
i 21
. i { l
6 Arctang 1-—= 5 log (— 1)
- 1 i f =y
7 Arctang 1 = — 10z =1
: 21
1
8 Arctang 1 — log 1
' 21 "
unde non solum apparet esse:
Arctang 1 5 Arctang |1

2 Avctang 1 = 6 Arctang 1
3 Arctang 1 = 7 Avectang .1
4 Arctang |1 = 8 Arcigng 1
sed etiam (propter cognitam legem potestatum numeri i) pro quovis numero n integros
n. Arctang 1 (n + 4) Avctang 1.

Quum gutem per paragraphum 12, aequationes (1), (2), (3), sit:

e
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92 Avetane 1. = Aretane o
3 Avetang 1 Avetanz (— 1)
i 4 Argtang 1 At 0
I."'_ erit per comparationem harom trinm formularnm enm prascedentibus:
:5?'1' 5 Aretang 1 Arvctane 1
6 Arctang | Arvctang oo
7 Arvetang 1 = ‘Arctany | 1)
8 Arclang 1 = Arciang o
et in universum:
n Arctang 1 = Arctang 1 si p habet formam , 4 # - 1
T Rl T o R R G e Lo - B
n-Arctang. 1 — Arctang (— 1) . ... L 4 == 3
i noAretang 1= SATeiane o o Lr e TR S
"'lt-' Deinde gquum infra quartum quemque numermm in multiplieatione illa supra effecta nullus
"‘!' exstet medius, integer wel fractus, qui transitum vel ab logz 1 ad log 1 vel ab log (- i) ad
l log (-+ i), vel ad log (— 1} ab log (— 1), wvel al log ( i) ad log (— 1) efficiat, nullus
E etiam exstare potest numerus medins integer vel fraetus infra quartum quemque, qui efficiat
~. transitum vel ab Aretang o ad Arctang o, vel ab Arctang 1 ad Arctang 1, vel ab Arctang o
‘?.‘ ad Arctang oo, vel ab Arctang (-— 1) ad Aretang (— 1) i. ¢
:I‘._. Omnes valores numeri n, quibus effieitur, ut fint n Arctang 1 — Arctang 1 com-
iiF prehensi sunt forma 42 -+ 1, ita ut sit pro quovis numero integro:

(42 + 1) Arctang' 1 = Arctang 1
(42 + 2) Arctanz 1 = Aretang <o

1% Arctans 1 Arctang o

I‘;
II
:‘i (4 + -3) Arctang 1 = Arctang ( 1)
g
B

i Denique guum sit: Arctang 1 = (aequ. (4) § 15) transibunt aequationes praecedentes in has:
I.“ -

R (3 (42 =-'1) Lk Aretani 1
(4) (2x + 1) T Arctane o

(5} (4% -+ 3) T = Arctang (— 1)

£
(6) *7T = Arctang o,

quibus aequationibus inversiz prodeunt hae:

: 1 Sl
I = tang (42 + 1) —
| ¥
T
i S e 1z (Zn 1)
Ia- ,
|
IF-
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=
tang (4x -+ 3) R
0 .= ER]!"__T x7r

ot erunt eodem iure ut autea, omnes solutiones aequationis

tang x hae : x
tang

LiLi}g

tang X
Habebimus igitur hace theoremata:
Theorema I. Omnes valores arcus, quibus funetio tangentis infinita redditur, sunt imparia
TR o
multiplicia quacque arcus —- (8) .
Theorema II. Omnes valores arcus, guibus [unetio tangentis evaneseit, sunt multiplicia
quaeque Arcus ir (10),

Theorema IIT, Omnes valores arcus, quibus funetio tangentis negativae vel positivae uni-

] = 5] : : S el
tati aequalis fit, sunt imparia multiplicia quaeque arcus SIE (7), (9)-

§ 17.
Quum sit lege aequationis (5) § 11:
Arctang x 4+ Arctang v = Arctung e
T © 1 — xy
erit e paragrapho praecedenti (6) pro y =o:
Arctang x -+ x;r = Arctang x.
Inversa autem aequatione praecedenti erit:
tang (u -+ ;-m’:] = tang u
ubi positum fuerat Arctang x = u i. &. x = tang u.
Docent autem aequationes ambae praecedentes (1) (2), quum pro quovis numero % infegro
valeant (ef. § 16), sequentia:
Theorema I Functio Arcustangentis habet infinite multos valores reales, differentes inter
se -multiplici integro numeri 7¢ (1).

Theorema II. Functio tangentis est functio periodica, Periodus est numerus & (2).
§ 18&.

Expressio funetionis tang nu, quam in § 13 aequ. (5) posuimus, demonstrat esse pro
pari numero n:




SR

C. tang w. f(tang u?)

tang nu = :
= g(tang n?)

S S ] : : L ti i :
ubi f.et g indicant functiones rationales integras, seilicet gradus (n — 2) _L et n —, ratione

habita variabilis tang u. C significat constantem.
Si cognoscuntur omnes valores areus u vel funetionis tang u, quibus fit
tam f(tang u?) = o
LIIIEIIH. f}ﬁﬂtl];_{ ].I""_:I = 0
give quod idem est: si cognoscuntur omnes valores arcus nu, guibus fit
! tam tang nu — 0
quam tang nu = o0
facile habebimus evolutionem funectionis tang nu per productum, ea tamen conditione, uf inter
valores infinite multos illos, quibus tangentis functio tam evanescit gquam fit infinita (§ 16),
eligantur altera parte valores n — 2, quorum bini signis inter se diversi sint, eadéemque rafione

altera parte valores n; nullus tamen valor unius partis valori alterius sit aequalis. Hae enim

conditione non posita f revera non poterat esse functio (n — 2) L gradus, neque ¢ gradus n i
Sunt autem omnes solutiones aequationis

tang
ex § 16, II hae:

nn = X
xiT

L= —3
n

ubi x significat numernm L‘Llii'mfilu:l wntegrum.  Dentur deinde numero # omnes yalores im_cgri_l
= Z .
inde ab » = — ———— usque ¢ = ———— excepto valore x = o; et erunt

tang u - - -+ tang
tang — tang — \ -+~ tang

tang — fang , fang. n == tang
: 3 B -

n & T 2 7
tang o — tang - . —y fang 1 - tang —— e, —
y & 2z n - 2 Il
faetores functionis tang nu, vel proprie functionis f{tang u?), ita ut sit, factoribus signo diversis

inter! se idonea ratione unitis:

5. o i
Y o ¥ T s 27 o i 3
C. tang u (lauf_’ n*—1tang — )(I:mE u~—1tang )(1:“:1&' 1= —tanes +oe o | taNE U2 —tano E caiix
- - B : i & = [1s ang

he B = i et
& ptang u?)




Omnes solutiones aequationis
fane nu

ex § 16, I sunt hae;:

XIT
n = —
?n

:
ubi ‘# significat numerum imparem quemlibet. Dentur deinde numero x omnes valores im-
" r
pares, inde ab x = — (n — 1) usque ad # = -+ (n —1) eruntque similiter, ui antea:
T

tang U — tang — , tang u - tang o
2n

tang u — tang - , tang i tang

tang , tang - tang

-

T

7T
tang u — tang (n— 1) 5, ° tang u ~+ tang (n—1)

2n
alii factores functionis tang nu, vel proprie factores functionis g(tang u2), ita ut, factoribus

ut antes unitis inter se, evolutio praccedens mutetur in hanec:

gucr 9y 2 o e
| s L 2 i i S : n—2 @
C. tang u ( tang u*—tang tang u®— tang - )| tangu® — tang — ). . . . ( tang u* — tang —— . —

= n ; n n 2 n

o gt o e 2
tange u? —tano i ) tang u?— tang ik ) tangz u% — tang L e e E.'!ns:u'l—mnw{u._]]fz
2 S, S =:gn : = 2n = = Zn

tang nn =

Constans C determinatur casn u = 7, postquam utrinque per tang u divisio est facta et post-

; tane nu i 3 ihs s : e -
quam expressionis . (per indieatam divisionem orientis) verus valor est quaesitus, ope
tang u -

aequationis (5) § 13, exhibentis:

i Eu_]{_r. NIt

[:L]IFT'= 7T
Habebitur denique constantis tota expressione hac:

2 I 2
T K T
—tang — g — . — tang S . — tang(n—1)—
Sl 2 Z * 2n

(n
2

& — tanc
a—— ‘[gi..l'lg . 1:[[[5’

idonea ratione iunecta cum cetera parte. evolutionis tang nu praecedentis, talis expressio:




! tang tang n* N / tang n?

tangul 1°— —= ] ——=—— /1 —

1 tang e tang T | tang 2ol

; \ n / \ n
(2) tangnu=n —— - R ATE :

1 tang u® tang u® \ / tang u?

s Ha a7 ; z |

tangy — tang fang —— { ang(n—1).
L AT L1 RN G 2n )

\

/

b3
fang u= \
= ]

3

/
Restat ut confirmetur, pozitam supra conditionem in evolutione data praccedenti expletam esse
i. e, ul quivis numeratoris factor:

tang u®

#®
thng ——
11

diversus sit, ab factore denominatoris gquocungue:
tang n?

L]
o
XIT =
tang -
2

sive quod idem est, ut aequatio

locum non habeat, numeris % et % supra indieatos valores servantibus.
Ut existentiam huius posterioris aequationis merito. negemus, hoe meminerimus: in assumpta
existentia illins aequationis debebat ¢
HIT F ]

— —— —=omm (ek§ 17, °11,)
il 2n /

x T
* — — = 7,
2z 1

ubi m numerum integrum significabat.  Sed ista aequatio revera mon exstat. Nam quum in

sive quod idem est:

r
) o 3 i
dicta numerorum =z et x conditione tam x quam 8 = —, ne fieri quidem potest, ut

differentia # — — quantitatem n assequatur, quo casu primum satisfieret aequationi illi pos

stremae. Itaque ommino non satisfit illi aequationi et hane ob rem fieri non potest, ut satisfiat
aequationi:

r
27T *
ianger - - l'l-lll.[[ —
R i ~ o 2n
L e fierl non potest, ut in evolutione functionis tang nn (2) factor aliquis numeratoris:

4%




z8
tang u
tang
factori cuidam denominatoris:

tang u

*

b4 2t

tang
= 9n

aequalis sit. Est igitur evolutio illa tangentis per productum (2) ex omni parte confirmata,
§ 19.
In evolutione tangentis (2) § 18 ponatur
nn

n

et efficiatnr, ut finitam quantitatem servante arcu x, numerns n in infinitum augeator. Abibit
inde evolutio dicta in infinitum: tam numeratoris quam denominatoris factornm grex innu-
7T

merabilis erit; ita ut (pro tangenti arenum —, —, oo e, infinite parvorum, 1psis arcubus
n n  Zn

seriptis*) denique habeatur:

x(l__{)( v}‘iﬂ)(l
(=5 (i

Talis est evolutio tangentis per productum infinitum.

tang x =

: T : . .
Ex qua evolutione pro x = I i, e tang X 1, ef. § 16 III, nascetur expressio quaedam

Nmeri T

(—4) (il
() (o

Per aequationem (2) § 14 hane:
1 4 xi
log ———— = 2i Arctang x
1-— =3
erit ponendo ZAretang X = z et invertendo aequationem inde nascentem:
1 + xi ;
log — 2=
1l — xi
Quae venid porrigitur tam Arcustangentis consideratione accuratiori (§ 11), gquam ex anno-

tatione sequenti § 22,




— xi
et dextro aequationis membro in formam magis idoneam reduocto:
Z1 1 3
g
Quum auntem sit ZAretang x = z,

&
Arctang x = —

et invertendo prodeat:

erit:

tang

tang

Praecedens aequatio symbolica accuratius hic consideranda est.

4 ¢ T 1 . ain s i
Q'IT'AHHJJI'L‘.m exprimatur guantifas exponentialis ¢ per seriem infinitam {r-r_ §
iv
=2
] (i

(¢

et significetur realis pars evolutionis signo ,cos z%

1 (==
Zi
1

e

)
e = '~.
{

imaginaria signo ..5in 2% ita ut st defi-
nitionis instar:

et separatim:

Co8 .2 —

gin z

Vocentur denique ista signa eosinns et sinus. Variabilis z vocabitur arcus, sienti in tan-
genti, Quibus positis aequationes symbolicae (3) § 20 et (2) huius paragraphi inter se compa-
paratae praehent hane relationem:

1 — tang
—— LH o

1 -~ tang




Z tang

tang

Talis relatio wversatur inter :fllnl'l[nl:l:ln tangentis el [unctiones mode introductas,  cosinus
(e :-i[l.ll".

Aequationibus praecedentibug divisis infer se erit:

“k

Z 5
lang Bl %
b

tang
=

(Juum autem 81t per Em|||:l1'|u1n-:n ['!J £ 18

-
2 tang

- tang z
w2

¥ (14
lang B
habebimus denique per comparationem posterioris eum antecedenti sequatione hane formulam:
8in z
PR b v

Tiaque Areustangentis inversa funetio tangens hae formula [.'1";.(-_5[”-1-:;_1;;; est per novas duas
introductas funetiones, cosinum et sinum, quarom ipsarum relatio i sequentibug indicabitur.

Interea statuenda est hace

Annotatio: Cesinus inlinite parvi aveus nnitall acqualis est (3); sinus  elusmodi  arceus ipsi
areni (4). Inde sequitur per acquationem (8): fangens infinite parvi arcus ae-

qualis est ipsi arcui.

Ex delinitione est:

i i y
@ = gos U —+ 1 sinou, cf § 21, (2)

ef mutando u in — u erit

— i o 5
(5 = cos u — i sin u, ef § 21, (3), (4)-
Ex quilus aequationibus duabus praccedentibus erit per additionem
i =k

== B

substractionem:

— ik
it

—  — Rl U,
21

Tali- ratione (2), (4) cohaerent [unctiones introductac cim quantitate exponentiali,




$1

Utroque aequationum {2} ef ['-'3] membrd in alleram potestatem elevato, erit per additionem
inde nascentinm aeguationun:
(4) ens u? 4 sin uf =
Annotatio. Per aequationem praecedentem (4) et nequationem (8) § 21 ab una functione

cireulari ad alteram sine negotio transitor.

Est porro per definitionem (2) § 21;
R L i
ua Vi . . - .
R = (cos n -+ i sin v) (eos m == 1 sin v)

et per aequationem (1) § b aequatio praecedens congruit cum hae:

n ZEe)od drid \ e
U‘ =(cos m - 1 5N V) (eoz 1 =+ 1 sin v)

vel sinistro membro ex definitione resoluto®
cos (u & \'] ~+ isin (u &= v) = cos u co8 V 3¢ sinu 8in v -+ (sin m cos v =+ cos u sin ¥) i
unde per separationem realis et imaginarine partis erit: -
cos (u == ¥ ) C08 UGO8 V 5 sin o osin ¥

gin (u == v) = sin u co8 v £ cos u sin V.

Talis est notissima lex functionum cosinus et sinns pro summa sive differentia areuum.
I

Quum sit ex definitione:

:
nvi
o

= 0S8

nec non:
nvi
(L |:L!t'l.-' Yy
erit:
e tr n
eos nv- + i sin nv = (eos v - i sin v)
pro quovis numero n. Evolvendo autem dextro acquationis (1) membro pro pesitive numero

n pariy erit re vera:
2

n =
cosy. — H“ CO8 v

. il
=+ snv

3 ke b3 s n—1 “_-_1)

1 L
s n—1 . : n gt n—5 . ¢ B t
=1\ B cosv sinv—DB cosv sinv? + B cosy sMyV®—... T B, cosvsinv

COSNY—+isinny — E

Qua aequatione symbolica partita, nascentur hae ambae:
2 4 {
: 1 n—=3 . = n—
(2} cosnv = cosv — B, cos v sin v - B, cos v
1 : o

(3) sinnv=RB_cosv 1 sin v — ?% cos v n =1

3 T n = 510 n . L

In' auxilium voecata acguatione

cos v® —+ s8in v = 1 (§ 22

poterit tam eos nv gquam sin nv per solos eosinus vel per solos sinus exprimi.




Per definitionem est:
(w4 2 zm)i \ 5 il
@ )1 = cos (n + 2xm) -+ 1 8m (u =+ 2xm)
et per aequationem (6) § 9:

"{u 4+ 2um) i

unde per comparationem sequitur fore:
e —ons (u + 2xm) + isin (u + 2xm).
Rursus adhibita definitione in sinisiro membro aequationis praecedentis erit:
Gos 1 4+ isinm = cos (u + 2xmw) -+ isin (u -+ 2xm)
Qua aequatione symbolica diremta prodeunt hae:
cos u = cos (u -+ 2x7m)
gin 1 = sin (U + 2xm).
Deinde quum per dictam § 9 aequ. (8) sit etiam:
u
e
erit pro u =
ui
1] =
id guod ex definitione (§ 21) idem est
Cos 1 - i8n u = — cos (u + 7) — isin (u -+ 7z}, vel diremtione instituta:
cos u = — co8 (U + 77)
sin u = — sin (u 4+ 7).
Ttaque functiones cosinus el sinus sunt [unctiones periodicae (1), (2). TPeriodus est realis

numerts 277, Si variabilis dimidia periodi parte angetur illae funetiones signum mutant (3), {l)

§ 26.
Transimus ad eos arcus guaerendos, guibus tam cosinus quam sinus evanescat.
Quamobrem animadvertamus relationem § 22 institutam hane: cos v2 4 sin v2 = 1,
monere, ut omnes solutiones aeguationis
8in v — 0
goineidere debeant enm solutionibus aeguationis
COFL N
Sic fieri nequit, uf harum aequationum altera sine altera constare possit. Habebuntur igitur
gimul omnes solutiones tam unius quam alterius aequationis, si habentur omnes solutiones
aequationis

cos v + vEm v = == 15

Quum autem per definitionem aequatio praecedens idem significet atque haec:

Vi
e =+ 1

congruent solutiones quaesitae cum solutionibus huius posterioris aequationis,




33

Sunt antem per conclusionem I, §

eis = £ 1 haesv

7 omnes golutiones aequationis
= x:r,
ubi x signifieat numernm guemlibet integrum.

Erunt igitur ommnes solutiones aequationis
tam sin v ]
quam cos v = == 1 bz e
ita ut simul locum habeant aequationes:

sin ¥T — o

cos X —-= 1,
tivam pro impari.

Ceterum ex indicato loco manifestum est, valere positivum signum pro pari numero x, nega-
K. g. erit:

sin o

= + 1
8in 7T :
Habetur igitur

= I
Theorema 1.

Omnes solutiones aequationis sin v =

numerum quemlibet integrnm.

o sunt: ¥ = xm (1), ubi x significat
Altera ex parte omnes solutiones aequationum

sn v = =&+ 1
CO8 ¥

simul locum habentium harum:

0
exhauriuntur solutionibus aequationis

vel :

Cos v . ism v = %

i.

v

Sunt autem per conclusionem II, § 7 omnes solutiones aequationis praccedentis hae:

5 1 T
— L RE )
ubi x significat numerum quemlibet integrnm.

Itaque erunt ommes solutiones aequationis
tam gin v = =+ 1

hae: v
lillll'l]l COB W)

= (2% ¥
ita ut simul locum habeant aequationes:

-+ U 5 !

sin (2% 4 1) o =

w

108 (2% -+ = o,
cos (2x 1) 5 0.
ubi pro pari numero x valet potitivum, pro impari negativum

signum. E. g. erit:
: T
Bl — = + 1, €08 — = 0




Habetur igitur

(T
']_‘}“'_'Cl"'-”""l I1. O sunt: v == !J e

Omnes solutiones aequationis cos v = == ubi x

significat numernm quemlibet integram,
§27,

accedit considergtio singularium arcuum. Quum sit per aequationes (1)

QQuibus rebus
]

(2) § 23:

sin (u — v) = sin u ¢0s ¥ — cos u sin ¥

cos (u — v) ¢0s u cos v' -4 sin u sin v,

I

7T g . e
ponendo u = —— ne¢ non rationem habendo aequationum (7) § 26 procedunt:

&

—'8in ¥.

by | 5 " i
S v, hoe loeo t‘UIt&ldCl'E!tllE, qul cum arcéu v arcum o ("{"]'.II]J]ET._. arcus

Deinde si arcus

complementarins ipsius arcus v vocatur, aequationes duae praecedentes expedite sic pro-
nuntiantur:
Cosinus cuiusvis arcus aequalis est sinui aveus complementarii. Sinus cniusvis arcos
aequalis est cosinui arcus complentarii.
Si in aequationibus frontem huins paragraphi occupantibus pesitum fuisset uw = s, et ratio

habita fuisset aequationum (4) § 26, exstitissent loco aequationum (1), (2) hae analogae:

gin: (w—:w) =

05 [_'.'J'_ - 1"]
Similiter nt antea, si arcus singularis 57 — vy
mentarins

arcus ipsius arcos v

haec dicunt:

Sinus Ccniusvis arcus sinnd arcns supplementarii aequalis est; cosinus autem

nominatur,

sin v
- 03 V.

qui cum areir v supplet arcum 5T, supple-

(3), (4)

aequationes  duae mado institutae

aernalis

est megativo cosinui arcus supplementarii.

Ageipinntur gimilia, 81 in aeguationibus paene iisdem ut antea his:

sin (W + ¥v) = sin u cos v

Cos (u = ¥ = o '\0E

. s 7T
) ponituwr guum 0 = 5 tnm

Sed ut haee breviter absolvamus

Cos 1 8in v

gin 1 En ¥

respicitur ad quatuor wequationes (4), (7)

f

1 gerthimus aequationes inde nascentes:




Satis instructi sumus hoe loco formulis idoneis. quibus tam sinum quam cosinum per pro-
1 1 I

ductum tam finitum quam infinitum evolvere possimus. gicuti haec in tangenti facta sunt. Sed
1 ] i

lollgilm est easdem conclusiones repetere et in usum VOCLre, ill‘:lu.‘-.‘-:_’.:'[i!rl quum istarum  funetionum

evolutiones per infinitum productum -in evelutione “tangentis iam obviam sint factae, Brevitatis
causa praeterimus ea quoque, quae de inversis sinui et cosinui functionibus ct de earm ceterarnmque

cum circnlo cohaerentin dicenda fuerant.
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