e

Ueber lineare Complexgebilde.
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Ein linearer Pliicker'scher Complex ist die Gesammtheit der geraden Linien, welche so im
Raume vertheilt sind, dass durch jeden Punct desselben ein ebenes Strahlbiischel geht, dessen Ebene
die zngeordnete Ebene des Punctes heisst, Aus dieser Definition lassen sich sofort die folgenden Eigen-
schaften der linearen Complexe ableiten :

Dem Puncte A entspreche die Ebene E, einem zweiten B die Ebene E‘. Einem beliebigen
Pancte C ihrer Durchschnittslinie 1 ist die Ebene ABC zugeordnet. Wiihrend also der Punct C die
Linie 1 durchliuft, dreht sich die zugeordnete Ebene um eine Linie AB; durchliuft dagegen ein Punct
die Gerade AB, so geht die zugeordnete Ebene stets durch 1. Die Geraden 1 und AB entsprechen sich
also gogenseitiz und heissen daher conjugirte Polaren des Complexes. Davaus entspringt der Satz:

Riickt ein Punct auf einer Geraden fort, so dreht sich die zugeordnete Ebene
um die conjugirte Polare derselben. Ist die Gerade eine Linia des Complexes selbst, so dreht
gich nach der Definition die zugehdrige Ebene um sie selbst; die Geraden des Complexes sind also
aufzufassen als zmsammenfallende conjugirte Polaren desselben. Zwei conjugirte Polaren 1,1° kinnen
sich nicht schneiden, Denn trifen sich dieselben in einem Puncte b, so wiirde einem Puncte a der
Geraden 1 die Ebene 11’ entsprechen, also ab eine Linie des Complexes sein, mithin 1 und 1* zu-
gsammen fallen,

Jede Gerade des Complexes, welche eine von zwei conjugirten Polaren schnei-
det, schneidet auch die anders. Denn bei Annahme des Gegentheils wiirde es Puncte geben,
denen ein nicht ebenes Strahlbfischel entspriiche.

Schneiden sich zwei Linien 1,m im Punete O, so schneiden sich ihre conjugirten Polaren 19, m*
in einem Puncte 0. Der lefztere liegt in der Ebene lm, sowie O in der Ebene 1‘m’. Denn die zu
m conjugirte Polare liegt in der Ebene welche dem Puncte O entspricht.

Geraden welche in einer Ebene liegen entsprechen conjugirien Polaren, welche
gich in dem der Ebenen zugeordneten Puncte schneiden. Denn sind a,b zwei Puncte einer
in der Ebene E (mgeordneter Punct ¢) liegenden Geraden; so gehen die zugeordneten Ebenen von a,b
durch ae, ab; deren Schnitt also durch e. Hieraus folgt weiter dass einem ebenen Geradenbiischel
ein ebenes Biischel conjugirter Polaren entspricht.

Einer Curve welche von Polaren in einer Ebene eingehiillt wird, entspricht also eine Kegelfliche,
deren Spitze in dem der Ebene zugeordneten Puncte liegt. Die Classe der ersteren ist die Ordnung des



letzteren und umgekehrt. Wenn néimlich eine beliebige Linie 1 die Curve in einem Puncie a schneidet,
so entsprechen den beiden unendlich nahen Tangenten von a zwei unendlich nahe conjugirte Polaren,
und der Linie 1 eine Polare 1. Es liegen also 1’ und jeme heiden Polaren in einer Tangentialebens
des Kegels. Folglich ist die Zahl der Puncte a gleich der Zahl der Tangentialebenen welche durch I
gehen, Das weitere hierher gehirige, mit der Theorie der Reciprocitit zusammenhingends, zu behandeln
izt nicht der Zweck der auvgenblicklichen Betrachtung.

Zwei Linien 1,m im Unendlichen entsprechen zwei -conjugirte Polaven 1/,m‘. Dieselben kinnen
sich nur im Unendlichen schneiden, da ihr Schnittpunct nach dem vorigen in der Ebene 1m liegen
muss, welehes die unendlich entfernte Ebene ist. Allen Linien im Unendlichen entsprechen also pa-
rallele Polaren, welche Durchmesser heissen. Den Puncten eines Durchmessers entsprechen parallele
Ebenen, deren zugeordnete Strahlbiischel durch den Durchmesser selbst gehen. Jedem Biischel von
Geraden, dessen Centrum auf dem Durchmesser liegh, entsprechen conjugirte Polaren in der zugeord-
neten Ihene.

Unter allen Ebenen wird es eine geben, welche anf ihrem Durchmesser senkrecht steht. Letz-
tarer erhilt in Bezug auf diese Ebene den Namen Axe des Complexes; der Schnitt der Axe und
giner der Ebenen kann als Centralpunct des Complexes bezeichnet werden. Die ebenen Geraden-
biigchel welche den Puncten der Axe zngeordnet sind, stehen senkvecht auf derselben und hilden die
Normalebene des Complexes.

Binem System paralleler Geraden, welche eing Gerade des Complexes schueiden, entspricht ein
ebenes Polaren-Biischel, dessen Centrum auf der genannten Geraden liegh. Die Ebene desselben ist
bestimmt durch die dem unendlich fernen Punct der Parallelen zugeordnete, also dem eben bemerkten
pomiies der Axe parallel. Hieran schliesst sich der wichbige Satz: Die durch die Richtungen
gweier conjugirter Polaren bestimmie Ebene liufi stets der Axe parallel. Denn die
durch einen Punct O der-Polare m zn m’ parallel gelepte Gerade 1 ist Linie des Complexes. Der zu-
geordnete Punct der Ebene 1,m liegt aber unendlich entfernt auf 1, weil er durch die Ebene bestimmt
ist, welche durch m’ parallel mit der Ebene lm gelegt ist. Folglich ist die Ebene I'm der Axe
parallel.

Einer Geraden welche drei Gerade des Compleses schuneidef entspricht eine conjugirte Polare,
welche dieselben schueidet, FEs entsprechen niimlich den drei Schuoittpnneten aa’a” der Geraden 1 mit
den Geraden mm’m’” des Complexes drei durch mm‘m? gehende sich in 1 schneidende Ehenen.
Wihrend die Geraden 1 ein Hyperboloid mit den Leitlinien mm’m* bilden, und Erzeugende desselben
von der ersten Art sind, bilden ihre conjugirten Polaren die Erzengenden desselben Hyperboloids von
der zweiten Art. Hieraus ergibt sich noch der Satz: Die zwei Geraden welche vier Geraden des Com-
plexes schmeiden, sind conjugirte Polaren desselben.

Alle Geraden des Complexes, welche zwei beliebige Gerade m,n schneiden, hilden ein Hyper-
boloid, Denn construoire ich die Polare n’ von n so werden alle Geraden, welche m, n, n", schneiden,
dem Complexe angehiren. Jede derselben schneidet selbstverstindlich auch die Polare m’ von m.

Drei beliebige Gerade werden im allgemeinen nur von zwei Geraden des Complexes geschnitten,
Den Puncten einer beliebigen Geraden des Complexes gehiren Ehenen an, welche das durch diese Ge-
rade und irgend zwel conjugirte Polaren bestimmte Hyperboleid beriihren, Alle Hyperboloide welche
durch ‘eine Gerade des Complexes und zwei conjugirte Polaren derselben bestimmi sind, haben also
lings der ersten dieselben Tangentialebenen.
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Ein Complex ist duorch die Lage seiner Axe noch nichi bestimmi. Dasselbe findet erst damm
gtatt, wenn ausserdem noch eine Linie gegeben ist, welche demselben angehdren soll. Denn alsdann
kann man zu jedem Puncte die zugehirige Ebene construiren. Ish nimlich die Axo und eine Linia 1
des Complexes gegeben, so kann man leicht die zugeordnete Polare m‘ einer Geraden m construiren,
welehe durch den Centralpunct (d. h. einen beliebigen Punct der Axe) geht und 1 in einem Puncte O
schneidet. Dem Centralpunct entspricht die durch ihn normal zur Axe gelegte Ebene, welche kurz als
Normalehene hezeichnet werden mag, dem Puncte O die durch die von O auf die Axe gezogene Nor-
male und 1 gelegte. Beide Ebenen hestimmen durch ihven Schnith m’, Die einem beliebigen Puncte
P zugeordnete Ebene ist dann bestimmt durch die von P auf die Axe gefillte Normale und diejenige
Gerade, welche durch P und die conjugirten Polaren m,m’ gezogen werden kann, Hiernach isf man
in den Stand gesefzt, zn jeder Geraden ihre zugeordnete Polare zu construiren, indem man die #uge-
ordneten Ebenen zweier Puncte der ersten construirt. Uebrigens erhellf, wis ganz analoge Construc-
tionen auch dann noch gelten, wenn ein Durchmesser und seine zugehirige Ebene anstatt der Axe
gegeben ist. Denn ein Strahl in der Ebene eines beliehigen Punctes P geht stets durch den Durch-
messer und linft der genannten Ebene parallel,

Wird ein Complex parallel mit seiner Axe verschoben, so fallen simmftliche
Linien desselben mit anderen Complexlinien zusammen. Denn betrachtet man zwei in zwei
gur Axe senkrechten Ebenen normal iibereinander lisgends Puncte P,PY, so sind die zngeorduneten
Fbenen derselben parallel, weil die conjugirte Polare von PP’ unendlich weit liegt. Folglich fallen
die Strahlbiischel von P und P/ bei der Verschichung zusammen. Woeiter ist es leicht zu erweisen,
dass der Complex ehenfalls keine Verinderung im RBaume erleidet, wenn er nm seine Axe
gedreht wird. Es sei nfimlich AO die Axe, OP die auf dieselbe von einem Puncte P gefillte Nor-
male, PB sine Complexlinie; ferner B C dia zn OP parallels Linie, in welcher die der Axe zngehirige
Ebene von der zugeordueten von P geschnitten wird, d. h. die conjugirte Polare von AP. TEndlich
gei P ein Punct in der durch O zur Axe senkrecht gelopien Ebene, dessen Abstand P/0 von der Axe
gleich PO ist, Die Polare von AP/ geht dann durch eingn Punet C, welcher in der Ebene A PP’
liegt, und AC ist parallel zu PP'. Die zugeordnete Ebene von P’ ist daher bestimmt durch CB! || OP%
Fiir einen dritten Punct P welcher denselben Winkel mit 0P/ macht, wie 0P/ mit 0P, erhilt man
C‘B” || OB, also auch AC = A (. Hieraus ergiebt sich, dass, wiihrend der Punct P einen Kreis
durchliunft, die zugehdrigen Ebenen die auf der Axe senkrecht stehende in Linien schneiden, welche
ginen anderen Kreis einhiillen, also. bei der Drehung jede Ebene mifh einer anderen des Complexes
znsammenfillt,

i ist bereits gezeigt, wie zu jeder Geraden ihre conjugirte Polare bestimmt werden kann so-
bald der Complex bestimmf ist. Die folgende Idsung dieser Aufgabe erscheint aber besonders wichbig,
weil aug ihr der Satz entspringt, mit Hilfe dessen es leicht ist, die gesammten Eigenschaften der
Complexgebilde zu untersuchen, Es sei AOQ die Axe, DT eine Linie deven conjugirte gesucht wird;
AF die kiirzeste Linie zwischen beiden, durch welche die der Axe zugehirige Ebene geht. Dem
Puncte F ist eine Ebene K zogeorduet, welche bestimmt ist durch AF und I'X, welche senkrecht auf
AT vorausgesetzt wird, Zieht man DO | AOund DE || FXso0 ist ODE die zngeordnete Ebene von
D; diese schneidet die Ebene K/ in der zugehirvigen Polare BY || FX. Daraus ergibt sich der Satz:

Die kiirzeste Linie zweier conjugirter Polaren steht senkrecht anf der Axe und
goeht durch dieselbe.



Ziehe ich noch BZ || FD, so ist die Ebene ABZ dem Punct B zugeordnet und FX conjugirte
Polare von ZB.

Mittelst des angefiihrfen Satzes 10st man leicht die Aufgabe, die Axe des Complexes zu con-
stroiren, sobald derselbe anderweitig bestimmt ist. Dies ist z. B. der Fall, wenn eine Gerade 1 und
zwei conjugirte Polaren mm’ derselben gegeben sind. m und m’ bestimmen dann eine kiirzeste Linie
welche die gesuchte Axe senkrecht schneidet. Es ist ferner leicht die Polare a’ einer Geraden a zu
guchen, welche durch einen Punct O von 1 und einen Punct von m geht, Alsdann ist die Axe die
kiirzeste Linie zwischen den beiden kiirzesten Linien, welche zwischen mm‘, aa’, gerogen werden kin-
nen. Da zwei conjugirte Polaren nach dem Vorigen bestimmt sind durch vier Geraden des Complexes,
5o liegt hierin zugleich die Comstruction fiir den Fall, dass der Complex durch & seiner Geraden be-
stimmt ist.

IT.

In dem Folgenden sollen einige Relationen gzwischen den Bestimmungssticken eines Complexes
entwickelt werden.

Es sei m der kiirzeste Abstand der Linie FD von der Axe OA, wp der Winkel derselben mit
der zur Axe normalen Ebene, d der Winkel, welchen die zugeordnete Ebene von F mit derselben bildet.
Wird noch DH || der Projection von DF, DE || FX, endlich HF normal auf der zur Axe senkrechten
Ebene gezogen, so ergibt sich fiir die Distanz n der conjugirten Polaren BY von FD, welche zu AF
senkrecht steht und den Winkel J mit der Normalebene bildet:

DH = AQ cotg

HE = AO cotg ¢ tg d

AF : AB =colg p fg d : 1
1) mtgyp=nted

Die Gleichung 1) bestimmt, sowie m und tz J gegeben isf, fiir jede Gerade ihre conjugirte Po-
lare, oder auch die zugeordnete Ebene eines jeden Punctes und damit den ganzen Complex. Es wird
daher die fiir den Complex characteristische Groisse

2) gd e 1, k
m n
goselzt, k heisst der Parameter des Complexes. Ist k = OQ, so ist tg d = 0. Der Complex
besteht dann avs unendlich vielen Strahlenbiischeln, welche in zu der Axe senkrechten Ebenen liegen.
Fiir k = o ist § = 90°; der Complex hesteht dann aus Strahlen, welche simmtlich die Axe schneiden.
Fiir zwei entgegengesetzt gleiche Werthe des Parameters entstehen zwei Complexe, welche von Pliicker
conjugirte genannt sind und von denen der eine als Spiegelbild des anderen Dbezeichnet werden kann.

Bestimmung derjenigen Polaren, welche die nimliche kiirzeste Linie haben und einen gegehenen
Winkel ¢ mit einander bilden. — Im Puncte x sei eine Gerade unter dem Winkel yw zur Normal-
ebene senkrecht zur X Axe gezogen, deren Polare im Punct x' unter dem Winkel & zu derselben ge-
neigt ist, woraus sich ergiebt
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falls die Z Axe mit der Complexaxe zusammenfillt.
Die Geraden, welche mit ihren conjugirten Polaren den Winkel ¢ bilden, sind also auf der
Linienfliche zweiten Grades

tgl 6 yx
9 1—mx Ll =ytgot+ T

angeordnet, welcher die Fliche
4 tg

entspricht. Fiir ¢ = 0% 90° enisteht z — ?E Viz= % Schreibt man die Gleichung 3) zu der Form

z—;'k"'-'—tgc(j—fa%)so
go ergibt sich, dass fiir simmtliche Winkel ¢ die entsprechenden Flichen ein Biischel bilden, dessen
Basis bestimmt ist durch diejenigen Flichen, welche den Winkeln 0° und 90° entsprechen.

Bestimmung der Geraden, welche durch einen gegebenen Punct P gehen und mit ihren conju-
girten Polaren einen gegebenen Winkel ¢ bilden.

Die Axe des Complexes bilde wie vorhin die z-Axe; die von P anf dieselbe gefillte Normale
die x-Axe. REine der gesuchten Linien sei PC, die kiirzeste Linie zwischen dieser und der Axe CE,
endlich CD senkrecht auf der xyEbene. Fir J APD = ¢, AP = x ergibt sich dann, wenn
2 CPD mit  und der entsprechende Winkel der conjugirten Polare von PC mit d hezeichnel werden:

EC
g —9=1tgd=
CE = AD = x sin ¢.

Bezeichnen X,Y,Z, die Coordinaten eines Punctes der Geraden PC, sowie g den Abstand der

Projection desselben anf die xyEbene vom Puncte P so ist

%
also
%
7 fge x sin @
4) o = —
1 4 —tge
4 @

die Polargleichung in Bezug auf den Anfang P eines Schnittes der die gosuchten Geraden enthaltenden
Kegelfliiche, welcher durch eine der xyEbene parallele gebildet wird. Die Gleichung des Kegels in

gewbhnlichen Coordinaten ist

0 (k& — xY)

2 2 L.
) VX4 Y KX T9) FxBY tg o
also im Allgemeinen vom vierten Grade. Der Kegelfliche entspricht eine Curve vierter Classe, welche
von den Polaren eingehiillt wird und in der zugeordneten Ebens von P liegt.




Fiir ¢ = 90° erhiilt man

6) k(X2Y% 4 xZY — o.

3 x St Y : Z
Die der xyEbene parallelen Schnitte sind also Kreise mit dem R-.Ldms-x—-”, deren Mittelpunetscoordina-

2k
Xl Lo == : - £
[{‘nxund—ﬁ-ﬁ- sind, TFiir den Neignngswinkel w der Geraden, welche das Centrum mit P verbindet
erhiillt man
a91-
W — gk
X
Fiir x = o ist die Gleichung des Kegals
AV el -
(t_f.: c) ER T

Wiihrend also die durch den Centralpunct gehenden Geraden einen Kreiskegel, dessen Axe die
des Complexes ist, beschreiben, nmhiillen ihre eonjugirten Polaren einen Kreig, dessen Centrum der Central-
punct ist. Was die Gleichung 5) betrifit, so ist es leicht, sich eine Vorstellung von der Beschaffenheit
des durch sie dargestellten Kegels zu machen. Letzterer ist fiir Punct k = x immer der ndmliche,

welches auch der Werth des Parameters sein mag.

ITI.

Nachdem gezeigt ist, dass ein Complex vollstindig durch finf seiner Geraden bestimmt ist, soll
untersucht werden, welcher Art die Unbestimmtheit ist, welche stattfindet, wenn nur vier, drei, zwei
oder eine Gerade des Complexes gegeben ist. Der letzte Fall erledigt sich von selbst durch die Be-
merkung, dass jeds beliebige Gerade Axe eines die gegebene enthaltenden Complexes sein kann, dessen
Parameter dann bestimmt ist. Die drei anderen Fille geben Veranlassung zn einem Complexbiischel,
einem Complexnetze und einer Schaar von Complexen. Ein Complexhbiischel ist die Gesammi-
heit aller Complexe welche vier Gerade gemeinschaftlich haben. Da aber vier Gerade zwei conjugirle
Polaren bestimmen (vergl. oben), so ist die Basis eines Complexbiischels, d. h. der Inbegriff der ge-
meinschaftlichen Flemente aller Complexe des Biischels, das Gebilde derjemigen Geraden, welche die beiden
Polaren sehneiden, nach Plicker eine Congruenz. Weiter wird sich ergeben dass die Basis eines
Netzes eine Fliche zweiter Ordnung, einer Complexschaar zwei Gerade sind, sowie auch dass die Basis
pines Biischels und damit das Biischel selbst bestimmt ist dorch den Schnitt von zwei Complexen, die
Basiz eines Netzes oder einer Schaar durech den Schnitt von drei, respective vier Complexen.

Zwei Complexe, hestimmt durch ihre Axen und ihve Parameter k, k' besitzen nimlich ein ein-
ziges System conjngirter Polaren, welches beiden gemeinschaftlich ist. Dieselben miissen jedenfalls die
zwischen den Axen gezogene kilrzeste Linie schneiden. Einem jeden Puncie derselben enfsprechen in
beiden Complexen zwei Ebenen. Da dieselben zwei Biischel bilden, welche der Punctreihe auf der kiir-
zegten Linie homographisch- sind, so gibt es zwei Puncte A, A’ denen in beiden Complexen die niim-
liche Ebene entspricht. Dem senkrecht auf der kiirzesten Linie stehenden Strahlenbiischel mit dem
Centrum A entsprechen zwei homographische Sysieme paralleler Polaren, in denmen zwei entsprechende
durch den Punct A’ gehen, (wihrend die zwei anderen entsprechenden durch A gehen und selbst
Linien: der Complexe sind). Es gibt also nur zwei durch A, A‘ gehende beiden Complexen angehorende
conjugirte Polaren. Dieselben heissen mach Plicker Directricen der Congruenz,

—————

=
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Nenne ich den Winkel der Axen 2@, die Liinge der kiirzesten Linie 2a, nehme ich den Co=
ordinatenanfang in der Mitte derselben und die zAxe so, dass sie den Winkel 2 @ balbiert, wihrend
die x Axe durch die kiirzeste Linie gebildet wird so, ist fir eins Linie, welche in beiden Complexen
dieselbe zugeordnete Polare hat und dia Winkel v, v’ mit den Normalebenen der Complexe bildet

Xi == ik
g =52

y— 0=y + 0
woraus sich eine quadrafische Gleichung zur Bestimmung von x ergibt
2K —k—a(l 4k
kk! 4 x* — a?
welche aber auf Grund der Reciprocitit der Polaren nur ein einziges System derselben liefert.
Es gibt ‘aber unendlich viele Complexe, welche sich in derselben Congruenz schneiden. Es

20 =1g (v — v) =

gollen die Parametfer simmtlicher dem Biischel angehdrigen Complexe, sowie die Lage ihrer Axen be-
stimmt werden. Es seien AB, CD die Directricen der Congruenz, dis Bestimmung des Coordinaten-
systems eben so gewihlt, wie vorhin fiir die beiden Axen. Da AB, (D in Bezng auf jeden Complex
des Diischels conjugirte Polaren sein missen, so wird die Axe eines jeden durch die kiirzeste Linie
von AB, CD oder die x Axe gehen, und senkrecht auf derselben stehen. Die gesnchte Axe im Puncte
x mache den Winkel y mit der xyEbene. Die Winkel welche AB, CD mit der Normalebene des
Complexes bilden sind dann

180° + @ — y, 180" — (O + w)

- Daraus ergibt sich

—@—a)tg (@ +y) =&+ a)tg (0 — y)
oder (x —a)tg @ 4 (x 4 a) tg @

T+ gt [x—a)tg 0+ (x+a)tge O]l =0
oder nach sehr einfacher Reduction
> 2 — it =
Dl —wyvocmastl=0
Die Gleichung derjenigen Linienfliiche welche durch simmtliche Axen gebildet wird ist daher,
te ¥ = % gesetzt,

2zya
DR

Zur Bestimmung des Parameters k eines jeden Complexes hat man die Gleichung
_ e Oty 1
x+a =k

Wird hieraus der Werth von tg w in die Gleichung 7) eingesetat, so entsteht nach einigen
laichten Umformungen




Setzt man k® = y® 4 2% s0 entsteht die Gleichung einer Fliche welche die Endpuncte
sammtlicher Parameter enthilt,
Z2a

10) x® + y® - 22 — a? - Vy? L g2 w50 =
Die Fliche 10) schneidet 8) in derjenigen Curve, welche durch die Endpuncte der Parameter
2a

sin 2 6

unendlich viele Systeme von Directricen. Die Lage derselben ist gogoben durch die Gleichungen

0. Ygl, Plicker Neue Geom. §. 88.

gebildet wird., Die Gleichung der Fliche 8) hingt nur ab vou Sie ist daher dieselbe fiir

tg @ — :
2x 2a
Sm2@ ~ sm20
X cos 0 X% ¥ Ba
TR i M el
X (5 — Zayz

sin 26
Simmtliche Systeme von Directricen, welche eine gowisse Linienfliche von Complexaxen bestim-
3 . 5 . - 1 il
men, liegen daher aunf der letzteren selbst. Die Fliche 9) hingt dagegen ab von 20"
. : s 26

Fiir dieselbe erhilt man

2x Z2a x(l — tg 209
g26) w26 = g &,
2a Xz
T

Von einer genaueren Discussion der Flichen 8) und 9) kann hier Abstand genommen werdon.
Vergl. iiber dieselben Pliicker Neue Geometrie des Raumes §. 86.

IV.

Sind drei beliebige Gorade 1, 1, 1, gegoben, so ist es leicht, die Basis des Complexnetzes zu
bestimmen, welchem die genannten Geraden angehiren. Dio conjugirte Polare einer Geraden m, welche
I, 1g 1; schneidet, schneidet dieselben ebenfalls, wie vorhin nachgewiesen warde. Die Polaren von m
in Bezug auf simmtliche Complexe des Netzes bilden daher die Erzengenden der ersten Avt desjenigen
Hyperboloids welches durch die drei Geraden bestimmt ist, Folglich sind alle Geraden welche die Er-
zeugenden der erstén Art schneiden, den Complexen des Netzes gemeinschaftlich. Die Basis desselben
bestehi daher aus den Erzengenden der zweiten Art des genannten Hyperboloids. Schneiden sich zwel
der ‘gegebenen Geraden in einem Puncte O, wihrend die dritte die Ebene derselben in 0 schneidet, so
zerfllt die Basis in zwei Ebenen, in welchen die ehenen Strahlbiischel mit-den Centren 0, 0' liegen.

BEs soll nun bestimmt werden, welches die Axen und zngehiirigen Paramefer desjenigen Com-
plexes sind, welche dem Netze angehiren.

Eine beliebige Ebene schneide 1, 1, 1, in den Puncten A, A, A die Projectionen von 1, I 1
auf diese Ebene bilden dann ein Dreieck B, By By auf dessen Seiten die Puncte A, A, A, liegen.
Ich betrachte nun die Ebene als Normalebene eines Complexes, dessen Centralpunct O ist withrend sein
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11

Parameter durch k bezeichnet wird. Nennt man die Neigungswinkel der Ebenen O1,, 01y, 0l zu
der Normalebene x, x, »,, so ist
DA RO A

_@:_

!-é-'Tz = tg -";s
Sind die Neigungswinkel der Geraden 1, 1; 1, zar Normalebene w,, Ws, Wy, die Winkel zwi-
schen den Linien OA; OA; OA; und den Projectionen von 1, 1, 1; beziehungsweise 4, 4, A, so isk

te
%=
te
tgx, = 5 Yy
£ % sin A,
tr
t = i
i gin Ay

Darans ergibt sich, wenn
0y sin &} = x,
OAg sin 1, = x,
04, gin A —"x,
gesetzb wird, wo x, x, x; die Léngen der von O auf die Seifen des Dreiecks B, B, B, gefillten
Senkrechten bedeuten

ktg v, = x;
1) ktg v, = %,
ktg yy, = x;

Diese drei Gleichungen bestimmen eindeutiz die Lage der Axe. Werden dia Seiten des Dreiecks

B, B, B; mit a, a, a,, sein Inhalt mit /N bezeichnet, so ist
S A L 2*’{-\".__. el L
a, tg i, 8y 88 Yy - ag tg Yy

Ho lange also nur eine Ebene hetrachiet wird ist die Grisse des Parameters und die Tage der
Axe nur abhiingig von den Richtungen der drei Geraden und der Lage ihrer Projectionen.

Die Gleichungen 11) sollen nun dazu dienen einen allgemeinen Ausdruck fiir die Grosse des
Parameters und die Lage des Centralpunctes O festznstellen in Bezug: auf jede beliebige Ebene, welcha
die drei Geraden schneidet. Um die Symmetrie der Reehnung zu bewahren, sollen vorliufiz keine
speziellen Amnalmen iber die Lage des Coordinatensystems gemacht werden, Die Gleichungen der
drei Linien 1, 1, 1; seien

x = x; | 1,8 X =X, - Igfg X — X, -,
y=%n +nh ¥ =¥ o aby Y = Fs -t Tsby
2= 7, -ro % o= 2, + 1,0, A B

wo die Grissen abe die Richtungscosinus der Geraden vorstellen, TUm fiir eine heliebige Ebene
1‘3) ﬂx+f‘?f + yz — p =20
dia Lage des Centralpunctes O und den Parameter k zn bestimmen, lege ich dureh die Geraden, deren
Cosinug ihrer Winkel mit der Normalen zon dieser Ebene
cos O = an, 4 gb + Yo
12h) cos O = aay + Bby + yo,
c0s Oy = aoy + fby + 70,
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gind, sonkrachte Ebenen zu 12), deren Gleichungen in den Hesse’schen Normalformen sind
LT ] “l N .h e .
13,) £ (B, . ¥by) + v (ray : ) oy (b . Ba,) P
—X Bey — b)) + % (3, — ¢0) + 3, (ac, — #a,) s hy
i t
f = I‘r(r-?q:l — b)* + (3, — «)® 4 (eb; -— Ba,)? = sin 6,
Da die linken Seiten von 13) die Lingen der vom Punkte x vy z, welcher der gesuchte Central-
punct sein mige, anf die Kbeno 13) gefillten Senkrechten vorstellen, so erhilt man nach 11)
; x (o, — gb) + ¥ (ya, — ac,) + z (ab, — fa,) = k cos @, + h,
: 14) x (e, — b)) + ¥ (122 — at) + z (aby — ffa,) = k o8 O, + hy
x (feg — yhy) + ¥ (13, — o) + 2 (aby — Bag) = k cos @5 + 1y
Xa + y8 + zy =P
Aus den Gleichungen 14) kann man leicht x y z elimiren und erhilt zur Bestimmung von k
die Determinantengleichung :

=0 U B W

P

geg. — »b, Y8, — Q0 ab, — 8,8 by

oy — by ya, — @iy ab, — a,8 hy

fos — by yag — ey aby — 2,8 by

(¢ g ¥ P

15)
g, — ¥b, ya, — ag aby ~— fa, cos @),
-+ |fe; — b, ¥a; — oo, oby — PBag  cos O] k = o.
fBeg — b, Y8y — ac, by — fa, cos O
o 7} ¥ 0

Bezeichnet man dem Factor von k mit A\, so ergibt sich aus dem Multiplicationstheorem von
zwei Determinanten und aus 121) sofort, dass
8 b oo ofla g y
B3 by ¢ o] —B e o y
A=log by ¢ ofly o —a B
o0 0o o Lo —y B a
Multiplicirt man in der zweiten Determinante die drei ersten Verticalreihen mit « B 7, die
drei letzten Horizontalreihen mit y 8 «, so ergibt sich, da

ol B% gl =1

Lo B iyi=r
_-12 OieGerentiyl CLRTy
“lo 0o —ea g
e L |
a b ¢
also A = — la, by G
By Dy 0y

Die andere Determinante der Gleichung 15) in welcher der Factor von P, wie leicht zu
sehen, verschwindef, hat eine bestimmte geometrische Bedeutung in Bezug auf die drei Linien Ll
Die Gleichung des Hyperboloids nimlich, welches durch dieselben bestimmt ist, findet man



{by — e 4oy, — by g, — {a, =58, — ¢, X, nay — &b + x;b, — y,8,
16) O =|{by — 3y + 57, — 7,b, foy — Lag - 2,8, — c%, 7ag — &b, - x,by — yaa,] =o.
Eby — ¢ 4 C3¥y — 23, §0; — Lag 2,8, — c5X; nag — &by - X;by — yya4

54

Ersetzt man ¢ 2 g durch i, 80 erkennt man dass die Theile von (), welche £ 5 £

im zweiten Grade enthalton, vollstindig mit der genmannten Determinante ibereinstimmen. Diejenigen
Complexaxen, fiir welche der Parameter verschwindet, laufen daher den Erzeugenden des Asymptoten-
kegels der ¥liche 16) parallel. Zugleich geht hervor, dass namentlich die Gleichung 15) sich hedeu-
tend vereinfachen wird, falls () auf ihre Hauptaxen bezogen ist. Zuvor sollen aber die Gleichungen
14) noch in einer anderen Richtung benutzt werden, Durch Elimination yon « 8 y aus den drei
ersten erhilt man die Determinante
]Jl (z_'zi} ] (F“jrl) T ];3’1 cl(x_xi) — (3_31} == kh] & (3"_3—1} o bl(:(_xl) T} kcl
17} bl(": . ?:2:} o C’a(.v"'}':z:] o lmg 62(:{—.‘1’.2} = 3‘2(5_39} T ]‘]33 ﬂ'u(}'_:"n} e ba K—-K.,J o kcs =0.
by(2—2) — (Y —¥s) — kag  eg(x—x,) — a,(z—2,) — kb, 85(F—7,) — by(x—x,) — kg
oder
18) KA + EA! + kA 4 A% = o

Die Gleichung 18) zeigt, dass durch jeden Punet des Raumes drei durch eine cubische Glei-
chung bestimmte Axen von Complexen hindurchgehen. Betrachtet man die Coefficionton A e I
etwas genauer so ergibt sich dass /\ mit der schon oben betrachteten Determinante identisch ist. Auch
A\ ist eine Constanfe; A\“ enthilt dagegen die Coordinaten x y z in derjenigen Weise wie die linke
Seite der Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunct mit dem Mittelpunct von (& = o zusammenfillt.
Endlich ist A\ identisch mit @. Die Summe der drei einem jeden Punche zugehirigen
Parameter ist also constant. Fir Puncte der Axen der Complexe des Netzes ist daher die Summe
der beiden nicht der Richtung der Axe zugehbrigen Parameter constant. Die Summe der Quadrate
der drei Parameter ist constant auf concentrischen Kugelflichen, deren Centrum der
Mittelpunct von ® = o ist. In jedem Puncte von & =o selbst ist einer der Parameter gleich
Null. Da aber fiir einen solchen Werth des Parameters die Axe des Complexes die drei Geraden
l; 1, 1; schneiden muss, so ist die Richtung derselben hbestimmt durch die in diesem Puncte die ge-
nannte Bedingung erfiillende Erzeugende von (. Dies entspricht dem bekannten Satze, dass die
Kanten des Asympiotenkegels den Erzengenden parallel sind, und ans der Schlusshemerkung dieses §.
leuchtet cin, dass derselbe nicht nur fir das eine System von Erzeugenden sondern auch fiir das
andere gilt,

Unter der Voraussetzung nun dass das Coordinatensystem so gewihlt ist, dass die Axen der-
selben Hauptaxen des Hyperboloids sind, lassen sich die obigen Gleichungen weiter vereinfachen. Zu
diesem Zwecke mulfiplicire ich die Gleichungen 14) mit den aus der Determinante

e R
G — iy hﬂ Cy
: gy thy. g
genommenen Unterdeterminanten. Man erhilt so
Be,—yb, big Yoy —ac; byg ab,—a,f bye,

X Bty — by Daty| 4y |1y — @ty byty| 2 [ab,—a,8 bygy
feg — yby by ¥ — aty byoy aby —agf byoy
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cos @, b ¢ h, b, ¢
=k feos @y by cy] 4+ |hy by
cos By by ¢ Ty -by iy
also die newen Gleichungen
h bt
1
¥y — 28 = ka + A hy by oy = ka + Aje + BB + Ciy
h; hyics
2y hy 6
1 [
19 —za 4+ xp = kg + X a, by ¢| = k3 + Aye + Byf + Cyy
£ ag Ny iCy
1 a, by Iy
B — ye = ky 4 A a, By ha| = ky + Aja + Byf + Gy
5= |agn byt Iy

Durch Multiplication derselben mit oy entsteht
o=k + ah, +678, + 7%, + o8 B, + Ay) + @y (& + A) + By (G5 + B
so dass also
B, + Ay =0, 0, + A, =0, Gy By =0
. setzen ist.
In den k nicht enthaltenden Gliedern der Determinante
o B e
Anlily e e B0, x| =
A, +y By —x k4 C4
miigsen ferner die Coefficienten von x y 2 verschwinden, dies filhrt auf die Bedingungen
B Bl B R 0, =
Demnach verschwinden simmiliche Grossen A, A, B, B, €, C; nnd die Gleichungen 19) reduciren sich auf
vy — 28 = a (k + A))
20) ze — xy = @ (k + B)
f — ye =y (k + C;)
Die Gleichung 18) erhilt die Form:
21) k* 4 k* (& + B; + Cy) + k (x2 4 y? + 2* 4 A/B; + A0, + ByCy)
4 x2A, + ¥®B; 4 2¥C; 4 AB,C; =0
oder auch
o i O R o P e e
EFB) G0y T G+A)EFC) T GFA)E+B,)
Durch Multiplication von 20) mit x y z entsteht unter Berticksichtigung von 12)
22) kp + Ayex -+ Bufy -} Cyyz = o
also die Gleichung einer Ebene, welche stets den in 12) liegenden Centralpunct O enthilt. Endlich
hat man

1

23) k 4+ Ae? - B,f* + Ugp* = 0 1und
24) XHAI ‘Jl-' }'232 —I— '5363 --;- Al Bi U,‘t == 0

als Gleichung des Hyperboloids, welches die Basis des Complexnetzes bestimme.




Man hat nun fiir einen Durchmesser ¢ des Hyperholoids

X = pu
y = ¢
& = gy
@, + B, +770, = — B0sCs
- A] H'& ["T
s e

Der Parameter ist also umgekehrt dem Quadrate des Durchmessers des Hyper-
boloids proportional, welchem er parallel liuft. Da die Summe der Quadrate dreier con-
jugirter Durchmesser einer Fliche zweiten Grades eine Constante ist so erhiilt man den Satz:

Die Summe der reciproken Werthe von drei Parametern von Complexen des
Netzes, deren Axen dreien conjugirten Durehmessern der Basis desselben parallel
lanfen, ist constant. Plicker nennt drei solche Complexe des Netzes conjugirte.

Die Gleichung der Ebene 22) wird dadurch:

4,8, Cs P+ Ayex - BBy 4 Cypz = 0
Die Tangentialebene des Hyperboloids im Puncte g, pf, oy ist dagegen
4,8, C

i)

Die Ebene 22) welche nebst 12) den Centralpunct O enthilt, liuft daher der Tangentialebene
in dem Puncte parallel, in welchem das Hyperboloid von der aus dem Anfangspunct auf 12) gezogenen
Normale geschnitten wird. Zur Construction des einer beliebigen Ebene 12) entsprechenden Ceniral-

i 4
0

4 Aex 4+ B,fy + Cyyz = o

i

puncles O kann man sich tiberhanpt der Gleichungen
l}sp — 2 = aff (A, — ].5.:,:}
25)<fp — y— oyl — A))
ap — x = fiy (B, — C,)
bedienen, welche man leicht durch Elimination von k ans 20) erhdlt. Setzt man p = o, was ohne
Beeintriichtigung der Allgemeinheit geschehen kann, so entstehd
— 7z = ¢gf (A, — B,)
— 7= ay (C; — A,)
S iy )

26’ = Xyr =, — B (Ce — *\LJ) {Be — Cy) (“ﬁ:"}%
ferner
A, B,
Rt e g
B, — G, ;
= = afly
¢, — A
an} — .i__- :Ir I (-l']'g}'

worans durch Quadriren und Addirven, nnter Benutzung von 26)
97) xy2 (A,—By) (By—Cy) (Cy ~A)) 4 y2x® (A,—B,)F |- 2% (B,

—C )0 (0 —A )2 x%2 = o,
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Dieso Fliche vierten Grades enthilt also simmtliche Centralpuncte, welche den durch den An-
fangspunct gehenden Ebenen entsprechen. Setzt man x = ga ¢tc., so ergibt sieh, dass sie im Anfang
ginen dreifachen Punct besitzt. Sie wird daher von den beiden Ebenen

ex -+ By + yz =0
al;x + BB,y + yCyz = 0
in einem einzigen vierten Puncte geschnitten.
Dreht sich die Ebene e¢x 4 gy 4 yz = o um eine Linie, deren Richtungscosinus ' 8'y,

sind, g0 ist

[,

ae’ -+ BB + yy = o oder
A, — By B, — C C, — A
Sy, + e IS el = y_l. B, = o
Der zugehdrige Punct xyz durchlinft dann eine Curve, welche durch den Schnitt dieser letz-
toren Kegelfiiche mit der Fliche vierten Grades bestimmt ist., Dieser Schnitt ist dann eine ebene
Curve, wenn die absoluten Werthe von o’ §'y' gleich sind, wie sich leicht aus der Verbindung mit
der (Hleichung jemer Fliche ergiebt. Trigt man auf der jedesmaligen Richtung «fy die zogehirige
Liinge des Parameters k vom Anfangspunct aus ab, so bestimmt der Endpunct derselben eine Fliche,

deren Gleichung
98) (x* 4+ y® 4 z9® + (Ax® 4+ Byy® + Co) =0
Vgl. fiber diese Fliche Plicker Neue Geom. des Raumes §. 130.
Man erhilt ferner als Lisung der cubischen Gleichung 21) im Anfangspuncte

k= — A
kg = — By

welchen Werthen die folgenden fir die Richtungen der zugehdrigen Axen entsprechen :
G=1B=0gy=0
=0 Bi=1py,=0
g =10 fs =0 y3=1
Durch den Anfangspunct oder das Centrum der Basis des Netzes gehen daher
drei auf einander senkrecht stehende Axen von Complexen desselben. Filr einen belie-

i

bigen Punct auf einer der Hauptaxen dor Basis, z Bx =0 y=o, ist kg = — Cy y; =1
wihrend die beiden anderen Parameter gegeben sind durch die Gleichungen

— 8= (k4 A) @

—1—5-5&':(;{ "i- Bﬂ.)ﬁr J’:O.

worans: — %z = (A, — B,) of
X ¥ 3 T B
Sapet man o0 — — ———— = ————_ 80 entsteht als Gleichung derjenigen Linien-
Tl RSN T b L

fliiche, welche die Axen simmtlicher Complexe bestimm, deren Centralpunct aunf der Z Axe liegh:

2 (2 + ¥%) = xy (& — By)
welche der Form nach ganz mit derjenigen Ubereinstimmt, welche bei der Bestimmung der Complexe

eines Biischels sich ergab.
Fir jeden Punct des Hyperboloids 24) ist einer der Parameter gleich Null. Zwei derselben

verschwinden, wenn der Punct x y z auf dem Durchschnitt der Kngel

e e —




_ e .
e —— e =

e

e
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mit dem Hyperboloid gewiihltist. Tm speciellon Falle A, 4 B, -+ 0, = o sind fiir ginen jeden Punct

des Hyperboloids die beiden anderen Parameter von gleichem entgegengesotzion Wertha, alle drei aber
Null auf dem chenerwiilnten Durchschmitte. Die Bestimmung der drei dureh einen Punet xvyz gehen-
den Complexaxen hiingt im Allgemeinen von der Lisung der cubischen Gleichung 21) ab. Man kann
dieselbe auch als Gleichung von concentrischen Flichen zweiten Grades betrachten, von demen #hnlich
wie bei confocalen je drei durch ein und denselben Punct hindurchgehen. Die Richtungscosinus der
Tangenfialebenen im Punete x y z sind proportional mit
x (B 4., v (k + B.), z (k = C;)
Schreibt man 22) in der Form
ex (k + A) 4+ By (k + B,) +yz2 (k4 C) = o0
so orkennt man, dass die drei Axen Tangenten an jeme drel Flichen sind. Zur geometrischen Be-
gtimmung der drei Axen hat man fbrigens:
28) aA;x 4 BBy + yCyz — (ax + By + 77 (Aja® 4 B,p* 4 0y7®) = o
sowie durch Multiplication von ‘_7".':-_'} mit x y =
29) (ax 4 By -+ 72 — (x® 4 ¥2+2¥)=of(A, — By) 2zt ap(C;— Ay + By (B, —C)x—0
Die letzteren beiden Flichen 28) und 29) stellen zwei Kegel vom dritten und zweiten Grade vor, falls
oy orsetet werden durch xt yt zt wo

1

Vxity +sz2
Da denselben die drei Coordinatenaxen gemeinschafflich sind, so scheiden sie sich ausserdem noch in
drei weiteren Kanten, den Riehtungen der durch den gegebenen Punct x y z gehenden Complexaxen.
Man sieht endlich, wie bei gleichzeitiger Vertauschung der Zeichen von A, B, 0O, 24) unge-
indert bleibt, wilirend die 3 ans 21) zu bestimmenden Parameter die entgegengesetzten Zeichen an-
nehmen. Da die Gleichungen 20% im Wesentlichen ungeindert bleiben, so gehiren zu jeder Fliche
24) zwei Complexnetze, welehe sich durch gleiche aber entregengesetzte Parameterwerthe

in jedem Puncte characterisiren. Da dem zweiten Netze nicht dasjenige System der Erzeugen-
den als Basis zugeordnet sein kanm, welches bisher ms Auge gefasst wurde, so ist demselben das
aweite System der Erzeugenden von 24) angehirig.

V.

Nachdem die Eigenschaften der Complexe untersncht sind, welche 5, 4, 3 Linien gemeinschaft-
lich haben, bleibt noch iibrig, solche Complexe zu betrachten, demen nur 2 Linien angehirig sind.
Dieselben bilden eing Schaar. Jeder Ebene im Raume entspricht eine in ihr liegende Linie, der Ot
der Centralpuncte simmilicher Complexe, deren Axen auf jener Ebene senkrecht stehen (vgl. die Glei-
chongen 11). So lange als die beiden Linien sich nieht schueiden, gehiiven ausser ihnen keine der
schaar an; in dem genannten speeciellen Falle selbstverstindlich das ganze durch sis bestimmte ebene
Stralilbiischel, I'erner gehiren drei Complexe stets zu einem Neize. Denn zwei von ihmen bilden eine
Pliicker’sche Congruenz, avs welcher dureh den dritten ein System von Erzengenden einer Fliche zweiten
Grades ausgesondert wird. Nehme ich nun eine der Erzeugenden der zweiten Art, so wird sie von
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simmtlichen eben genannten geschmitten. Die conjugirte Polare derselben in Bezug auf einen vierten
Complex schneidet die Fliche zweiten Grades in zwei Puneten, durch welche je eine Linie geht, welche
allen vier Complexen angehbrt, Je vier Complexe gehdren demnach im allgemeinen zu einer Schaar.

Wird nun das Coordinatensystem so angenommen, dass die X Axe mit der kiirzesten Linie
swischen den beiden gegebenen zusammenfills, die Z Axe den Winkel 2 @ derselben halbiert, wihrend
der Anfang auf der Mitte der kilrzesten Linie liegt, so sind die Gleichungen der Basis:

I = TI¢ FE—"T 0
y.=1b y=—r1b
r=x x =—%

Demnach nach 14) fir die Ebene 12)
b
ky = xf — yo + o~
kﬁ:—-xy%- o — ':.' ﬂ_\'.'

woraus durch Elimination von k
ol
xyg

30) x — ap + - =0

The

Diese Gleichung bestimms, wenn die Ebene 12) gegeben ist, eine in ihr liegende der ZY Ebene paral-

lele Gerade als Ort der Centralpuncte. In der Form

x (82 4 ¢®) — yef — zey +

Xy

- = 0
he

geschricben zeigh sie dass jedem Puncte x y z ein System von Fbenen entspricht, deren Normalen

gine Kegelfliche
x (497 — s —

bilden, withvend

Die den Ebenen entsprechenden Linien bilden ein durch den Punct xyz gehendes der Z 'Y Ebene
paralleles Biischel, Den Punclen einer belishigen Geraden entsprechen Kegel, welche ein Biischel
bilden. Da unter densalben sich drei in Ebenen zerfallende finden, so gibt es anf jeder geraden Linie
im Raume drei Puncte, fiir welcha die Normalen derjenigen Ebenen, deren enisprechende Limie durch
den betreffenden geht, in zwei Ebenen liegen, also die den Puncten entsprechenden Ebenen sich um
swei verschiedene Gerade drehen. Der Parameter k ergibt sich aus der Gleichung
: 2 a8
k(24 y)=a @ —m+ (EZJ—A.--L'-E-ﬁ— X!
TUmgekehrt geht durch jede der ZY Ebene parallele Gerade
X = 1
ym - nz = 1

nur eine einzige Ebene, fir welche jene Gerade Ort der Centralpuncte ist, deren Gleichung fiir

m

o=t U (5 e

733 Lnbe il
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ist 31) h (xu’gh 4 ym 4 m) — (x 4 b = o.
Setzt man, wie auch vorhin geschehen p = o, so ist ans 30)
—x‘g
2 ] o
§2) i 25 S

Diejenigen Ebenen, deren entsprechende Gerade in der Ebene x = h liegt, withrend sie selbst
durch den Anfang gehen, sind daher bestimmt durch 32), welche als Gleichung der von ihren Nor-
malen im Anfangspuncte bestimmten Fliche den Kegel

i,
& 5
32b) h (x* 4+ y* 4 z%) 4+ }h% =0 giht,
Dio Gleichung der von den Linien ym - nz = 1 in der Ebene x = h eingehillten Curve
findet man in 31) aus der Bedingung
=0
oder auch aus 32):

L2 .-s) e (s) x (9 LX) “i)
33) 4 ( = _n@+y)=n(m+ o) (@ -5
Dreht man die positive YAxe um den Winkel 45° nach der positiven ZAxe hin, so isé

v 4 2?2 = y'* 4 2
23 — yi3
o

=

V==
also Gleichung 33) mit Weglassung der Indices

X y2 2

34} i ( 3 X _}- = ‘t) h
ER T e ) =
2h o 2h 4

}_I ]

Wihrend also die durch den Anfangspunct gehenden Ebenen zn den Kanten des Kegels 321)
genkrecht stehen, hiillen die in ihnen liegenden Orte der Centralpuncte Linien zweiten Grades ein,
deren Hauptaxen unverdinderliche Richtungen haben, wihrend ihr Centrum auf der X Axe liegt
Simmitliche Linien bilden zusammen eine Fliche

. 7
RS LI (TN RS ks e
2 ( o+ f) = x
A 9y ks
be CH
Diaselbe schneidet die yz Ebene in y* — 2® = o, d. h. in den beiden Axen des mspriimglichen Co-
s : : xx! : : i X
ordinatensystems, die xyEbene in y* = Shel x?, also in einem Kreise dessen Radius Ahe ist,
3G

xa‘
sin 2 @
negatives h erhiilt man genau dieselben Hyperbeln, aber mit um 90° gedrehten Axen. Die Asym-
ptoten derselben bilden eine Linienfliche deren Gleichung fiir h = x ist

i

P prt . S O T
Z S %!

| #5t =

oder in Bezug auf die urspriinglichen Axen

x'.‘
Die Curven 34) sind reello Hyperbeln so lange e > 2h oder ——— "> h fiir positives h. TFir

L=]
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X (2 : -
( I5d J gin 2 ®

also dieselbe, welche schon bei verschiedenen Gelegenheiten bei der Befrachtung der Complexgebilde
hervorgetreten ist.

yi =0

Zight man dorch den Anfang eine beliebige Linie 1, so entsprechen jedem Puncte x, y,z, der-
selpen Ebenen, deren Richtungznormalen eine Kegelfliche

-

: x'yz
b (2 3 ) = x (5 - Vo ) —
e

bilden, falls die zugehlrigen Linien der Centralpuncte in der Ebene x — h liegen. Simmifliche Kegel

bilden ein Biischel. Die entsprechenden eingehiillten Curven in der Ehenex="h sind bestimmt durch
die Gleichung

gn*h* (x, — h) -+ h (yym 4+ z,n) — x, = o
bilden also ein System von Kegelschmitten, welche dem aus den beiden Asymptoten von 84) und den
beiden, vom Schnitfpuncte der Ebene x — h mif der Geraden 1 ausgehenden Tangenten von 34), ge-

bildeten Viereck eingeschrieben sind.

Lingen, 30, Januar 1872,

A, Foss.
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