Analytisch-geometrische Untersuchungen
von

Dr. A. Gleue.

Vorbemerkung.

Bei Gelegenheit des von mir ertheilten Unterrichis in der analylischen Geomelrie kam es mir
unter andern auch darauf an, Aufgaben zusammenzuslellen, welche dem Schiiler Gelegenheil
geben sollten, die Ableitung der Gleichungen gewisser Curven aus den zu ihrer Construction
gegebenen Bedingungen zu iben und soweit miglich aus der gefundenen Gleichung den Lauf
der Curve abzuleiten. Dies fiihrte mich auch auf eine Classe von Curven, die in fihnlicher
Weise construiert doch eine Menge verschiedener Formen gewithren. Einige derselben sind
nun im ersten Theile dieser Arbeit zusammengestellt und obigem Zwecke entsprechend bear-

beitet, wiihrend im zweiten Theile eine von ihnen mit Hilfe der Differential- und Integral-
Rechnung niher untersucht ist.
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Es sei BC Fig. 1 eine gegebene Grade und A ein, fester Punki, von welchem aus alle
Graden nach BC gezogen seien, und auf jeder z. B. AC sei von C aus ein in den einzelnen
Fiillen niher zu bestimmendes Stick r=CE abgelragen, so sollen diese Punkie E Punkte der
zu untersuchenden Curve sein.

Sei zuniichst das Coordinatensystem so bestimmt, dass A Anfangspunkt, das Loth von
A auf BC die posilive X-Achse und das Loth auf der X-Achse in A die Y-Achse ist, dann ist
das Loth EF=y und AF=x. Sei ausserdem die conslante Enilfernuing AB=a, CB=1p und
EC=nr so ist

P2 oder p = ay : 1E
¥ X X
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8. 2.
Ist das abzulragende Stick CE=r constant =Db, so ist nach 2
3 8—X

h= — 'I/-x‘-’—]—?‘-’ oder bix?=(a—x)*(x2}v%)

X

Dies ist die Gleichung der gewdhnlichen Conchoide (des Nicomedes); meistens legt man bei dieser
Linie den Anfangspunkt des Coordinatensystems nach B und vertauscht x und y; thut man dieses
in Gleichung 3, nachdem x-a slatt x gesetzt ist, so erhilt man die gewohnliche Gleichung.
. Gleichung 3 nach y aufgelost gibt

X e

= I : 2 2

== — yi—(a—x)*

y=F =}
Es gehoren also zu jedem x zwei gleich grosse einander enigegengesetzte Werthe von y
d. h. die Curve liegt zu beiden Seiten der X-Achse gleichmiissig. Bei der weitern Unlersuchung

nhb>

sind nun die 3 Fille zu unterscheiden, <— a ist. Ist b < a, so bleibt fiir posilive x

y so lange imaginir als
a—x>b oder x< a—pb; wenn x=—a—b, so ist y=o0, wird x>a—b aber <a,
so nimmt mit wachsendem x a—x ab, also die Wurzel zu, ebenso nimmt der Zihler x zu
und der Nenner a—x ab, also wird y mit wachsendem x grosser; wird x =a, so ist y=00C.
Wird x > a, so wird (a—x)? mil wachsendem x grisser also die Wurzel immer klei-
1

ner bis zur 0; _*  oder a dagegen nithert sich der bestimmien Grenze —1, also der

a—x ;_—-1
ganze Werth von y nimmt ab; wenn x=a--b, so ist y=0, fir x >a-b wird y wieder
imaginiir; ebenso wird fiir negalive x a—x >D, also y imaginir.

Die Curve hat mithin die Gestalt von Fig. 2. Aehnlich ist die Untersuchung fir die

Fille, wenn a < b ist.

S

Ist das abzulragende Stiick r=CB, also r=p, so ist nach 1 und 2

e A X ]/ xit v
=k Xy

aty? = x¥a—x) (x*+y?)
a?y? = a’x?—Rax®xi{-aty —2axy*1x%y?
cr x%—2ax*ta’x  x(x—a)*
. e e T e

Diese Curve soll im 2. Theile niiher untersucht werden.

8. 4.
Halbiert man Winkel A Fig. 1, nennt D den Durchschnittspunkt der Halbierenden mit
BC und macht r = CD, so ist
CDETAD, . T
T a

55— A% d. i |T—;' also mach 1 und 2
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a(_a;._‘{} .V“xsz_l_!.z oLe [a‘x‘ M B=X .';f',(-:_i_,",:] ,/ ‘_,_]__fl__}_:

X X
a(a—-x} _Jay A—X o/ yi 1 e
x 1. I:_x‘ THE l/ Ve \
x(a—x) = ay — (a—x) V'x*4y?
(a—x) V'x*fy* = ay—ax-}x? quadriert und gehoben
—2axy*tx?y? = Zax?y — Za’xy
Xy — 2ay = 2ax — Za*
2a(1—
¥ - 2a(~c——a) ﬁ( ___) i 5
— g 1__._&
X

Dies ist also die Gleichung der Curve, die nun niher zu untersuchen. Fiir x=a wird y=o,

mit abnehmendem x wiichst y so lange x > o, denn
X—a x—d—a
X—2a ~ x—d—2a

(x—a) (x—d—2a) << (x—d—a) (x—2a)
(x—a) (x—2a) — (x—a)d << (x—a)(x—2a) —(x—2a)d

x—a und x—2a sind negaliv, mithin alle 4 Summanden im Resultat positiv, der erste ist gleich

dem 3ten und der 2te kleiner als der 4le; also y mit abnehmendem x wachsend. Fir x =0

wird y=a; fiir negalive x wiichst y noch mehr, bis es fiir x=—00den Werlh 2a erreicl,

wie aus der 2ten Form von 5 unmiltelbar folgt.

denn

Fiir x z;u wird der Zihler posiliv, der Nenner bleibl negativ, also wird y negaliv und
mit wachsendem x negaliv zunehmend, denn
x—+d—a X—a
x+d—2 — x—2a
(x—2a) (x—a) +d (x—2a) << (x—a)(x—2a)--d(x—a)
die beiden ersten Glieder sind negativ, ebenso das 3le = dem ersten, das 4le posiliv, also
die rechte Seite > die linke. Fir x > 2a ist y wieder positiv und nimmt ab mil wachsen-

dem x denn

da

(x+-d—a) (x—2a) < (x—a) (x--d—2a)
(x—a) (x—2a)--d (x—2a) < (x—a)(x—2a)-4(x—a)d
alle Glieder sind positiv, das ersie = dem 3ten, das 4le grisser als das 2le, also die rechte
Seile grosser als die linke. Fir x=3a wi ; fir x=4a y=32a, fir x=00 y=2a.
Der lelzte Werth folgt wieder aus der 2ten Furm von Glelchung 5.
Dieser Theil der Curve entsteht, wenn man den Aussenwinkel von A halbiert. Die ganze
Curve hat also die Gestalt von Fig. 8. Selzt man statt x x{-2a und y--2a statt y, so erhilt

man aus Gleichung 5

xy = 2a® 6.
d. i. die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel in Bezug auf die beiden Asymploten.
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Ist r so conslruirt, dass CA miltlere Proportionale zwischen r und p ist, 50 ist
CA? = a®*]p? = rp also nach 1 und 2

22 x e
aty ay (a—x ./ 51 .8

af 21 = O (amxy gy )
x? X >

aled | oo e, I/ &4 @

a*x*+-a ay (a—x) V' x24-y?

2 Viy =y a—)

]

aﬂx'_‘_:__HSYE — Ygi'lﬂ'—zfzﬂx-{—)'?_‘l?
alx? = y¥(x*—2ax)
a®x a?
7 yP= — o
x—2a 1 2a
X
Fir x = o wird auch y = o, fiir posilive x wird y imaginiir, so lange x < 2a, fiir x = 2a

wird y  00. Fir x > 2a wird y reell und hat 2 gleich grosse einander enlgegengesetzle
Werthe. Mit slteigzendem x fillt y, denn

X

x—2n x-d—2a
x?}-dx—2ax > x*4-dx—2ax—2ad
wird x = 00, so wird nach der 2ten Form in Gleichung 7 y = I a. Fiir negalive x wird

y wieder reell und hat 2 gleich grosse einander enlgesenzesetzle Werthe, und zwar nimmt
Y zu mit wachsendem negaliven x, denn

R —x—d
Tt S Tx—d-%
x?xd4-2ax << x*dx|-2ax—+-2ad
Fiir x = —00 wird wieder nach der 2ten Form in 7 y = J-a. Die Curve hal mithin die
Gestalt von Fig. 4.
8. 6.
Ist r mililere Proportionale zwischen p und AC also r?=p.AC so is
r? = p Va®p? also nach 1 und 2
L e St S L F ) xtye
X® X X
(a—x)* V'x*4y® = a%y.
(a—x)4x? = aty?—(a—x)dy?
:) SR e
at—(a—x)
Fir negalive x wird y imaginar, da der Zihler positiv wird, der Nenner dagegen ne-
gativ, weil bei negal. x (a—x)* > a* ist. Fiir x—=o0 wird auch Y = o, ebenso fiir x =4
y = o, der Gang zwischen x = 0 und x = a ist so einfach nicht festzustellen, doch bleibt

y immer reell, muss also an einer Slelle ein Maximum erreichen, und es hat immer 2 gleich
grosse enigegengeselzle Werthe. Wird x > a, so wichst x2, ebenso (a—x)*, der Nenner



dagegen nimmi ab, da der 2te Theil desselben wiichst, mithin wiichst der ganze Bruch also
auch y; wird aber x = 2a, so wird der Nenner a*—a*=o, also y = 00, fir x > 2a wird
y imaginir. Die Curve hat also die Gestalt von Fig. 5. Sie entfernt sich vom Punkte A aus-
gehend zuerst auf beiden Seilen gleichmissig von der X-Achse, kehrt dann um und erreicht
sie wieder im Punkle B, und entfernt sich dann wieder bis ins o0 von der X-Achse, indem

sie sich immer mehr dem in der Entfernung x = 2a auf der X-Achse errichteten Lothe
nithert, ohne es jemals zu erreichen.

i

o

Ist r so construiert, dass rp = a.AC oder 2: = o ist pr = al a?4-p? also

nach 1 und 2

ay a—x T AT
ot e e e 2 o R a%y
S I/*.’ 4y 1[/—32_1_&2_
ay(a—x) }’H.x"—;!—w_.rf = ax Valx*Faty?
y(a—x) = ax
ax
¥ = a—x

Setzen wir y—a statt y und x-}-a stalt x d. h. verschieben wir den Anfangspunkt des
Y Y gsp
Coordinalensystems um a nach der positiven Richtung der x und um a nach der negaliven
Richtung der vy, so erhalten wir

a(x--a
3’-‘4'-1 = {+(} d. h. —-Yx = 32
a—x—a
oder wenn wir auch die positiven und negativen y gegen einander verlauschen xy = a¥ d. h.

die Gleichung der gleichseitigen Hyperbel bezogen auf ihre beiden Asymptoten. Die Unter-
suchung der Gleichung 9 gibt: fir x=a wird y=00, fir x=o0 wird y=uo, fir x = a
wichst y mit wachsendem x, denn der Nenner nimmt ab, und der Zihler wiichst. Fiir nega-
live x wird y negaliv und nihert sich —a, je grisser negaliv x wird, denn

=X —ax—ida ;

atx — afxpa Weil

—ax—ax?—axd > —aix—ax?—a2d—adx
0 —a?d
_ax a

fir x = — 00 wird y = — = —— = —q,
a—x a4
X

Fir x > a wird y negaliv_ und ‘wiichst mit wachsendem x, denn

ax ~+-ad
a—X Ta—x—d
a?x—ax?—axd < a®x—ax?*<-a?d—axd
-0 < a'd.
Fiir x = 00 erreicht y wieder den Werth —a, da wieder V= H—ﬂ— = —a.
g e



Die Curve hat also die Geslalt von Fig. 6. Sie kommt von einer zur X-Achse in der
Entfernung a auf der negaliven Seile der y parallel gezogenen Graden in OO Entfernung
ausgehend, allmihlich der X-Achse nither, durchschneidet dieselbe im Punkle A, geht nach der
posiliven Seite der Y iiber und enifernt sich immer mehr von der X-Achse, withrend sie sich
dem in B auf der X-Achse errichleten Lothe immer mehr nihert, ohne es je zu erreichen.
Ein zweiter Theil der Curve liegl ebenso in dem gegeniiberliegenden Winkel des in B auf der
X-Achse errichteten Lothes und der in der Entfernung a auf der negativen y-Seite zur X-Achse
parallel gezogenen Graden.

gitel

Ist r so conslroiert, dass ra=p.AC oder :&,_-_ = E, so0 ist
ra = p V/a*Jp? also nach 1 und 2
(a—x)x Vx*I? = y Valxifaly?
; (a—x)x = ya
10. v = Eﬂ_*:é}_x

Fiir negative x wird auch y negaliv und nimmt bis — 00 ab, wenn x bis — 0O ab-
nimml, denn beide Factoren des Zihlers wachsen, der eine positiy, der andere negaliv, und
der Nenner bleibl constant; fir x = o wird auch y = o. Fiir x > o werden, so lange
x < a, beide Factoren des Zithlers posiliv, also auch y posiliv, und der Unterschied zwischen
einem zu x und einem zu x--d gehirigen y ist

(a—x)x (a—x—d) (x}d)  ax—x?—ax—ad4-x*fxd+xd+d*
BT o T A s A G S A %
O 2
=Bt _ 8 (o).

i o a :
Dies ist aber positiv, wenn d--2x > a d.h, wenn x> ; negaliv dagegen, wenn 2x4-d<Ta

Ak s Helid ;
d. h. wenn x{‘_ 5 S0 lange also x <C 5 wiichst y, fiir x > 5 nimmt y wieder ab. Fiir x=a
-

wird y wieder = o, fiir x > a wird a—-x negaliv also auch y negativ und zwar mit wach-
sendem x immer grisser negativ, denn beide Factoren des Zihlers wachsen, der eine positiv,
der andere negativ. Die Curve hat die Gestalt von Fig. 7, sie kommt aus negativ OO0 Ferne

Bezug auf x und auf y, durchschneidet in A die X-Achse, entfernt sich an der positiven

a . s a 5 = -
Seite bis zur Enifernung y = i welchen Punkt sie bei }:E:i erreicht, nithert sich dann

wieder der X-Achse, durchschneidet dieselbe im Punkte B und entfernt sich dann wieder in
Bezug auf x und y ins OO,

a
2

Selzen wir in Glmr,hung 10 ¥ +4 slatt y und x - stalt x, und verlauschen wir

ausserdem die posiliven y mit den negativen, so erhalten wir x*=ay d. h. die Gleichung der
Parabel bezogen auf ihren Scheitel.
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8. 9.

Ist r so construiert, dass r®*=a.AC, also r miitlere Proportionale zwischen a und AC

T
a“y
a VEIE —
& +=3

{H—K)E{KQ‘]—Q'E) ax V‘d"‘x’—i—aej’z
(a—x)? V' x*Hy? = a%

ist, so ist r*=a ¥V a®}p? also nach 1 und 2

(a—x)" (x2+y?)

Il

I

48
ke DL
AT R I:H"—K)'L
ol s iasmof ki af—ae ) i iy
G (a—x)* T T A :

Fiir negative x wird x? posiliv, a—x>a also a*—(a—x)* negaliv, der Nenner (a—x)*
posiliv, also y imaginir. Fir x=0 wird y=o, fir x=a, y=00. Zwischen x =0 und x=a
ist a—x immer positiv und wird mit wachsendem x kleiner, also a*—(a—x)* wiichst, x* eben-
falls, der Nenner nimmt ab, also y® wiichst fortwihrend zwischen x=o0 und x=a, also auch
y selbst und zwar zu beiden Seiten der X-Achse gleichmissig. Fiir x=2a wird der Zihler
=0 also auch y=o0. Mit bis a abnehmendem x wird auch (a—x)*kleiner, also der Zihler
grisser, der Nenner kleiner, bis fir x=a der Zihler =a?, der Nenner =o wird, der ganze
Bruch wird allmiihlich von o bis o0 wachsen; nun ist er noch mit dem abnehmenden aber
positiv reell bleibenden Factor x2? zu mulliplicieren, wodurch aber das Zunehmen des Bruches,
da es bis ins 0O geschieht, nicht aufgehoben werden kann, es wiichst also auch y.

Die Curve ist mithin so beschaffen (Fig. 8), dass sie von x=o0 und x=2a von der
X-Achse ausgehend nach beiden Seiten sich bis ins 0O von derselben entfernt, sich dabei aber
mit beiden Armen dem in B errichteten Lothe immer mehr nihert ohne es je zu erreichen.

8. 10,
h .

Halbiert man den Winkel C Fig. 1 und errichtet in dem Punkle, wo die Halbierungs-
linie AB schneidet, ein Loth, bis es AC trifft, so soll dieser Durchschnittspunkt E ein Punkl
der Curve sein. Es ist dann r=y mithin nach 1 und 2

a—X . ;
= Vﬂ—[-}* =y
(1 —2axx?) (x*y) = xiy?

(A=) @i —2uy* — o
L x¥(a—x)*
* g et ek, i, SO E AR
"= oax—a? La

Fiir x=o0 wird auch y=o (isolierter Punkt), fiir x> o aber < g: wird der Ziihler

des Bruches posiliv, der Nenner dagegen negaliv, also y* negativ d. h. y imaginir.

; W K e a o

Fir x = 5 wird der Nenner = o, also y=00. Fiir x > 5 aber < a werden Ziihler
2

und Nenner positiv, also wird y reell und hat 2 gleich grosse einander enlgegengeselzie Werthe,

und zwar nimmt y mit wachsendem x ab, da der Nenner wiichst und der Zihler abnimmt;

leizteres ist der Fall, weil
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(a—x)*x* > (a—x—d)*(x}d)?, wenn x gesetzt wird, denn es wird

o0 (oY o)
@ > @y

Fir x=a wird y=o0. Fir x>>a wiichst Zihler und Nenner, aber schreibt man y? in

o
: a—x)% : : -
der Form: y* = = )g 50 sieht man, dass der Nenner mit wachsendem x sich nur der be-
i
2a—-
X

slimmlen Grenze 2a nihert, wihrend der Zihler unbeschriinkt wiichst, d. h. y nimmt firx>>a
unbeschriinkt zu und hat 2 gleich grosse enigegengesetzte Werthe fiir jedes x.

Die Curve hat die Gestalt von Fig. 9, sie kommt von dem in der Mitte von AB errich-
teten Lothe aus ©O-Ferne, nithert sich allmihlich der X-Achse, die sie im Punkie B erreicht,
und entfernt sich dann nach beiden Seiten wieder ins oo in Bezug auf x und y.

S

Ist r so consiruierl, dass es milllere Proportionale zwischen a und p also r®=ap ist,
80 isl nach 1 und 2

(ﬂ ,,;:55\}— (x*4y®) = a. q:

(a—x)*x?{-(a —x)*y® = a’xy
rd REX . =2
it (—a:;)'é B
CE e e f—4\{3(a—\j4+a \“

b 2{«]‘-—\} _1[:'1—-,\)"
13. et a®x Fx Va‘—‘i(_g_—\}”r
2(a—x)*

Fiir negative x wird a—x positiv, also die Wurzel imaginir, also auch y; fir x=0
wird auch y=o, fir x>0 wird y wieder imaginiir, (A ist nl\n isolierter Punkt) so lange

_al/2 2a—al/2
a* < 4(a—x)*oder I/d < a—x oder x < ﬂt/? U 2a- }ﬂ] = wird x = _"_...)ﬂ___g
so wird die Wurzel =0 also
2a—al/ 2
g _da—a)/
y— 2 eaal/) _ ata—al/2)
z(a_"_-:'*‘_Tfl./.‘ﬂ)9 4 Ig")* FRBSRECYY
2a—al/2
T PR

wird x > dieser Werth, so wird der 2te Summand unter dem Wurzelzeic then < a* mithin die
Waurzel immer grisser und zwar allmiihlich zunehmend, bis sie fiir x=a zu a® wird. Nehmen

wir nun zuniichst das posit. Zeichen vor der Wurzel, so sehen wir, dass der Ziihler des Bruches

e e ————
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wachst, der Nenner a—x bis zu 0 abnimmt, d. h. es wiichst von jenem Punkie an y stelig
bis ins 0O, welchen Werth es bei x=a erreichl; wird x>ﬁ. 50 wiichst t'a-—nxﬁ" wieder, der

- : k A Za-fa) 2
Radicand nimm! ab, bis er zu 0 wird, wenn a—x=— ]/.) d.h. wennx=a-}-- | e .
' 2atal 2 .. oo, : Saliawiphe e - 2 ,
dann wird y auch = ~——5——; fiir grossere Werthe von x wird y imaginiir. Nehmen wir
=
j ’ . - LA 28—al 2 . 2a—ap2
jetzt das negalive Zeichen vor der |/, so ist fiir x = ‘)l- — wie oben y = — Jao 8

(3]
fiir wachsende x wird nun aber der Zihler kleiner und der Nenner ebenso, man kann also
nicht enischeiden, ob der ganze Bruch ab- oder zunimmt, fir x =a wird y =~ eine Form,

deren Werth mit Hilfe der Differentialrechnung in diesem Falle = 0 gefunden wird, d. L.
dieser Theil der Curve triflt bei B die X-Achse. Der Werth von y fiir diesen Fall kann auch
auf folgende Weise gefunden werden; man berechne zuerst:

Z(a—x)* 2(a—x)8

fﬂ [
} H*—~4(u—.\;)‘ e s s e i
2 a a

S 2a—T)f —-‘l{xl—\) N8
Gls e —4(:1—\:1 -+ 4{1 \J

I-(a—\}
s ST
X (a—x)* 2(a—x)*®

also y = e [aﬂ_ah'_[_ o AL L i ]
Jie= [(H_1rj|2 —=- (-u:ﬂl-l -+ .. .], fir x ='a

a6
}-’:
Fiir x ::‘—' a \'p'll{f die YWurzel allmihlich zu 0, welchen Werth sie wie oben fiir

"a—'—a lf 2]

_|r'l a /L) = . i . s
P —] _J.)]-— zusammenfallen; dieser Theil der Curve gehi also von B nach dem Punkte, wo
9 ;

wir den andern Theil vorher verlassen haben. Die Curve hat die Gestalt der Fig. 10.

- erreicht, d. h. die beiden Werthe von y nihern sich einander, bis sie bei

S. 12,
Ist r = p—a oder nach 1 und 2 a?—}' V_xg_[__y"! f— a:': — A

s0 ist (a—x)A(x*-y?) = a(y—x)®
—2ax?fxttaty? —2axy?x¥y? = ay*—2aixy-fa’x®

v‘(v—‘?a\}—}—_}(_.a %) = Zax®—x*
e
e Zﬂijc =n 1f —& +(dtn 3
I a® - Vat- -x”[;?,a—x)g 14.
2n—x
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Fiir negalive x bleibl y so lange reell, bis
at=x*(2a-}x)* oder a®= x(2a-1-x) oder
x* -} Zax = a?
x = —a I a]/2
Augenblicklich ist nur —a-t-a}/2 zu gebrauchen, da sonst x posiliv wiirde; so lange
also x negativ nicht = —a--a)/2 wird, d. h. so lange x > a—a]/2, so lange bleibl y reell;

R e a? a? a%(a—a I;"‘J]
we X — fg—i 5 1T e e ey e g R Sy
U Y= a—ata)/2 = ata)2 al—2a®
£}

Wird x orisser, so erhilt man 2 Werthe von v, es cehen also von jenem Punkte 2
o 4 B ol
adfa?
9(

— a.l/-:_}:-—‘('l = —X.

Curyenzweige aus, wird x = o, so wird y = d: hiyi= 0 Y= 8

¥

Fir x = a werden beide Werthe von y wieder = a, da kommen also beide Zweige
wieder zusammen. Fiir x>a bis 2a wird der Nenner allmihlich zu 0, der Zihler zu a*f-a#

also y zu _:';j oder zu :: d. h. y, = 00 y,= o, wie #hnlich wie in §.11 oder durch Diffe-
rentialrechnung zu finden, Wird nun x = 2a, so wird der Nenner negaltiv, der Zahler posiliv,
denn die Wurzel ist < a® also beide Werlhe von y negaliv, der eine = o0 bei x = 2a, der
andere = —0O0; fir x = ata)]/2 werden wieder beide gleich, wie aus der Gleichung
a* = x*(2a—x)* oder x*—2ax=a® folgt; und zwar wird y = —(a}a)]/2) d. h. = —x.

Es hat also die Curve (Fig. 11) folgende Gestalt: Yon dem in x=2a auf der X-Achse
errichteten Lothe in positiv 0O Ferne ausgehend, erreicht sie bei y=a das in der Entfernung
x=a auf der X-Achse errichlete Loth, geht von da nach A, geht dann bei negativen x wieder
von der X-Achse fort, bis es in x = a]/2—a am weilesten von der Y-Achse enlfernt ist,
geht dann von da nach dem Punkie, wo sie vorher das in x=a errichlele Loth durchschnilt,
nithert sieh dann wieder der X-Achse, die sie in x = 2a durchschneidet, enlfernt sich noch
mehr von der Y-Achse, bis es die grisste Entfernung fir x=a--a}/2 erreicht, kehrt dann
zuriick und nihert sich in —00 Ferne immer mehr dem in x=2a errichlelen Lolhe.

§. 13.
Ist a mittlere Proportionale zwischen r und p, also a® = rp, so ist nach 1 und 2

(a—x
WO gy =

. X 'V'_ afx? x4 x2 X I/ )
TR - 2 e S i e 4 24 (a—x)*?
¥ 2.7 (a—,\)‘-‘—f— 4! BEGREEa=x) 4ai+-(a—x)
= . i ) g e :
15. Y= =sgrer Ha—x) ’f' 5a*—2ax-}-x2

e

ST S S ¥

—

g
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Damit v nicht imaginir wird, ist immer der 2te Summand posiliv zuo nehmen, weil er
Y y .
immer. grosser als der erste. Fir negalive x lautet die Gleichung
I o E

g ) X l/_r' alyig Sy

? = — = ——— |/ Sa*-Bax4x*

¥ 9 Tﬁ{ﬂ‘f"-‘) + T
darin ist aber V/ e':'az-'-','—_éax—[-xz > a-tx, also der 2te Summand grisser als der ersle; und zwar

V 8a? - 2axx?

nihert sich der Ausdruck — s immer mehr der Einheil, je priosser x ist, weil
der Unterschied von Ha?2 und 1a? dann immer weniger in Betracht kommt. Um nun zu be-
rechnen, welchen Werth y? fir x = 0C erhill, lmrcthne man b ba?4-2ax--x*
i g2 2a%  4gh
4 x2--2ax-}-ha? = x+a-- TR -+ =% =
x*--2ax—+a* ' i
9, 1] '
9x+-2a-+ _.J:[g 4a° | 4o’
onb | da®  dgh
11 i i
"}Y"I_.u] | -",‘ A .
%2
f o8
1  dat
i x'l’
Ba%  daf
x x4
] i x*4-Zax-1-b 2a? 23 4a8
Mithin — — — 1= — — =+ 5 + .
x—,—": x(xFa) x¥xfa) ' xi(xta)
.8 Dol 9.3 5
2 et} et | 4’ J
;4 2 } ¢
1 = TR s s
Bl505 2 (x(xFa)  <*(xFa) | xi(x+a) T
aix a? 2adl -
~ x+a  x+ta ' x(x+fa)”’
a? adi e 2at
— g P Iptenr
l_l_:t x+a ' x¥x4a) °
X
also fir x = 00
y2 —al oy —=La
Fir x = o wird y auch = o; fiir x > o aber < a wird die Wurzel stelig kleiner, denn
(5a*—2ax—tx?) — [ha?—(2ax-2ad) - (x+d)*] = 2ad—2xd—d?
Dies ist aber negativ, so lange x > a; ist x <T a, so. wird es posiliv, da d beliebig klein;
d. h. so lange x <~ a nimmt die Wurzel stetiz ab, erreicht bei x = a ihren kleinsten Werth

2a und nimmt fiir x > a wieder zu; der Nenner a—x niherl sich aber von x—o0 his x=a
immer mehr der o, d. h. der ganze Ausdruck fiir y* nithert sich immer mehr dem Werthe 00,
je mehr x = a; wird x > a, so nihert sich die Wurzel wieder immer mehr dem Ausdrucke
a—=x und y immer mehr wie oben dem Werthe a. Zu der ganzen Ableilung ist nun noch
zu bemerken, dass jedem Werthe von x zwei gleich grosse einander enlgegengeselzle Werthe
von y entsprechen.

Die Curve hat also die Geslall von Fig. 12.



§ 14.
Isi p miltlere Proportionale zwischen a und r also p? = ar so ist nach 1 und 2
s L - e
aly a(f=x) =/ =
e B T T, R X v
o S e
atyt = atxa—x)¥(x+y?)
r 2y 2 4
x%y e XS e
}.4 — a2 l:a—,\:] = ﬂz(,]—-,‘fj
- = - =
. \2(“)_}) =1z If’r '{‘{.i_—::)"’ o x‘(:l—_x)‘
3 s a? : 4at
x¥a—x)? __ x¥a—x) /7, r
y = (1----.-,-—}-- —+ ( 5 ) l_; da®-(a—x)?
: 2a Za®
x¥a—x sile .
16. v = (_;-12 ) I:il-—.‘t =V 5a*—Bax-|x* ]
i

Es ist also im ganzen bei diesen Curven die Gestalt ohne Hilfe der Differential- und
Integral-Ruchnung zu finden; will man aber ein niiheres Urtheil iiber ihre Beschafenheit haben,
so ist [reilich die hohere Analysis zu Hiilfe zu nehmen. Darnach soll nun die oben § 3 be-
reits angegebene Curve niher untersucht werden.

Die Gleichung der zu unlersuchenden Curve ist nach 4
i s X(x—a)?
2a—x
§. 15.

Gestalt der Curve.

Aus Gleichung 4 folgt, dass jedem x 2 gleich grosse aber dem Zeichen nach enigegen-
geselzte Werlhe von y entsprechen, d. h. es liegt die Curve symmelrisch zu beiden Seiten der
X-Achse; was also von der einen Hillfte der Curve gilt, gilt ebenso von der andern; um daher
die Untersuchung zu vereinfachen, soll im folgenden immer nur der eine Werth von y beriick-
sichticl werden, wenn nicht ausdriicklich der andere milgenannt wird; und zwar soll immer
der Werth

genommen werden.

Fir x = o wird auch y = o, ebenso fiir x = a; fiir zwischenliegende Werthe da-
gegen wird a—x positiv, die Wurzel reell, also y positiv; es liegl also der Curvenzweig
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zwischen A und B auf der positiven Seile der y; wird x > a, so bleibt auch die Wurzel
noch reell, so lange x <C 2a, und a—x ist negaliv, also auch y negaliv; d. h. der Curven-
zweig geht bei B durch die X-Achse nach der negaliven Seite himiber und entfernt sich hier

zwischen x = a und x = 2a immer weiter von der X-Achse, denn sei einmal x = a--h,
ein ander Mal x = a-}-b+4-c
: d+|l
so ist - 1)y =D l/
J& 3 a—b

oA Ul—[—(‘)]/_ e

Der 2te Werth ist aber grosser als der erste, weil der Brlu;h einen grissern Zahler
und kleinern Nenner hat und der Factor vor dem Bruche auch grosser isi.

Fir x = 2a wird y = —00 und fir x > 2a wird y imaginir, so dass die Curve
also zwischen x = o und x = 2a liegt, da y fiir neg. x imaginir wird.

Bedenken wir nun, dass dasselbe fir den 2ten Werth von y gilt, dass also der 2le Arim
der Curve von A auf der negativen Seite der X-Achse nach B geht und von da auf der posi-

liven Seite sich ins 0C verliert, welchen Werth er fir x = 2a erreicht, so haben wir als
ganze Gestall der Curve die Fig. 13, sie gehl von B auf beiden Seiten der X-Achse aus und
nithert sich immer mehr dem in der Jlifu:lmlg x = 2a errichtelen Lothe ohne es jemals zu
erreichen und bildel zwisehen A und B eine Schleife,
Die Gleichung der in verlangter Weise construierten Curve ist also y=(a— 5 \;
afl—
isl nun auch jede durch diese Gleichung dargestellte Curve in obiger Weise construiert?
Sei E Fig. 1 ein solcher Punkt, dessen Coordinaten EF = y und AF = x in Bezug

aufl die X-Achse AB mit A als Anfangspunkt jener Gleichung Geniige leisten, so isl, wenn man
von A durch E eine Gerade ziecht bis zu einem in irgend einem Punkle B auf der X-Achse

y

errichteten Lothe, EC 4 AE = V/ AB*4-BC? und %‘; — 3 also
Fé

EC = I/AB" |—‘BZ { \—H . -"*.Blf B y? — l/ x2Ly?

A i
EC = B = I/ \94!-‘-,- und da y2 = (a—x)?

‘)'t X
e AB—X I/‘ _ AB—x ]/ TS AR 1/ X
e R s ' X DEmp st Ty 2a—X
Ferner ist BC = AB . ¥ — AB s
X Za—x
d. h. EC = BC, wenmi AB = a, oder die durch obige Gleichung dargestelite Curve ist auf
die angegebene Weise consiruiert.
§. 16.

Maxima und Minima.

Soll der zu irgend einem x gehirende Werth von y ein Maximum oder Minimum sein,
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d : : ! 2
s0 muss zuniichst dY = 0 sein und dann bei einem statifindenden Maximum dl_'-'; negaliv, bei
ux
iHém Mini dy
eine inimum

=V

e ﬁ;{—]—(a—x) TR fa:\[ —x +ff-__—_-*~'}f1]

posnw sein.

dx X -u]—\ [Za—x}g
olf X APEanT
2a \[ B
(¥ 4iniss V_?TEA [——..l}t—l—:i“-—:i“-—av]
dx X  (Ga—x?
18 dype 2hraleror
‘ dx Vv \[2;1—3.)"
(2a—x)?— h(i&a_,\')i’]
x(2a—x)3(2x—3a)—(x®}a?- 3ax [ e )
py |V @—E—t— 1
dx? ~x(2a—x)?
2x(2a—x)*(2x—3a) — (x*+-a*—3ax) [(2a—x)® — 8x(2a—x)*]
2x(2a—x)* I/‘x()ﬂ_\}s
2x(2a—x)(2x—3a) —(x*4-a®—3ax) [2a—4x]
7qﬂ—ﬁyﬁﬂ—ﬂ
dly _ dax®—2x S—@ax-|-dax®—x*a—a’{-3ax|-2x% 2a%x—Bax?®
T x2a—) ¥ x2a—x)?
19 diy e —E_i_f‘"f_f_u_'e‘ R M NS x-+a
. dx® — x(2a—x) Vx(2a—x)? "V x3(2a—x)®
Also mach 18
x*—3ax = —a®
da —
X5 ]/-—-—a'ﬂ- i
20. B ‘FEI—I—&_‘l}fa Hd 3';!—5]]{{_‘:

2
Da x, > 2a, fiir welchen Werth von x vy imaginir ist, so bleibt noch allein x, zu

: s ; P L :
untersuchen. Selzen wir diesen fiir x, gefundenen Werlh in -ln'g ein, so erhalten wir, da x
ety gt oAy e, ; :
posiliv ist, also der Bruch positiv wird, fiir —3 einen ncgaliven Werth, d. h. in dem Punkte

dx?
_ Sa—a)/5
LT 2

wird y ein Maximum, bei dem gegeniiberliegenden Curvenzweige ein Minimum,

<o

e

S N R - PS s

S

S

Y S

s
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3a—al/5
Ist in Fig. 13 D dieser Punkl, so isl also DA = di=djo

:
da—al/ lIVJ—ﬂ
fa2—2a2175 a2 —qf ]
B = o ;1 2 3] 1-—l£ . ebenso ist
2
da*—a?]/ 5
AD AR —;1—0 also BD2 = AD . AB. 21.

d. h. AB ist in D nach steliger Proportion getheill und zwar so, dass AD der kleinere Ab-
schnilt ist. Um die Grisse von y in diesem Punkie zu erhalten, selze man den Werth

B [
— 32285 4 Gie Gleichung 17 ein

= oY s =

2 .1+.:1|/'3

y = L/ B/B6=21%)
2V S s =g

'5 1Ef
Lage der Curve gegen die X-Achse.

Ausgezeichnele Pankte und Wendepunkte hat die Curve nicht, denn fir solche miisste

d® G : i

f-l---:'; = o werden, dies findet aber nur stalt, wemn x = —a, d. h. in der Curve garnichl.

X
dy . . : = T : - ;
éti wird fir x = 2a und x = 0 zu 00, d. h. in diesen beiden Punkten bilden die

Tangenten Winkel von 90° mit der X-Achse, oder sie sind parallel der Y-Achse, im letztern
Punkte ist es die Y-Achse selber. Fiir x = a wird ii{ = —1, d, h. die Tangente in diesem
Punkte bildet mit der X-Achse einen Winkel von 135°. Berechnen wir fiir den andern Cur-

= eodl XSy ;
venzweig, fir den y = (x—a) l/; = ist, _di s0 erhalten wir
dy - 31\:—;1- —x!
dx V\(‘?u 1._-).1
d, h. die Tangente an diesem Zweige macht mit der X-Achse einen Winkel von 45°. [m
Punkte x = a stehen also die beiden Curvenzweige senkrecht auf einander.

(finix —a)—ul

2
Yon x = o bis x = a isl y posiliv und j}; negativ; d. h. die Curve kehrt hier der

: ; : ; diysr, ;
X-Achse ihre concave Seile zu; wird x > a, so wird y negaliv und a—'.j bleibl auch negativ,

d. h. die Curve kehrt hier der X-Achse die convexe Seile zu; es ist aber in x = a kein
Wendepunkt, da die Curve hier von der einen Seite der X-Achse auf die andere iibergeht.
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§. 18.

Gleichungen der Tangente und Normale, Liinge der Tangente, Normale,
Subiangente und Subnormale.

Die Gleichung der Tangente einer Curve im Punkte x, y, isl

2 R
23‘ } Yf Fre il ttX, (:\ -‘\r]
also nach 18
0 / 104 -{-a — Sax, 1y
oen Vo = Y
%, — da\: (a—x )[3.:—:«,)1', x,*4-a—38ax,
Y — j_ s \ %L 0 S R _.f ‘-;
] x,(2a—x,)° X X | \{Bdu-\}"
o —[—;l —dax,
24. = et iden
i Vx (2a—x, }*’ L
also Gleichung der im Punkle x = a gezogenen Tangente:
y = —xta

d. h. sie bildet einen Winkel von 135° mil der X-Achse und schneidel die Y-Achse in der
Enlfernung a vom Anfangspunkle, wie anch aus der geomelrischen Betrachtung der Figur
ohne weileres folgl.

Aus 23 folgt als Gleichung der Normale :

s fod (T [,Y ‘(x—x,)
Vx@a—x)", .
¥ —li(a—x Lo Y wEas-) Tl
( }l/za_\ x,"—l—u*’—:ﬂax,(" X,)
25. _ Vx@Ea—x)® adx,

Bax,—a’—x ¥ +(‘ +-a?—3ax,))/ x,(2a—x,)
Es schneidet also die im Punkle y, x, gezogene Tangente die Y-Achse in der Entfer-

a

a’s, AE :
nung Vs o x-j-‘" und die X-Achse, wenn y = o ist, d. h. wenn
X S'—1—a" —34}{ % | afx, I
e oaer
AT (2.1—-}; ) Vx,(2a—x,)?
a®x

I Sax,—a—x? '
- s g da—al/b
Es schneidet z. B. die im Punkle x, = ———21 gezogene Tangente die Y-Achse in

der Entfernung

s(3—V5H
() S
a—l—uV},/f ia—a]/; a4-a}/ b
J 9

Das ist aber

das zu x, gehiirige y, d. h. d!c Tangente in diesem Punkte ist || der X-Achse, wie auch schon
aus §. 16 folot.

'?
|
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Die im Punkle x, y, gezogene Normale schneidet die X-Achse, wenn in Gleichung 25

y = o ist, also
)= VX@—X) _a%, |
T Jax,—al—x,? (x,*+a*—30x)) V' x2a—x,)
a’x,
' 2 —_— s —
X l’r.\,[ a—x,) I'rx,{ﬁa—ﬁ}
&H
3 . Cles =1 3:‘5-ﬂ [’rﬁ
So trifft z. B. die im Punkte x, — 5 gezogene Normale die X-Achse, wenn
a? 4a 2a  __ 2a(3—V5)
( Fay/s F)E_ 6f2y5 ~ 3FYs T T 4
X = rai&__:;tVa = X,

d. h. die Normale steht senkrecht auf der X-Achse, wie ebenfalls aus §. 16 und dem Obigen
folat.

Nach dem in 26 gefundenen Resultate lisst sich nun leicht in jedem Punkte der Curve
eine Tangente ziehen.
X a?
i @
kreis, trage von G aus a als Sehne hinein, fille das Loth HK | AL und ziehe MK | HL, so
ist GM gleich der Entfernung des Punkies A von dem Durchschnitisp. der Normale mit der
X-Achse; denn

Es ist man construiere also Fig, 14 iiber GL = 2a—x, einen Halb-

-G—M e E;-h oder da EK izl
GH = GL GL ~— GL®
a.i
= (2a—x,)?

Macht man also AN = GM und errichtet auf ON im Punkte O ein Loth, so hat man
die Tangenie in 0.

Die Linge der Tangente ist
— 1 Vifp? wemn p = % also

x!

e
— SRy _;:'a‘t V_xfza-—x:}s ; V1 +(t \.}[_‘1'(1 5)3 )

_ (a—x)x.(2a—x) 8& t—l a x*’—i—ﬁd\" -[-\‘1' 1‘—}-9:{ XX {-"52\2 bax3 (:a 1:

2+n-—?ux “x(2a—x)*
_ x(a—x) 2;1 \:—_1_\_3—|_—_'|1
- x%a?—3ax x(2a—x)
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27 b, Wax(e= )y T
; ~ x®fa—3ax xX(2a—x)
z. B. im Punkte x = ;—] ist
l/?
= — A ﬁ‘
Die Limge der Subtangente st ist:
=1 = -/ = V2@a—xp
P Ja—x = x*Fa’—3ax
. (a—x)x(2a—x)
e &= x?-+a®—3ax

Dieselbe wird also o wenn x = o0, x = 2a, und x =a isl; im ersten und dritten Falle geht
die Curve durch die X-Achse und im 2ten Falle stehi die Tangente senkrecht auf der X-Achse;
letztere ist fir x = 2a 00O

a8 . aa

Fir x = 5 wird st = 7

e

Die Linge der Subnormale sn ist = yp also:

x*4-a*—3ax
n = =0V 525 Vi
_ (a—x)(x*-a?—3ax)
- A Qa—x)?

Die Linge der Normale n ist = y ¥/ T4p? also:
X 2a’x—alx?J-at
n = (a— : : el 2T
(a x) tht_ V \'{:93 ""x}s

I Pl
30. n = (a— x}]/‘a}tszr,_d i;j_ai'—{a—x}a, -——V'ega_};;l_ 3
S0

KEriimmungsradius und Coordinaten des Kriimmungsmittelpunkts; Evolute.
(a4p9) " dy aty
_-_'l._ wenn p = oo und q = s und

zwar negativ, wenn die Curve der X-Achse die concave Seite zukehrt und man die Richtung
von der Curve nach der X-Achse als- die positive ansehen will; also

Es ist der Krimmungsradius p = -

L\2+?1 -*BH.X]E V_:kqtd:-l—\(}r' a2(a?-2ax—x?) i VXS(‘EE—-K}_E
0 [1+ @’ I' —w@f) [-TH} —al.(xta)
31. _ [2%(a*f-2ax—x?) ° i V_\ (2a—x)° ;. of a.(a?-2ax—x?*) s“lz
: [ —a’.(x1a) ] Vx@a—x)?® ~ — @fa)Za—x)?
a
z. B, fiir x = o0 ple=i—y

TSP T——

R

e

&

T P s et :Q—r_g_ i
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S—

L TTe o, 4R

A

Slam e el S,

o = M

da aber in x = o die Curve ihre concave Seite der X-Achse zukehrl, so ist das Zeichen von

: T a £y, < : o 7 A e :
g,umzukehren, also o = i Fir x = 2a wird ¢ = 00; es nihert sich die Curve ja auch

:mmer mehr dem in x = 2a errichteten Lothe, d. h. immer mehr einer graden Linie. Fiir das

2__pal17n s
Sa—a}/5 ﬂ{as+3{]3ﬁagv-5_14a 21 V—t’}q;s
Maximum der Curve in x = i wird o = — Emr T (e’l'-i—ﬂ ﬁ?—)—_‘;“—_
e
i a(4a24-12a2—4a®/ 5 —14a’4-6a2)'5) °
i {c—a—a]/a)(a——a}/.:)*
(9+=;1rr) |/’SJ::;H 10@_1_1an sk r,VT‘)'g-a’..tll}:i_lf',
{S—Vu}(ﬁ f’[/o} dO—t:I/a-—-lU[/o—m ) 2044)/5
¢ =~-"”"+!~. hioa [ VT = o Ty OBV 5 B0 5 6
5+)'5 3010}/ 900—500
S 10+10)/5 1+V5
= 2 il bt AL i
e 400 Bkl 10

Sind die Coordinaten des Kriimmungsmiltelpunktes « und g, so is
o = .\c-—p(!_q‘—p) und 8 = v+ 14?
also hier:

oEY “x _ a%@a’}2ax—x?) Vx*2a—x)®
(o) 1/21—-1 T x(2a—x)%at(x-fa)

o T X i 211?_"_'I—Z"lk—“:_“'g i X

i) Vz;:x ~ xta 'Vga_x

p=1 = [n”~x2—a='—2ax+xﬂ] _ Y [ 32
Za—x X-|-a — FV Za—x | xta

paasmill] (x*+}-a* -—315:)1&“( a—x)° a®(a’f-2ax—x*)
G Vx(2a—x)? . a? (xfa) x(2a—x)?

(x®+a® ~—331:){a"—|+z!11:—\ )iz a8 (x*—l—-a:‘_—._}(;a—,\') 4 (x*+-a%—8ax)(a’ 2ax—x*)

o =taan (x-Fa)(2a—x)® (xF-a)(2a—x)?
aif3alx—6aix’2ax® _ a(a—x)(a?+4ax—2x?) 33
C =T ctaGan  cfea)Ee—x)? :

g*



Es sind also die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunkts fir

X= 0; a=}, g =0
34, X =a; @=a0, g = —a.
Xx=2a; a=—00, 3 =—2X.

Um die Gleichung der Evolute abzuleiten, miisste nun aus Gleichung 32 und 83 x eli-
miniert werden, doch wiirde dies auf Gleichungen hoherer Grade fuhren, und wollen wir uns
hier damit begniigen, den ungefihron Lauf der Curve nach den in 34 gemachten Angaben an-

H 4 : . a : z
zugeben. Sie gehl von der X-Achse in der Enifernung x = i aus, durchschneidet in der
—a die negative Y-Achse und geht dann ins —00 sowohl in Bezug aufl x
als auf y. Ein 2ler congruenter Arm liegt auf der positiven Seite der X-Achse.

Nach 33 scheint es, als ob die Evolute die Y-Achse noch einmal schneiden miisste, da

Entfernung y =

der Ausdruck fir o nicht bloss, wenn x = a ist, zu o wird, sondern auch fir
a’+4ax—2x® = ¢ d. h. wem
LA
xR l/-__
3

aber hier ist der eine Werlh negaliv, der andere > 2a, also beides Punkte, fiir die es keinen
Curvenpunkl gibt.

§. 20.
Polargleichung der Curve.
Yy=TI.8ing . X=r cosp nach 17 ist
r¥sing? — [a—musgp)ﬂ.gﬂ—z;_—_c—{@
(r®—r*cosp?)(2a—r.cosp) = (a®—2ar cosp--ri.cosqp?)r.cosq

dar*—2arcosp*—ricosgpt-ri.cosp® = adr.cosp —2arleospi-rd.cosg?
2ar*—r%cosp = a’reosgp
2ar = al.cosp-tricosg
Zar
35 Ct]srp o
i 2] o2
a*~-r
oder: r?cosp—2ar = —ad.cosgp
a ;
r:—2r. —— = —a?
Cosgp
36 I V_—a‘*.ucrsqv?—i—uz _ aJtasing 2 1 -} sing
cosgp | cosgp® - cosp " cosg.

i

R
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=

{ 8. 21.

@undratur der Curve.

X
Es ist F = f}’dx f(a__ﬂ) -~ T
!.f
Seizen wir hier 'f Rl SRR z, s0 ist x = 2az?—xu*
2a—x

oder x = 2az?
=T
iy o Gefatides—daz® . dazdz
(1fz%)® (1-+=z%)?
? a—az? dazdz 5(_1_7 2)
3 e LRSS
| ) f“rf’ iy — ) Ay
|l;| 1‘1
{» .

" 2tz " ztdz
2 —_— i o
4aﬁuwsdfﬁwms

% i f (1.;;2@;,-,; % j ‘(”r?“:‘“ b J( L f G l
= [- [ S |

dz

Ty ~

W] bt

1—3z*4-34-3z2 1 1—3z2 S
f G- =g | ey 1 J m

l
M| bt
|
_
1=
P
BO
_|_.
=
.
\...____:
—

-
+e
S
—
e

Tk e dz
T dz = 5 (1+.r.-‘3)2 dz 4 5 /1—|—?"

?‘ —
© 14z

: 0z
. J =

DO = Do)

| 1 lor, 7
+ 5 are. 1g. z.



= 1 3 7 :
Fﬂa“‘*ﬁ"ﬁﬂ-mﬁﬂ
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*:;
— arec.lg.z—arc.lg.z

—9z
F — at [(14_!2}“ + (,_H_zz} —_ arc.tg.z]
p o gr [2E32 i
Fe=a GETLE ——arc.lg z] oder z = | 5. —
—

e VZa—-x 5 ?-a—x Za—x it %

R o 2a \® Lk 2a—x
21 _i{

Fi— at g

e (5%5)

37. F=

Mithin fir x, = o bis x, =

a
38. F = a®—a® g

also der Inhalt der ganzen Schleife

{a—l—x}{Za—XJ TR

X _ —atared r.]/ x
2a—x i Za—x]I

- X arelgq/ =
Za—x 2a—x

X

‘3
 (d—m) = 0,2146020,

OF = 0,420204.a%.

Nehmen wir die Polargleichung 35 cosg =

Gleichung 35 differ. gibl

2m‘ 1 i

] (a*4rH2a—4dar® . 2a —‘jarz
— sinpdg = (aiLrf)? (a*—}—r”}*‘
~dnir? ]
Nun ist aber nach 35 sing = ]/—1-—(55:_';3)2-—— ::2_]_:2
_ 2a(a*—rY a4r? . Zadr
also dp = i) al—r? dr = atitr

ridr L iy e
F=a AT - + S dr = a dr — a® _3!_1‘
a’*~-r At a*tr®

L

39. F = ﬂr—aff a__
140

Xk

.
[armnz.arc.tg.g l (ohne Constante.)




also F fir v, =0 bisr, = a
2
F— at—a? L = ‘34 (4—m) . cf. 88. 10.

4
§. 22
Sehwerpunkt der Fliche.

Um die Coordinaten des Schwerpunkts einer Fliche zu bestimmen, die von zwei in x, und
x, errichteten Ordinaten, der zwischenliegenden Abscissenachse und dem zwischenliegenden

Curvenbogen begrenzt wird, hat man die Gleichungen

X
i

jlydx = /.‘q-dx und u [}{ih = ; f}ﬂdx

X,

wenn t das x und u das y des Schwvrpunkts hcdeulet

flbdx = _/x(ﬁ.—x) l/_2ﬂ x’
Man setze nun G‘f_x o = 1‘-11__32 o = (Td_?_?:j)s
o ist fxyd,\: = B8a? le:‘;‘;
Nun ist aber (li‘;:J f 4;:?—;;54 : ‘/‘UT#;Z{P—_[ % ‘/ﬂ_:f%m

und ebenso _atdz_ 2z i ‘.-EE
(l—l‘zg)m (B (1+4z)"
und S S T ) _dz
(1-+z2)™ (1-+z%= (1-4-=z2"

zt—zt iz zidz

also P e

o= 2] @ty — ) @
=t 7 dz 22dz z2dz 2z
= 2 ol = 2 ot - s+ | e
e dz dz dz dz
% %Tﬁ* c’ﬂmﬂﬂ ﬁiT '*)*ij(urz')* ﬁ+x “"[u )
s ] L T dz 44 f _f _f!g:_
%) e T ) i
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e W _ dz 1+-z'—z _d;:__m g z.dz 1
Nun Isr'f(l—f—z“)‘“ = f(l—i-z-‘)“‘ dz EE f? (1_[_ Ty

{
(e MR zd(14-2%) Lfsge e o
{l_i__zz)m g (l—l—z“ m—1 (1+zn}n; (I—I—Zz)"""l+_§ ok (m__]_)(]__}_za)m—l !
g . e
= * T — e o
il z 4 2m—3 a2y I'I.
=t 2(m—-1){1-|—z’)“’—1 ! 2m—2 {l—i—z‘)"‘—‘ 4
o i © S R s dz
U0 T = sy (1-}—?“)’ (1 B ]
. b b dz };
3{1-1-:“)3 ﬁ(l—]—z‘)‘+ f (1+,;*)= / 14=2?
G E T 1
= 3(1+")5 ﬁ(]-—f_"‘g)g + 4(1_‘_2{1 i arc.lg.z.
3~|-8.¢’—{—Qz”* i
= 17{1—I-?‘J“ = arc.tg.z 'I
i 3(2a—x)+-8x(2a—x)-9x*(2a—x). 1 x L
fxydx = [ 96a® 2.a~ = 2a-—x] ]
24a%—4a? x—{—fln —d4x3 X )
== —_— 3 8 g I
]/-2&__‘: 2ad.arc.tg. V_Ea—x |
1 1 BT SR
- i (2a3—3~a‘x—|~qax‘—§x3) z—ai—x — 2a% arc.ig. Zax—xl
: (<a+x){3a—a} R
2_3'—_x —'gd «&I'C. 1“‘ 23.—_; A J1
Also fiir die Fliche von x = o bis x =
5 .
3 a"' azﬂ: %—29‘;‘ '
12. b= —— =a. 5 = 0446736 }
74—m) 3
5 )
Um u zu bestimmen, haben wir u f yix = 1— yidx. ‘
. ; ﬁ“
3 f (a—x)*% =X—-23‘(."_Lxﬂ
ydx = oo == i dx

¢ 3
13. :'/ (-—x’ 9-]—;;"_—:( =—=%—a“x—2£|”.]0g.f‘2a—x)+(‘-.



2b

G 2

L (a—r\)(2a—x)l/-2t* R22 ﬂTclg]/

Mithin fiir die Fliche von x = o0 bis x = a

3 :cl'f
bl a’ log. nat. ("a——XH -C
44.

2a® 2
a®. log. nat. 2a— 5= — a% log.mat. a log. nat.2—75
n = = : =a:

= (,12339. a.

§. 23.
Quadratur der Rotationsoberfliiche.

Die Ebene der Curve drehe sich um die X-Achse, so ist die Oberfliche des dadurch
gebildeten Kirpers

Xy

O = Zn j ‘s'Vl—i—pit dx. wo p wieder = g—i

B —|—2a‘(—-155 55 a—X T =1
0 = 2am f{a 1)1/‘731 ‘l/_ =G g = 2am (-ml_—xjglfaﬁ.il-zax—x- . dx

Do / (&—‘{)(ﬂ_g-ﬁ—dux—-:\zj i o ((a®-- afx—3axpx¥)dx

(751_-}&)2[/’&2_1_ 2ax—x> (2a—x)* V-_—k-zmz——."-

a*x—3a » SRS
= Zax [( +[l+ (r)a__-))g) Vﬂ“ ‘)tl‘i—}i

" (a—x—2a)dx 5 l_ (x—3a)dx
—— 2 | Vo ") @0V

. dxin B0} “+93'(—-x2—1—211 3a\+‘<
— — %ar Vai2ax—x" + da’m V&‘-l'z;'—l e [ (2a—x)* Vﬂ“—l—dﬂx—

oder wenn im ersten f y-+a=x gesetzt wird

" el : zlg-]—E*;l\—\
*, 0 = — 2anl a’+2 Jax—xi-{-4a'm V”a f[ ~@a—x)? +{911—-x]],f \‘—k—‘&av-t] 5.4

d. . ;
a2 e RS
0 = — 2anl/ B 2ax—x*-4a "r/ — /_T 1 o —2a qj [V 2’ Zax—x" . d E:'f = +H_af—_td Vet 2ax—x
—g

i



0 = — 2az Va®2ax—x" -I- 4a’z.arc. sin. _V2 — Za’m. V%§+ C
.t T ———; . S0 Gl Va’~+—da\
0 = — 2an Vo' Zax—x* -+ 4a MO A e —]—- C
15. 0 = — 2an Vi Zax—1 — da'.arcsin, =% — og1, V@2a—x*
0 2am Va'f2ax—x* — da's. arcsin. s — 2an e
fir x = o ist auch 0 = o also
6. 0 = — 2a'%% — a'z’—a'w + C also C = 3a’x + a'z™
Ferner ist fir x = o bis x = a
0 = —2°z) 2—2a%z) 2 + 2a’z 4 a’n? 4- a’n
47, 0 = 3a'zr +a'n’—4) 2.0’ = 0,48476ar = 1,52284a>
§. 24,

Cubatur der Rotationskrper.

Drehe sich wieder die Ebene der Curve um die X-Achse, so ist der cubische Inhali

des entstehenden Korpers
¥= ﬁf y'dx  hier also

x)”‘x x3 .
l=nr 2a—x dx =n (— 5 —a’x — 2a% log. nai.(Za—x}) + C. cf. 43.
Fiir x = 0 muss J auch = o sein, also
0 = — Za°m.log.nat.2a4-C d. h. C = 2a’rlog. nat. 2a also
23 xs X,
48. = e LA
8 : % Za—x 3 a’x]
xl‘
also yon x = o0 bis x = a
ad 2
— 3 i iy ] [0 R AU ; pd 1
49, J = n [2a%log.nat.2 5 —a°] = 2a% (log.nat.2 2)
J = 0,05296a%r = 0,166.a°.
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